84 TURUN
?’/a \\\\ YLIOPISTO

Differentiaaliyhtaloiden alkeet

Meri Mattila

Pro gradu -tutkielma
Toukokuu 2021

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Turun yliopiston laatujérjestelméan mukaisesti tdmén julkaisun alkuperaisyys on tar-
kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmallé



TURUN YLIOPISTO
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

MATTILA, MERI: Differentiaaliyhtaldiden alkeet
Pro gradu -tutkielma, 33 s.

Matematiikka

Toukokuu 2021

Téassd matematiikan opettajalinjan Pro gradu -tutkielmassa késitellddn differenti-
aaliyhtéloitd. Tutkielmaa voidaan hyodyntédéd oppimateriaalina esimerkiksi lukion
pitkdn matematiikan valinnaisella kurssilla. Lukijalta odotetaan lukion pitkdn ma-
tematiikan oppiméaran hallintaa.

Tutkielmassa tutustutaan differentiaaliyhtilon késitteeseen ja opetellaan ratkaise-
maan separoituva differentiaaliyhtélo erottamalla muuttujat. Liséksi esitelldan 1. ja
2. kertaluvun lineaarinen ja vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo sekd ratkaisume-
netelméat naille. Tutkielmassa tutustutaan myos vakion variointiin, joka on ratkai-
sumenetelmé lineaarisille 1. kertaluvun differentiaaliyhtéloille, jotka eivét ole vakio-
kertoimisia. Lukuihin on koottu mekaanisia ja soveltavia esimerkkeja seké tehtavia
aihealueittain.
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1 Johdanto

Differentiaaliyhtélot kuvaavat, miten yhden asian muuttuminen vaikuttaa toisen
asian muuttumiseen. Kun havainnoimme ymparillaimme olevaa luontoa, havainnoim-
me erilaisia muutoksia ja niiden vaikutuksia toisiinsa. Differentiaaliyhtélot ovat kes-
keinen matematiikan tarjoama tyodkalu, jonka avulla voimme luoda matemaattisen
mallin néille erilaisille muutoksille. Mallien avulla voimme ennustaa erilaisia ilmioitéa
tietyilla ajanhetkilld, kuten vaikka hiukkasen paikkaa hiukkaskiihdyttimessa. Luon-
non ilmioét ovat monimutkaisia ja riippuvaisia monesta muuttujasta, joten ei ehka
ole yllattavaa, ettéd differentiaaliyhtéloiden ratkaisuun ei aina ole valmista ratkaisu-
mallia. Esimerkiksi sddennusteet perustuvat sellaisiin monta muuttujaa huomioiviin
differentiaaliyhtél6ihin, joiden ratkaisemiseen tarvitaan supertietokoneiden tehoa.
Kuitenkin jo yksinkertaisetkin differentiaaliyhtéalot ovat térkeédssé roolissa monella
alalla kaytannon sovelluksissa. Ladketieteessa niiden avulla voidaan ennustaa kasvai-
men tilavuutta eri ajanhetkilld ja toisaalta arvioida viruksen levidmistd viestossa.
Monet fysiikan lait, joita insindorit tarvitsevat jatkuvasti esimerkiksi rakennustek-
niikassa, voidaan johtaa differentiaaliyhtaloiden avulla.

Tamaé tutkielma on kirjoitettu differentiaaliyhtéloihin tutustuvalle. Sisalto ja ra-
kenne on suunniteltu niin, etté se sopisi esimerkiksi lukion syventévan kurssin ma-
teriaaliksi. Lukiokurssina kyseinen aihe ei ole uusi ajatus, silld differentiaaliyhta-
16t kuuluivat lukion pitkdn matematiikan oppiméadraan vuoteen 2003, jonka jalkeen
kurssin pitdmistd on jatkettu koulukohtaisena esimerkiksi monissa matematiikka-
painotteisissa lukioissa. Koska kurssi ei kuulu endé opetussuunnitelmaan, ei tarkoi-
tukseen sopivia lukion oppikirjoja myoskaan tehda.

Differentiaaliyhtalot ovat oiva lisé lukioiden kurssivalikoimaan, silld uuden ai-
heen nojalla tulee kerrattua laajasti matematiikan pitkdn oppiméaran aiheita, kuten
derivointia ja integrointia, trigonometrisia funktioita, imaginaarilukuja seké esimer-
kiksi logaritmien ja potenssien laskusddntojen soveltamista. Lisdksi aihe valmistaa
opiskelijoita monipuolisesti erilaisiin jatkokoulutuksiin, silld esimerkiksi yliopistossa
luonnontieteiden parissa ja ammattikorkeakoulussa erityisesti insindorilinjoilla aihe
tulee vastaan. Jopa taloustieteessd ja lddketieteessd differentiaaliyhtélot ovat mer-
kittava tyokalu. Vuoden 2019 lukion opetussuunnitelmassa matematiikan opetuksen
yleisid tavoitteita ovat esimerkiksi matemaattisen pohjan rakentuminen opiskelijan
jatko-opinnoille, sekd matematiikan valttaméttomyyden eri aloilla véalittyminen opis-
kelijalle [8].

Siséltd on valittu vastaamaan sellaisia aiheita, jotka toimivat differentiaaliyhté-
16iden laajemmankin opiskelun pohjana ja néin helpottavat differentiaaliyhtéloihin
syventymistd mahdollisesti jatkokoulutuksessa. Téaté tutkielmaa on kirjoitusvaihees-
sa hyodynnetty opetuksen tukena Turun ammattikorkeakoulussa ja muokkauksia on
tehty my0s opiskelijoiden kokemusten pohjalta.

Tutkielmassa tutustutaan aluksi yksinkertaisiin differentiaaliyhtél6ihin, jotka rat-
keavat kiytdnnossd integroimalla. Tamaé aihealue sopii hyvin integraalilaskennan
kertaamiseen ja vahvistaa samalla ymmarrysta differentiaaliyhtélon kisitteesta. Pas-
paino tutkielmassa on 1. ja 2. kertaluvun vakiokertoimisten differentiaaliyhtaléiden
ratkaisumenetelmissa. Lisdksi luvussa 3 esitelladn vakion variointi eli erds ratkaisu-
malli sellaisille 1. kertaluvun differentiaaliyhtéléille, jotka eivét ole vakiokertoimisia.



Jos esimerkiksi lukiokurssilla aikataulu kdy liian kiireiseksi, on tdméan aiheen pie-
nempi painottaminen yksi luonteva tapa karsia kurssin sisaltoa. Tehtavit on valittu
erityisesti niin, ettd lukio-opiskelija saisi monipuolisesti vahvistettua matematiikan
taitojaan esimerkiksi trigonometristen funktioiden parissa.



2 Differentiaaliyhtalot

Koulumaailmassa on ylakoulusta saakka syvennytty sellaisiin algebrallisiin yhtaloi-
hin, joiden ratkaisulla tarkoitetaan kaikkia niita arvoja (yleensa lukuja), jotka sijoi-
tettuna tuntemattoman paikalle toteuttavat annetun yhtalon. Esimerkiksi yhtalon

202 =8

ratkaisut ovat 2 ja —2, silld yhtédlon oikea ja vasen puoli saavat saman arvon, kun
2 tal —2 sijoitetaan muuttujan z paikalle. Joskus yhtéloille on olemassa yksi tai
enemmaéan ratkaisuja, mutta on myos mahdollista, ettd ratkaisuja ei ole lainkaan
olemassa.

Differentiaaliyhtalot ovat perusajatukseltaan hyvin vastaavia kuin edelld esitel-
lyt yhtélot, mutta muuttujan arvon sijaan differentiaaliyhtéloissé etsitdan funktiota,
joka toteuttaisi yhtéalon. Ratkaisujen lukumééra differentiaaliyhtélollekin voi olla yk-
si, enemmaén tai ei lainkaan, riippuen siitd kuinka monta sellaista funktiota y = y(x)
on olemassa, jotka toteuttavat annetun differentiaaliyhtéalon. Differentiaaliyhtaloilla
onkin usein dareton maara ratkaisuja.

Usein funktiota y(x) merkitdén yksinkertaisemmin merkinnalld y ja sen deri-
vaattaa merkitddn pilkkunotaatiolla y’. Pilkkunotaatiota voidaan kdyttda kolman-
teen derivaattaan asti (y/,y”,y"), jonka jilkeen kiytetddn merkintdtapana nume-
roa. Esimerkiksi y® merkitsee siis neljé kertaa derivoitua funktiota y. Tétd lukua
tai pilkkujen lukumaééaria kutsutaan myos derivaatan asteeksi. Differentiaaliyhtalon
kertaluvun méaraa funktion y korkeimman derivaatan aste. Differentiaaliyhtéloissa
esiintyy aina tuntemattoman funktion y jonkin asteinen derivaatta tai derivaattoja.
Esimerkiksi

2y +y" =3y

on differentiaaliyhtélo, jossa esiintyy funktio y(x) sekd sen derivaattoja ja jonka
ratkaisuja ovat sen toteuttavat funktiot y(x). Kyseessi on 2. kertaluvun differenti-
aaliyhtalo, silld funktion y korkein derivaatta on asteluvultaan kaksi.

Toisin kuin yhtalonratkaisussa johon olemme tottuneet, differentiaaliyhtéléjen
ratkaisemiseksi ei ole yleispateviaa menetelméaé, vaan ratkaisu perustuu usein yhta-
l6iden muodon tunnistamiseen ja tietynlaisille yhtaloille ominaisten ratkaisumene-
telmien tuntemiseen. Téssa tutkielmassa perehdytéddn erityisesti tietynmuotoisiin 1.
ja 2. kertaluvun differentiaaliyhtdl6ihin ja jo ndma differentiaaliyhtalot ovat erittéin
kiyttokelpoisia sekd suuressa roolissa, kun halutaan mallintaa ympéaréivin maailman
ja yhteiskuntamme erilaisia ilmi6ita.

Tésséd luvussa on erityisesti kdytetty lahteité 1], [2], [3], [5] sek& [9].

Pohdinta. Kokeile sijoittaa y = e* ylla annettuun differentiaaliyhtéléon. Mité huo-
maat?

Pohdinta. Kokeile, keksitko esimerkin differentiaaliyhtélosté, jolla ei ole lainkaan
ratkaisua.



2.1 Yksinkertaisia differentiaaliyhtaloita

Tarkastellaan aluksi sellaisia yksinkertaisia differentiaaliyhtildita, jotka saadaan rat-
kaistua suoraan integroimalla. Namé differentiaaliyhtdlot ovat muotoa

eli funktion y(x) jotakin kertalukua oleva derivaatta voidaan esittdd muuttujan x
lausekkeena u(x). Téssé differentiaaliyhtdlossé ei esiinny funktiota muodossa y(x),
minka vuoksi tapausta kutsutaan yksinkertaiseksi.

Esimerkki 2.1 Ratkaise differentiaaliyhtilo
Yy +2xr—1=0.

Ratkaisu. Kyseessd on yksinkertainen differentiaaliyhtélo, joka saadaan termeja
siirtdmalla muotoon y' = u(z) eli

y = —2x+1.

Téastd nahdadn, ettd kiytannossa tehtavana on etsid sellaiset funktiot y, joiden de-
rivaatta on —2x + 1. Differentiaaliyhtélo saadaan nyt ratkaistua derivaatan vastao-
peraatiolla eli integroimalla yhtdlon molemmat puolet:

/y’dx:/—2$+1d$

y=—-a2*+z+C.
Tarkistetaan ratkaisu vield sijoittamalla (eli derivoimalla ratkaistu y):

Y =—-2r+1
D(-2*+z+C) =2z + 1.

Koska integroimisvakio C' voi saada mitéd tahansa reaalilukuarvoja, on talla differen-
tiaaliyhtalolla dareton méaara ratkaisuja.

Kaikki mahdolliset funktiot y = —a? + x + C' muodostavat ratkaisuparven, joka

on tdmén differentiaaliyhtdlon yleinen ratkaisu. Ratkaisuparvi muodostuu siis &é-
rettomaésta madrista paraabeleja, joista osaa on havainnollistettu kuvassa 1.
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Kuva 1. Ratkaisuparvi koostuu dérettoméstd maardstd samanmuotoisia paraabele-
ja, joiden sijainnin y-akselin suunnassa méaarittad integroimisvakio C.

Vililla differentiaaliyhtélotehtévissd on myos mukana alkuehto, joka méarda yk-
sittdisratkaisuksi ratkaisuparvesta jonkin tietyn funktion (téssé tapauksessa paraa-
belin). Esimerkiksi alkuehdolla
r=—1
y(—=1) =1eli {
y=1

saadaan erdan ratkaisufunktion integroimisvakio C' sijoittamalla:

y=-1"+z2+C
4=—(-1)*+(-1)+C
C =6,
jolloin y = —2%+2x+6 on timin differentiaaliyhtilon alkuehdon mukainen yksittiis-

ratkaisu. Alkuehdon mukainen piste on merkitty kuvaan 1, jolloin kuvasta nahdéan
mika paraabeli tassé yksittaisratkaisussa on kyseessa.

Talloin siis yleinen ratkaisu on y = —? + x + C ja alkuehdon mukainen yksit-
tiisratkaisu on y = —2? + x + 6.

Tehtava 2.2 Ratkaise differentiaaliyhtalo ja madritd alkuehdon mukainen yksit-
taisratkaisu.

a) 3zy’ =1, kun y(2) = —1 b) 3y’ + 18z = 9z% + 3, kun y(—2) =0

1
c) ¥y =0,kun y(7) =2jay'(4) = 3 d) ¢y = cos(x), kuny(w) =2,¢'(7) =0



Tehtéava 2.3 Liikennevaloihin ajavan Teslan nopeus v(f) noudattaa yhtélod v(t) =
2 + 2t + 1. Hetkelld ¢ = 1 Tesla on kohdassa s = 2.

a) Maaritd matkan lauseke s(t)
b) Laske Teslan kulkema matka ajanhetkien ¢ = 2 ja ¢t = 5 vililla.

Muista, etti nopeus voidaan ilmaista matkan s(t) derivaattana.

2.2 Separoituva differentiaaliyhtalo

Muuttugien erottaminen eli separoiminen on yksi menetelma, jolla saadaan tietyn-
muotoisia 1. kertaluvun differentiaaliyhtéaloja ratkaistua. Esimerkiksi differentiaa-
liyhtalolle

y = 2xy

ei ole mahdollista 16ytdé ratkaisuja suoraan integroimalla, silld derivaattafunktiota
y' el voida ilmoittaa ainoastaan muuttujan = lausekkeena. Témén kaltainen yhtalod
saadaan kuitenkin ratkaistua separoimalla. Separoiminen muodostaa osaltaan poh-
jan 1. kertaluvun differentiaaliyhtéloiden ratkaisulle.

Differentiaaliyhtélo on separoituva, jos se voidaan esittdd muodossa

Téssé funktio w(z) riippuu vain muuttujasta z ja funktio v(y) puolestaan muuttu-
jasta y. Tama yhtalo voidaan kirjoittaa muotoon

d d
%V(y(iﬁ)) = @U(JC),

kun funktion u(z) integraalifunktio on U(z) = [ u(x)dz ja funktiolle v(y) on voimas-
saV(y)= [ @dy. Koska funktioiden V(y(x)) ja U(z) derivaatat ovat yhtésuuret,
niin on voimassa

jossa C on vakio.

Kaytannossa separoituvat differentiaaliyhtélot ratkaistaan kayttamaéalla derivaatta-
funktiolle Leibnizin merkintdid eli

y=2
dx’
Yhtalon muuttujaa y sisaltavit termit sekd muuttujaa x sisdltéavat termit erotellaan

omille puolilleen. Téamén jidlkeen voidaan integroida yhtalé puolittain muuttujiensa
suhteen.



Esimerkki 2.4 Ratkaise erottamalla muuttujat

y ==
Yy
d
Ratkaisu. Merkitdan ¢ = 4.
dx
dy x?
dr vy

Erotetaan muuttujia x ja muuttujia y sisaltéavit termit eri puolille yhtaloa.

y-dy = z* - de.

Nyt voidaan integroida yhtédlon molemmat puolet:
_ 2
/ y dy = / x° dx.

Téassé esimerkissa nédytetadn yksityiskohtaisesti, miten molempien puolien integroi-
misvakiot € ja Cy saadaan lopulta yhdistettyd yhdeksi vakioksi C. Yleensé in-
tegroinnin jalkeen merkitéddn suoraan yhteinen integroimisvakio yhtélon oikealle puo-
lelle ja jatkossa kiytetddn téta tapaa.

1 1
§y2+01:§x3+02
1 1
§y2:§l’3+02—01 |2
2
y2:§$3+2'(02—01)

Termi 2 - (Cy — C) siséltéa pelkkia vakioita, joten voidaan merkita sitd yleisemmin
vakiolla C. Lopullinen ratkaisu saadaan ottamalla neliojuuri yhtéalosta puolittain,

jolloin:
2
==Y §x3 +C.



Esimerkki 2.5 Ratkaise erottamalla muuttujat

y' — cos(z)y = 0.

d
Ratkaisu. Merkitdan y' = d—y:
x
dy
e cos(x)y
Erottamalla muuttujat saadaan
d
% cos(x) - dz,
Y

jolloin voidaan integroida puolittain

/% = /COS(J;) dx
/5 dy = /cos(x) dx

In|y| = sin(x) + C}.
Talloin saadaan logaritmien laskusdéntojen nojalla
y = iesin(:ﬂ)—&—Cﬁ

ja potenssien laskusdantojen mukaisesti voidaan merkita:

sin(z) C1

y = te e

Merkitééin vakiota e = C:
y = iecl . esin(m) _ Cesin(a:).

Muuttujien erottamista eli separointia voidaan kiyttda 1. kertaluvun differentiaa-
liyhtaloiden ratkaisemiseksi silloin, kun differentiaaliyhtélé on mahdollista muuttaa

u(z)

tulo- tai osaméardmuotoon, esimerkiksi u(z)y’ = v(y) tal y = . Toisin sanoen
v

jos muuttujia ei pystyté erottamaan yhtaloon omille puolilleen, ei menetelman kayt-
tO onnistu.

Tehtava 2.6 Mitké seuraavista yhtaloistd voidaan ratkaista separoimalla?

a)—y:y+x b) 3z =1y
dx
3
c) bx — a3 =1y d) o ==
x
1
e) 8z%y = 3y’ + 2y f) v =-v5 -9
Tehtava 2.7 Ratkaise seuraavat yhtalot separoimalla.
a) y’:f b) v + dxy? =0
Y
c) sin(y)y’ =1 d) v =yB—-y)



3 Lineaarinen 1. kertaluvun differentiaaliyhtalo

Tassa luvussa perehdytadn 1. kertaluvun lineaarisiin differentiaaliyhtél6ihin ja nii-
den ratkaisemiseen kolmivaiheisen mallin kautta. Téma luku pohjautuu lahteisiin
(21, [3], [6], [7] seké [10].

Lineaarisen 1. kertaluvun differentiaaliyhtdlon yleinen muoto on

Y + )y = ().

Lineaarisuuden ehtona on, etté funktiot ¢ ja y ovat ensimmaéisté astetta, jolloin esi-
merkiksi termeja 'y tai y° ei voi esiintyé. Kertaluku puolestaan méiriytyy funktion
y korkeimman derivaatan asteen mukaan, joten 1. kertaluvun tapauksessa funktio y
on derivoitu kerran. Esimerkiksi differentiaaliyhtalot

2

x
y + 3xy = 5 xy — 23y = cos(2x) ja Y — i

= =2z
3

ovat lineaarisia. Differentiaaliyhtalot

2
y'y =cosz, y —3y> =5z ja y’:—x
Yy

puolestaan eivét ole lineaarisia. Jos 1. kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtélon
termi v(x) = 0, sanotaan yhtdlon olevan homogeeninen.

Tehtava 3.1 Mitka seuraavista ovat lineaarisia 1. kertaluvun differentiaaliyhtal6ita?

a) Ty’ + sin(3x)y = 5z b) v = 3y* +¢”
/ 3 / 8
c)y —2y=-— d) 8y =5y — =z
Y
y y
e) 5 =2r+5 f)y = =3
Yy

Lineaarinen 1. kertaluvun differentiaaliyhtélo ratkaistaan seuraavien kolmen vaiheen
kautta:

1) Ratkaistaan vastaava homogeeninen differentiaaliyhtalo y,(x).
2) Etsitddn yksittaisratkaisu yo(z) esimerkiksi yritteelld.

3) Koko differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu saadaan summaamalla kaksi edellista
kohtaa, jolloin y = yp(x) + yo(x).

Jotta téata ratkaisumallia padstddn hyodyntdmaéadn, syvennytédén ensin tarkemmin
vaiheisiin 1) ja 2). Lineaariselle ja homogeeniselle 1. kertaluvun yhtélolle voidaan
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johtaa separoimalla ratkaisukaava, jota kiyttdmalla vaiheen 1) suorittaminen hel-
pottuu ja nopeutuu. Vaiheessa 2) pyritddn yleensd yritteen avulla 16ytdméan sellai-
nen funktio yo(z), joka toteuttaisi annetun differentiaaliyht&lon. Yritteen muodosta-
miselle on eri keinoja riippuen alkuperiisen differentiaaliyhtélon muodosta. Naihin
kahteen vaiheeseen syvennytadn seuraavaksi omissa alaluvuissa ja luvussa 3.3 kdy-
déan lapi vield yleisen ratkaisun malli kokonaisuudessaan.

3.1 Homogeeninen muoto ja ratkaisukaava

Kun halutaan ratkaista 1. kertaluvun lineaarisia differentiaaliyhtéloita, aloitetaan
aina ratkaisemalla ensin vastaava homogeeninen differentiaaliyhtélo. Naille differen-
tiaaliyhtéaloille voidaan myos separoimalla johtaa ratkaisukaava, jota hyédyntamaélla
ratkaiseminen usein nopeutuu huomattavasti.

1. kertaluvun lineaarinen homogeeninen differentiaaliyhtdlé on muotoa
Y + u(z)y = 0.

Yhtdlo on homogeeninen, silld yleiseen muotoon verrattuna v(z) = 0, jolloin yh-
talossa ei esiinny sellaista muuttujan = lauseketta, jota ei ole kerrottu funktiolla
Y.

Esimerkissa 2.5 ratkaistiin vastaavaa homogeenista muotoa oleva lineaarinen dif-
ferentiaaliyhtdlo separoimalla. Seuraavaksi johdetaan samaa menetelméd hyodyn-
téen ratkaisukaava muotoa y' 4+ u(x)y = 0 oleville differentiaaliyhtéléille ja harjoi-
tellaan nédiden yhtéloiden ratkaisemista johdetun ratkaisukaavan avulla.

Ratkaisukaavan johtaminen separoimalla.

v +u(r)y=0
d
Sijoitetaan ' = d_y ja erotetaan muuttujat:
x

dy

dy
—= = —u(x)dx
y (z)

Integroidaan puolittain:
d
/—y = /—u(m)dm.
Y

Kéytetddn funktion —u(z) integraalifunktiosta merkintad —U (x):

In|y| = -U(z) + Ci.
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U(z)+Ch

Logaritmin mééritelmén nojalla |y| = e~ , joten

y = e U@ = 401, o7U@) = 0p=U@),

Huomaa, ettéd saadussa tuloksessa integraalifunktion U(x) = [u(z)dx integrointi-
vakio C} on jo valmiiksi huomioitu ratkaisukaavan vakiossa C. Télloin kaavaa kéy-
tettéessa funktion U(x) paikalle sijoitetaan funktion u(z) integraali ilman integroi-
misvakiota.

Lause 3.2 Lineaarisen homogeenisen differentiaaliyhtalon ¢ + u(z)y = 0 yleinen
ratkaisukaava on

y=Ce V),
jossa U(z) on funktion u(z) integraalifunktio ilman integroimisvakiota.

Esimerkki 3.3 Ratkaise ratkaisukaavalla differentiaaliyht&lo
2y — 3y =0.

Ratkaisu. Jaetaan aluksi yhtalo muuttujalla x, jolloin huomataan kyseessé olevan 1.

kertaluvun lineaarinen ja homogeeninen differentiaaliyhtélo eli muotoa y' + u(z)y =
0:
3
y—-y=0
x

Nyt voidaan hyddyntid ratkaisukaavaa y = Ce~J“®)% jossa wu(z) on nyt ——.
x
Talloin

3 1
— [ ——dzx 3 [ —dx :
y=~Ce I=® = Ce Tae Cetnltl = ol = O] = O,

Tehtava 3.4 Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtélot kiyttden ratkaisukaavaa.

a) y +3y=0 b) ¥ +5zy =0

c) 2xy =4y d) —sin(bz)y = 2y
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3.2 Vakiokertoiminen muoto

Lineaarinen 1. kertaluvun differentiaaliyhtdlé on vakiokertoiminen, jos
v +ay = v(z),

jossa a on jokin vakio. Téllaiselle yhtalolle homogeeninen ratkaisu y; saadaan muo-
dostettua luvussa 3.1 johdetun ratkaisukaavan avulla, mutta yleiseen ratkaisuun
Yy = yn + Yo tarvitsemme vield yksittédisratkaisun 1. Yksittaisratkaisu voidaan va-
kiokertoimisessa tapauksessa etsid usein yritteen avulla.

3.2.1 Yksittaisratkaisun etsiminen yritteella

Kun yksittaisratkaisua etsitdan yritteella, pyritdan aluksi paatteleméaén yksittaisrat-
kaisun yo muoto termin v(x) perusteella. Kun yritteen muoto on valittu, kokeillaan
loydetaanko sille sellaiset kertoimet, joiden kanssa yrite toteuttaisi annetun differen-
tiaaliyhtalon. Koska tutkitaan differentiaaliyhtéloité, jotka ovat muotoa

v +ay = v(x),

jossa a on vakio, voidaan funktion v(x) avulla paatella yrite yo funktion y(z) arvoksi.
Tarkastellaan seuraavaksi eri tapauksia riippuen funktiosta v(x):

e Oletetaan, ettd v(x) polynomi, jonka aste on n. Télléin funktion y(z) tulee
olla myo6s astetta n oleva polynomi. Muussa tapauksessa differentiaaliyhtalo ei
voi toteutua, silla derivoidessa polynomin aste pienenee. Kun muodostetaan
yritetté g, on otettava huomioon myés kaikki sellaiset termit, joissa muuttujan
x asteluku on alle n, vaikka ne eivét esiintyisi funktiossa v(x).

e Oletetaan, ettd v(z) on muotoa Asin(kz) + Bcos(kx), jossa A, B ja k ovat
joitain vakioita. Jalleen differentiaaliyhtélon yhtdsuuruuden toteutumiseksi on
funktion y(x) oltava vastaavaa muotoa, joten valitaan yrite y, sen mukaisesti.
Huomaa, etta yritteessa yy on aina otettava molemmat trigonometriset termit
huomioon, vaikka funktiossa v(x) toisen termin kerroin olisi 0.

e Oletetaan, ettd v(x) on muotoa Ae**. Tilldin yritteen yy on oltava jélleen
vastaavaa muotoa. Joissain tapauksissa yrite on kerrottava muuttujalla z, jotta
saadaan homogeenisen muodon ratkaisusta poikkeava yksittéisratkaisu.

Niista tapauksista ja yritefunktion gy, muodostamisesta on koottu esimerkkejé tau-
lukkoon 1. Lisdksi yritteitd voidaan yhdistelld taulukon viimeisen rivin mukaisesti.
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v(x) Yrite yo = yo(z)
7 A
3r +1 Az + B
—?4+2r—1 Az?> + Bx + C
Ao Az? + Bx? +Cx + D
cos(hx) Asin(5x) 4+ Beos(5z)
2sinx — 3cosx Asinx + Bcosx
2e3® Ae’” tai Axe’”
br — 3e % Az + B+ Ce 2 tai Ax? + Bx + Cxe ™%

Taulukko 1. Esimerkkejé sopivista yritefunktioista, kun ratkaistaan vakiokertoimis-
ta differentiaaliyhtdlod ¢’ 4+ ay = v(z), jossa a on jokin vakio.

Esimerkki 3.5 Etsi jokin yksittdisratkaisu funktiolle
y' — 2y = 2cos(3x).

Ratkaisu. Kyseessd on vakiokertoiminen differentiaaliyhtéld, silld u(z) = a = —2.
Funktio v(z) = 2cos(3z), joten valitaan yritteeksi yo = Asin(3x) + Bcos(3x).

Sijoitetaan yrite yo = Asin(3z) + Bcos(3z) ja yritteen derivaattafunktio y, =
3Acos(3z) — 3B sin(3x) tehtdvinannon mukaiseen yhtéloon, jolloin saadaan

3Acos(3z) — 3B sin(3z) — 2 - (Asin(3z) + B cos(3x)) = 2 cos(3z)
3Acos(3z) — 3Bsin(3x) — 2Asin(3x) — 2B cos(3x) = 2 cos(3x).

Taten

(—2A — 3B)sin(3x) + (—2B + 3A)cos(3z) = 2 cos(3x),

jolloin voidaan muodostaa yhtéalopari:

—2A—-3B=0
—2B 4+ 3A =2,
jonka ratkaisut ovat
6
13
4
B=——.
13

Sijoittamalla vakioiden A ja B ratkaisut yritteeseen, 16ydetddn yksittaisratkaisu yo,
joka toteuttaa tehtavinannon:

6 . 4
Yo = 1—38111(3I) — 1—3003(3x).

13



Tehtava 3.6 Kokeile sijoittamalla esimerkin 3.5 alkuperéiseen differentiaaliyhta-
160n, etta

6 4
Yo = 1—3$in(3x) - ECOS(&’E)

todella on yksittéisratkaisu eli toteuttaa annetun differentiaaliyhtalon.

Joskus taulukon 1. mukaisesti valittu yrite ei toimi ja yksittaisratkaisua ei 16yde-
ta. Talloin keinona on kertoa alkuperdinen yrite muuttujalla z ja kokeilla néin saa-
tua uutta yritettd. Kaydaan seuraavaksi esimerkissé 3.7 1api téllainen tapaus.

Esimerkki 3.7 Etsi yksittdisratkaisu yritteen avulla vakiokertoimiselle differenti-
aaliyhtélolle

Y + by = 3"

Ratkaisu.Yhtilon oikea puoli eli v(z) = 3e7%, joten valitaan yritteeksi yo = Ae >,
jolloin yj = —5Ae™5%.

Sijoitetaan yrite tehtdvianannon yhtaloon.
—5Ae " £ 5Ae ™" = 3"
0=3e""
Huomataan, etta yrite yo ei toiminut ja yksittaisratkaisua ei 16ydetty. Yrite on it-
se asiassa vastaavan homogeenisen differentiaaliyhtélon ratkaisu, minka voi huoma-

ta laskun viimeisesté vaiheesta. Valitaan seuraavaksi muuttujalla x kerrottu yrite
Y1 = x - Yo ja kokeillaan uudestaan.

Talloin y; = Are 5% ja ratkaistaan seuraavaksi yritteen derivaatta 1] kiyttden tulon
derivoimissaantoa:

Y, = D(Az - e7°") = Ae™™ — 5Aze™™".
Sijoitetaan yrite y; ja sen derivaattafunktio y; tehtdvinantoon, jolloin saadaan

Ae ™ — 5Axe ™ + 5Axe "% = 37

Ae—Bz — 36—5x

Yhtélo toteutuu, kun vakio A = 3. Ollaan siis 16ydetty yksittdisratkaisu, joka on

Y = 3we".

Tehtava 3.8 Etsi yksittaisratkaisu yritteen avulla.

a) y + 3y = e b) 3/ + 5y = 10
c) y’+y:§ d) v + 3y = 6sin(2x)
e) y'+%:x+2 f) 2?JI+COS$:%
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3.2.2 Yleinen ratkaisu ja sovelluksia

Muodostetaan seuraavaksi yleinen ratkaisu vakiokertoimiselle ja lineaariselle 1. ker-
taluvun differentiaaliyhtélolle. Téahan lukuun on koottu tehtévia, joissa harjoitellaan
yleisen ratkaisun muodostamista padosin vakiokertoimisessa tilanteessa. Liséksi esi-
merkissa 3.11 kiiyddan lapi myos kiytdnnon sovellus, jonka jalkeiset tehtavit ovat
myos soveltavia.

Lineaarisia 1. kertaluvun differentiaaliyhtéloita tulee vastaan usein myos kiytan-
non sovelluksissa. Esimerkkeja téllaisista sovelluksista ovat populaatiomallit, joilla
voidaan mallintaa yksinkertaisen populaation lisédntymistéa ja sekoitusmallit, joiden
avulla voidaan ratkaista konsentraatio tietylld ajanhetkelld. Téll6in astiaan lisdtdan
samanaikasesti nestettd, jonka konsentraatio on eri, kuin astiasta pois virtaavan
nesteen. Luvussa 3.3 kiaydaan lapi ratkaisumenetelma vakion varioint: sellaisille 1.
kertaluvun differentiaaliyhtéloille, jotka eivéit ole vakiokertoimisia.

Esimerkki 3.9 Ratkaise differentiaaliyht&lo

9
y + 5y = —102* + =

Ratkaisu.
1) Aloitetaan ratkaisemalla vastaava homogeeninen yhtélo eli

y' + 5y = 0.
Ratkaisukaavan mukaisesti ratkaisuksi saadaan
—b5x

yn = Ce

2) Seuraavaksi etsitdan yritteen avulla yksittdisratkaisua yo. Valitaan yritteeksi
Ax? + Brx + (| silld v(x) on vastaavaa muotoa. Tallsin

yo = Ax* + Bx + C
Yo = 2Ax + B.

Sijoitetaan yrite ja sen derivaattafunktio tehtdvinantoon ja saadaan
9
2Ar + B+5- (Az* + Bz + C) = —10x2+g

Avataan sulkeet ja muokataan yhtélé muotoon, josta ndhdéén toisen asteen yhtalon
termien kertoimet:

2Ax + B + 5Az® + 5Bx 4+ 5C = —109[;2+9

5
5A1* + (244 5B)r + B+ 5C = —102° + %
Kun verrataan yhtélon vasenta ja oikeaa puolta, voidaan muodostaa yhtéloryhma:
5A =-10
2A+5B=0
B +5C = %
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Yhtéloryhma saadaan ratkaistuksi, kun selvitetdéan ensin ylimmén yhtélon avulla A,
jonka jélkeen sijoittamalla saadaan ratkaistua myos vakioiden B ja C' arvot. Talloin

A=-2
4
I
1
=
N s . , 4
Ollaan siis 16ydetty yksittaisratkaisu yo = —22° + gm + 1.

: : - —5z 2, 4 1
3)Yleinen ratkaisu on y =y + yo eli y = Ce " — 22° + gx + £
Tehtdva 3.10 Etsi yleinen ratkaisu seuraaville differentiaaliyhtéloille.

1
a) y -5y =(r—3) b) y' +2y = 4t
c) 2y —y = sin(2x) + 2 cos(2zx) d) ¥ +y = 4sin(3x)
e) ¥ + 3y =e 3 kun y(0) = 1. f) v —y=3e"" +4sinx.

Esimerkki 3.11 Toimit FBI:n murhatutkijana ja tyotehtévianési on ratkaista uh-
rin kuolinaika murhapaikalta ldhetetyn raportin avulla. Ruumis on 16ydetty 27,1
asteisena kello 13:05 huoneesta, jossa lampdmittari osoitti 20,6 astetta. Oletat, et-
td huoneenldmpd on pysynyt koko ajan samana. Thmiskehon ldmpdétilaksi oletat
36,6 astetta (HS Tiede 20.1.2020). Lyhyelld aikavélilld ruumiin ldmpétilan muutos
on suoraan verrannollinen aikavélin pituuteen sekd ruumiin ja ympériston véliseen

lampétilaeroon verrannollisuuskertoimen ollessa k = —*. (Vakio on saatu hyd-
dyntdimdlld tietoa, ettd normaaliolosuhteissa ruumain lampdtila laskee ensimmdisen
tunnin aikana kaksi astetta ja tamdn jalkeen noin asteen tunnissa.)

Ratkaisu. IIlmoitetaan lampdtilan muutos suoraan verrannollisena annettuihin tie-
toihin, jolloin

AT = kl <At - ]{32 . (T — Ty),missé

Yhtalossd T, on ympardivan huoneen lampdétila ja 7' on ruumiin lampétila, joten
AT merkitsee ruumiin lampdétilan muutosta. Ajan muutosta kuvaa At seké kq ja ko
ovat tehtdvanannon mukaisia verrannollisuuskertoimia.

Merkitaan verrannollisuuskertoimien tulo kq - ky = k, jolloin saadaan
AT =k-At- (T —1T,).
Kun ajan muutos lahestyy nollaa eli At — 0, voidaan kiyttda merkintaa dt:

AT = k-dt- (T —T,).
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Taten

1 dTr
- —=T-T,
dt Y
dT
Sijoitetaan — = T", jolloin
dt
1
T— ET, =T,.

Yhtalo saadaan negatiivisella verrannollisuuskertoimella —k kerrottuna ja terme-
jé jarjestelemilla lineaarisen ja vakiokertoimisen 1. kertaluvun differentiaaliyhtalon
muotoon

T — kT = —kT,.
Ratkaistaan seuraavaksi tdma yhtalo.

1) Ratkaistaan vastaava homogeeninen differentiaaliyhtélo ratkaisukaavalla, jolloin

T, = Ce~J kit — et

2) Koska v(x) on vakio, valitaan yritteeksi Ty = A, jossa A on jokin vakio.

Try=A
, = 0— kA = —kT,

jolloin homogeenisen muodon ratkaisuksi saadaan Ty = T),.

3) Yleinen ratkaisu saadaan edellisten summana
T=T,+Ty=Ce"+T,

Huoneen lampotila T, on 20,6 astetta ja ihmisen kehonldmpdtilaksi 7" murhan ta-
pahtuessa oletetaan 36,6 astetta. Talloin

36,6 = Ce*? 420, 6
C =36,6— 20,6 = 16,

josta saadaan ruumiin lampdtilan 7" matemaattiseksi malliksi

T = 16¢e* + 20, 6.

. . In 3 1 .
Verrannollisuuskertoimen ollessa k = T4H malli saadaan muotoon

ln%
T =16e 7 ' + 20, 6.
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Uhrin lampétila oli 10ydettaessa 27,1 astetta, joten

ln3
27,1 =16e 7 ' + 20,6

6,5 _ »i,
16

6,5
p— h'l 16
In3

mny

4

~12.5h

Kuolinaika on siis ollut noin 12 h 30 min ennen ruumiin l6ytymisté, joten murha on
tapahtunut 00:35 yolla.

Tehtéva 3.12 Purjeveneen massa on 800 kg ja nopeus 5,5 =, kun moottori sam-
mutetaan. Kuinka pitkéin matkan vene ehtii liukua, ennen kuin sen nopeus on 1 7
Veden vastus on 900 N moottorin sammuttamishetkelld ja se on suoraan verrannol-
linen nopeuteen.

Vihje. Tehtdvin 3.12 tilannetta voidaan mallintaa Newtonin I1 lain mukaisesti yhtd-
lolli —kv = ma, jossa k = verrannollisuuskerroin, v = veneen nopeus, m = veneen
massa ja a = veneen kithtyvyys. Huomaa, ettd kithtyvyys voidaan ilmaista nopeuden
derivaattana, jolloin pddadytddan differentiaaliyhtaléon.

Tehtava 3.13 Tutkit bakteerikantaa, jonka kasvu on lyhyelld aikavalilla suoraan

verrannollinen bakteerien lukumééréin ja aikavélin pituuteen. Aloitat tutkimuksen
kello 10:00 ja kello 12:30 huomaat bakteeriméérin lisddntyneen 60 %.

Vihje. Tilannetta voidaan mallintaa yhtalolld d—i = ks, jossa k = wverrannollisuus-

kerroin ja s kuvaa bakteerien lukumddrdd.

a) Montako prosenttia bakteerien méérd on lisddntynyt tutkimuksen alkamisesta
kello 12:00 mennessa?

b) Milloin bakteerien lukumééréd kolminkertaistuu verrattuna alkutilanteeseen?

¢) Montako prosenttia bakteerikanta kasvaa kello 15:00 ja kello 15:45 valilla?
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3.3 Vakion variointi

Jos 1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtélo ei ole vakiokertoiminen, sen yksit-
taisratkaisua ei 10ydetd yleensé vastaaville vakiokertoimisille differentiaaliyhtéaloille
sopivien yritteiden avulla. Téassé tapauksessa erds sopiva menetelmé yhtalon ratkai-
semiseksi on wvakion variointi. Menetelmé perustuu vastaavan homogeenisen yhté-
16n ratkaisun y, muuntamiseen eli variointiin, jonka avulla etsitdan yhtalon yleinen
ratkaisu y = y, + o.

Téassd menetelméssa paddytadan lahes poikkeuksetta murtolausekkeen integroimi-
seen, joiden ratkaiseminen on joskus hyvinkin haastavaa. Tahén lukuun on valittu
tehtavia, joissa paadytaan lukion pitkdn matematiikan oppimééarin mukaisiin mur-
tolausekkeiden integraaleihin.

Menetelmédé hyodynnetdan tapauksessa, jossa 1. kertaluvun differentiaaliyhtalé on
muotoa

Yy +u(r)y = v(z),

jossa u(z) ei ole vakio. Luvun 3.1 nojalla tiedetdén, ettd homogeenisen muodon
ratkaisu on

yn(z) = Ce V@),
Kun pyritdan loytamaan tdmén ratkaisun avulla yleista ratkaisua, joka sisaltaa yk-
sittdisratkaisun yy ja homogeenisen ratkaisun y;, voidaan valita vakioksi C' = 1. Tél-

16in laskujen valivaiheet pysyvéit huomattavasti selkedmpind. Homogeenisen yhtalon
ratkaisu on talloin siis muotoa

Vakion varioinnissa tété ratkaisua yp,(x) varioidaan kertomalla se jollakin funktiolla
r(z), jolloin saadaan muodostettua ratkaistavan yhtélon yleiselle ratkaisulle y(x) yri-
te. Merkitéaén jatkossa funktioita lyhyemmilld merkinnéilla, kuten r(z) = r. Téllin
yritteeksi saadaan siis

Y=T7T"Yn
ja yritteen derivaattafunktio on tulon derivoimissddnnon mukaisesti
P
Kun sijoitetaan nadmé ratkaistavaan 1. kertaluvun differentiaaliyhtéaloon, saadaan
r'yn + ry;, + ury, = .
Otetaan yhteiseksi tekijaksi funktio r kahdesta jalkimmaisesta termista.

ryn + 1y, +uyn) = v
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—U(x)

Homogeenisesta ratkaisusta y, = e seuraa suoraan yj, + uy, = 0. Télléin

r'yp+r-0=v
'y, = v
v
r=—
Yn
v
r= [ —dx.

Yn,

Téaten ollaan 16ydetty keino funktion r loytamiseksi, kun r - ¢, on yleinen ratkaisu
y sellaiselle lineaariselle 1. kertaluvun differentiaaliyhtélolle, joka ei ole vakiokertoi-
minen. Yleinen ratkaisu y on siis:

y = /ldx Cyp = / %dw ce7V@) = /v(x)eU(”)dx cemV@),
Yn €

Esimerkki 3.14 Etsi yleinen ratkaisu differentiaaliyhtéldlle
4
y — —y = 2*sin(22).
x
Ratkaisu. Aloitetaan etsimallé ratkaisu yo(x) vastaavalle homogeeniselle muodolle

4
/ _
y ——y=0.
x
Ratkaisukaavan nojalla homogeenisen muodon ratkaisu on:
4
J—Sde 64lnz _ gt 4

Yp = € e =z

Yleinen ratkaisu loydetaan varioimalla eli kertomalla homogeeninen ratkaisu y;, sel-
laisella funktiolla r, joka toteuttaa yhtalon

v
r= [ —dx.
Yn

Ratkaistaan seuraavaksi funktio r sijoittamalla funktiot v ja yp:

. / isinQe) / sin(22) da.

rd

Kirjoitetaan integroitava funktio muodossa, josta nahdaan funktio sin 2z ja sen si-
sdafunktion derivaatta 2, jolloin

1 1
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Talloin ratkaisuksi saadaan sinifunktion integroimissaénnén mukaisesti:

—1
r= cos(2z) + C.

Kun funktio r ja homogeeninen ratkaisu y; tiedetdén, saadaan sijoittamalla diffe-

rentiaaliyhtilon ¢’ — —y = 2 sin(2z) yleinen ratkaisu:
T
1 4 L4 4
y=r-yp={-3 cos(2z)+C' ) -z" = —5T cos(2z) + Cx*.

1
Yksittaisratkaisu yg = —5354 cos(2z) voidaan halutessa tarkistaa sijoittamalla yo ja

Yy, tehtdvinannon yhtaloon.

Tehtava 3.15 Ratkaise differentiaaliyhtélot.

a) xy + 2y = a? b) 3 + 2ytanr = sin’x
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4 Vakiokertoiminen ja lineaarinen 2. kertaluvun dif-
ferentiaaliyhtalo

Tassa luvussa keskitytddan vakiokertoimisiin ja lineaarisiin 2. kertaluvun differenti-
aaliyhtéloihin, silla niiden ratkaisemiseksi on olemassa ylipadatéaan olemassa ratkaisu-
menetelma ja liséksi se on samankaltainen kuin jo opittu kolmivaiheinen ratkaisume-
netelmé vastaaville 1. kertaluvun differentiaaliyhtaldille. Kaikille 2. kertaluvun dif-
ferentiaaliyhtéloille ei ole olemassa tunnettua ratkaisumenetelméé, joten ratkaisun
16ytaminen yleisimmissé tapauksissa on usein haastavaa, eikd ratkaisun 16ytyminen
ylipdatadn ole taattua. On olemassa kuitenkin monia 16ydettyja erityistapauksia,
kuten Besselin, hypergeometrinen ja Legendren yht&ld, joiden muodon perusteella
tiedetddn myos ratkaisujen muoto. Luku perustuu lahteisiin [1], [2], [3], [4] ja [10].

Vakiokertoiminen ja lineaarinen 2. kertaluvun differentiaaliyhtdlo on muotoa
y' +ay + by = v(z),

jossa a ja b ovat vakioita. Lineaarisuus tarkoittaa téssékin, ettei funktiota y tai sen
derivaattoja 3’ ole korotettu potenssiin. Naille differentiaaliyhtéldille on olemassa
kolmivaiheinen ratkaisumalli, mutta vastaavan homogeenisen yhtalon ratkaiseminen
on nyt erilaista kuin 1. kertaluvun tapauksessa.

4.1 Homogeeninen muoto

Vakiokertoimisen ja lineaarisen 2. kertaluvun differentiaaliyhtdlén homogeeninen
muoto on

y' +ay +by =0,

jossa a ja b ovat vakioita ja v(x) = 0. Néiden yhtéléiden ratkaiseminen perustuu
karakteristisiin yhtalothin.

Lause 4.1 Homogeenisen muodon yleinen ratkaisu on muotoa
yn = Ciyr + Caypa,
jos loydetéan sellaiset kaksi yksityisratkaisua y; ja yo, joiden suhde ei ole vakio.

Homogeenisen muodon ratkaisu.
Etsitdan yritteen avulla ratkaisut y; ja yo yhtélolle

y' +ay +by=0.

Yritteeksi valitaan e, joka on samankaltainen kuin vastaavan 1. kertaluvun homo-
geenisen yhtdlon ratkaisu C'e™**. Kun sijoitetaan yrite ¢’* yhtaloon, saadaan

r2e™ 4+ are™ + be™ = ()
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Otetaan yhteiseksi tekijéaksi e, jolloin
e (r* +ar +b) = 0.
Koska €™ > 0, toteutuu yhtéalo tulon nollasddnnon nojalla tarkalleen silloin, kun
r? +ar+b=0.

Tata yhtaloa kutsutaan karakteriseksi yhtdloksi. Téméan toisen asteen yhtalon dis-
kriminantin D = a? — 4b arvosta riippuen saadaan karakterisen yhtilon ratkaisuille
r1 ja ro ja taten myos homogeenisen yhtdlon y” + ay’ + by = 0 yleiseksi ratkaisuksi
3 erilaista tapausta:

1) Jos D > 0, niin karakteristisella yhtalolla on kaksi erisuurta reaalijuurta r; ja
ro. T&lloin yritteelld y = €™ saadaan ratkaisuiksi y; = €™* ja y; = €™*. Naiden
ratkaisujen suhde

1
el

67’223
voidaan kirjoittaa potenssien laskusaéntdjen nojalla muotoon

6(7"1—7“2):157

joka ei ole vakio, joten lauseen 4.1 nojalla tallaisen homogeenisen differentiaaliyhté-
16n yleinen ratkaisu on

y = Cre"* 4+ Che™.

2) Jos D = 0, niin karakteerisella yhtélolla on kaksoisjuuri. Talloin yritteelld e
saadaan ainoastaan yksi ratkaisu y = e™*. Téssd tapauksessa toinen ratkaisu s
loydetaan aina kertomalla jo 16ydetty ratkaisu muuttujalla x. Tama voidaan osoittaa
sijoittamalla ratkaisu xe™ yhtaloon y” + ay’ + by = 0, jolloin

y =xe"”

y/ — {L‘T’ij + erx

i
y' = xrie™ 4+ re" 4+ re’.

Kun nédméi sijoitetaan vakiokertoimisen ja lineaarisen 2. kertaluvun differentiaaliyh-
talon homogeeniseen muotoon, saadaan

xrier” +re’™ +re’ + axre™ + aer® + bxe™ = 0,
joka saadaan jarjestdmaélla termeja muotoon
(r* + ar + b)ze™ + (2r + a)e™ = 0.

Koska r on karakteristisen yhtalon juuri, niin

r? +ar+b=0.
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Lisaksi kerroin
2r4+a =0,
silld se on karakteristisen yhtéalon derivaatta.Télloin yhtalo toteutuu ja ze™ toteut-
taa differentiaaliyhtélon. Ratkaisujen y; ja y» suhde on z, joka ei ole vakio, joten
saadaan yleinen ratkaisu lauseen 4.1 mukaisesti:
y = Cre"* 4+ Coxe™?,

joka saadaan ottamalla yhteinen tekija e™* muotoon

y = e"*(Cy + Cax).

3) Jos D < 0, niin karakterisella yhtalolla on imaginaariset juuret r = a4bi, missa a,b €
R. On todistettu, ettd téllaisessa tapauksessa ratkaisut y = e*sin(bz) ja y =
e® cos(bx) toteuttavat differentiaaliyhtélon. Néiden ratkaisujen suhde on

e sin(bx)

= tan(b
e cos(bx) an(bz),

jolloin yleinen ratkaisu lauseen 4.1 nojalla on

y = e (Cy sin(bxz) + Cy cos(bz)).

Esimerkki 4.2 Ratkaise
y" + 16y" + 60y = 0.

Ratkaisu. Kyseessd on homogeeninen ja vakiokertoiminen 2. kertaluvun differen-
tiaaliyhtdlo, jonka ratkaisut saadaan vastaavan karakteristisen yhtdlon nollakohtien
avulla. Muodostetaan ensin karakteristinen yhtalo, joka on nyt tehtdvinannon dif-
ferentiaaliyhtéalon kertoimien mukaisesti

r® + 167 + 60 = 0.
Lasketaan kyseisen toisen asteen yhtalon diskriminantti
D=16"—4-1-60= 16,
D > 0, jolloin karakteristisella yhtélolla on kaksi juurta eli nollakohtaa. Ratkaistaan

karakteristisen yhtéalon nollakohdat r; ja 7y toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan
avulla:

bV —4dac  —16+£16>—4-1-60
n 2a a 2.1 '

r
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jolloin ratkaisut ovat r; = —10 ja 7o = —6. Kohdan 1) mukaisesti yleinen ratkaisu
saadaan sijoittamalla ratkaisut r; ja ry yhtaloon

y = Cre"* + Cye™x, jolloin
Yy = Cleilox + 02676‘%.

Esimerkki 4.3 Ratkaise
y' — 4y +4y=0

Ratkaisu. Aluksi muodostetaan differentiaaliyhtéloa vastaava karakteristinen yh-
talo, joka on nyt

r?—dr+4=0.
Lasketaan diskriminantin arvo
D= (-4)?-4-1-4=0.

Koska D = 0, loydetdan karakteristiselle yhtalolle kaksoisjuuri eli vain yksi ratkaisu
r1. Nollakohdaksi saadaa toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan avulla

L bk VP dac (4= /(AP 4144

2a 2-1 2

=2.

Sijoitetaan saatu r; kohdan 2) mukaisesti yhtaloon
y = e"*(Cy + Cax),
jolloin yleinen ratkaisu y on
y = e*(Cy + Coa).
Esimerkki 4.4 Ratkaise
y" + 8y + 20y = 0.
Ratkaisu. Muodostetaan ensin yhtaloa vastaava karakteristinen yhtélo, joka on nyt
r? + 8 +20 = 0.

Ratkaistaan karakteristisen yhtdlon nollakohdat toisen asteen yhtélon ratkaisukaa-
van avulla:

B —bj:\/bQ—élac_ —8++v8 —-4.1-20

" 2 2.1

Diskriminantin D arvo on —16 eli negatiivinen, jolloin yhtdlon juuret ovat imagi-
naariset.

. —8++/—16
a 2
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Muokataan yhtalo neliGjuuren laskusdantojen mukaisesti muotoon, josta nahdaan
imaginaariosa ¢ = v/ —1:

—8E£vV16-v/—-1 8%
r = —_=
2 2

-8+ 414 —8— 41
jolloin nollakohdat eli ratkaisut ovat r; = A = —4+ 2 jary = -

—4 — 2, eli muotoa 7 = a £ bi. Nyt kohdan 3) mukaisesti yleinen ratkaisu télle
saadaan sijoittamalla yhtaloon

y = e*(Cy sin(bx) + Cy cos(bx)),
eli yleinen ratkaisu on

y = e **(O} sin(22) + Oy cos(2z)).

Tehtava 4.5 Ratkaise homogeeniset ja vakiokertoimiset 2. kertaluvun differentiaa-
liyhtalot.

a) 8y +4y +2y =0 b)y" =3y —2y=0

c) by" — 10y +5y =0
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4.2 Yleinen ratkaisu ja sovelluksia

Yleinen ratkaisu vakiokertoimiselle ja lineaariselle 2. kertaluvun differentiaaliyhta-
161le

Y +ay + by = v(x)

saadaan jalleen homogeenisen ratkaisun ja yritteen avulla etsityn ratkaisun sum-
mana. Edellisesséd luvussa kidytiin homogeenisen tapauksen, eli tapauksen, jossa
v(x) = 0 ratkaisu.

Yksittaisratkaisun etsiminen yritteelld tapahtuu samoin kuin vastaavassa vakio-
kertoimisen 1. kertaluvun tapauksessa. Yritteen muoto médrdytyy siis termin v(z)
muodon mukaisesti, kuten luvussa 3.2.1 kiytiin lapi. Jos yrite ei onnistu, kerrotaan
se muuttujalla x ja yritetddn uudestaan. Toisen kertaluvun tapauksessa tdmé saa-
tetaan joutua tekemédn kaksi kertaa, eli toimiva yrite on joskus vasta muuttujalla
22 kerrottu.

Esimerkki 4.6 Ratkaise
y'+4y=1-8z, kun y(0) =2 ja ' (0) = —1.

Ratkaisu.

1) Ratkaistaan ensin homogeeninen muoto y” + 4y = 0 muodostamalla karakte-
ristinen yhtalo. Huomaa, ettd termi by’ puuttuu, jolloin karakteristinen yhtalo on
muotoa

r?4+4=0.
Ratkaistaan seuraavaksi karakteristisen yhtalon juuret:.
1= —4=4v—4=%V4 /-1 =22

Imaginaariset ratkaisut ovat imaginaariset eli muotoa a =+ bz, jolloin homogeenisen
muodon ratkaisu on muotoa y, = e**(C} sin(bzr) + Cy cos(bzx)). Huomaa, etti téssa
tapauksessa a = 0, jolloin

yn = e”(Cy sin(2x) + Cy cos(2x)) = Oy sin(2x) + Cy cos(2x).

2) Etsitaan yksittaisratkaisu yg yritteen avulla. Termi v(x) = 1 — 8z, jolloin yritteen
Yo on oltava vastaavaa muotoa, eli Az + B. Télloin

Yo = Ar + B
Yo=A
yy = 0.

Kun nama sijoitetaan tehtavinantoon, saadaan

4-04+4(Ax+B)=1—-8z
AAz +4B = —8z + 1
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Jotta kertoimien arvot tadsmaéisivat, on oltava:
4A = -8
4B =1.

1
Talloin siis A = —2 ja B = 7 joten yksittaisratkaisuksi saadaan

1
1
3) Yleinen ratkaisu on nyt y = yo + y» = C1 sin(2z) + Cy cos(2x) — 2z + 1
Ratkaistaan vield alkuehtojen mukainen ratkaisu, kun y(0) = 2 ja ¢/(0) = —1.
Yhtélo y ja sen derivaattafunktio y ovat nyt
1
y = Cysin(2x) + Cycos(2z) — 2z + 1 ja
y' =2-Cycos(2x) — 2 -sin(2zx) — 2.
Huomaa, ettd sin(0) = 0 ja cos(0) = 1. Jotta alkuehdot toteutuisivat, saadaan
yhtélopari:
1
CQ + Z - 2
2-C1—2=-1

1
Talloin ¢ = 1 ja Oy = 3 joten alkuehdon mukainen ratkaisu on

Y= gsin(h’) + % cos(2x) — 2z + i
Esimerkki 4.7 Ratkaise
y' —dy +dy = e*
1) Yhtélon homogeeninen muoto
y' — 4y +4y =0
ratkaistiin aiemmin esimerkissa 4.3, jolloin ratkaisuksi saatiin
yn = e*(C) + Cyx).

2) Etsitddn yksittiisratkaisu ja valitaan yritteeksi yo = Ae**, silla funktio v(z) on
vastaavaa muotoa. Talloin

Yo = Ae**
Yo = 2Ae%®
yh = 4Ae*.
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Kun nama4 sijoitetaan tehtdvanantoon, saadaan

4Ae*® — 4. 24e* + 4 - Ae*® = ™

0=e*.
Yksittéisratkaisua ei l0ydetty, silld yrite antaa yhtalon homogeeniselle muodolle rat-
kaisun, kuten tuloksesta huomataan. Koska yrite 3y ei toiminut, valitaan uusi yrite

Y1, joka on edellinen yrite muuttujalla x kerrottu. Huomaa, ettd nyt yritteen deri-
vaattafunktiot saadaan hyodyntamalld tulon derivaatan laskusdantoa

(f-9)=f-d+f g
Talloin
Y = Aze*

Yy, = 2Axe*™ + Ae*
Y = 4Axe*™ + 4Ae*.

Sijoitetaan tehtavanantoon, jolloin

4Axe® + 4Ae* — 4 - (2Axe®™ + Ae*™) + 4 - Axe* = ™

0= e,
Ei siis loydetty vielakaan yksittaisratkaisua, silld tamékin valittu yrite on homogee-
nisen muodon ratkaisu. Kerrotaan jalleen yrite y; muuttujalla x ja kokeillaan néin

saatua yritettd yo. Derivoidessa on jélleen hydodynnetty tulon derivaatan laskusdéan-
toa. Nyt
Yy = Az’e*
yh = 2Ax%e** + 2Axe™
Yy = 4Ax%e* + 8Aze™ + 2Ae*.

Sijoitetaan tehtévianantoon ja saadaan

4A2%e* + 8Axe™ 4 2Ae* — 4 - (2Ax%* 4 2Axe™) + 4 - Ax?e® =
2A€2m — 622:

Jotta termin e?* kerroin olisi vastaava yhtilon molemmilla puolilla, on oltava

2A

N =

A

1
Ollaan siis 1oydetty yksittéisratkaisu yo = 51:262:5.

3) Yleinen ratkaisu y saadaan homogeenisen muodon ratkaisun y;, ja yksittéisrat-

kaisun gy, summana, jolloin y = €2*(C} + Cox) + 51’26%.
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Tehtava 4.8 Ratkaise differentiaaliyhtalot.

a) y' + 2y + 4y = sin(2x)

1
b) §y” + 4y + 8y = 0, kun y(0) = 2 ja /(0) = -2

c) y" +8y—20y =1, kun y(0) = 2 ja 3'(0) =0
d) ¥’ —y — 6y = 3>

Esimerkki 4.9 Homogeenisen, 10 m pitkdn taipuisan ketjun annetaan sen paasta
kiinni pitden roikkua ohuen ja sileépintaisen metallitangon péalla siten, etté toisella
puolella on 6 m mittainen patkd. Kun ketjusta péaastetadn irti, se liukuu painonsa
vaikutuksesta pois tangon paaltd. Kuinka pitkdn ajan kuluttua ketju on kokonaan
liukunut pois tangon péaltd, kun kitkaa ei huomioida? Putoamiskiihtyvyydelle g

m
kytetadn likiarvoa 10 —.
S

Ratkaisu. Hahmotellaan aluksi kuva alkutilanteesta seké tilanteesta hetkella ¢, kun

vaijeri on liikkkunut matkan s:

Kuva 3. Vasemmalla alkutilanne ja oikealla tilanne ajanhetkelld ¢.

Oikeanpuolisesta mallista nahdéan, ettd vaijeria alaspédin vetdvd voima aiheutuu
maan vetovoiman kohdistumisesta tarkalleen 2s + 2 mittaiseeen osuuteen vaijerista.

Dynamiikan peruslain eli Newtonin 2. lain mukaan

johon sijoitettuna saadaan




Huomataan, ettd massa m supistuu yhtalosta kokonaan pois. Kun sijoitetaan lisaksi
g = 10, jaa jaljelle
2s+2=a

Koska kiihtyvyys a saadaan ratkaistua matkasta s kaksi kertaa derivoimalla, voidaan
se merkita a = s”, jolloin paadymme toisen asteen differentiaaliyhtaloon:

2s +2=14"
=5 —2s=2.

Ratkaistaan aluksi vastaava homogeeninen differentiaaliyhtdléo muodostaen karakte-
ristinen yhtalo:

r?—0r—2=0
r? =2
r= :I:\/i
jolloin homogeeniseksi ratkaisuksi s, saadaan
Sp = Cleﬁt + Cgeiﬁt.

Seuraavaksi etsitddn yksittaisratkaisu sq yritteen avulla. Koska v(z) on vakio, vali-
taan yritteeksi so = A. Sijoitetaan yrite sg = A yhtdloéon s” — 2s = 2, jolloin

0—2-A=2
A=-1

Yleinen ratkaisu on siis
s=sp+50=CreV? 4+ Che V2 — 1.

Hetkella t = 0, ketjun péédn kulkema matka s = 0 ja lisdksi ketjun paan nopeus
v = 0. Tarkastellaan aluksi ensimmaéinen alkuehto s(0) = 0:

016\/5.0 + Cge_ﬁ'o —1=0
Cy+Cy =1.

Toista alkuehtoa varten tarvitsemme ketjun pdén nopeutta v = s eli
s’ = \/iCle‘/it — \/nge_ﬂt,

johon sijoitetaan v(0) = 0

V20, — V20, =0

Cl - CQ.
Naista saadaan yhtalopari
Ci+Cy=1
Cl = OQa
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jolloin ratkaisuiksi saadaan

Nyt matkan yhtalo s(¢) on

1
s(t) = 3 (eﬁt + e*\@> —1.
Termi 5 (e +e ) on hyperbolinen kosini, silld se on muotoa 3 (e* +e 7). Ta-

ten se voidaan lyhent#s merkinnilld cosh(v/2t), jolloin
s(t) = cosh(v/2t) — 1.

Ketju on liukunut kokonaan pois tangon paaltd, kun ketjun padn kulkema matka
s = 4. Sijoitetaan tdméa ylla olevaan yhtéaloon, jolloin saadaan ratkaistua matkaan
kulunut aika:

cosh(v2t) — 1 =4

cosh(vV/2t) = 5
V2t = arcoshb
_arcoshd

V2

Vaijeri putoaa tangolta siis 1,6 sekunnissa.

=1,620... ~ 1,6.
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