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Téssa tyossa simuloidaan Schrodingerin yhtdloa yhdessd ulottuvuudessa kaksielekt-
ronisten atomien ja molekyylien tapauksessa. Kvanttimekaniikan analyyttisesti rat-
kaistavissa olevat mallit atomeille jadvit vetyatomiin. Vetyatomeja monimutkaisem-
pia systeemejd on tutkittava numeerisesti erilaisin approksimaatioin ldhestyen. Ty&s-
sd, kaytetty fysikaalinen malli noudattaa Born-Oppenhaimer approksimaatiota huo-
mioiden kaikki elektroneihin kohdistuvavat vuorovaikutustermit kahdessa tapauk-
sessa: heliumatomin ytimelle ja vetymolekyylille. Ty6 voidaan jakaa karkeasti kah-
teen osaan, joista ensimmadinen on pedagogisuuteen pyrkivi johdatus ja jalkimmai-
nen osio keskittyy teknisempédan algoritmin muodostukseen ja simulaatiotulosten
esitykseen.

Tyon ensimmaiset kolme kappaletta ovat johdatus N-kappaleen ongelmasta kvant-
timekaniikan perusteiden kautta kvanttimekaaniseen N-kappaleen ongelmaan ja
sen laskennallisiin tarkasteluihin. Ty6n loput kappaleet kuvaavat tyon simulaatio-
osuudessa kiytetyn aikadiskretointialgoritmin ja siiné tarkastellun fysikaalisen mal-
lin. Luodun simulaation tulokset késitelliin mallin kuvauksen jélkeisessd tuloso-
siossa ja tulosten esityksen jilkeen pohditaan mitd tuloksista on paateltivissi ja
minkélaisia epéfysikaalisuuksia kiytetyssia approksimatiivisessa mallissa ilmenee.
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Johdanto

Kvanttimekaniikka pitdd siséllddn klassisia ja epidklassisia piirteitd, kuuluen jalkim-
méisen johdosta modernin fysiikan aihepiiriin. Klassinen pohjaluonne manifestoi-
tuu deterministisessd Schrodingerin yhtalossa. Schrodingerin yhtédld on kvanttime-
kaniikan liikeyht&lo joka kertoo kvanttimekaanisen hiukkasen tilan eli aaltofunktion
aikakehityksen. Aaltofuntion fysikaalinen merkitys kily havaintoja selittaviksi to-
dennékoisyysaalto -tulkinnan avulla. Kvanttimekaniikan kehittynyt matemaattinen
kojeisto nojaa Hilbertin avaruuden operaattoriteoriaan, jossa tila ja suureet kisi-
tellidn Hilberin avaruuden lineaarioperaattoreina, jotka méadrdavit todennikoisyys-
mitat. Mittausinsturumentein suoritettavia havaintoja luonnosta tehdessid saamme
mittaustuloksia, jotka selittyvit parhaiten todennikéisyystulkinnan kautta. Toden-
nikoisyysluonne on siten kvanttimekaniikan matematiikkaan sisddnrakennettu, eiké
epamadraisyyden tai tiedon puutteen mitta, kuten vaikkapa nopan heitossa - tilan-
teessa, jossa todennikoisyysluonne ilmenee vain sen seurauksena, ettd tarvittavan
tarkkoja mahdollisia alkutilan mittauksia ei tehda.

Tutkielman ensimmaéinen luku esittelee luonnon ennaltamairiytyvyyden eli de-
terminismin haastavuutta klassisen maailmankuvan kontekstissa, erityisesti N-kappaleen
ongelmassa, perustellen samalla laskennallisten ldhestymistapojen tarkeyden fysii-
kan tutkimuksessa. Toinen osa luvusta toimii historiallisena taustana tutkielman
aiheen, Schrédingerin yhtédlon, 16ytymiseen johtaneista vaiheista ja sen jdlkeisisté
tyonn kannalta olennaisista 16ydoksisté, jotka vaikuttavat kiytettyyn moderniin kie-
leen kvanttimekaniikasta puhuttaessa. Kahden elektronin Schrédingerin yhtéalon si-
mulaation toteuttamisen kannalta olennainen matemaattinen viitekehys esitelldén
luvuissa kaksi, jonka jilkeen siirrytddn kvanttimekaanisen N-kappaleen ongekman
matemaattiseen muotoiluun.

Luvussa kolme syvennytddn N-kappaleen ongelmaan kvanttimekaniikan tutki-

mussuunnassa ja perustellaan analyyttisen teoreettisen fysiikan nykypéivin tutki-



muksen rajaseutu. Rajaseudulla tarkoitetaan kohtaa, jossa on tutkimuksissa syyta
hy6dyntad simulaatioita, kun analyyttisia ratkaisuja ei ole saatavilla. Kappaleessa
nelja esitellddn simulaatiossa kiytetty aikadiskretointi algoritmi padpiirteissdan ja
viidennessé kappaleessa saadut simulaatiotulokset. Lukijan olisi syyta osata kvantti-
mekaniikan johdantokurssin keskeinen kisitteisto, seuratakseen tyoté vaivattomasti.
Tuloksia verrataan liki samanlaisella simulaatiomallilla saatuihin tuloksiin Manfred
Leinin véitoskirjassa "Atoms and Molecules in Strong Laser Fields: Double Ioniza-
tion, Dissociative Ionization, and Harmonic Generation" [20]. Ty pyrkii toimimaan
pedagogisena johdatuksena yksinkertaisen kvanttimekaanisen simulaatiomallin luo-
misesta ja toteuttamisesta. Lisdksi ty0 pyrkii tarkastelemaan mitd useiden kvant-
timekaanisten hiukkasten keskendin vuorovaikuttavasta maailmasta voidaan tietda
analyyttisesti - ja mikd pysyy toistaiseksi virhemarginaalin ja yksinkertaistuksia si-

siallddn pitdvien numeerisesti suoritettavien simulaatiomallien piirissa.

1 Klassisesta maailmasta kvanttimaailmaan

1.1 Onko luonnon aikakehitys determinististi, satunnaista,

vaiko niiden yhdistelma?
F =ma, (1)

on Newtonin toinen laki. Kun m massaiseen kappaleeseen vaikuttaa kokonaisvoi-
ma F, saa kappale tilloin kiihtyvyydekseen kokonaisvoiman suuntaisen vektorin a.
Newtonin toinen laki on luonteva lahtokohta aloittaa fysiikan matematiikan kielelle
sidotun maailman tarkastelu. Tdmén lain luoma malli on approksimatiivisesti 1&s-
né kaikessa arkisesti havaituissa ilmioissé, jotka pitdvit siséllddn jonkin kappaleen
liiketilan muutoksen. Téma4 klassisen mekaniikan liikeyhtélo kertoo meille, etté klas-
sisen kappaleen - jollaisia ovat esimerkiksi kaikki silmin havitsemamme kappaleet -

liiketila on eksaktisti paateltdvissd, mikili tiedetdén tarkasti jokaisen kappaleeseen



vaikuttavan voiman suuruus ja kappaleen ympéroivan faasin ominaisuudet. Newto-
nin lakien ja Principiassa [1] esitetyn matematiikan katsotaan usein kdynnistdneen
teoreettisen klassisen mekaniikan tutkimussuunnan. Erds toinen Newtonin tavoin
klassisen mekaniikan, matematiikan ja téhtitieteen tutkija paédtyi pohtimaan aika-

naan seuraavanlaisia ajatuskulkuja luonnon aikakehityksen luonteesta:

"Voimme pitdd maailmankaikkeuden nykytilaa sen menneisyyden vaiku-
tuksena ja tulevaisuuden syyni. Aly, joka tietiisi tietylld hetkelld kaik-
ki luonnon liikkeellepanevat voimat ja kaikkien luonnon muodostamien
esineiden kaikki asemat, jos tdmé &dly olisi myos riittavan laaja toimit-
tamaan niamé tiedot analyysiin, voisi se omaksua yhtend kaavana maa-
ilmankaikkeuden suurimpien kappaleiden ja pienimmén atomin liikkeet;
sellaiselle alylle mikddn ei olisi epdvarmaa ja tulevaisuus aivan kuten

menneisyyskin olisivat ldsnd hédnen silmiensi edessi."

- Pierre Simon Laplace, Filosofinen essee todennékdisyyksista [2]

Tamén tapainen deterministinen lausunto saattaa miellyttaa monia fysiikan opin-
toja aloittelevia tieteellisen maailmankuvan rakentajia selkeydellddn, mutta nyky-
tiedon valossa sen esittdméaa viitettd tulevaisuuden ja menneisyyden, jopa nykyhet-
kenkin, selkeydestd on mahdollista kyseenalaistaa useista tutkituista ilmioisté késin.
Historian saatossa useat kirjailijat, filosofit ja tiedemiehet ovat piténeet kiehtovana
kysyé ja ottaa kantaa onko ympéardivin maailman luonne deterministinen kaikissa

skaaloissa tal missiin niisté.

Ajatuskoe 1 (Maailmankaikkeuden tarkan kehityksen ennustettavuudesta)

Mikéli meilld olisi kaikki olennainen informaatio maailmankaikkeuden jostain hyvin
eristdytyneesté, tdysin havaittavissa olevasta osasta, ja lisiksi ulkopuolinen systee-

miin vaikuttamaton valtavan kokoinen supertietokone tdméan informaation proses-



soimiseen, tietdisimmeko myos tdsmaéilleen sen mitd tulee tapahtumaan mielivaltai-
sen kauas? Kaikkien tarkkailtavassa systeemissé olevien kappaleiden liikkeille voi-
taisiin mahdollisesti johtaa analyyttinen lainalaisuus, joka ennustaisi jokaisen kap-
paleen paikan sadan prosentin tarkkuudella niin sekunnin paédsti, huomenna, kuin
miljardin vuodenkin péaastd. Koko maailmankaikkeuden sisillidn pitdmé&d vuoro-
kvaikutusten joukkoa ja kaikkea téllaiselle laskennalle keskeisté informaatiota lienee
valikoimatta mahdoton sisillyttiéd kokonaan siiné itsessédén olemassa olevaan osaan.

Esimerkiksi aivot voivat keskittyd havainnoimaan joitain ihmisen hermoston toi-
minnan tuotoksia osalla aivosoluista ja jo seuraaminen itsessdén vaikuttaa koetusti
ja mitattavasti aivojen ja muun hermoston toimintaan. [8] Vaikuttaa paradoksaa-
liselta mahdottomuudelta voida seurata ja tuottaa kielelliseen muotoon vain osalla
aivoista se, mita koko aivojen ja kehon hermoverkostossa kullakin hetkelld tapahtuu.
Kun aivoissa olevat molekyylit on soluista ja viestinaineista koostuvina rakenteina
kiaytetty seuraamaan tietoisen havainnoinnin kautta niiden vélisen vuorovaikutuksen
tuotoksia tiedostamalla esimerkiksi, ettd nyt painoin perdjilkeen kirjaimia n, y ja t,
on toisen hermosolujoukon oltava kiskyttdmaéssé kirjoitusta kisien kautta tuotettu-
na ja siten edustettava ainakin kiisien toimintaa ohjaavaa hermosolukkoa. Samaan
aikaan toisen hermosolujoukon on suoritettava aistihavainnoin kerdttivien signaa-
lien prosessointia, oman toiminnan seurauksia tulkiten. Esimerkiksi kirjoitusvirheen
tehdesséni ja havaitessani, siirryn painamaan kumita -ndppéinta ja korjaamaan suo-
ritusta. IThmisen hermosolukossa tapahtuu jatkuvasti monenlaista viestintda, osa il-
meisen tiedostetusti ja osa tiedostamatta. Vaikka kaikki solut ovat jotakin reitteji
pitkin kytkoksissé toisiinsa ja niiden kommunikaatioon liittyvd toiminta "koetaan"
luultavasti joka hetki elettyna tietoisuuden tilana, ei monet toiminnalliset asiat, esi-
merkiksi hengitys, kiinnitd jatkuvasti tarkkaavaisuuttamme ja kuulu siksi aktiivi-
sen tiedostuksen piiriin. Jotain oman hermostomme toiminnasta jaa siis aktiivisesti

puuttumaan tiedostuskokemuksestamme.



Vaikka tietokoneen keksiminen ja kiyttdminen fysiikan tutkimuksessa osoittavat,
ettd voimme jirjestdd atomeja kiisittelemiin atomeja koskevaa informaatiota, mei-
dan on kuitenkin mahdoton sisédllyttda tdhén kasittelyyn kaikkia tietokoneen omia
atomeja karkeistamatta niitd laajempiin kokonaisuuksiin. Muuten saattaisi kiyda
niin omituisesti, ettd atomi koittaisi osana systeemié joutua pitdméaédn kirjaa omis-
ta tal naapurinsa - toisien atomien avulla havaituista - ominaisuuksista, eiké silld
riittaisi ominaisuudet kaikkien néiden tietojen siilontddn ainakaan tunnettujen tie-
tokoneiden toiminnan edellyttdmalla tavalla. Voisiko sitten koko maailmankaikkeu-
den aines jarjestaytya niin, ettd se tarkkailee ja pitdd ylla tietoa omasta jarjestiy-
tyneisyydestadn? Téllainen kaiken huomiointi ndyttda mahdolliselta vain toisistaan
erillisten, seurattavan ja seuraavan, systeemien tapauksessa. Lisdksi vaikuttaa, etta
tarkasti kuvattavan systeemin on oltava alkeishiukkasluvultaan aina huomattavasti
pienempi kuin sitd tarkkaan kuvaavan ja joustavasti ennustavan alkeishiukkassys-
teemin. Maailmankaikkeuteemme Laplacen haaveilema kaikkivoipa aly tietoineen ja
ennustuskykyineen ei siten ndyttiisi mahtuvan.

Huomiona: Vaikka maailma toimisi pienimméltd mikrotasolta universumin suu-
rimpiin skaaloihin klassisten lakien tavoin, miti se ei osoitetusti tee, silti koko maa-
ilmankaikkeuden kaikkien osien kehityksen tarkka simulointi ndyttéisi pysyvéin mah-
dottomuutena tai pikemminkin maaimankaikkeuteemme mahtumattomana.

Silmin havaittavan "makromaailman" determinismisyydelle jéi klassiseksi emer-
goituvassa maailmassa mahdollisuus. Kuitenkin nykytilan kaikkien osasten alkueh-
tojen tuntemisen mahdottomuus ja niiden laskentaan sisallyttdmiseen liittyva edelld
kuvailtu mahtumattomuus puoltavat paiatelméii, ettei maailmankaikkeus kuitenkaan
vaikuta olevan ennustettavissa mielivaltaisen suurena palana, mielivaltaisen kauas
tai ainakaan mielivaltaisen tarkasti - vaikka maailmankaikkeuden kehitys toimisikin
jossakin mittakaavassa tdysin deterministisesti.(Ajatuskoe pddttyy.)

Klassisessa mekaniikassa ollaan tormétty jo sen tutkimuksen ensi askelilla maa-



ilman tarkkojen liikeyhtdl6iden muodostuksen darimmaiseen haasteellisuuteen. Téal-
laisen eksaktin ennustuksen ongelman ilmenemiseen riittdd vain kolme avaruuden
tyhjiossa liikkuvaa massallista kappaletta, kuten vaikkapa maa, kuu ja aurinko. Nai-
den kolmen kappaleen keskenédiin vaikuttava gravitaatio aiheuttaa niin monimutkai-
sen liikejérjestelmén, ettei sen analyyttinen - ddrelliselld kaavalla ilmaistavaan laina-
laisuuden muotoon supistuva - tarkastelu ole mahdollista muuta kuin satunnaisissa
erikoistapauksissa. Kolmen kappaleen ongelmaa tutki ensimmaéisend jo koko mate-
maattisen fysiikan alulle saattaja Sir Isaac Newton.

Kolmen tai sitd useamman kappaleen systeemien aikaevoluutiota on mielekésta
tutkia padasiassa numeerisesti, mikd tarkoittaa diskreetistd ja approksimatiivises-
ta laskennasta syntyvad virhemarginaalin ilmaantumista ennustamisemme tarkkuu-
teen. Muun muassa Laplace matemaatikkona ja aktiivisena kolmen kappaleen on-
gelman tutkijana tiedosti haasteellisuuden, mutta silti pohdiskeli tdydellisen men-
neisyyden ja tulevaisuuden tiedostavasta "&dlystd"ja klassisen maailman téydellisen
deterministisesta kiayttaytymisestd. Vuonna 1887 Heinrich Bruns todisti, ettei kol-
men kappaleen ongelmalle ole yleistd analyyttista ratkaisua, johon voidaan sijoittaa
3 mielivaltaista massan ja etdisyysvektorin arvoa, sekd aika ja saada vastaus [4].
Vuonna 1912 suomalainen Karl F. Sundman osoitti kuitenkin, ettd ddrettomiin sar-
joihin pohjautuva eksakti ratkaisu kolmen kappaleen ongelmalle 16ytyy [5]. Qiu-Dong
Wang sai yleistettyd Sundmanin ratkaisun N-kappaleen ongelmalle vuonna 1991 [6].
Kaytanndssa kyseiset ratkaisut kuitenkin ovat niin hitaasti suppenevia, ettei niiden
kiaytto ratalaskennassa ja muissa hyotykayttotarkoituksissa ole mielekista verrattu-
na vihemman laskentatehoa ja -aikaa vaativiin numeereerisiin approksimaatioihin.

Tama4i saattaa herattad jatkokysymyksid; Voidaanko perustella jotenkin, etteivit
klassisen mekaniikan lait katoa maarittimattomain ja ennakoimattomaan statis-
tiseen kaaokseen, josta emme voi saada mielivaltaisen tarkkaa kuvaa? Voidaanko

toisaalta ajatella, ettd mikili mittalaitteistot ja laskentateho lisddntyisivat rajatta,



niin myo0s tarkkuudeltaan laskentatehon mukana jatkuvasti paranevat simulaatiot
ldhestyvit maailman deterministisen luonteen kuvausta?

Kysymys klassisen mekaniikan determinismistd pelkdssd klassisen mekaniikan
toimintapiirissi johtaa hieman samankaltaiseen tarkasteluun, kuin filosofian tieto-
teorian pohjalla oleva totuuden luonteen tarkastelu. Saavutetaanko fallibilistisen
totuuskésityksen mukaista tiedon raja-arvoa, totuutta, jos piirrdmme aina vain tar-
kemman ja tarkemman matemaattisen mallin ymparoivista ilmidistd? Jos muovai-
simme lainalaisuudet, jotka selittdvit kymmenien desimaalien tarkkuudella havait-
tavan maailmankaikkeutemme ilmiot ja sen tuntemuksellemme haastavimmat ja da-
rimmésimmét ilmentyméit kuten neutronitdhdet ja mustat aukot - olisiko keinoa,
jolla voimme varmistua ettd olemme padsseet maailmankaikkeuttamme eksaktisti
kuvaavaan totuuteen, josta ei ole tiedon lisddntymisen suunnassa enad etenemis-
ta? Voisimmeko talloinkin vain jatkaa teorian empiiristd koettelemista kaikkissa esiin
tulevissa tai mielikuvitukseen juolahtavissa tilanteissa - ehkédpd apurahansa loppu-
puolella olevien tutkijoiden osalta toivoen - ettad 16ytdisimme edes jotain mihin ra-
kennetun tai 16ydetyn mallin selityskyky ei ylla? Siilyen siten itse yha tiedottomana
siitd, ettd olemme paidtyneet 16ytdméian todellisuuden lainalaisuuden, johon ei ole
endd lisdttavad.

Kolmen ja sitd useamman kappaleen liike on tyoldstd mallintaa hyvilla tarkkuu-
della ja yhéa aktiivisen tutkimuksen kohteena. Vuonna 2019 sitd lahestyttiin jo hyvin
uudenlaisesta perspektiivistd - syottamaélla valmiiksi laskettujen kolmen kappaleen
ratojen esimerkkitapauksia opetusmateriaalina tietokoneella luodulle syvaoppivalle
neuroverkolle. Tuloksena saatiin laadukkaita ennustuksia tietyissa erikoistapauksissa
murto-osalla laskentatehosta tekevi ratkaisija. |7]

Kolmen kappaleen ongelma tulee vastaan my6s varattujen hiukkasten maailmas-
sa, silld klassinen Coulombin laki on matemaattisesti hyvin ldhelld Newtonin gra-

vitaatiolakia, koska molemmissa voima on kddntden verrannollinen etdisyyden ne-



li6on; F o %2 Atomitason vuorovaikutusta kuvaavat lainalaisuudet, joista Laplace
teki vasta sivistyneita arvauksia, alkoivat paljastua luonteeltaan tutkijoille vasta yli
70 vuotta hanen kuolemansa jalkeen. Pohdinnan luonnon deterministisestd luon-
teesta ei voida katsoa tulleen 1900-luvulla tietdmyksen kasvaessa totaalisen selkedin
péadtokseen. Determinismin diskurssi sai kuitenkin tdysin uusia tuulia tutkijoiden
sukeltaessa parempien tutkimusinstrumenttien ja uusien koeasetelmien kanssa hy-
vin pienten kappaleiden ilmiomaailmaan. Mikromaailman tutkimus toi esiin luon-
toon perustavanlaatuisesti kuuluvan satunnaisuuden. Taté tutkielmaa koskevan il-
miomaailman, kvanttimekaniikan intensiivinen kehittymisprosessi on kuvattu seu-

raavassa kappaleessa paapiirteissaan.

1.2 Kvanttimekaniikan kehitys 1900-1935

Atomitason ilmiomaailmaa kuvaa tarkimmin klassisesta fysiikasta huomattavasti
eroava kvanttimekaniikka. Kvanttimekaniikan tutkimuksen aikakauden alku voidaan
jakaa 1900-1925 “Vanhan kvanttiteorian” aikaan ja sen jilkeiseen vuosien 1926-1935
kvanttimekaniikan logiikan selkeytymiseen ja konsistentin kvanttimekaniikan ma-
tematiikan luontiin. Seuraavaksi luomme lyhyen historian katsauksen siihen fysii-
kan perusteorian kehitykseen, joka toimii johdatuksena tutkielman aiheena olevan
Schrédingerin yhtélon 16ytymisen hetkeen fysiikan tutkimuksessa. Siitd suuntaamme
Schrodingerin yhtélon laskentahaasteisiin monen kappaleen tilanteessa viimeaikai-
sessa fysiikan tutkimuksessa.

Aiempi Kvanttimekaniikan kehityksen aikakausista koostuu yksittéisistd “verhon
raotuksista” alkaen Max Planckin kvanttihypoteesista selityksend mustan kappa-
leen siteilyn energian havaintotuloksille, mitké olivat ristiriidassa klassisen fysiikan
kuvauksen kanssa. Planck esitteli tyossdédn energian taajuusriippuvan vakion, myo-

hemmin Planckin vakiona tunnetun h:n:

h = 6.62607015 x 10—34% (2)
Hz !



ja Planck-Einstein relaationa tunnetun:

E = hy, (3)

jossa energia on F, h on Planckin vakio ja v fotonin taajuus.

Albert Einstein hyodynsi Planckin havaintoja ensimmaéisens tutkimaan sahko-
magneettisen kentédn kvantisointiin. Plancikin tyon pohjalta hdn antoi selityksen
valo-sidhkoiselle ilmidlle 1905 julkaistussa tutkimuksessaan. Ilmion myohempi ko-
keellinen varmistus vuonna 1915 Robert Millikanin toimesta toi Einsteinille Nobelin

palkinnon vuonna 1921. Einstein esitti ajatuksensa energiakvantista seuraavasti:

"Minusta nayttad siltd, ettd mustan kappaleen séteilyn havaintoja, fo-
toluminisenssia, ultravioletin valon tuottamia katodisdteiden ja muita
ilmioGitéd joissa valon emissio tai konversio tapahtuu, voidaan ymmartaa
paremmin silld oletuksella, ettd valon energia on levittdytynyt epajatku-
vasti avaruudessa. Edelld esitetyn oletuksen nojalla, kun pisteesta lihte-
va valo on edennyt, energia ei ole jatkuvasti jakautunut yli yha kasvavan
tilavuuden, vaan se koostuu &érellisestd lukuméirastd energiakvantte-
ja, jotka lokalisoituna avaruudessa liikkuvat ilman jakautumista ja jotka

voidaan absorboida tal emittoida vain kokonaisina."

- Albert Einstein, 1905 [3] (oma suomennos)

Einstein toi seuranneina vuosina tutkimuksillaan valosta esille, ettd termody-
namiikan ja sdteilyn tutkimuksen havainnot vaativat selityksekseen valolta seka
klassisia aaltojen, ettd kvantittuneiden hiukkasten ominaisuuksia. Téllaisista aalto-
hiukkaspaketeista hian kaytti nimitysta valokvantti. Valon kvantittumisen katsottiin
pitkddn olevan selkedssa ristiriidassa valon aalto-ominaisuuksien, erityisesti Youngin
kokeella havaittavan interferenssin kanssa. Valon hiukkasluonne hyviksyttiin laajem-
min vasta Arthur Comptonin vuonna 1923 saamien Componin sironnan havainto-

tulosten jialkeen. Compton palkittiin 16ydostaén Nobelilla vuonna 1927. 9]
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Vuonna 1896 Peter Zeeman oli havainnut valon spektriviivojen halkeamisen, kun
natriumliekki asetettiin voimakkaaseen magneettikenttddn. Tadma Zeemanin ilmiona
myOhemmin tunnettu luonnonimié toi H. A. Lorenzin elektronin liikkeelld selitet-
tdvan valoemissioteorian arveluttavaan valoon, kun valospektrit hajaantuivat siita
suuresti poiketen eri aineilla. Niels Bohr kykeni selittdméén vetyatomin spektrin ha-
vaintotulokset elektronin energian kvantittumisen avulla Ernest Rutherfordin vuon-
na 1911 julkaiseman atomimallin pohjalta. Kokeellinen tutkimus tuki uusia klassisen
fysiikan lakien selittdméttomissé olevia teoreettisia 16yddksié ja toi esiin ennestdin
tuntematonta ilmiémaailmaa. Franckin-Hertzin koe osoitti elektroinisironnan avulla
vuonna 1914, ettd atomien viritystilojen energiat olivat kvantittuneet, kuten Bohrin
atomimalli ennusti. 9]

Bohrin-Sommerfeldin suhteellisuusteoreettisesti korjattu atomimallikaan ei kui-
tenkaan kyennnyt ennustamaan havaittuja Heliumin spektriviivoja tai Zeemanin
ilmiotd. Wolfgan Pauli huomasi kyseistd atomimallia viitoskirjatyossdan tutkies-
saan sen puutteita, ennen kaikkea kyvyttomyyttd ennustaa jaksollisen jirjestelmén
mukaista atomitaulukon sdénnéllisyytta elektronioktettien samankaltaisten ominai-
suuksien osalta. Pauli selitti atomien ominaisuudet mukaansa nimetylld kieltosidan-
nolla, joka totesi, ettd jokaisella atomin elektronikuorella on oma kvanttilukunsa joka
kertoo sille mahtuvien elektronien maksimiméaéran. Pauli ehdotti aineiden ominai-
suuksien selittyvin silld, kuinka kaukana tuosta maksimiméaéréistd uloimman elekt-
ronikuoren mahdollinen tdyttoaste on. Selkedd syyta kieltosddnnon olemassaololle
Pauli ei pystynyt kuitenkaan perustelemaan, se vain naytti selittdvan havaintoja
hyvin. 9]

Alfren Landen Zeemanin ilmion matemaattiseen tarkasteluun nayttamét Landen
tekijéit, nithin tarvittu uusi kvanttiluku, sekdi Goudsmithin ja Uhlenbergin ehdotta-
ma elektronin py6riminen olivat askel kohti elektronien ominaisuuksien parempaa

tuntemista. Vuonna 1921 Otto Sternin ja Walther Gerlachin koe, jossa elektroneja
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ammuttiin magneettikentédn 1api paljasti elektronin kahtiajakautuneen magneettisen
ominaisuuden, spinin, joka tulkittiin alkeishiukkasten kvantittuneena pyorimismaa-
rand. [10]

Kvantti-ilmiot olivat hajanainen joukko havaintoja ja matemaattisia selityksié,
kun Louise de Broglie ehdotti symmetrisena hypoteesina vuonna 1923 valolla ha-
vaitun dualistisen aaltoaineluonteen koskevan myos massallisia hiukkasia. Aaltoaine
dualismi selitti elektronien radat bohrin atomimallissa seisovina aaltoina, miké oli
kvantittuneisiin energiatiloihin yhteensopiva idea. Valon aaltohiukkasluonne oli an-
tanut viitteen jo aiemmin matalan intensiteetin Youngin kaksoisrakokokeen tulosten
perusteella, minké Sir Geoffrey Ingram Taylor oli suorittanut jo vuonna 1909. Huo-
mattavasti myohemmin vuonna 1961 Claus Jonssonin elektroneilla suoritama samai-
nen kaksoisrakokoe osoitti aineen aaltoluonteen ja itseisinterferenssin olemassaolon
osoittaen aaltoainedualismin paikkansapitévyyden. [10]

De Broglien vaitoskirjatyon inspiroimana Erwin Schrodinger padtyi metsésti-
maan hiukkasen aaltoyhtdlod ja sai johdettua ehdokkaan kompleksisen tasoaalto-
vhtilon ratkaisua, Maxwellin yhtéloitd, Planckin-Einsteinin relaatiota ja aineaalto-
dualismia hyodyntéden vuonna 1926. Yhtdlon merkitys ja tulkinta ei ollut vilitto-
maésti selked. Schrodinger esitteli yhtélonsd edustavan hiukkasen kokonaisenergian
kvantittumisen ominaisarvo-ongelmaa, miké tarkoitti matriisin diagonalisoinnin si-
jasta oikeiden reunaehtojen 16ytdmisté, jotta differentiaaliyhtilé on ratkaistavissa.
Schrodinger esitti ettd ratkaisujen on oltava jatkuvia, dérellisid ja yksiarvoisia. [11]

Werner Heisenberg oli saattanut alulle kesdlla 1925 kvantti-ilmiéiden matriisiku-
vauksen, mitd hin jatkokehitti yhteistytssd Max Bornin ja Jordan Pascualin kanssa
julkaisten “Zur Quantenmechanik II” saman vuoden marraskuussa. Tamén teoksen
katsotaan olevan varsinaisen kvanttimekaniikan perustamisdokumentti. [12]

Von Neumann todisti differentiaalilaskentaan pohjaavan aaltomekaniikan ja li-

neaarialgebraan rakentuvan matriisimekaniikan kuvauksien olevan matemaattisesti
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ekvivalentit vuonna 1930, Schrodinger oli viittanyt teorioita ekvivalenteiksi jo 1926
tutkimuksessaan, ekvivalenssia aukottomasti todistamatta.

Paul Diracin transformaatioteorian, Scrédingerin, Heisenbergin, Bornin, Pascua-
lin aiempien tutkimusten pohjalta Von Neumann néytti, ettd kvanttimekaniikan
matematiikassa voidaan ottaa askel yha abstraktimpaan suuntaan. Von Neumann
osoitti ettd aaltokuvaus ja matriisimekaniikka ovat erikoistapauksia yleisemmaésta
tavasta kuvata tiloja. Témé& uusi tapa oli Hilbertinavaruudessa epikommutoivien
operaattoreiden teoria, jonka pohjana oli funktioanalyysi. Von Neumannin vuonna
1932 julkaistu tyo kvanttimekaniikan matemaattisista perusteista "Mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik", loi perustan myohemmélle kvanttimekaniikan
tutkimukselle. [12]

Matemaattisen kvanttimekaniikan tutkimus on jatkunut lineaarialgebrallisen mat-
riisimekaniikan viitoittamalla polulla, jossa puhtaan ja sekoitetun kvanttitilan kasit-
teet voidaan maaritelld konsistentisti. Schrodingerin Aaltomekaniikka taas on yhé
kiaytannollinen kuvaus monissa yksinkertaisten kvanttisysteemien ilmioiden ratkai-
sutilanteissa, jossa differentiaalilaskentaa halutaan hyddyntii sopivin approksimaa-
tioin.

Tassé tyossa keskitytddn padasiassa aaltomekaniikan differentiaaliyhtdlokuvauk-
seen ratkaistessa numeerisesti paikka ja liikeméard -aaltojen kiyttiytymistd spe-
sifioidussa yksiulotteisessa erikoistilanteessa. Tilanne kuvaa maéaéritettavissi olevan
virheen suuruudella kahden vetyatomin vélistd vuorovaikutusta ja se tuo esiin joita-
kin kovalenttiseksi sidokseksi kutsutun vuorovaikutustapahtuman piirteitd. Matema-
tiikka esitetdin seuraavassa kappaleessa vakiintuneen Hilbertin avaruus -formalismin

mukaisesti.
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2 Schrodingerin yhtalo

2.1 Hilbertin avaruudesta

Kvanttimekaniikan matamaattinen rakenne pohjautuu funktioanalyysiin ja sen kes-
kitssd olevaan Hilbertin avaruuteen H , joka on esimerkki abstraktista vektoriava-
ruudesta. Téssé esityksessd Hilbertinavaruuden skalaarikunta on kompleksiluvut C.
Hilbertin avaruus on méaaritelmian mukaan taydellinen sisdtuloavaruus. Téaydellisyys
tarkoittaa, ettd jokainen Cauchyn jono suppenee sisdtulon indusoimalla metriikalla
mitaten. Hilbertin avaruus voidaan mieltdd Euklidisen avaruuden yleistyksena, ava-
ruutena, joka laajentaa Fuklidisissa 2- ja 3- ulotteisessa avaruuksissa kiytossé olevat
algebralliset menetelmét n- ja daretonulotteiseksi. Sisdtulon olemassaolosta johtuen
Hilbertin avaruuksissa on kulman ja pituuden kiisitteet. Hilbertin avaruuden tiydel-
lisyydestd johtuen sielld voidaan hyodyntda analyysin menetelmiéd. Kvanttimekaani-
nen puhdas tila on ilmaistavissa Hilbertin avaruuden yksikkévektorina.
Matemaattisesti tismaéllisessd tarkastelussa tila-avaruus on kompleksinen sepa-
roituva Hilbertin avaruus, joka on hyvin mééritelty normiin 1 asti. Tilat voidaan
esittdd pisteind projektiiviseessa Hilbertin avaruudessa P(H) ja niitd voidaan kési-

telld projektioiden konveksikombinaationa.

Postulaatti 1 (Matriisimekaniikassa) Fysikaalisen systeemin jokaista tilaa vastaa
Hilbertin avaruudessa tilavektori |1) ja jokainen tilavektori systeemin Hilbertin ava-
ruudessa vastaa systeemin jotain fysikaalista tilaa.

(Aaltomekaniikassa) Kvanttimekaanisen systeemin tilan kaikki tieto on aalto-

funktiossa 1.

Esityksen kannalta on huomattava, ettd teityissd tilanteissa kiytdmme matriisi-
mekaanista tilavektorin notaatiota [1) ja padosin puhumme aaltofunktiosta 1, koska
tyon simulaatiossa ratkaistut yhtalot ovat kuvattavissa aaltomekanisella kuvauksel-

la, mutta tyo pyrkii olemaan myo6s matemaattisesti tdsmallinen ja pedagoginen.
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2.2 Aaltofunktioiden matematiikka

Klassisessa mekaniikassa hiukkasen liikettd kuvataan yleisimmin aikariippuvaisella
paikan suureella X(t). Mentéessa hyvin pieniin etéisyyksiin ja pikkuruisiin hiukka-
siin tdllainen klassisen dynaamisen muuttujan kuvaus ei kuitenkaan onnistu en&a
sdilyttamadn ilmaisuvoimaansa havaitun ilmiémaailman selittamiseksi. Kvanttime-
kaniikan aaltomekaanisessa esityksessi kidytetty dynaaminen muuttuja on aika- ja
paikkariippuvainen kompleksinen aaltofunktio ¢(x,t) € C ja vastaavassa matriisi-
mekaanisessa esityksessd dynaaminen muuttuja kuvataan Hilbertin avaruuden tila-
vektorilla [¢). Kdytdmme téssd tyOssd padsadntoisesti aaltofunktiokuvausta, mutta
tilavektorista puhutaan silloin kun se selventad késiteltyd asiaa.

Aaltofunktion ) itseisarvon nelié on reaalisesti tulkittavissa Bornin tulkinnan

mukaan hiukkasten esiintymisen todennékéisyystiheyteni

lih(x,1)]> = (x, 1) Y(x, 1) = p(x,t) = ’ todennékoisyystiheys ‘ (4)

Yleisesti hyviksytty ja mittauksien kanssa ristiriidaton tulkinta on, ettd aaltofunk-
tion itseisarvon nelion laskeminen antaa hiukkasen todennékoisyystiheyden p(x,t).
Todennékoisyystiheyden avulla voidaan siten yhé péaételld hiukkasen esiintymisen

todennékaisyys vélilla (a,b):

todennidkdisyys 16ytaa

b
/ |4(x,t)|*dz = | hiukkanen a:n ja bm | (5)

valiltd ajanhetkelld ¢

Koska hiukkanen 16ytyy havaittaessa koko avaruuden yli aina jostain on normituseh-

don

/ (1) = 1 (6)

[e.9]

tdyttyminen luontainen vaatimus. Normalisointi on mahdollista suorittaa myo6s las-
kennan loppuvaiheessa pakotetusti ja siten loyhempi vaatimus kvanttimekaaniseen

tarkasteluun kelpaavien tilojen aaltofunktiolle on, ettd ndmé tilat ovat nelitllisesti
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integroituvia, eli

/_00 | (x, t)|*dz < oo. (7)

[ee])

Adrellisdimensioisessa Hilbertin avaruudessa vektoreiden sisétulo on fysiikan kirjal-
lisuudessa yleisimmin maééritelty lineaariseksi jalkimmaisen termin suhteen ja kon-
jugaattilineaariseksi ensimmaéisen termin suhteen, kun a, b, ¢ € C tdma voidaan kir-
joittaa

(e (x,t)]ap(x,t) + b(x, 1)) = ca (Y|p) + b (P]9) (8)

Esimerkki 1 (Gaussinen aaltofunktio) Gaussinen aaltofunktio on muotoa:

_ (z—xq)?

¢($) =Ce T’

missd xg on reaaliluku ja C voi olla kompleksi- tai reaaliluku.

Zo

Normitusehdosta (6) saadaan:

S, ()P = (O [, =5 do = |Cam) = 1,

Normitusehto toteutuu, jos C = (1/am)'/*, tai C = € (1/an)Y/*, silli globaalin
vaiheen e’ monikerta ei muuta tilaa. Jos o on pieni, gaussinen aaltofunktio saa te-
ravdn pitkin muodon r:n kohdalla. Mikdli taas a:n arvo on suuri gaussinen jokauma

on laajemmalle levinnyl

2.3 Schrodingerin yhtilosta

Schrédingerin yhtaloa pidetdan luonteeltaan postulaattina, jota ei voida johtaa kvant-
timekaniikan aksiomatisoinnista. Kuitenkin Schrodingerin yhtéld saadaan tuotet-
tua johdonmukaisesti lahtien liikkeelle fysiikan elementaarisista periaatteista, kuten

energian siilymisesté.
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Yleinen ajasta riippuva Scrodingerin yhtdld m-massaiselle hiukkaselle ulkoisessa

potentiaalissa V on muotoa:

L0 .
Zh§¢(rv t) = H@/}(I‘, t)? (9)

missé Hamiltonin operaattori on H = — V2 + V(r,t) ja redusoitu Planckin vakio
on h = % Niin ollen Schrodingerin aaltoyhtélé voidaan yksiulotteieseesa tapauk-

sessa kirjoittaa muodossa:

0 h 0?
Zhaiﬂ(l’,t) = (—%@ + V(mat)) ¢(x>t), (10)
missé
H=T+V, (11)

Hamiltonin operaattori voidaan jakaa liike-energiaoperaattoriin T ja paikkariippu-
vaiseen potentiaalioperaattotiin V.

Unitaarioperaattorin U (vanhemmin evoluutio-operaattorin) avulla Schrodinge-
rin yhtdlo voidaan kirjoittaa my6s aikaevoluutiota algebrallisesti havainnollistavassa

muodossa:

[(r, t)e1) = U o(x, 1)) - (12)
Postulaatti 2 Tilavektorin aikariippuvuus mdadrdytyy ajasta riipuvasta Schrodin-

gerin yhtdlostd (9).

Kun oletetaan yhtéldlle energiaominaistilan mukainen stationifrinen tila saadaan
aikariippumaton Schrédingerin yhtéld. Talléin Hamiltonin operaattori ei riipu lain-
kaan ajasta ja niin ollen ajasta riippumaton schrédingerin yhtélo tulee yksiulottei-

seen muotoon:

Hi(a) = (—ia—z n v<x>> b(x) = B(a). (13)
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2.4 Ominaisarvot ja mittaustulokset

Kvanttimekaniikassa kuten muissakin fysiikan teorioissa luonnonilmiotd kuvataan
matemaattisilla objekteilla. Jotta matemaattisilla objekteilla olisi fysikaalinen mer-
kitys, on vilttamatontd tehda tiettyjd ennakko-oletuksia, eli postulointeja teorian
rakentamiseksi. Ensimmaéinen postulaateista kisitteli fysikaalisen tilan ja systeemin
koko informaation kertovan matemaattisen tilavektorin vastaavuuta. Toinen postu-
laatti kertoi ettd Schrodingerin yhtéld kuvaa tilan aikaevoluution. Kolmas késittelee

fysikaalisten suureiden ja lineaarioperaattoreiden vastaavuutta.

Postulaatti 3 Jokaista fysikaalista suuretta vastaa matemaattinen lineearioperaat-

tori ja suureen mahdolliset arvot ovat operaattorin ominaisarvoja.

Kun yleisemmin jokin operaattori O operoi funktioon ¥ on tuloksena uusi funk-
tio. Erikoistapaus, jossa funktio on aiemman monikerta muodostaa ominaisarvoyh-

talon:

Oy = Ay, (14)

missd A on vakiokerroin. Yhtélon mukaista vakiota C' kutsutaan 1:n ominaisarvoksi
ja 1:td4 ominaisvektoriksi. Kvanttimekaniikassa jokaiselle suureelle O, jota edustaa

operaattori O on voimassa ominaisarvoyht&lo:

Own = apn, (15)

jonka ominaisarvot a,, ovat suureen O mahdollisia mittaustuloksia. Klassisesti mit-
tautulokset a,, muodostavat jatkuvan osan reaalisuoralta, mutta kvanttimekaanises-
sa systeemissid mittaustulosten joukko on usein diskreetti - eli kvantittunut - osa-
joukko mahdollisia arvoja. Koska mittaustulokset ovat reaaliarvoisia ovat operaatto-
rit Hermiittisia, silld Hermiittisten operaattoreiden ominaisarvot ovat reaaliarvoisia

(katso liite A-1 todistus). Schrodingerin yht&l6 on pohjimmiltaan kvanttimekaaninen
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energian ominaisarvoyhtalo:
Hipy, = Eyih, (16)

mille tieddmme siis patevin hermiittisyyden H=H T. Jos mitattavan suureen ope-
raattorin spektri on jatkuva on mahdollisten mittaustulosten eli ominaisarvojen
joukko siten jatkuva, kuten esimerkiksi paikan suureella z. Vaikka hiukkasen energia
saa monissa kvanttimekaniikan laskuissa, kuten vetyatomin perus- ja viritystiloina
diskreetin spektrin (Ey, E1, Es..) ja siten diskreetit ominaisarvot, voi sekin olla jat-
kuva ei-kvantittunut suure. Nain on esimerkiksi silloin, kun vapaata elektronia kiih-
dytetddn hiukkaskiihdyttimessé ja se séteilee sihkomagneettista sateilyéd jatkuvalla
taajuusspektrilla. [17] [18]

Kvanttimekaniikan ennakko-oletukset eli postulaatit liittyvat tilan, operaatorei-
den, mittauksen ja superposition kisitteisiin. On olemassa kavntittuneita suureita
ja jatkuvia suureita taytyy kvanttimekaniikan matemaattisen rakenteen pystya ka-

sittelemaidn molempia.

Postulaatti 4 Mitattaessa suuretta O mittaustuloksina voivat esvintyd vain sitd
vastaavaan operaattorin O ominaisarvot a,. Mittauksessa systeemi siirtyy operaat-
torin O ominaisarvon mukaiseen ominaistilaan ,, vaikka se on voinut ennen mit-

tausta olla myds muussa kuin ominaistiloissa.

Neljdnnen postulaatin mielekkyys ilmenee tarkastellessa kahden tai useamman

tilan superpositiota ja havaittuja mittaustuloksia esimerkiksi kaksoisrakokokeessa.

2.5 Superpositio

Kvanttimekaniikka on fysiikan perusteorioista ainoa tdysin lineaarinen teoria. Se
ei kuitenkaan tarkoita, etteiké kvanttimekaniikka johtaisi epélineaarisiin ilmioihin
- mitd sen tdytyykin tehdd voidakseen olla sihkdmagnetismiksi ja klassiseksi me-

kaniikaksi emergennoituva tiettyja rajoja lahestyttdessd mikrotasolta makrotasolle
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kuljettaessa. Kvanttimekaniikan lineaarisuudesta johtuen, kun aaltofunktioiden tai
yleisemmin tilojen yhtalot ¢ ja ¢, ovat Schrodingerin yhtdlon (9) ratkaisuja ja ¢ o

ovat kompleksilukuja, niin myos superposition

Y(r,t) = crhi(r,t) + copda(r, 1), (17)

taytyy olla Schrédingerin yhtalon ratkaisu. Tatd kutsutaan yleisemmin superposi-
tioperiaatteeksi, joka on monien kvanttimekaniikan epdintuitiivisiksi koettujen il-
mididen takana, kuten kaksoisrakokokeen diffraktiokuvion. [11]

Kahdesta ominaistilasta koostuvan superpositiotilan todennékéisyystiheydeksi

saadaan laskettua:
p(I‘, t) = ‘Clwl(ra t) + 021/)2(1“7 t)|2

= let* i (r, OF + [ea*[a(r, O + it (r, 1) eatin (v, ) + crt (r, £)cpafa(r, 1)
I

*
/

(18)
Téasséd voidaan nahda interferenssitermin I ilmeneminen, mité klassisessa systeemissé
ei muodostu. Yleensd kvanttimekaaninen tila onkin ennen mittausta eri ominaisti-

lojen superpositio

¢(1“775) = ch¢n(rat) (19)

mutta mittaustuloksena voidaan saada vain yhtéd ominaistilaa vastaava ominaisarvo.

Postulaatti 5 (Superpositioperiaate) Systeemin mielivaltainen tila ¢ voidaan
kehittad kdsiteltavin systeemin valinnaisen operaattorin O ominaisvektoreiden Un

mukaan sarjoksi yhtdlon (19) mukaisesti:

) = o ltbn)
n (20)
Cn = <¢n|¢> .

Kun mitataan suure S systeemin ollessa tilassa 1, niin todenndkdisyys, ettd mit-

taustuloksekst saadaan suuretta vastaavan operaattorin ominaisarvo S, on:

P(S = 8,) = |en|* = | (¥} (21)
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Normitus on valittu niin, etld
Dol =1 (22)

Esimerkki 2 (Gaussisen aaltofunktion superpositio) Kun tilaksi valitaan yh-

talon (17) mukainen kahden sopivan aaltofunktion summajakauma:

o= 5 (o (%) +exp (%)) .

Aaltofunktion muodostama jokauma on sopivasti valituilla o, B, xg ja x1 arvoilla

muotoa:

Zo T

B walitaan nuin, ettd 1 on narmalisoitu aaltofunktio yhdelle hiukkaselle. Tédllainen
aaltofunktio on siis yksi hiukkanen jakautuneena kahteen eri todenndikdisyysaluee-

seen, eikd kaksi hiukkasta kahdessa ert paikassa.

2.6 Mittauksen tulkinnallinen ongelma

Mitattaessa suureen ¢ mittaukseen liittyva hairio aiheuttaa hyppéayksen
dynaamisen systeemin tilaan. Fyysisen jatkuvuuden vuoksi, jos teem-
me toisen mittauksen samasta suureesta £ heti ensimméisen jilkeen, on
toisen mittauksen tuloksen oltava sama kuin ensimmaéisen mittauksen.
Néin ollen ensimmaéisen mittauksen jilkeen toisen mittauksen tulokses-
sa ei ole epdvarmuutta. Néin ollen ensimmaéisen mittauksen jélkeen jar-
jestelmd on suureen ¢ ominaistilassa, jonka ominaisarvo on sama kuin
ensimmaisen mittauksen tulos. Taméa johtop&aatos on edelleen voimassa,
jos toista mittausta ei todellisuudessa tehdakadn. Talld tavalla ndem-

me, ettd mittaus saa jarjestelmén aina hyppidaméain mitattavan suureen
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ominaistilaan, jolloin ominaisarvon tamé arvo on yhtd suuri kuin mit-

taustulos.

- Paul Dirac, 1935 [14] (oma suomennos) (Dirac 1935: 36).

Se mitd kvanttimekaanisen objektin suureen mittauksessa systeemin tilalle fyy-
sisessi, mielessd tapahtuu, jakaa fyysikot ja filosofit lukuisiin eri tulkinnallisiin lei-
reihin. Kvanttimekaniikalle on kuitenkin filosofisessa mielessi Kédpenhaminalaisen
koulukunnan viitoittama minimitulkinta, miki jattdé ei-valttamattomén filosofisen
tulkinnan pois ja keskittyy matemaattisen rakenteen ja kyseiselld rakennetulla mal-
lilla luonnon ennustettavuuden tutkimiseen. Mittauspostulaatti kertoo matemaatti-
sesti kaiken tarpeellisen, mitd mittauksesta tulee olettaa mittaustulosten selittami-
seksi, mutta Kédpenhaminalainen tulkinta ei ota kantaa, mitd mittauksessa fysikaa-
lisesti tapahtuu mitattaville tiloille. [18§]

Schrodingerin yhtdlén mukaan aaltofunktio ja sen kuvaama tila kehittyy deter-
ministisesti. Eri tilat voivat muodostaa lineaarisia superpositioita, jolloin kehitys on
yhd matemaattisessa mielessd determinististd. Kun esimerkiksi paikan mittaus teh-
ddin mitattu hiukkanen kuitenkin lokalisoituu tietylle mittausvélille. Tésté ilmiosté
on kiytetty joskus termié “aaltofunktion romahdus” ja sen kaltaista siirtymisilmicté
on mahdoton havaita. Voimme havaita vain saadut mittaustulokset ja huomata tilas-
tollisen analyysin avulla taustalla piilevin matemaattisen todennékéisyyslain paik-
kansa pitavyyden. Néin tapahtuu esimerkiksi yksihiukkasvuon kaksoisrakokokeessa,
jossa tuhansia preparoituja identtisii, mutta tilaltaan v epé-identtisid, hiukkasia
yksittdin ammuttaessa aletaan huomata todennédkdisyysaaltolakien mukainen inter-
ferenssikuvio datapisteiden kasvaessa riittdvin suureksi. Tuloksen antava mittaus
10ytad systeemin aina jostain mairitettavistd ominaistilasta tai mittausvaliltd - mi-
ki systeemin mahdollinen superpositiotila oli ennen mittausta jaa taysin arvoituk-
sesksi, ellei tilastollista analyysia voida suorittaa. Mittauksen jalkeinen aaltofunk-

tion kehitys on riippuvainen sen aiemmasta tilasta, joka on mittauksen jilkeen jokin
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mitatun suureen ominaistila. "Mittauksen tulkinnallinen ongelma" kuvastaa epa-
maaraisyytta siitd, mitd tuo jokin on, joka tekee eri tilojen superpositiosta yhden

mitattavan arvon. |13|
Ajatuskoe 2 (Schrédingerin kissa)

Schrodingerin kissa paradoksissa makromaailman objektin, kissan, kohtalo on kie-
toutunut kvanttimekaaniseen mittaukseen. Kissa kuolee jos kvanttitapahtuma, ra-
dioaktiivisen atomin hajoaminen, tapahtuu. Ennen mittausta atomi on kahden tilan
superpositiossa. Tilat ovat hajonnut atomi ja hajoamaton atomi ja molemmilla on
nollasta poikkeava todennikoisyys. Samalla ndmé todenndkoisyydet kietovat kissan
kohtalon, kissalla on nollasta poikkeava todennikéisyys olla hengissa tai kuollut.
Kuitenkin kun mittaus tehdiin, tai laatikkoon katsotaan, kissa on aina joko kuol-
lut tai eldvi, eli mittauksen tila on jompikumpi superposition tiloista. Ajatuskokeen
herdttdma keskeinen kysymys on: Miten todennikiisyydet muuntuvat havaituksi
hyvin mééritellyksi klassiseksi lopputulemaksi? (Ajatuskoe padttyy.) [18]

Mittaukseen liittyvit fysikaaliset ilmidt ovat yha aktiivisen tutkimuksen koh-
teina, koska osa tutkijoista hakee ratkaisua mittauksen luonteeseen piilomuuttuja-
malleista, joissa ajatellaan, ettd jokin meille vield tuntematon tilaan liittyva tekija,
piilomuuttuja tai sellaisten kokoelma, ennustaa mittauksessa saatavan mittaustulok-
sen ilman, ettd aidon todennikdoisyysluonteen tulkintaa tarvitaan. Bellin teoreeman
mukaisten epédyhtiloiden rikkoutuminen on osoittanut, ettd mikali tillainen piilo-
muuttujateoria olisi selittdva malli, se ei voi olla olla yhtaikaa piilomuuttujiltaan
lokaali ja tilastollisesti riippumaton. Lokaalisuus tarkoittaa, ettei toisen hiukkasen
mittaajan tulos voisi vaikuttaa toisen mittaajan mittaukseen ja poistaisi ndin kokeis-
sa havaitun kietoutumisen aiheuttaman "omituisen vaikutuksen etéisyyden paassi"
mahdottomana. [18]

Jos olisi mahdollista preparoida separoituja ominaisuuksiltaan identtisid kvant-

titiloja, voitaisiin mittaukset suorittaa yhd uudelleen samalle tilalle ja saada n&in
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kenties selekdampi kuva hiukkasten kvanttiluonteesta. Identtisten tilojen preparointi
on kuitenkin mahdottomuus, jonka kloonaamattomus teoreema (No-cloning theo-
rem) (Liite A-2) osoittaa puhataille tiloille ja ldhettdméattomyys teoreema (No-
broadcasting theorem) sekoitetuille tiloille. Kloonaamattomuusteoria osoittaa, etté
on mahdotonta rakentaa proseduuria, joka ottaa sisdin mielivaltaisen kvanttitilan

Y ja tuottaa ulos kaksi systeemié samassa tilassa. [22]

3 Kvanttimekaaninen N-kappaleen systeemi

Tarkasteltaessa N:44 m-massaista vapaata hiukkasta Schrodingerin yhtalo voidaan

kirjoittaa muodossa

) oL,
zhaw(rl, T t) = = ;Vj¢(r1, S TS SNt (23)

Luonnossa stabiilina 3 hiukkasen systeemind esiintyvdd heliumatomia voidaan
kayttdd apuna yksinkertaisen monen kappaleen systeemin Schrédingerin yhtdlon
tarkasteluksi. Kuvassa 1 on heliumatomin esitys, jossa elektronien koordinaatit ovat
vektoreiden r; ja ro mukaiset. Ytimen massa on huomattavasti elektronien massoja
suurempi, joten massakeskipisteen voidaan approksimoida olevan myd6s ytimen kes-
kipiste ja ytimen pysyvén liikkumattomana origossa. Ndin voidaan siirtyd massakes-
kipiste koordinaatistotarkasteluun ja elektronien vélinen etdisyys voidaan kirjoittaa
r1g = |r1 — 7.

Hamiltonin operaattori

H=T+V, (24)
tulee Heliumille muotoon:
H:-%ﬂw+v@+vm¢yudmw+vamw, (25)
missé
V(rs,t) = 2 (26)
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Kuva 1. Kuva heliumatomin etdisyysvektoreista klassiseen hiukkaskuvaan mallinnet-
tuna. Ytimessi on positiivinen kahden e:n varaus (++) ja elektroneissa negatiivinen
varaus e (-)

Vit = g @
o2
V(ria,t) = R (28)
Schrédingerin yhtalé on néin ollen Heliumille:
72
—%(V% + V3) + V(r,t) + V(rg,t) + V(ria, t)| ¥(ry,1e,t) = E(ry,re,t) (29)

Potentiaali riippuu etdisyydestd hiukkasten vililla, mutta jatettdessd naiivi hiukkas-
kisitys elektroneilla ei ole tarkasti médritettavad paikkaa systeemistd ennen suori-
tettavaa paikanmittausta, eiké elektroneja voida erottaa keskenéén toisistaan. Miten
siis médritetddn elektronien vélinen etiisyys |rys|? [15]

Vuosikymmenié kestdneestd tyostd huolimatta heliumin esiin nostamaa kvant-

timekaanista kolmen kappaleen ongelmaa ei olla pystytty ratkaisemaan eksaktisti.
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Liikkumattoman ytimen yksinkertaistuksen kanssakin on mahdotonta ratkaista he-
liumatomin ominaistiloja nykyisilli malleilla. Hyvin mittaustuloksia vastaavia ap-
proksimaatioita heliumin ominaistilojen ratkaisemiseksi on kuitenkin kyetty teke-

maan.

3.1 N-kappaleen ongelman Approksimatisoinnit

Yksi helpoimmista approksimaatioista on elektroni-elektroni vuorovaikutustermin
hylkddminen, jolloin Hamiltonin operaattori tulee separoituvaksi. Kun tésta laske-
taan alin energiatila heliumille saadaan arvoksi E, = —108,8eV, mikd poikkeaa
kokeellisesti médritettavistd Eogor = 78.98¢V huomattavasti [22|. Tamé tarkaste-
lu osoittaa, ettd elektroni-elektroni hylkimisvuorovaikutustermi kontribuoi heliumin
alimpaan energiatilaan suuresti, eiki sen sivuuttaminen johda luonnon kiytoksen
kannalta mielekkdfiseen tarkasteluun.

Separoituvan systeemin tarkastelu voidaan suorittaa myos kahtena keskendin
vuorovaikuttamattomana helium-ionina, jotka jakavat saman ytimen. T&td kutsu-
taan orbitaaliapproksimaatioksi. N-elektronin systeemille orbitaaliapproksimaatio

voidaan ilmaista:

Y(ry,ro, ... 1) = (V1 Q- RYN) (r1...1,) = i(r1) ... Yn(Ty) (30)

Mitd matemaattisia seurauksia tédstd approksimaatiosta on?

Maaritelma 1 Olkoon n vektori Hilbertinavaruudessa Ha ® Hp, n :td kutsutaan:
1. faktoroiduksi, jos n = ¢ @, joillekkin vektoreille ¢ € Ha, 1 € Hp

2. kietoutuneekst muuten

Niéin ollen kietotutuneet vektorit ja siten myos kietoutuneet yksikkovektorit eli mah-
dolliset tilat jatetdan kokonaan huomiotta approksimaatiossa.
My®és elektronien saman kvanttiluvun mahdottomuutta koskeva Paulin kielto-

sadnto sivuutetaan orbitaaliapproksimaatiolla.
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Orbitaaliapproksimaatiota parempaan alimman energian ominaistilan arvoon
padstddn variaatioperiaatteella, jossa yriteaaltofunktiolle ¢, vaihdetaan paramet-
rejd niin kauan ettd saadaan havaittua energian ominaisarvoa mahdollisimman lahel-
14 oleva tulos lahestyen ylhééltd pain, jolloin Ey e > Ehguaitte. Normalisoimattoman

aaltofunktion tapauksessa Observaabelin O odotusarvo voidaan ilmaista:

Postulaatti 6 (Operaattorin keskiarvo) Suuretta vastaavan operaattorin O kes-

kiarvo voidaan laskea kaavalla

0~ {101 S (e 1) 0wl 1)) do 1)
W T @ Dl ) de

Tassd observaabelin odotusarvon voidaan tulkita tarkoittavan tulosta joka saa-

taisiin darettémdastd mdadrasatd virheettomida mittauksia.

Téastd postulaatista seuraa variaatioteoreeman maaritelmas:

o _ (WL H [0)
E rite — H)=—F—— = E avaittu

3.1.1 Born-Oppenheimer approksimaatio

Max Bornin ja Robert Oppenheimerin mukaan nimetyssé approksimaatiossa (BO-
approksimaatio) kevyiden hiukkasten liikettd kisitelldén erilladn paljon raskaammis-
ta ytimen hiukkasista. Elektronien ajatellaan seuraavan ydinten liikettd adiabaatti-
sesti ilman relaksaatioaikaa, johtuen niiden huomattavasti suuremmasta nopeudes-
ta. Matemaattisesti tdmé tarkoittaa aaltofunktion separointia ytimen ja elektronien

aaltofunktioihin.

1/)(1'1, ry,... 7R17 RQ B )kokonais - welektronit(rly s rn)¢ytimet(R1> s RN)7 (33)

jossa ytimien etdisyydet massakeskipisteeseen on merkitty selkeyden vuoksi R:1l4 ja
elektronit r:lla. Tamé tarkoittaa molekyylin ydinten jaiddyttimistd paikalleen yti-

mien vilien R,, pysyessd vakioina, niinpa elektronien kokonaisenergia on laskettava
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paikallaan pysyvien ydinten sihkokentdssa. N:lle elektronille ja M:lle ytimelle elekt-

roninen Hamiltonin operaattori on atomiyksikoissi, A = m, = 1, muotoa:

N N M
A 1 2 ZCL
Ha = 22D D Do
i=1 i=1 a=1 """
———
elektronien kin. energia  elektroni-ydin pot. energia (34)
N N M M
1 Lo 2y
+ + ,
X - |Tij| |Rab|
=1 j>1 a=1 b>a
N————

elektroni-elektroni pot. energia  ydin-ydin pot. energia

missd Z on ytimen varaus
Kun molekyylin virdhtely-, py6rimis- ja translaatioliikkeet otetaan huomioon

kokonaisenergia voidaan ilmaista:

Ekok = Eelektrom’nen + ETU67 (35)

missd Fejertroninen ON sdhkoisen vuorovaikutuksen energia ja FE,.,. on rotavibratio-

naalinen energia, jolle Schrédingerin yhtalé voidaan kirjoittaa uudelleen muodossa:

Hypeth (r,R) = Eppeth (v, R), (36)

jossa H,,. kuvastaa molekyylin rotavibrationaalista Hamiltonin operaattoria:

Hywe =T+ 1.+ V(r,R) (37)

Fysikaaliselle kemialle tyypillinen approksimaatioiden kiyttd tulee vdistamitta
vastaan siirryttaessi vetymolekyylin kvanttimekaanisesta tarkastelusta heliumin ja
sitd monimutkaisempien systeemien tarkasteluun. Néin ollen voitaneen todeta, etta
Helium on nykytutkimuksen valossa mikromaailmasta ylos pédin kavutessa raja, jo-
hon ei-approoksimatiivinen fysiikka loppuu. Heliumin ja muiden N-kappaleen kvant-
tisysteemien tapauksien ratkaisuja voidaan ldhestya eri approksimaatioiden pohjalta

simuloiden tilannetta numeerisin menetelmin.
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3.1.2 Edistyneemmit approksimaatio

Paulin kieltosaannon - Kahden elektronin kaikki kvanttiluvut eivat voi olla samat

- johdosta riippumattomien elektronien malli (30) ei ole riittdvin tarkka approksi-

maatio. Paulin kieltosddnto on seuraus Paulin periaatteesta, jonka mukaan fermio-

nijoukon kokonaisaaltofunktion on oltava antisymmetrinen.

Hartree-Fock approksimaatiossa Hartree-menetelmén parannus tulee siité, etti

valittu yriteaaltofunktio keskendén ortonormaaleille yksihiukkastiloille on Slater de-

terminantti, jolla Paulin periaatteen mukainen antisymmetrisyysvaatimus saadaan

taytettya:

xi(r1)

P(ry,re, ... IN) = \/% x1(rz)

X2(r1)

X2(r2)

Xl(I‘N) X2(I‘N)

xn(re)

xn(ra)

XN(I“N)

(38)

= DR ) (39)

missd P kuvaa mahdollisia permutaatioita.

Ratkaistessamme téssi tyossi kahden elektronin ja kahden BO-approksimaation

mukaisesti lukitun protonin yksiulotteista kvanttimekaanista systeemid, pidattiy-

dymme yksinkertaisemmassa numeerisessa tarkastelussa.
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4 Numeeriset menetelmat Schrodingerin yhtalon rat-

kalsussa

4.1 Nopea Fourier’'n muunnos

Fourier’'n muunnokset taajuus ja reaaliavaruuden vililla méaritellaan:

F@%z/%f@k””%M, (40)

ja kidnteismuunnos méaritelldin:

ﬂmz/mmaﬁmﬁ, (41)

—00

missi, F'(£) on funktio taajuusavaruudessa, £ on taajuusavaruuden arvo ja f(z)
on funktio reaaliavaruudessa. X:n funktioon tehty Fourierin muunnos (40) kuvaa
funktion sen taajuuskomponenttien summana. Fourier'n kddnteismuunnoksella (41)
saadaan aikaiseksi taas alkuperdinen funktio. Siirryttiessi tarkastelemaan Fourier'n
muunnoksia numeeriseen laskentaan sopivana on aika diskretoitava. Diskreetti Fou-
rier’'n muunnoksessa (DFT) integraali korvautuu summalausekkeella ja muunnokset

tulevat muotoon:

Fo=Y fre”®m¥/Nm - n=0,1,.,N -1, (42)

A

missd F' = (Fy ... Fy_1) ja kddnteismuunnos on muotoa

A 1 .
fi = v Z F,e(2mik/N)n (43)
missi fr = (Fg . ..FN_l). Tassd tyossa kiytetadn Fourier-muunnosta paikka- ja

litkkemédrdavaruuksien valilld, mikd toimii tdsmélleen samalla tavalla kuin edelld

mainittu aika—taajuus -muunnos.
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Diskreetin n:n komponentin vektorin Fourier'n muunnoksen laskeminen voidaan
suorittaa suoraviivaisesti n? kertolaskulla ja vihemmilli kuin n? summauksella, jol-
loin sen aritmeettinen kompleksisuus on O(n?). Taloudellinen menetelmid DFT:n
laskemiseksi on nopea Fourierin muunnos (myshemmin FFT = Fast Fourier Trans-
formation) ja se vaatii huomattavasti pienemmén mééran, O(n log(n)), aritmeettisia
operaatioita. FFT on yleisesti tunnettu ja laajalti kiytetty algoritmi, jossa jaetaan
ja Turkey nostivat FFT:n tiedeyhteison yleiseen tietoisuuteen vuonna 1965 heidén
mukaansa nimetylld algoritmilla, joka soveltui laskennalliseen kiyttoon, vaikkakin
kyseistd menetelméid oli kiyttanyt paperilla jo C. F. Gauss vuonna 1805 asteroidien
ratojen laskemiseen, menetelmad kuitenkaan julkaisematta. FFT:n tarkeys liittyy
sithen, miten paljon se viihentdd tarvittavia laskutoimituksia. [19]

FFT:n laskenta on kehittynyt Cooleyn-Turkeyn algoritmin julkaisun jilkeen.
FFT:std on muodostettavissa ainakin kaksi erillistd tulkintaa. Jokaisen FFT al-

Fourier'n muunnos vektorille x voidaan ilmaista matriisitulona F":

~

F = Wyx, (44)

missd Wy on n x n kompleksisista exponenttifunktioista koostuva matriisi, jonka
alkiot ovat muotoa:

(45)

T&ata matriisia kutsutaan Fourier'n matriisiksi.

4.2 Aikadiskretointi -metodi

Aikadiskretointi -metodi on nopeiden Fourier'n muunnosten algoritmin avulla toteu-

tettu tapa approksimoida Schrédingerin yhtédlon lineaarisen ja epélineaarisen osan
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evoluutiota. Epélineaarinen Schrédingerin yhtalo on muotoa:

ihw = <—2h—v2 + V(r) +g|¢(r7t)|2> P(r,t). (46)

4.2.1 Energian perustilan 16ytdminen

Ennen aaltofunktion aikaevoluution tarkastelua on ratkaistava sen perustila, jota
kiytetadn tyypillisesti systeemin alkutilana. Yksinkertaisin tapa péaatya perustilan
ratkaisuun on relaksaatiometodi, jossa valitaan mielivaltainen aaltofunktio (¢ = 0)
ja edetddn imaginaariajassa. Imaginiiriajalla tarkoitetaan ajan imaginaérilukuna
esiintyvia komponenttia

T = —it, (47)
Energian ominaisarvoja Fj vastaa aina ominaistila 1, aika-askeleen dr evoluutio

voidaan laskea kaavalla

(1 +dr) Z (Pr|ab (1)) e FriTafy, (48)
k

joka seuraa yhtalostd (12).
Aaltofunktio renormalisoidaan joka aika-askeleen jélkeen, pdédtyen normalisoi-
tuun perustilan aaltofunktioon g riittdvin suuren askelméaéréin jélkeen. Perustilaa

vastaava energia on [20]

- -1 o (W(1 +dr)|(T + dr))
Eo= T 5! ( GO ) 49)

Energian perustila saadaan tutkimalla systeemin kehitystd imagindariajassa, koska

imaginéddriaika aiheuttaa eksponenttitermien pienentymisen korkealla ajan arvolla.

Kun aaltofunktio ¢(x, 7) on energian ominaistilojen ¢, (z) superpositiossa:

_ Z:(bn(x)efiEmr/h7 (50)

sijoittamalla imaginaariaika 7 = —it yhtaloon saadaan:

:Zgbn(x)eEmt/h:eEot/h (¢( )+¢1( ) (E1—Eop) t/ﬁ+¢( ) (Ea— Eo)t/r_i_'”)’
: 1)
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missd ajan t arvon kasvaessa suuremmat eksponenttitermit suppenevat nollaan no-

peammin.

4.3 Aikadiskretointi algoritmi

Lahdettédessa tarkasteluun aikariippuvaisesta schrédingerinyhtélostas:

Op(r, t)
ot

ih — Hip(r,t) = <—%v2 + V(r)> W(r,t), (52)

jos Hamiltonin operaattori on H aikariippumaton yhtilon (52) ratkaisuksi voidaan

integroida:
blr,t) = e~ Fi(r, 0), (53)
jossa
A A?
e :[+A+7+... (54)

Tamé&n mukaan, kun exponentiaalinen Hamiltonin operaattori operoi systeemiin, se
siirtyy eteenpéin aika-askeleen ¢, alkuperiisesta tilasta ¢ = 0.

Systeemid, voidaan approksimoida kontrolloidusti, niin ettd ollaan tietoisia il-
maantuvan virheen suurudesta kohdassa, jossa virheen tuottava yksinkertaistus ta-
pahtuu. Approksimoimme aikadiskretointimenetelméssé ajan kulkua hyppaamalla
pienen diskreetin aika-askeleen kerrallaan. Kaytdmme myos Trotterin approksimaa-
tiota, josta tieddmme kuinka suuri virhe differentiaalioperaattoreiden osiin jaka-
misessa muodostuu. Kun aika-askelyhtilo (53) projisoidaan koordinaattikannan z;

avulla ja hyodyntédmalla identiteettias:

/dl‘o |CL’0> <ZEO| = ]_, (55)
saadaan (53) muootoon:

(woltb(x,)) = (:

e_%g/)(xo, O)>
(56)
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Etenemisoperaattori voidaan kirjoittaa yhtaldisesti koordinaattiesityksessa, jossa ai-

ka on jaettu N:4&n % kokoiseen osaan:

K (x4, 20) = <$N71

iH t il t
e_ZTW...e_ZTW;U0>. (57)

Kun kiytetdédn identiteettid (55), sisitulotermi K voidaan muodostaa jokaisen aske-

leen integraalin tulona:

K (x4, ) = /deda;N_l ..dxy <93N+1‘e_%%a:]v
(58)
_iH t _iH t
'<$N€ FLNIN_1>. <£L’16 hNZL’0>
Yhtalod (56) hyodyntdmalla:
vixt) = (v e #Fp(x,0)
= /dedle...dxl <J:N+1 e*%%xN> (59)
iH t iH t
. <:EN‘6_TW$N_1> . <x1‘6_Tﬁx0> (xo|Y(20,0)) .
~———

(o, 0)
Kun aika-askel on ¢ = % ja tarkastellaan ensimmaiista askelta saadaan ajassa

askelen verran siirtymistd kuvaavan algoritmin perusta:

(@16} = vlzr,e) = [ dao (2

e*%ex0> (0, 0). (60)

Seuraavaksi infinitesimaalisen aika-askeleen e siirtymé voidaan kirjoittaa Trotterin

jakamiskaavan avulla kaksiosaiselle Hamiltonin operaattorille H=T+V = % +

V(x):
2 PPN i A B N
ezH — ez(T-i—V) — ]\;lm [ezVﬁezTﬁezVﬁ] ] (61)
—00

Yhtilo (60) voidaan kirjoittaa Hamiltonin operaattori avaten:
. ~2 ~
: - 24V (2) |e
<x1 e*THEx0> = <$1 e ﬁ<2m ( )> x0>, (62)

missd p ja x ovat tunnettuja liikkemaard ja paikkaoperaattoreita. Téstd Trotterin
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kaavan avulla saadaan:

<961 6_7(2’"+V(z)> x0> ~ <x1

Operaattorit muuttuvat kannan mukaan projisoitaessa, niin, ettd plp) = p|p),
&|z) = z|z) ja p(z|p) = —ihZ (z|p), télle differentiaaliyhtélélle ratkaisu on:

1
\V2mh

(x|p) = (64)

Sijoittamalla timi yhtiloon (63) tuntemattomat termit (p|ao) (= (zo|p)') ja (21|p),

tulee se muotoon:
_ 2 N 2
<;171 e ( +V(z))ex0> = e_%v(xl)é/ dp e hpxoehpme T om© ek (IO)Q. (65)

2mh
Nyt aika-askel yht&lo (60) voidaan kirjoittaa ilman sisdtulotermejé:

iY) € d i P d €
(xq,€) Iehv(x1)2/2:hehmleh2€/2j:;;ehm°e hv(%)i?/f(xo,()) (66)

Tata yhtiloa tarkasteltaessa voidaan termit jakaa Fourier'n muunnos- ja kddnteis-

muunnostermeiksi:
jr(xo)% — eV @054 (20, 0)
A de‘ Cipe 7
fo)y = [ g pe P ao)y
2 (67)
f(p)e = e nemtf(p)e
. dp i . =
F e — [ €
@)= [ greetmi
joiden avulla ndhd&dn, ettd tilan aikakehitys voidaan ilmaista lyhemmin:
(1, €) = e_%v(””’l)él:ﬂ(xl)E (68)

Liikuttaessa N kappaletta infinitesimaalisia aikaaskeleita e aika voidaan ilmaista

t = Ne, jolloin tullaan tilaan ¢ (xy,t). Numeerisesti suoritettavat Fourier'n muun-
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nokset ovat jatkuvien sijasta diskreettejd DFT muunnoksia, jotka lasketaan aiem-
massa kappaleessa esitellyllda FFT:1l4. Trotter approksimaatiosta aiheutuva virhe

riippuu operaattoiren kommutaattorin suuruudesta. |21]

5 Fysikaalinen malli kaksieloktronisille atomeille ja
molekyyleille

Kahden vetyatomin yhdistelmad kutsutaan vetymolekyyliksi Hs, kun atomit jaa-
vat toistensa laheisyyteen sidokseen. Vetymolekyylin opetetaan yleisesti pysyvin
yhdentyneena jaettujen elektronien ja kovalenttiseksi sidoksesksi kutsutun vuoro-
vaikutustapahtuman kautta. Vetymolekyyli on maailmankaikkeuden yksinkertaisin
ja runsaslukuisin molekyyli, silti sen ominaisuuksissa on vield tutkittavaa, eika se
ole kvanttimekaanisesti eksaktisti ratkaistavissa. BO-approksimaatio antaa yleises-
ti tyydyttavina tarkkuutena pidetyn kuvan vetymolekyylistd. Vetymolekyylin BO-
approksimaation mukainen elektroninen Hamiltonin operaattori on:

. h e? e? e?
Hey = —%(V% +V3) +

dreqR1o B dmeglry — Ry B 4meg|ry — Ro|

62 62 62 (69)

_471'60‘1'2 —Rl‘ - 47T€0‘I'2—R2’ 471'607"’127
joka kuvaa Hs molekyylin avointa ratkaisua massakeskipistekoordinaatistossa, jossa

ytimet pysyvit paikoillaan.

5.1 Simuloitava tilanne

Simulaatiossa tarkasteltu fysikaalinen tilanne on yksiulotteisella viivalla kaksi kiin-
nitettyé protonia etiisyydelld % origosta, Z; -kohdassa _TR ja Zs -kohdassa %. Kaksi
vaptaata elektronia, joiden koordinaatit ovat X; ja X5. Alkutilanteessa elektronit
ovat ensimmadisessd simulaatiossa kohdissa —R ja R.

Coulombin potentiaali elektronille e atomiytimen Z varauskentdssi etdisyydelld
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r on normaalisti

Ve =—

(70)

Amegr
Simulaation pehmennystermi a, pitdd huolen, ettd elektronin etdisyys protoneista,

ei voi koskaan menné nollaan, jottei potentiaalin arvo kasva ddrettomyyteen. Peh-

mennystermin kanssa ja atomaarisissa yksikdissd side on r = (/(r2 — Rq)% + a2

potentiaali tulee muotoon:

Vp— -2 = z | (71)
r \/(rz—R1)2+a2

Nyt yhtdlon (9) Hamiltonin operaattorin potentiaalienergia osaksi saadaan

V(X1 Xz) = — 4 - 4
e VT +R/22+a2 /(Xy+ R/2)? + a?
(72)
Zo Zy A

SR ie MR @ %X ia

missd a on pehmennystermi, Z; 5 ytimien varaukset ja A =e —c.

6 Tulokset

Simulaatio on toteutettu atomaarisissa yksikéillda e = m, = h = 4mey = 1. Néissé
energian arvot saadaan laskettua [Epgreree] = 1 a.u. = 27.211 eV. Vetymolekyylille
valitaan R parametrin arvoksi 2.2 ja Z; 5 = 1.0. Heliumille valitaan R parametrin
arvoksi 0 ja merkataan ytimien varaukset seuraavasti: Z; = 2.0 ja Z, = 0, jolloin

kaksi protonia on péillekkiin origossa.

6.1 Helium atomi

Kuvassa 2 on esitetty heliumin simulaation lopputulos hilaparametrilla dx = 0.0125
ja akselien avaruuden ollessa 1024 pikselié leveitd. Ndin molemmat akselit ovat yh-
teensd 1024 - 0.0125 = 12.80 yksikkoa leveitd. Heliumille voidaan havaita hieman ti-

manttimainen muoto, miki tarkoittaa, ettd todenndkoisyysaalto ei ole taysin gaussi-
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0.69

0.46

0.23

0.00

Kuva 2. Energian perustilan laskeminen imaginaariajassa tuottaa Heliumin aalto-
funktiolle todennékdéisyys huipun ytimen ympérille. Kuvassa x akseli kuvastaa toisen
elektronin paikkaa ja y akseli toisen elektronin paikkaa yksiulotteisessa avaruudessa
ja vari kertoo todennikdisyystiheyden p arvon.

nen. Todennékoisyysaalto on litystynyt diagonaalien suunnasta, eli elektronien 16y-
tyminen on todennikdisintd akseleiden x ja y suunnissa. Tdma johtuu numeerisesta
vaikutuksesta ja siitd, etta fysikaalisessa mallissa on huomioitu elektronien vuorovai-
kutustermi, joka on yhtdlon (72) viimeinen termi. Elektronien aaltofunktiot liikkkuvat
omilla akseleillaan, hylkivat toisiaan ja akseleiden ulkopuolisilla alueilla viimeinen

termi on positiivinen vihentden potentiaalienergian itseisarvoa.

Taulukko 1. Helium ytimen energianominaistilan arvot tdmén tyén mallilla simuloi-
den ja verrattuna kirjallisuuden simuloituihin ja kokeellisesti méaéritettyihin arvoihin

He simuloitu arvo | He simuloitu kirjallisuus | He kok. mééaritetty arvo

Ey laun] | -2.23730162 -2.238 [20] -2.903 [22]

Ey [eV] —60.8801 -60.8991 -78,994

Heliumin tuloksissa taulukosta 1 ndhdain, ettd kidytetty kiinnitettyjen ytimien
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BO-approksimaatio kuvaa fysikaalista tilannetta kohtalaisella tarkkuudella. Ytimien
vuorovaikutustermit huomioiden, kuten mallissa [20] , tarkkuus ei parane liki lain-
kaan —60.8801 — —60.8991, mika on odotettavaa, silld ytimien ollessa yhdessa pis-

teessd mallien vaikuttavat elektroneja koskevat termit jaavit samoiksi.

6.2 Vetymolekyyli

Kuvassa 3 on esitetty vetymolekyylin simulaation lopputulos hilaparametrilla dz =
0.0125 ja akselien avaruuksien ollessa 1024 pikselid leveitd. My6s tdssa molemmat
akselit ovat yhta pitkdat kuin heliumin simulaatiolla, 12.80, jotta my0s tulosten kes-
kindinen vertailu olisi selkeimpéad. Diagonaalilla X; = — X5 ndhddan voimakas pul-
listuma todennakoisyysaallon harjanteelle, kuten myos hieman diagonaalin X; = X5
suunnassa. Kiinnitettyjen protonien etdisyys on Kuvassa 3 R = 2.2 a.u., toinen suun-
taan X ja toinen suuntaan —X. Koordinaatison neljinneksilli (+, -) ja (-,+) on

odotettavasti suurempi todennikoisyystiheys, koska sielld potentiaalin elektronien

A

————— saa pienimmén arvon ja néin ollen pienentii
(X17X2)2+a2

vilinen etdisyys termi
kokonaispotentiaalin itseisarvoa.
Taulukko 2. Kahden toisistaan etdisyydelld R = 2.2 a.u. olevan protonin energiano-

minaistilan arvot tdméan tyon mallilla simuloiden ja verrattuna kirjallisuuden simu-
loituihin ja kokeellisesti mééritettyihin arvoihin.

H, simuloitu arvo | Hs simuloitu kirjallisuus | Hs kok. méaritetty arvo 3D

Eo law] | -1.84449498 ~1.385 [20] -1.165 [20]
Ey [eV] -50.1913 -36.967 -31.70128

6.3 Ydinten erkaantuminen ja mallin puutteellisuudet

Kuvissa 4-6 on havainnollistettu mité elektronien aaltofunktiolle kiy, kun protoneja

viedddn erilleen toisistaan. Aaltofunktio alkaa hajota hiljalleen (kun R > 2.5) kah-
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0.42

0.31

0.21

0.10

0.00

Kuva 3. Energian perustilan laskeminen imaginaariajassa tuottaa Vetymolekyylin
aaltofunktiolle todennékdisyyshuipun protonien vilille nollan ympérille. Kuvassa x
akseli kuvastaa toisen elektronin paikkaa ja y akseli toisen elektronin paikkaa yksiu-
lotteisessa avaruudessa ja vari kertoo todenndkéisyystiheyden.

deksi erilliseksi todennékoisyyshuipuksi kummankin protonin ympérille. Fysikaali-
sessa mielessd tama voidaan ndhdé vetyatomien erkaantumisena ja omien elektroni-
pilvien muodostumisena. Mallin puutteena on, etti se ei huomioi vetymolekyylien
tilanteessa olennaista protoni-protoni vuorovaikutustermié ja siksi ydinten etdisyys
R piirtdd heliumin energian perustilasta ldhtevin kdyrdn, eikd perinteistd kahden
atomin vilistd potentiaalikuopan muodostumista ndhda hylkimisvoiman puuttues-

sa. Mallin epéfysikaalisuus vetymolekyylille nikyy Kuvassa 7.
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3D jakauma heliumin aaltofunktion arvoille.
1.4
12
1.0

Kuva 4. Simulaatiossa N = 512 ja R = 0 kahdelle protonille ndhd&éan, etté elektro-
nien esiintymistodennékoisyysaallon laki on helium ytimen kohdalla.

3D jakauma vetymolekyylin aaltofunktion arvolle.

[ 07
0.6
05
F 04
- 0.3

0.2
- 01

r 0.0

Kuva 5. Simulaatiossa N = 512 ja R = 2.2 kahdelle protonille ndhdaén, etté elektro-
nien esiintymistodennékoisyysaallon laki on protonien vélilla yhé tasainen ja elektro-
nien loytymistodennédkoisyys valilld on suuri. Fysikaalisesti protonien voidaan ndhda

jakavan elektronit tasaisesti keskendan.
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3D jakauma vetymolekyylin aaltofunktion arvolle.

07
0.6
05
0.4
03 <
I 02
ro0.1

Kuva 6. Simulaatiossa N = 512 ja R = 2.8 kahdelle protonille ndhdain, etté elektro-
nien esiintymistodennékoisyys alkaa laskea protonien viliseltéd alueelta. Fysikaalisesti
tdmé voidaan mieltdd kahden atomin erkaantumisena

EO

Etaisyyden R vaikutus energian perustilaan simulaatiossa

-1.5 1

—1.6 1

1.7 4

_1.8 4

-1.9 4

—2.0 1

—2.14

_2.2 4

2.5 3.0 3.5

Kuva 7. Energian perustilan riippuvuus protonien vilisen etdisyystermin R arvosta.
Simulaatiossa on kiytetty arvoja N = 256 ja dxr = 0.025. Osoittaa protonien va-
lisen vuorovaikutustermien puuttumisen mallista ja siitd seuraavan epéfysikaalisen
perustilan energian kiyrin ldhestyttiessd arvoa R= 0.
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7 Pohdinta

Tyossa kuvattu fysikaalinen malli approksimoi ytimet paikalleen ja huomio vain
elektroneihin vaikuttavat Coloumbiset vuorovaikutukset, joten se on vaistamatta
vain karkeasti fysikaalinen. Kuitenkin lyhyilla aikaskaaloilla ja elektronien ollessa
protonien ldheisyydessa alkutilanteessa protonien liike on hyvin minimaalista ver-
rattuna elktronien liikkeeseen. Voidaan tulkita, ettd tarkasteltu systeemi kuvaa koh-
talaisen hyvin ajallista alkutilaa, johon elektronien aaltofunktio asettuu protoneille
valitulla etdisyydelld, mutta protonien keskinéisten vuorovaikutustermien puuttues-
sa, se el kuvaa tasapainottuvaa energian perustilaa tarkasti.

Simulaatiolle yksinkertainen kehityssuunta olisi tehdd mallista myos protonien
véliset hylkimisvuorovaikutustermit huomioiva. Néin on tehty esimerkiksi Leinin
[20] tutkimuksessa ja siitd voidaankin havaita selvéi poikkeama tuloksissa vetymo-
lekyylin tapauksessa. Mahdollisesti my6s Kuva 7 kaltainen atomien vélinen perus-
tilan energia-etédisyyskiyra muistuttaisi talléin enemmén tyypillistd atomien vilista
Lennard-Jones potentiaalikiyrdd. Simulaatioon olisi mahdollista lisdtd myos ulko-
puolisten sdhkokenttien muutostermien, kuten laserpulssien vuorovaikutus elektro-
nien aaltofunktioon ja tutkia energiatilojen sijaan aaltofunktion ajallista muutosta
erilaisilla ulkoa tulevilla vuorovaikutuksilla. Tyon aikadiskretointialgoritmia hyédyn-
tden olisi mahdollista myo6s tutkia, miten atomien aaltofunktio kiyttaytyy torméys-
tilanteessa, kun atomiytimet ldhestyvit toisiaan ja ydin-ydin vuorovaikutustermit
vhdesséa elektronien antisymmetriachdon kanssa on huomioitu. Téllaiset mallit ovat
kuitenkin rakenteeltaan ja laskennaltaan tyolddmpid toteuttaa.

Suurempana kehitysaskeleena numeeriselle mallille olisi kolmeulotteinen tapaus,
jossa elektronien aaltofunktio mallinnettaisiin pallokoordinaatistossa pallosymmet-
riselld Schrodingerin yhtalolld. Edistyneemmét menetelmét, kuten Hartree-Fock me-
todi ja tiheysfunktionaaliteoaria toisivat simulaation lihemmés luonnossa havaittu-

ja tuloksia, mutta ne eivat ole vilttamitta pro gradu tyon raameissa mallinnettavia
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skenaarioita. Eri ldhestymistapojen kiyttd simulaatioissa ja ndiden vertailu yksin-
kertaisempiin malleihin kaksi ja kolme elektronisten atomien tapauksessa, voisi va-
laista suurempana tyond, mikd on mielekds ja eri tilanteisiin riittavin tarkka algo-
ritminen ldhestymistapa tutkittaessa yksinkertaista kvanttimekaanista N-kappaleen
ongelmaa.

Kvanttimekaaninen N-kappaleen ongelma on tirked tarkastelukohde monilla fy-
sitkkan aloilla, esimerkiksi kiintedn olomuodon fysiikassa ja fuusioplasmoja tutkit-
taessa. N-kappaleen ongelmalle on viime vuosikymmenind onnistuttu kehittdméan,
ja tultaneen kehittdméan yha, tarkentuvia numeerisia malleja ja niitd vertailemalla
voidaan saada parempi kyky fuusioplasman kaltaisten erittdin haastavien hiukka-
sympaéristojen tutkintaan ja simulaationalliseen hallitsemiseen.

Palattaessa luonnon ja matematiikan suhteeseen, on mahdollista pohtia ovat-
ko modernit teoriat kvanttimekaniikka ja kvanttikenttidteoria malleja, jotka tulevat
kuvaamaan luontoa pienissd skaaloissa tarkimmin vield tuhansien vuosien paasta?
Kvanttimekaniikka on kestdnyt pitkdan testautusta ja ennustaa esimerkiksi vety-
atomin propabilistiset ominaisuudet niin tarkasti, ettd voimme vastata sen avulla
vetyatomia kohtaan esitettyihin kysymyksiin. Luonnon suurten ja pienten ilmiiden
teorioiden, yleisen suhteellisuusteorian ja kvanttimekaniikan, yhdistdmisen vaikeus
enteilee, ettd teoreettisen fysiikan saralla saattaa olla vield jotakin hyvin perusta-
van laatuista loydettavia. Kvanttimekaniikka voi olla hyvin tarkkana karkeistuksena
ilmeneva osa jotain vield kehittdméattd olevaa yleisempédd matemaattista kojeistoa.
Tallaisten tunnettujen modernien teorioiden yhdistdvien mallien tutkimusta kutsu-
taan yleensd Kaiken teorian kehittdmiseksi.

Kvanttimekaniikan matemaattisissa perusteissa ja pienen skaalan luonnonilmiois-
sd on yha rutkasti tutkittavaa noin 100 vuotta teorian kehittdmisen jalkeenkin. Vai-
kuttaa, ettd luonnon ilmiomaailma on sen verran laaja ja ihmeellinen, ettei tiede

nykyisine malleineen ole vield saanut sen koko kuvauksesta varmaa luonnon todel-
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lisuuden kaikki nurkat valaisevaa otetta. Avoimia ongelmia on rutkasti, niin neste-
dynamiikkaan, kosmologiaan kuin plasmafysiikkaankin liittyen. Se 16ytyyko luonno-
nilmidille jokin lopullinen "paras mahdollinen" mallijirjestelméa on tutkimusmatka,
jota tiedeyhteiso edistéd seilaten julkaistavan tutkimuksen ulapalla, tietdméatta tark-
kaan, tuoko se luonnon ilmididen selityskykymme jonkinlaiseen padméaraan. Elolli-
nen luonto tutkii itsedén télla hetkelld sujuvimmin ja ennustettavimmin toistaiseksi
kehittdméansd matematiikan kielen ja késitteiston avustuksella. Matematiikan kiiytto
luonnon kuvailussa ldpivalaisee sen, ettd maailmassa on kvanttimekaanisesta aidosta
todennikdisyydesta ja klassisen monimutkaisuuden kaaoottisista systeemeistd huo-
limatta jotakin selkefisti ja vahintdan propabilistisesti ennustettavia ilmiGitd, joita

toistaiseksi muotoillut luonnonlait kuvaavat verrattain hyvalld tarkkuudella.



A-1
A Liitteet

A.1 Hermiittisten operaattorien ominaisarvot

Lause 1 Hilbertinavaruuden H Hermitistd operaattoria H vastaava ominaisarvo on

reaaliluku.

Olkoon H Hermitinen operaattori Hilbertinavaruudessa H, toisinsanoen H = H T.
Talloin yksikkévektorille |p) € H ja ominaisarvolle A € C.
Tiedetédn, ettd yleisesti operaattorille A ja vektoreille V@), |)) € H piitee:
<<,p Aw> = <w’ATgp>* , joka tulee hermitiselle operaattorille muotoon:
(elw) = oli'e) o (olfru) = (v]e)
Tisté voidaan laskea ominaisarvoyhtilon H |¢) = A |¢) avulla:
<g0 f]gp> = (| \p) = A (p|p) Toisaalta aloittamalla oikeasta puolesta:
(o|He) = (o)) = (A (gl
Tasta seuraa:

Aple) = (Aelp))*

Sisétulo on konjugaattisymmetrinen (p|p) = (p|@)”, jos ja vain jos (p|e) € R

Naiin ollen:

A{plp) = X {p|p)" < A= X* | jolloin X € R, miki oli todistettava.
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A.2 Kloonaamattomuus teoreema

Kvanttimittaukset ovat tuhoavia siind mielessi, ettd tyypillisesti mittauksen yhtey-
dessd ne muuttavat mitatun systeemin tilaa. Miksei koejérjestelyssi vain tuoteta
identtisisid kopioita, klooneja, alkuperiisestd tilasta ja mitata niitd jattamalla sys-
teemin itsessddn vaurioittamatta? Tilan kloonien luonti on mahdottomuus, jonka

kloonaamattomuus teoreema osoittaa.

Lause 2 Kloonaamattomuus: Oletetaan, ettd on olemassa unitaari operaattori Ujoonaus

lailla toimiva laite, joka kloonaa kaksi kvantti tilaa |p) ja |¢) seuraavasti:

[P 1X) = [0) [g)

6) 120) =y ) |g)

Eli laitteen sisddn menee kaksi hiukkasparia. Ensimmaéisen parin ensimméinen hiuk-
kanen tilassa |¢) ja toinen tilassa | X') ja ulos tulee kaksi identtisessé tilassa |¢) olevaa
hiukkasta. Sama tapahtuu seuraavalle hiukkasparille, jotka ovat tiloissa |¢) ja | X).
Kun laitteelle sytotetiddn kyseisten tilojen lineaarikombinaatio |¢) = a|¢) + 5 |p)
saadaan lineaarisuuden nojalla:

) [X) = («[@) + Blp)) [X)

= ar[g) 1X) + Ble) |X) =% a|6)6) + B o) |o)

Toisaalta:

) 1) ey ) = (a|o) + Ble))(a[6) + Ble)) = o |6) [¢) + B2 |} lio) +
af(|9) o) +1e) 19)),

joka eroaa diagonaalitermeiltdin. Tamé on ristiriita ja siksi ei voi olla olemassa

unitaari operaattorin Uyjoonaus lailla toimivaa laitetta, mika oli todistettava. [23] [22]

A.3 Simulaatio koodi



import numpy as np

from scipy import integrate
import matplotlib.pyplot as plt
plt.style.use('seaborn-white')

def integ2D(f, x1min, xlmax, x2min, x2max):
return np.real(integrate.simps(integrate.simps(
< f[ximin:xlmax,x2min:x2max] ,x2[x2min:x2max]),
« x1[x1min:x1max]))

# Paikka- ja litkemddrdavaruus

Nx=1024
dx=0.0125

x1=np.linspace(-Nx*dx/2.0,Nx*dx/2.0,Nx)
x2=np.linspace(-Nx*dx/2.0,Nx*dx/2.0,Nx)
pxl=np.linspace(-np.pi/dx,np.pi/dx,Nx)
px2=np.linspace(-np.pi/dx,np.pi/dx,Nx)

# Coulombin potentiaal?

z1=1.0
z2=1.0
R=2.2 #2.2 wvetymolekyyls

vpot=(-z1/np.sqrt(1.0 + (x1[:,None]l+R/2.0)*%*2) #1.0 on

— pehmennystermt
-z1/np.sqrt(1.0 + (x2[None,:]+R/2.0)**2)
-z2/np.sqrt (1.0 + (x1[:,None]l-R/2.0)*%2)
-z2/np.sqrt (1.0 + (x2[None, :J-R/2.0)*%2)
+1.0/np.sqrt(1.0 + (x1[:,None]l-x2[None,:])**2)) #lambda
— atomiyksikoissd 1.0

# Alkuarvaus

psi=(np.exp(-(x1[:,None]-R/2.0)**2-(x2[None, :J-R/2.0) **2)
+np.exp(-(x1[:,None]+R/2.0)**2-(x2[None, : ]+R/2.0) **2))

rho=np.dot(psi.conj().T,psi)

normitus=integ2D(rho,0,Nx-1,0,Nx-1) # Pitdd kirjoittaa funktio
— tnteg2D()

psi/=np.sqrt(normitus)



# Split-operaattori exp(V+T) = exp(V/2 + T + V/2)

idt=0.1
V=np.exp(-0.5*idt*vpot)
T=np.exp(-0.5*idt*(px1[:,None]**2+px2[None, :]1**2))

E0=0.0
EO_vanha=1.0
maxiter=9999
q=0
tol=1.0e-10

while(abs (EO-EO_vanha)>tol and q<maxiter):
qt+=1
EO_vanha = EO
psi =V * psi

psi = np.fft.fft2(psi)

psi =T * psi

psi = np.fft.ifft2(psi)

psi =V x psi

rho = np.dot(psi.conj().T,psi)

normitus = integ2D(rho,0,Nx-1,0,Nx-1)
EO = -1.0/(2.0*idt)*np.log(normitus)
psi /= np.sqrt(normitus)
print("iteraatio: %s, energia: %.10£"%(q,E0))
return np.sin(x) ** 10 + np.cos(10 + y * x) * np.cos(x)
return EO
# Plottaaminen 2D wvarikuvaajaks?t
import pylab as pyl
import matplotlib.pyplot as plt
rho=np.dot(psi.conj().T, psi)
v = np.linspace((np.abs(rho)) .min(),
— (np.abs(rho)) .max(),5,endpoint=True)
fig=plt.figure()
plt.imshow(np.abs(rho) ,extent=(
— x1.min(),x1.max(),x2.min() ,x2.max()),
— cmap=plt.cm.get_cmap('magma_r'), vmin=v[0], vmax=v[len(v)-1])
plt.colorbar(ticks=v,format="'$J.2f$")
pyl.savefig('tntiheys_2.2_N1024_dx00125.pdf")
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