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Tutkielmassa todistetaan Riemannin kuvauslause, joka on yksi funktioteorian pe-
rustuloksista. Sen mukaan jokainen yhdesti yhtendinen alue D voidaan kuvata yk-
sikkokiekoksi konformikuvauksella, kunhan D ei ole koko kompleksitaso.

Esitettavi todistus edustaa niin sanottua Koebe-Montel-ldhestymistapaa, jossa ha-
luttu konformikuvaus saadaan erdén funktiojonon raja-arvona.

Tutkielmaa varten kehitettiin uudenlaisia havainnekuvia, ja kuvien tuottamiseen
kiytetty ohjelmakoodi on asetettu julkisesti saataville. Oheistuotteena syntyi You-
tuben ensimmaéinen visualisaatiovideo Riemannin kuvauslauseen geometrisesta tul-
kinnasta.

Tutkielman péaéldhteend on Bruce Palkan “An Introduction to Complex Function
Theory”.
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1 Johdanto

Eras keskeinen késite matematiikassa on ekvivalenssirelaatio. Esimerkiksi lukuteo-
riassa tarkastellaan lukujen jakojéannosta tietyn jakajan suhteen ja geometriassa
tutkitaan kuvioiden ekvivalenssia peilauksien, translaatioiden, kiertojen ja skaa-
lauksien suhteen. Téassd tutkielmassa tarkastellaan, mitkd kompeksiavaruuden C
osajoukot U ovat ekvivalentteja yksikkokiekon A = {z € C | |z|] < 1} kanssa,
kun ekvivalenssia maérittdd konformikuvauksen f : U — A olemassaolo. Télloin
voidaan sanoa, ettéd joukko U on konformisti ekvivalentti yksikkokiekon A kanssa.
Konformikuvaukset ovat karkeasti kuvaillen holomorfikuvauksia, jotka “sailyttavat
kulmat”. Téllaisia kuvauksia ovat esimerkiksi Mobius-kuvaukset.

Tutkielmassa todistetaan Riemannin kuvauslause, jonka mukaan yksikkokiekon
kanssa konformisti ekvivalentteja joukkoja ovat kaikki yhdesti yhtendiset alueet, jotka
eivit ole koko kompleksitaso. Yhdesti yhtenéiset alueet ovat epéatarkasti kuvailtuna
kompleksitason alueita, joissa “ei ole reikid”. Esimerkiksi kuvan (1| joukko D ei olisi

20 D
°
(a) Useasti yhtendinen alue (b)  Yhdesti yhtendinen
D, jossa kiekosta on poistet- alue, Kochin lumihiutale
tu suljettu joukko A ja piste K

20

Kuva 1

yvhdesti yhtenéinen, vaikka joukko A kuuluisikin siihen, silld piste zy olisi edelleen
“reikd” kyseisessd alueessa. Vastaavasti kuvan toinen joukko, Kochin lumihiutale K,
on yhdesti yhtenéinen [I].

Tutkielmassa todistetaan Riemannin kuvauslauseesta seuraava versio:

Riemannin kuvauslause. Olkoon D koko kompleksitasosta eridavd yhdesti yhtendi-
nen alue, zy sen piste ja A origokeskinen yksikkokiekko. Tdlloin on olemassa yksi-
kdsitteinen alueessa D mdadritelty konformikuvaus f, jolla f(D) = A, f(20) = 0 ja
f,(Z()) > 0.

Tuloksen esitti ensimmaéisené saksalainen Bernhard Riemann (1826-1866) véitos-
kirjassaan vuonna 1851. Riemannin alkuperdinen todistus reunakayraltdan paloit-
tain sileille alueille oli puutteellinen, mutta tulosta on silti pidetty sekéa yhtena 1800-
luvun syvéllisimmisté tuloksista ettd yhtena funktioteorian téarkeimmista tuloksista.
Ensimmaéisend tasmaéllisend todistuksena pidetdén William Osgoodin (1864-1943)
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todistusta mielivaltaisille yhdesti yhtenaisille alueille vuodelta 1900. Riemannin ku-
vauslauseen parissa tyoskenteli vuosisadan alussa my0s useita muita matemaatik-
koja, joista Jeremy Gray nostaa erityisen merkittéviksi Paul Koeben (1882-1945).
[2] Grayn kisittelemien todistuksen liséksi tunnetaan myos uudempia todistuksia,
kuten Greenen ja Kimin todistus [3] sekd McKeanin todistus [4]. Naistd ensimméi-
nen pyrkii noudattamaan Riemannin alkuperdista ajatusta, ja jalkimmaéisessé lause
todistetaan Schwarz—Christoffel-kuvausten avulla.

Riemannin kuvauslauseen vahvuutta kuvastaa hyvin, ettd sen mukaan hyvin mo-
nimutkaisetkin alueet voidaan kuvata yksikkokiekoksi A ja vieldpa varsin “kiltilla”
funktiolla. Nain ollen kaikkia yksikkokiekon ominaisuuksia, jotka sailyvéat konformi-
kuvauksessa, voidaan suoraan hyodyntda tarkastellessa mielivaltaista yhdesti yhte-
néistd aluetta — esimerkiksi tarkasteltaessa Kochin lumihiutaletta K (ks. kuva [1),
jonka reunan pituus ei ole darellinen eikd reuna myoskéén ole differentioituva mis-
sdén pisteessi [1].

Riemannin kuvauslauseen tulos on my6s vahvin mahdollinen. Olkoon U mie-
livaltainen kompleksitason osajoukko ja f konformikuvaus, joka kuvaa joukon U
konformisesti yksikkokiekolle A. Té&llgin funktiolla f on huomautuksen nojalla
konforminen kiiéinteiskuvaus f!, jolloin joukko U = f~'(A) on lauseen [6.6| nojal-
la yhdesti yhtendinen alue. Joukko U my6skdan voi olla koko kompleksitaso, silla
talléin f olisi kokonainen, rajoitettu funktio ja Liouvillen lauseen [5l lause 13.3] no-
jalla vakiofunktio. Niinpa U on valttdmatta koko kompleksitasosta eroava yhdesti
yhtendinen alue.

Tutkielmassa esitettava todistus mukailee Koeben ldhestymistapaa: todistukses-
s hybodynnetddn normaaleja perheiti seki Paul Montelin (1876-1975) mukaan ni-
mettyd Montelin lausetta. Téll6in Riemannin kuvauslauseen funktio on erédin funk-
tioperheen ‘“raja-arvo”.

1.1 Tutkielman rakenteesta

Tutkielman osiossa [2| kiiydaan 1api esityksessa kaytettdvat merkinnat seka kaytet-
téavan funktioteorian keskeisimmat tulokset. Tamén jalkeen osioissa [3] ja [4] maéri-
telladn Riemannin kuvauslauseen keskeisimmat kéasitteet, yhdesti yhtenéiset alueet
ja konformikuvaukset, seké tarkastellaan niiden keskeisid ominaisuuksia. Seuraavak-
si osiossa 5] tarkastellaan normaaleja funktioperheité ja todistetaan Montelin lause,
joka antaa ehdot johdannossa mainitun raja-arvon olemassaololle. Osiossa [0] esitel-
ldan todistuksetta kaksi tarkeda aputulosta, joiden avulla todistetaan muutama tér-
ked lisdtulos konformikuvauksille ja normaaleille perheille. Lopuksi itse kuvauslause
todistetaan osiossa [7} konstruoidaan “nouseva ja ylhadltd rajoitettu” funktiojono,
jonka raja-arvo toteuttaa Riemannin kuvauslauseen ehdot.

Lukijalta oletetaan perustietoja metrisistd avaruuksista sekd hyvaa funktioteo-
rian perusteiden hallintaa. Edistyneemmét tulokset esitellddn erikseen, ja niiden
todistuksiin annetaan lédhteet.

Tutkielman kuvat on luotu MATHCHA-ympéristossa ja MATPLOTLIB-kirjastolla.
Jalkimmaiselld tehtyihin kuviin tarvittu koodi on avoimesti saatavilla GITHUB-
palvelussa [6]. Kuvat pohjaavat erityisesti Tristan Needhamin ajatuksiin [7].
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2 Merkintoja ja aputuloksia

Esityksessd kéytetddn padasiassa funktioteorian vakiintuneita merkintoja. Laajen-
netun kompleksitason CU{oo} merkintd on C. Avointa, r-séteista kiekkoa pisteen z
ympaérilld merkitadn D(zp,r) = {z € C | |z — 2| < r}. Vastaava suljettu kiekko on
D(z,7) = {z € C| |z — 2| < r}. Kaksi usein kiiytettyi erikoistapausta ovat avoin
yksikkokiekko A = D(0, 1) ja suljettu yksikkokiekko A = D(0,1). Suljetun kiekon
D(z,7) reunaa merkitiin C(zo,7) = D(z0,7)\D(20,7) = {2z € C | |2z — z| = r}.
Liséksi joukkoa sanotaan puhkaistuksi, jos siitd on poistettu yksi piste; puhkais-
tun r-sdteisen avoimen kiekon D’(zg,r) tapauksessa sen keskipiste zg. Avoin kiekko
on erds esimerkki alueesta eli kompleksitason avoimesta ja yhtenédisestd osajoukos-
ta; mielivaltaisessa alueessa U maédriteltyjen jatkuvien funktioiden avaruutta mer-
kitaan C(U). Paloittain siledlld polulla taasen tarkoitetaan paloittain derivoituvaa
kompleksitason kiyrad, jonka osittaisderivaatat (reaali- ja imaginédériosan suhteen)
eivit hévid yht’aikaa. Tatd merkitddn monesti v : [a,b] — C, jossa a ja b ovat
reaalilukuja, a < b. Mikili a = b, sanotaan polkua suljetuksi. Polkuintegraalia mer-
kitdan kirjoittamalla f,y f(2)dz, ja integraalia polun pituuden suhteen merkitéén
f7 f(2) |dz]. Mikéli polku 7 on suljettu, kiytetdén suljetun polkuintegraalin merkin-
tad fv f(2) dz. Mielivaltaista kompleksilogaritmin haaraa merkitdin log z, ja vaihe-
kulmafunktion Argz arvo on valilla (7, 7].

Yhdesti yhtenéisten joukkojen méaérittelyn yhteydessé késitelldan suljetun ja pa-
loittain sileén polun 7 kierroslukua n(vy, a) polulle kuulumattoman pisteen a ympéri.

Kierrosluku n(vy, a) on
(7,a) 1 f dz
n(vy,a) = — :
7 2mi |, 2 —a

Lisédksi ilmaisu z > 0 kompleksiluvulle z tarkoittaa, ettd z on reaalinen ja posi-
tiivinen.

Esityksessa kiytetdén seuraavia funktioteorian perustuloksia:

Cauchyn integraalikaava. Olkoon funktio f holomorfinen avoimessa joukossa U,
2o joukon piste, v > 0 ja v polku, joka kiertid ympyrin C(zg,r) tarkalleen kerran
vastapdividn. Jos D(zg,r) on joukon U osajoukko, niin talloin jokaisessa joukon

D(zy, 1) pisteessd z
1 f(w) dw
1O =g Tt

Cauchyn integraalilause. Olkoon funktio f holomorfinen yhdesti yhtendisessa
alueessa D ja v paloittain siled polku samassa alueessa. Tdlldin fw f=0.

Identtisyyslause. Olkoot f ja g alueessa D holomorfisia funktioita ja S alueen D
osajoukko, jolla on kasautumispiste. Jos f(z) = g(z) kaikissa joukon S pisteissa,
nun f = g koko alueessa D.

Maksimiperiaate. Olkoon funktio f holomorfinen alueessa D, joukko K alueen
D kompakti osajoukko sekd M = sup{|f(z)| | z € K}. Tdlloin jollain joukon K
reunapisteelld zo on | f(z)| = M.



Schwarzin lemma. Olkoon funktio f holomorfinen yksikkokiekossa A = D(0,1) ja
kuva f(A) sen osajoukko. Oletetaan lisiksi, ettd f(0) = 0. Talloin kiekossa |f(z)| <
|z| kaikissa kiekon D pisteissd ja f'(0) < 1. Lisdksi, mikdli |f(z)| = |z| kiekossa D
muualla kuin origossa tai f'(0) = 1, niin f(2) = €2 jollain reaaliluvulla 6.

Esityksessa tarvitaan kahdessa kohtaa myoOs hieman edistyneempéaé funktioteo-
riaa. Ensin osiossa [0] esitetdén todistuksetta Lokaali kuvauslause ja Rouchén lause,
ja myShemmin osiossa|7.3| esitellddn (vastaavasti todistuksetta) Weierstrassin lause.

3  Yhdesti yhtenaiset alueet

Johdannossa esiteltiin yhdesti yhtenéiset alueet kompleksiavaruuden alueina, joissa
“ei ole reikid”. Méaritelladn ne nyt tasmaéllisesti.

Maaritelma 3.1. Kompleksilukuavaruuden C aluetta D sanotaan yhdesti yhtendi-
seksi, jos jokaisella alueen D komplementin C\D pisteelld w ja jokaisella alueen D
paloittain silealld polulla v on n(y,w) = 0.

Yhdesti yhtenéinen alue voitaisiin méaéaritella myos seuraavasti []].

Maaritelma . Alue D on yhdesti yhtendinen jos ja vain jos ((A:\D on yhtendinen.

Esimerkiksi koko kompleksitaso on C triviaalisti yhtendinen kummankin méaéri-
telmén mukaan. Maaritelméat voidaankin osoittaa ekvivalenteiksi [8, alaluku 4.4.2,
lause 14|, [9, lause 1X.3.6].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd yhdesti yhtenéisyys nivoo luontevasti yhteen seké
logaritmin ettd primitiivin olemassaolon.

Maaritelma 3.2. Olkoon f joukossa U madritelty funktio. Jos funktio F' on dif-
ferentioituva joukossa U ja sen jokaisessa pisteessi z on F'(z) = f(z), sanotaan
funktiota F' funktion f primitiiviksi.

Lause 3.3. Alue D on yhdesti yhtendinen, jos ja vain jos jokaisella alueessa D
madritellylla holomorfifunktiolla on primitiive tdssda alueessa.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd D on yhdesti yhtendinen. Olkoon zj ja z mielivaltai-
sia alueen D pisteitd, ja olkoon f holomorfinen alueessa D. Néin ollen f on jatkuva
ja funktio

F(z) = /Z:f(w) du

on tunnetusti differentioituva funktio, jolla F’ = f. Osoitetaan, ettd funktion F
arvo ei riipu integroimistiesta . Jos nyt v ja o ovat kaksi paloittain sileda polkua
pisteesté 2y pisteeseen z, niin polku v; — 72 on alueen D suljettu ja paloittain silea
polku ja siispa Cauchyn integraalilauseen nojalla

[=l=4 =

eli primitiivi on hyvin maaritelty koko alueessa D.
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Oletetaan nyt, etté jokaisella alueessa D méadritellylla holomorfifunktiolla on siel-
18 primiivi. Olkoon v alueen D mielivaltainen suljettu ja paloittain siled polku seké
a mikd tahansa piste alueen D komplementissa C\D. Funktio f : D — C, f(z) =
(2 —a)~! on télléin holomorfinen alueessa D ja silld on siis oletuksen mukaan siellé

primitiivi. Siispé
1
n(y,e) = 2_m7{ z—a 2m j{f

joten D on yhdesti yhtenéinen. n

Yhdesti yhtenéisid alueita voidaan luonnehtia my6s holomorfifunktioiden loga-
ritmien olemassaololla. Tamé& osoittautuu hyodylliseksi Riemannin kuvauslauseen
todistuksessa, silld logaritmin haaran avulla voidaan méaritella yksikésitteinen ne-
lidjuurifunktion haara. Funktiolta vaaditaan luonnollisesti haviamattomyytta (nol-
lakohdattomuutta) méérittelyalueessaan.

Lause 3.4. Alue D on yhdesti yhtendinen jos ja vain jos jokaiselle alueessa D
hdvidmdattomdlle holomorfifunktiolle f on olemassa alueessa D mddritelty logaritmin
haara log f(z), joka on holomorfinen koko alueessa.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd D on yhdesti yhtenédinen ja f on siind holomorfi-
nen ja nollakohdaton funktio. T&ll6in funktio (f'(z)/f(z)) on alueessa D mééritelty
holomorfifunktio, ja lauseen nojalla silla on hyvin maéaritelty primitiivi. Jos 2y
on alueen D, piste, niin fZZO (f'(w)/f(w))dw on erés téllainen primitiivi. Koska li-
siaksi funktiolla f ei ole nollakohtia alueessa D, on olemassa kompleksiluku a, jolla
e = f(zp). Osoitetaan nyt, ettd funktio g(z) = a + fzzo(f’(w)/f(w))dw on alu-
eessa. D madritelty holomorfinen logaritmin haara log f(z). Funktio g on selvésti
holomorfinen, joten tarkastellaan funktion e=9(*) f(z) derivaattaa. Koska derivaatan
ketjusddnnon nojalla

D(e 9 f(2)) = e ¥ (f'(z) = f(2)g'(2)) = € ¢ (f =g §<(>> ) -0

niin funktio e~9) f(z) vakio alueessa D. Pisteessi zy funktion arvo on f(zg)e () =
f(z)e™® =1, joten f(z) = e9*) alueessa D.

Olkoon nyt z joukon C\ D mielivaltainen piste ja f: D — C, f({) = (¢ — 2)™!
sitd vastaava funktio, joka on holomorfinen ja havidméton alueessa D. Oletuksen
nojalla sitd vastaa ainakin yksi funktion f logaritmin haara g. Kuten lauseen
todistuksessa, olkoon nyt v alueen D mielivaltainen suljettu ja paloittain siled polku
sekéi a miké tahansa piste alueen D komplementissa C\ D. Koska logaritmin haaralle
gon ¢(2) = (z —a)~! alueessa D, niin

n(y,a) = %jﬁz—a me{f

Siispd D on yhdesti yhtenéinen. m




Kuten aiemmin todettiin koko kompleksitaso on selvasti yhdesti yhtendinen. Vas-
taavasti yksikkokiekko on selvisti yhdesti yhtendinen maéritelman nojalla. Li-
siksi esimerkiksi alue D = {z | 0 < Rez < 1} on yhdesti yhtenéinen. Sen komple-
mentti C\ D koostuu kahdesta erillisestd puoliavaruudesta Hy = {z | Rez < 0} ja
H, = {z | Rez > 1}. Komplementti laajennetun kompleksitason suhteen C \ D on
kuitenkin yhtenéinen, eli D on yhdesti yhten&inen.

Riemannin kuvauslauseen yhteydessa késitelladn yhdesti yhtendisia alueita, jotka
eroavat koko kompleksitasosta. Ndiden luonnehtiminen on hieman helpompaa méaa-
ritelmén avulla. Olkoon D koko kompleksitasosta eroava yhdesti yhtendinen
alue ja b on piste sen komplementissa C\ D. T&lloin pisteiden b ja oo on kuuluttava
samaan yhtenéiseen komponenttiin. Taméa vastaa intuitiota: koska b ei saa olla osa
“reikdd”, tulee pisteestd b padsta laajennetun kompleksitason darettomyyteen. Téta
ajatusta vasten lauseen tulos on ilmeinen, silla logaritmin leikkauskéyra (engl.
branch cut) voidaan sijoittaa polulle, joka kulkee pisteestd 0 ddrettomyyteen.

4 Konformikuvaukset

Tassé osiossa madaritelladn tarkasti konformikuvaukset seké késitellaan erdsté téarke-
aa konformikuvausten luokkaa, Mdbius-kuvauksia. Johdannossa konformikuvaukset
esiteltiin “kulmat sailyttavind” kuvauksina. Jatkossa kiytetdén seuraavaa tdsmaéllis-
td maaritelmas.

Maaritelma 4.1. Joukossa U mééritelty kuvaus f on konforminen, jos se on téssé
joukossa holomorfinen injektio.

Kulmien séiilyttdmisen kautta madritelty konformikuvaus voidaan osoittaa ekvi-
valentiksi mééritelméksi téssi esitetyn kanssa [9, luku IX]|. Esimerkiksi Palka mééarit-
telee konformikuvauksen diffeomorfismiksi, joka séilyttda kayrdviivaiset (engl. cur-
vilinear) kulmat. Téllaisella kulmalla tarkoitetaan kahden siledn polun risteyspis-
teessd madriteltyjen tangenttien vélista suunnattuaa kulmaa, kun valitaan kulmis-
ta pienempi. Koska Mobius-kuvaus sailyttdaa polkujen véiliset kulmat, sailyttaa se
erityisesti pysty- ja poikkiviivoista muodostetun ristikon kulmat. Tarkastelemalla
tallaisen ristikon kédyttaytymista konformikuvauksessa onkin mahdollista havainnol-
listaa konformikuvauksen geometrista luonnetta (ks. kuva . Visualisaatiotapa on
saanut inspiraationsa Needhamin teoksesta Visual Complex Analysis [7].

Huomautus 4.2. Téassé esitellyn méaritelmén etuna on, ettd konformikuvauksen f
kidnteisfunktio f~! voidaan suoraan todeta konformikuvaukseksi. Injektiivisen ho-
lomorfifunktion kddnteisfunktio on nimittdin holomorfinen [9, lause VIII.3.11], |5
lause 16.7].

Huomautus 4.3. Konformikuvaukselle esiintyy kirjallisuudessa myds selkeésti erilai-
nen maaritelméa. Konformikuvaus saatetaan mééaritelld kuvauksena, jonka derivaatta
ei hdavid sen méaéarittelyalueessa (esim. [10], [I1]). Lauseen nojalla kaikki maéri-
telman mukaiset konformikuvaukset téyttévit taman ehdon, mutta esimerkiksi
funktio f(z) = e* on konformikuvaus ainoastaan tdmén heikomman mééritelmén
mukaan (huomautus [6.5]). Lauseen [6.4] todistusta mukaillen voidaan kuitenkin osoit-
taa, ettd heikomman ehdon mukainen konformikuvaus on lokaalisti injektiivinen ja
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Kuva 2: Kaksi risteavda polkua nelion muotoisessa ruudukossa sekd polkujen ja
ruudukon kuvat Mobius-kuvauksessa f. Ruudukon suorat kulmat sailyvat Mobius-
kuvauksessa suorina.

siten lokaalisti konforminen my6s maéritelman 4.1 mukaan. Mikali halutaan kayttaé
molempia maéritelmia, voidaan vahvemman méaaritelman mukaisia kuvauksia sanoa
biholomorfismeiksi (esim. [12], [3]).

4.1 Konformikuvausten historiaa

Erés esimerkki konformikuvauksista on stereografinen projektio, jonka avulla pallon
pisteet voidaan projisoida tasolle. Téllaista tapaa laatia karttoja maapallosta kéyt-
tivat jo antiikin kreikkalaiset ja arvellaan, ettd my0s muinaiset egyptilédiset olisivat
kiyttaneet sitd. [13] Kenties tunnetuin konformikuvaus onkin Mercatorin (sylinteri-
kartta)projektio, jota monet nykyiset karttapalvelut kiyttavit maapallon esittami-
seen. Konformikuvauksilla on sovellusalueita myos fysiikassa, jossa esimerkiksi kah-
den levyn ja niiden leikkauskulmassa olevan pistevarauksen muodostaman systeemin
aikaansaaman sihkokentéan laskeminen voi olla hankalaa. Sopivalla konformikuvauk-
sella paastaan kuitenkin huomattavasti helpommin ratkaistavaan tilanteeseen. [14]

Téssé esityksessé ei syvennyté konformikuvausten matemaattiseen luonteeseen
vaan pitdydytddn yhdesti yhtenéisissa alueissa maéritellyissd kuvauksissa. Konfor-
mikuvaukset voitaisiin maaritelld myos useasti yhtendisissd alueissa, mutta tarkas-
teluista tulisi monin verroin hankalampia [15]. Konformikuvauksien sijaan voitai-
siin myds tarkastella yleisempia kvasikonformikuvauksia (engl. quasiconformal map-
ping), joiden teorian synnyssd suomalaismatemaatikko Lars Ahlforsilla oli merkit-
tava osa. Han kaytti kvasikonformikuvauksia 1930-luvulla tutkiessaan Nevanlinnan
holomorfisten funktioiden arvojenjakautumisteoriaa ja esitteli termin “kvasikonfor-
mikuvaus” vuonna 1935 [16].
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Kuva 3: Poincarén puolitason H = {z € C | Imz > 0} ja muutaman esimerk-
ki(puoli)suoran kuvat Mobius-kuvauksessa f(z) = (z —4)/(z + i).

4.2 Yksikkokiekon Mobius-kuvaukset

Riemannin kuvauslauseen todistuksen kannalta térkeitd konformikuvauksia ovat
Mobius-kuvaukset. Ne on nimetty niitd tutkineen August Ferdinand Mobiuksen
(1790-1868) mukaan.

Maaritelma 4.4. Olkoot a, b, ¢ ja d kompleksilukuja, joilla

a b
det(C d) =ad — bc # 0.

Talloin kuvausta f: C — C,
az+b

cz+d

f(z) =
sanotaan Mdbius-kuvaukseksa.

Voidaan osoittaa, ettd kukin Mdbius-kuvaus voidaan ilmaista neljan kuvauksen
— siirron, kierron, skaalauksen ja inversion — yhdistettynd kuvauksena [7]. Naista
operaatioista inversio on kenties hankalin hahmottaa geometrisesti, mutta sillekin
on olemassa sangen luonnollinen ajattelutapa (ks. [17]).

Mobius-kuvaukset muodostavat ryhmén, jonka operaationa on kuvausten yhdis-
tdminen ja jonka neutraalialkiona on identiteettikuvaus ((a,b,c,d) = (1,0,0,1)).
Tétd ryhméa kutsutaan projektiiviseksi lineaariseksi ryhmdéksi PGL(2,C), ja silla
on paljon mielenkiintoisia ryhméteoreettisia ominaisuuksia [18]. Mébius-kuvauksilla
on myds laheinen suhde hyperboliseen geometriaan (ks. kuva3)[19] ja suhteellisuus-
teorian Lorentz-muunnoksiin [7].

Téassé esityksessd Mobius-kuvauksia tarkastellaan ldhinnd niiden geometrisen
luonteen kautta. Siind missa yleiset konformikuvaukset sdilyttéavat kulmat, Mobius-
kuvaukset kuvaavat myds jokaisen suoran suoraksi tai ympyraksi ja jokaisen ympy-
rin suoraksi tai ympyréksi [7].

Tarkastellaan seuraavaksi niiden Mobius-kuvausten osajoukkoa, jotka kuvaavat
yksikkokiekon yksikkokiekoksi.



Lause 4.5. Kuvaus f kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen silloin ja vain
silloin, kun on olemassa reaaliluku 0 ja ehdon |c| < 1 tayttavi kompleksiluku c,
joilla

9 2 TcC
=eV——-. 1
fle) =€t 2 (1
Lisdksi kuvauksen f derivaatta on
o 1= el
/ 40
Jlz)=e (cz+1)%

Todistus. Merkitdan yksikkokiekkoa A = D(0,1).

Olkoon ensin f kaavan [1| mukainen kuvaus. Selvésti f voidaan maéritella yk-
sikkokiekossa (samoin yksikkokiekossa méiériteltyjen) funktioiden g(z) = €“z ja
h(z) = (z+c¢)/(1+¢z) yhdistettyni kuvauksena. Kuvaus g on yksikkokiekon rotaatio
origon suhteen ja selvisti kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen. Kuvaus h on
holomorfinen, silla osoittajan ainut nollakohta —1/¢ sijaitsee kiekon A ulkopuolella.
Koska lisaksi epayhtalot

|h(z)] < 1
lz4¢f < [T+ =14 (1,22) + (@2,1) + [ez)* = 14 (¢, 2) + (2,¢) + |z
2+ le)? < 1+ ez =1+ |cf |2
0 < (L—|e))(1—]z

ovat keskenddn ekvivalentteja ja |c| < 1, niin |h(z)| < 1, jos ja vain jos |z| < 1. Siispa
h(A) on yksikkokiekon osajoukko. Maaritelldén nyt funktio k(z) = (z —¢)/(1 —¢z).
Funktion A mainitut ominaisuudet pétevét my6s funktiolle k ja erityisesti myos k(A)
on yksikkokiekon osajoukko. Liséksi

_ (z+o/(1+cz)—c _z—|c\2z_
ke h)(@) = 2T o 0 1) 1—[f

Y

joten k = h~1. Siispé seki k ettd h ovat injektioita ja h(A) = A. Koska sekii g etti
h kuvaavat yksikkokiekon konformisesti itselleen, sama pétee myds yhdistettyyn
kuvaukseen f = goh.

Oletetaan kaantaen, ettd f on konformikuvaus yksikkokiekolta itselleen. Merki-
tddn ¢ = —f71(0) ja k(z) = (2 — ¢)/(1 — ¢z), ja tarkastellaan kuvausta g = f o k.
Vastaavasti kuin todistuksen alkupuolella todetaan, etté g on yksikkokiekon itselleen
kuvaava konformikuvaus. Liséksi

9(0) = f(k(0)) = f(=c) = f(f71(0)) =0,

joten Schwarzin lemman nojalla |¢'(0)| < 1. Toisaalta myds g~ = k=1 o f7! =
ho £~ on yksikkokiekon itselleen kuvaava ja origon siilyttivi konformikuvaus, joten
vastaavasti [(g71)'(0)] = 1/|¢’(0)] < 1. Néin ollen |¢'(0)| > 1 ja siispa |¢'(0)] = 1.
Talloin Schwarzin lemman mukaan funktio g on rotaatio origon suhteen eli muotoa
g(2) = €2 jollakin reaaliluvulla 6. Téten funktiolla f on esitys halutussa muodossa
f=gokt=goh.

Derivaatan muoto seuraa suoraan osamadran derivoimissaannosta. O
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Kuva 4: Kompleksitaso ja sen kuva funktiolla f(z) = (z—1/4)(1—z/4). Yhtenéisella
viivalla on merkitty yksikkdympyra C' = C(0,1) ja sen kuva f(C'). Katkoviivalla on
merkitty ympyrit C(0,2%) ja niiden kuvat, kun & on luonnollinen luku. Vastaavasti
pisteviivalla on merkitty ympyrit C'(0,27%) ja niiden kuvat.

Seuraus 4.6. Kaikki yksikkokiekon konformisesti itselleen kuvaavat kuvaukset f
ovat Mobius-kuvauksia.

Todistus. Lauseen [4.5| nojalla jokainen téllainen kuvaus f on ilmaistavissa Mobius-
kuvauksena reaaliluvun 6 ja yksikkokiekkoon kuuluvan kompleksiluvun ¢ avulla.
Tallainen kuvaus f on maéaritelméan 4.4] antamaa muotoa ja koska

ot il N )
et (S ) == 1e) o,
on kuvaus f Mobius-kuvaus. m

Esimerkiksi Mobius-kuvaus

) =120

on lauseen mukainen kuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen.
Yleisemmin se kuvaa ympyrat C(0,7),r > 0 suoraksi ja ympyroiksi

17
r=—, kun r =4,
8
A -1\, , o\’ _
(x — m) +y° = 15]7“2——16| muulloin,

kun z = x + 4y. TAmi on helppo todeta kertomalla yhtilo f(x + iy) f(x + iy) = r?
auki ja tdydentamalla se nelicksi. Kuva [] havainnollistaa, kuinka kaikilla luonnol-
lisilla luvuilla & ympyrit f(C(0,2%7%)) ja f(C(0,22%)) kuvautuvat symmetrisesti
suoran r = %7 suhteen.

Riemannin kuvauslauseen keskeiset késitteet on nyt esitelty. Maaritelladn seu-
raavaksi normaalit perheet ja tarkastellaan niiden ominaisuuksia.
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5 Normaalit perheet ja Montelin lause

Téassé osiossa kasitellaan jatkuvien funktioiden perheen osaperheita ja tarkastellaan,
milloin funktioperheen jonolla on suppeneva osajono. Osion paitulos on Montelin

lause [5.10]

5.1 Yhtajatkuvuus

Tarkastellaan seuraavaksi funktioperheité, joilla funktion arvojen vaihtelu on kun-
kin pisteen ympéristossé jokseenkin yhtéd suurta. Téllaisia funktioperheitd sanotaan
yhtajatkuviksi (tai tasajatkuviksi, engl. equicontinuous).

Maaritelma 5.1. Joukossa U maariteltyjen funktioiden perhettd F sanotaan yh-
tdjatkuvaksi pisteessi zy € U, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa § > 0, jolle
|f(z) — f(z0)| < € jokaisella perheen F funktiolla f, kunhan vain |z — zy| < 9. Jos
perhe F on yhtajatkuva jokaisessa joukon U pisteessd, perhettd sanotaan talloin
yhtdajatkuvaksi joukossa U.

Erityisesti ¢ ei siis riipu funktion f valinnasta, mutta se saa vaihdella pisteen
zo mukaan. Tarkastellaan esimerkiksi funktioperhetti F = {22 + ¢ | c € C}. Kun
e > 0, on perheen kaikilla funktioilla f ldhelld pistettd 2z, voimassa

|f(2) = f(20)| = |2 — 20| |2 4+ 20| < |2z — 20| |20 + 1] <,

kun |z — zg| < €/]20 + 1| = d(¢). Koska rajaluku § on riippumaton funktiosta f,
niin perhe F on yhtdjatkuva koko kompleksitasossa C. Sen sijaan esimerkiksi poly-
nomien f,(z) = z™ perhe G ei ole yhtdjatkuva suljetun yksikkokiekon ulkopuolella.
Olkoon nyt 6 reaalilukuja ja zy kompleksiluku, jolla |zg] = r > 1. Tarkastellaan
nyt lukuja (e?"2)" eli lihestytiin lukua f,(zo) pitkin r-siteistd ympyrid. Talloin
|fn(ewzo) — fn(zo)‘ = ‘ew” — 1| r™. Erityisesti voidaan valita § = 1/k, kun k on ko-
konaisluku. Koska lim_, o, = limj_,o, = 0 ja joukko {k € N | |ei9k — 1‘ > 1} on
tunnetusti déreton, niin erotus | fn(e?2) — fn(zo)’ on rajoittamaton kaikilla luvuil-
la zg ja 8 > 0. Néin ollen funktioperhe G ei ole yhtdjatkuva suljetun yksikkokiekon
ulkopuolella. Samoin voidaan todeta, ettd perhe ei ole jatkuva yksikkOympyralla,
kun sité lahestytddn sen ulkopuolelta. Perhe G on kuitenkin yhtdjatkuva avoimes-
sa yksikkokiekossa. Olkoon zy yksikkokiekon kompleksiluku ja ¢ > 0. Jos téalloin
max{|z|, 20|} = 7 < 1, niin soveltamalla kolmioepéyht&loa

2" — 2| = |2 22" P T |2 — 20 S Tz — ).

Yhtijatkuvuuden toteamiseksi riittéé nyt osoittaa, etti kerroin nr”~! on rajoitettu.
Koska r~! > 1, niin tarpeeksi suurilla indekseilld n on voimassa n < r'="/2. T&ll6in
nr"~1 < r7™/2 joten kerroin nr"~! lihestyy nollaa ja on siten rajoitettu. On siis
olemassa #drellinen reaaliluku M, jolla nr"~! < M kaikilla indekseilld n. Siispé

|2" — 25| < M |z — 2],

joten kun |z — zg| < €/M, niin |z" — 2| < M - ¢/M = €. Siispéd perhe G on yhtéjat-
kuva avoimessa yksikkokiekossa.
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5.2 Normaali suppeneminen ja normaalit perheet

Osoittautuu hyddylliseksi tarkastella, milloin funktiojonolla on suppeneva osajono.
Tilannetta voidaan verrata yleiseen metriseen avaruuteen (X, d). Joukon X osajouk-
ko K on tunnetusti kompakti tarkalleen silloin, kun jokaisella sen pisteiden daretto-
mélla jonolla on dédreton osajono, joka suppenee kohti joukon K pistettia. Vastaavasti
kompleksitason (tai yleisemmin avaruuden R") osajoukko K on kompakti silloin ja
vain silloin, kun K on sekd suljettu etta rajoitettu. Nain ollen, jos jono kompleksi-
lukujono (z,) on rajoitettu kompleksitasossa, silld on osajono, joka suppenee erdstéa
jonon kasautumispistettd kohti. Jatkossa tarkastellaan, onko jatkuvien funktioiden
jonolle olemassa vastaavaa rajoittuneisuusehtoa, joka takaa suppenevan osajonon
olemassaolon. Erityisesti ollaan kiinnostuneita normaalisti suppenevista osajonois-
ta.

Huomautus 5.2. Téssé osiossa joukko U on Banachin avaruuden (X, || - ||) osajoukko,
ellei toisin todeta. Vastaavasti jatkossa oletetaan ilman eri mainintaa, ettd F on
perheen C'(U) osaperhe.

Maéritelméa 5.3. Joukossa U maédériteltyjen (mielivaltaisten) funktioiden jono (f,)
suppenee normaalisti (joukossa U), jos se suppenee tasaisesti jokaisessa joukon U
kompaktissa osajoukossa. Liséksi avoimessa joukossa U méariteltyjen jatkuvien funk-
tioiden joukon C'(U) osaperhettd F sanotaan normaaliksi (joukossa U), jos jokaisella
perheen F jonolla (f,,) on ainakin yksi normaalisti suppeneva osajono.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd perheen yhtdjatkuvuus on riittavé ehto pisteittiin
suppenevan jonon normaalille suppenemiselle.

Lause 5.4. Olkoon (f,) jono perheessi F, joka on yhtdjatkuva joukossa U. Jos tdmd
jono suppenee joukossa U pisteittain, se suppenee sitnd mydos normaalisti.

Todistus. Olkoon f jonon pisteittdinen raja-arvo joukossa U ja K joukon U mie-
livaltainen kompakti osajoukko. On osoitettava, etté jono (f,) suppenee tasaisesti
kohti funktiota f joukossa K. Todistetaan epésuorasti, ettd (f,) on joukossa K ta-
saisesti suppeneva Cauchyn jono ja tehdédén vastaoletus: (f,) el suppene tasaisesti
joukossa K. Talloin (f,) ei toteuta Cauchyn tasaisen suppenemisen kriteerié, joten
on olemassa kiinted ¢ > 0, jolle jokaista indeksid k kohti on olemassa piste z, € K
ja indeksit my > ny > k, joilla

[ i (2) = fri (26)] 2 € (2)

Néin saatu kompleksilukujono (z,) on kompaktin joukon K jonona rajoitettu, joten
silld on ainakin yksi joukkoon K kuuluva kasautumispiste zy. Osoitetaan vastaoletus
vaaraksi kolmessa osassa. Ensinndkin perhe F on yhtadjatkuva pisteessd zy, joten
voidaan valita ¢ > 0, jolle

€
[fiu(2) = fulz0)] < 5 (3)
kaikilla indekseilld k, kun |z — 29| < 9. Toiseksi my > ny > k, joten pisteittdisen
suppenemisen nojalla

B {f (20) = fu(20)] = 1 (20) = F(z0)] = 0.
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Siispé on olemassa rajaluku kg, jota suuremmilla indekseilla k&
€
[ fn (20) = fu (20)] < 5. (4)

Kolmanneksi, koska (zj) kasaantuu pisteessi zg, voidaan valita ehdon |z, — 2| < &
tayttéva indeksi k; > ko. Jos nyt my > ng > k > k; > ko, niin epayhtéloiden ([2)),

(13) ja nojalla

€ < | fmi (2k) = fri (1)
= [ (21) = fni(20) + fini,(20) = fri (20) + i (20) = Foui (20|
< |fmk(2k) S o)l + | fimi. (20) = Fic(20) ] + [ i (20) = Foui (22

_|_

€
3 3

oolm

Siispa vastaoletus oli vadra, joten (f,) suppenee tasaisesti joukossa K ja siis nor-
maalisti joukossa U. O

Edellinen lause on erés tapa todeta tietyn aliperheen normaalius, mutta Rieman-
nin kuvauslauseen todistamista varten sitd joudutaan vahventamaan. Lauseessa
vaadittiin pisteittaistd suppenemista koko tarkastelualueessa. Osoitetaan seuraavak-
si, ettéd riittda olettaa funktiojonon pistettdinen suppeneminen joukossa U tiheille
joukoille.

Maééritelmé 5.5. Avoimen joukon U osajoukkoa S sanotaan tihedksi joukossa U,
jos joukko U siséltyy joukon S sulkeumaan S. Toisin sanoen joukon U jokaisella
pisteelld z ja jokaisella reaaliluvulla » > 0 on S N D(z,7) # 0.

Lemma 5.6. Olkoon (f,,) jono perheessd F, joka on yhtdjatkuva joukossa U. Olkoon
lisiksi S tihed joukossa U. Jos jono (f,) suppenee pisteittdin joukossa S, se suppenee
normaalisti joukossa U.

Todistus. Lauseen nojalla riittaa osoittaa, etté ( f,,) suppenee pisteittain joukossa
U. Olkoon siis z joukon U mielivaltainen piste ja € > 0. Osoitetaan, ettd (f,(2))
on Cauchyn jono. Perheen F yhtdjatkuvuuden nojalla voidaan valita 0 > 0, joka
jokaisella indeksilld n téyttdd ehdon |f,(w) — f.(2)] < €/3, kunhan |w — z| < 0.
Joukon S tiheyden nojalla voidaan valita piste ¢, joka tayttaa ehdon |( — z| < ¢ .
Oletuksen mukaan jono (f,,(()) suppenee, joten on olemassa vakio N, jolla kaikilla
indekseilla m >n > N on |f,({) — f.(¢)| < €/3. Néin ollen, kun m >n > N,

[fm(2) = fa(2)] < |fn(2) = Fin (O] + 1fn(€) = Fu(O] + [fn(C) = ful(2)]

<6+€+€
— — — =€
3 3 3

eli (fn(z)) on Cauchyn jono joukon U mielivaltaisessa pisteessé z. Siispa (f,) sup-
penee pisteittdin koko joukossa U, miké lauseen [5.4] nojalla todistaa viitteen. [
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5.3 Arzela-Ascolin lause

Edella esitetty lemma [5.6] antaa riittdvan ehdon funktiojonon normaalille suppene-
miselle. Sen avulla todistetaan Arzela-Ascolin lause, joka antaa valttaméttoméan ja
riittdvan ehdon annetun perheen normaaliudelle. Maaritelldan tata varten funktio-
perheen pisteittdinen rajoittuneisuus.

Maaritelma 5.7. Perhettd F sanotaan pisteittéin rajoitetuksi joukossa U, jos jouk-
ko { f(2) | f € F} on rajoitettu jokaisella joukon U pisteelld z.

Pisteittédinen rajoittuneisuus siis sallii kullekin joukon U pisteelle eri rajan, kun-
han raja koskee perheen jokaista funktiota. Esimerkiksi origottomassa kompleksita-
sossa C* = C \ {0} voidaan maéritella funktioperhe F = { (2n)~! | n € N}, jossa
kullakin joukon C* pisteelld z on maxer | f(2)| < |27!|. Siispé perhe F on pisteittéin
rajoitettu joukossa C*, vaikka yksikdan perheen funktioista ei ole rajoitettu.

Seuraava lause voitaisiin todistaa myo6s mielivaltaiselle Banachin avaruudelle
(X, |l - |I), mikéli joukolla X olisi numeroituva ja joukossa X tihed osajoukko S.
Tarkastellaan téassa kuitenkin kompleksiavaruuden osajoukkoja U.

Lause 5.8 (Arzela-Ascolin lause). Perhe F on normaali kompleksiavaruuden os-
ajoukossa U, jos ja vain jos se on sekd yhtdjatkuva ettd pisteittain rajoitettu joukos-

sa U.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd perhe F on sekéd yhtdjatkuva ettd pisteittdin rajoi-
tettu joukossa U ja olkoon (f,) perheen F jono. On osoitettava, ettéd télla jonolla
on normaalisti suppeneva osajono (f,, ). Koska F on yhtéjatkuva, niin lemman
nojalla riittdd osoittaa, ettd jono (f,,) suppenee pisteittdin joukossa, joka on tihed
joukossa U. Tunnetusti joukko Q(i) = Q +iQ on tihed kompleksitasossa, joten tar-
kastellaan joukkoa Q(i) N U. Tdmé joukko on numeroituva, joten olkoon S = (z,).
Konstruoidaan haluttu osajono eraénlaisella diagonalisointimenetelmélla. Komplek-
silukujono (f,(z1)) on perheen F pisteittéisen rajoittuneisuuden nojalla rajoitettu.
Niin ollen on olemassa funktiojonon (f,) osajono (f}), jolla (f,!(21)) suppenee kohti
jotain sen kasautumispistettd. Nyt puolestaan kompleksilukujono (f!(23)) on rajoi-
tettu, joten on olemassa funktiojonon (f}) osajono (f2), jolla (f3(22)) suppenee.
Koska liséiksi (f;}(21)) suppenee, myos sen osajono (f2(z1)) suppenee. Induktiivisesti
voidaan todeta, etti jos funktiojonolle (f;) on voimassa (f¥) c (ff1) c ... C (f1),
on jono (f*(z;,11), jilleen rajoitettu ja on olemassa funktiojonon ( f¥) osajono (f**1),
jolla jono (f**1(z;,11)) suppenee ja myds (f¥+1(z,)) suppenee kaikilla 7 < k+1. Niin
syntyy suppenevat jonot

(fa(z1)) D (fi(=1) D (fa(z)) D (fx(21))
(f2(2)) D (fi(=)) D (fx(22))
(f3(z3)) D (fr(z3))
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ja voidaan muodostaa jono (f7) = (fF)ken, joka muodostuu jonojen (f*) alkioista
indekseilld k. Tdmin jonon kaikilla indekseilld ko jono (fF)gs>k, on jonon (f*0) osa-
jono, joten jono (f(z,)) suppenee. Koska jokaiselle joukon Q(i) N U alkiolle w on
olemassa indeksi kq, jolla w = z,, seuraa tésté, ettd jono (f") suppenee pisteittiin
joukossa Q(i) N U. Koska tama joukko on tihed joukossa U, viite seuraa lemmasta
0.0l

Oletetaan sitten, ettd perhe F on normaali. Osoitetaan ensin, ettd F on yhté-
jatkuva tekeméllad vastaoletus: on olemassa funktiojono (f,), joka ei ole yhtdjatkuva
joukon U pisteessé zp. Tall6in on olemassa kiinted € > 0, jolle kaikilla 6 > 0 on
olemassa funktio fj ja joukon U piste z, joilla |z — 21| < J ja

| fe(20) = fr(z1)| > € (5)

Erityisesti kutakin luonnollista lukua n ja arvoa 6 = 1/n on olemassa téllainen piste
zp, ja funktio f,,. Ndin muodostuvalla funktiojonolla ( f,) on perheen F normaaliuden
myota normaalisti suppeneva osajono (f,, ), joka suppenee tasaisesti kohti (jatkuvaa)
funktiota f kaikissa joukon U kompakteissa osajoukoissa. Viite seuraa seuraavasta
kolmesta havainnosta: Ensinnékin, koska f on jatkuva pisteessi zy, on olemassa
§ > 0, jolla sekii K = D(z,6) on joukon U osajoukko, ett#

() = f(z0)] < 5 (6)

kaikissa joukon K pisteissd z. Toiseksi, koska (f,,) suppenee kohti funktiota f ta-
saisesti joukossa K, on olemassa indeksi kg, jota suuremmilla indekseilla

fu) = F) < 5 (7

kaikilla joukon K pisteilla z. Kolmanneksi z,, lahestyy pistetta z,, joten on olemassa
indeksi k;, jota suuremmilla indekseilld piste z,, kuuluu joukkoon K. Nain ollen,
kun k& > max{ko, k1}, voidaan epéyhtalot |§| ja 7| yhdistda. Talloin

€ S |fnk(znk) - fnk(20)|
< i (zn) = )l + 1 (zn) = f(20)] + | fn(20) = £(20)]

€ € €
< 3 + 3 + 3= €,

joten vastaoletus oli vadrd ja perhe F on yhtdjatkuva joukon U mielivaltaisessa

pisteessd zj ja siten koko joukossa U.

Osoitetaan sitten, ettd normaali perhe F on pisteittiin rajoitettu. Tehddan vas-
taoletus, ettd F ei ole pisteittdin rajoitettu joukon U pisteessi zy. Talloin jokaiselle
luonnolliselle luvulle n on olemassa perheen F funktio f,, jolla |f,(20)| > n. Néin
syntyneen jonon (f,,) jokainen osajono hajaantuu, joten silld ei voi olla suppenevaa
osajonoa. Tama on ristiriidassa perheen normaaliuden kanssa, joten F on pisteittain
rajoitettu. Siispa normaali perhe F on sekéd yhtdjatkuva ettd pisteittédin rajoitettu.

O
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5.4 Montelin lause

Arzela-Ascolin lause antoi valttdméttoman ja riittdvan normaaliuskriteerin jatku-
vien funktioiden perheille. Rajaamalla tarkastelu holomorfisten funktioiden perhei-
siin ilmenee, ettd talloin lisdehdoksi riittda funktioperheen lokaali rajoittuneisuus.
Sen avulla todistetaan osion paitulos Montelin lause.

Maaritelma 5.9. Perhettd F sanotaan lokaalisti rajoitetuksi joukossa U, jos jo-
kaista joukon U kompaktia osajoukkoa K kohti on olemassa vakio m = m(K), jolla
|f(2)| < m jokaisessa pisteessé z € K jokaisella kuvauksella f € F.

Erityisesti siis jokainen lokaalisti rajoitettu perhe on méaritelmén mukaan
myos pisteittédin rajoitettu, mutta implikaatio toiseen suuntaan ei ole yleisesti voi-
massa. Tarkastellaan esimerkiksi kunnan Q(7) alkioiden esitystd ¢ = § + 51, jossa
a, b, c ja d ovat kokonaislukuja. Esitys on yksikasitteinen, mikéli ¢ ja d ovat positiivi-
sia kokonaislukuja (a,b) = (¢, d) = 1. Erityisesti siis nimittdja on 1, mikali osoittaja
on 0. Néin ollen funktio N(g¢) = b on hyvin maéaritelty ja laajennettavissa koko
kompleksitasossa maaritellyiksi funktioiksi

fu(2) = {N(z)/n, kun z kuuluu kuntaan Q(7) ja

0 muulloin.

Téllainen perhe F = {f,,} on selvésti pisteittain rajoitettu, mutta saa mielivaltaisen
suuria arvoja jokaisella kompleksitason suljetulla kiekolla, joten se ei ole lokaalisti
rajoitettu. Suurten arvojen olemassaolon voi helposti todeta tarkastelemalla reaa-
liosan katkaistua binddriesitysti: kun Rez = >0 2% ja b_, = b,, = 1, niin
laventamalla bindériesitys saadaan

o1+ >t bir2

Im z.
or + 1m z

Nyt reaaliosan osoittaja on kokonaisluku ja koska b,, = 1, se on myoskin pariton.
Téten N(q) = 2". Niin ollen perhe F ei ole lokaalisti rajoitettu, vaikka se onkin
pisteittiin rajoitettu. Osoitetaan seuraavaksi, ettd lokaali rajoittuneisuus yhdessé
perheen holomorfisuuden kanssa riittdd perheen normaaliudelle.

Lause 5.10 (Montelin lause). Olkoon F perhe funktioita, jotka ovat holomorfisia
avoimessa joukossa U. Jos F on lokaalisti rajoitettu joukossa U, se on tassd joukossa
myd6s normaali.

Todistus. Perhe F on selvisti pisteittdin rajoitettu, joten Arzela-Ascolin lauseen
nojalla riittda osoittaa, ettd F on yhtdjatkuva joukossa U. Olkoon siis 2z, joukon
U piste ja suljettu kiekko Dy, = D(z,2r) joukon U osajoukko jollain luvulla r
(ks. kuva . Perheen lokaalin rajoittuneisuuden nojalla on olemassa luku m =
m(K) > 0,jolla|f(w)| < m kaikilla perheen F funktioilla f ja joukon Ds, pisteills w.
Olkoon nyt v polku, joka kiertdé reunan C'(zg, 2r) kerran vastapéividn, ja sovelletaan
Cauchyn integraalikaavaa perheen F mielivaltaiseen funktioon f ja joukon D, =
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Kuva 5: Piste 2y ja 2 seké kiekot D, ja D, Montelin lauseen todistuksessa

D(zy,7) pisteille z ja z. Talloin

27rzj(£f —z _27rz7{f w — 2o

L|f o) flw ),

(w — z)(w - zo)
f(w) dw
j{ (w— 2)(w — z)
!Z - Zo! 7{ fw)] |dw]
lw — z| |w — 2o|
Koska nyt |w — 2| = 2r, jokaisella joukon D, pisteelld z on |w — z| > r. Kun lisik-

si arvioidaan integraali ylospéain integroimistien pituuden ja integrandin maksimin
tuloksi, voidaan edellisté arvioita parantaa edelleen:

F(2) = f(20)| =

27T

B ]z—zd

|z — 20| [ m |dw]| <m|z—zg|'

£ (2) = f(z0)] <

21 77”-27“ - T

Jos nyt € > 0, niin valitsemalla § = min{r, er/m} on jokaisella perheen F funktiolla
f voimassa |f(2) — f(20)| < €, kunhan |z — 2| < . Koska F on yhtéjatkuva joukon
U mielivaltaisessa pisteessi zg, se on yhtdjatkuva joukossa U ja siis Arzela-Ascolin
lauseen nojalla normaali. O

Montelin lauseen tulos on erityisen hyédyllinen Riemannin kuvauslauseen todis-
tuksen kannalta, silla tuolloin tarkastellaan holomorfifunktioita, joiden kuvajoukko
on yksikkokiekon osajoukko. Koska kaikki téllaiset funktiot ovat ilmeisesti rajoitet-
tuja, ne muodostavat normaalin perheen.

6 Rouchén lause ja lokaali kuvauslause

Ennen Riemannin kuvauslauseeseen paneutumista todistetaan vield muutamia omi-
naisuuksia konformikuvauksille ja yhdesti yhtenéisille alueille. Tatd varten esitel-
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laan todistuksitta Rouchén lause ja sithen nojaava lokaali kuvauslause (engl. local
mapping theorem tai branch covering principle).

Lause 6.1 (Rouchén lause). Olkoon ~y suljettu polku yhdesti yhtendisessd alueessa
D sekd f ja g holomorfifunktioita alueessa D. Jos |g(z)| < |f(2)| polun 7 jokaisessa
pisteessd z, nitn funktioilla f + g ja g on yhtd monta nollakohtaa polun ~y sisdpuo-
lella (pistejoukossa, jossa n(vy,z) # 0). Jokainen nollakohta lasketaan kertalukunsa
mukaan.

Todistus. |5, Lause 15.14], [20, lause II1.7.7]. O

Seuraavan lokaalin kuvauslauseen e-ehto on sikéli mielenkiintoinen, etta luku e
rajoittaa funktion ldhtéjoukkoa maalijoukon sijaan.

Lause 6.2 (Lokaali kuvauslause). Olkoon f holomorfifunktio, joka ei ole vakio jos-
sain pisteen zy ymparistossa. Oletetaan, ettd f(zyg) = wo ja ettd funktiolla f—wy on
kertalukua n oleva nollakohta pisteessi zy. Tdlloin, jos € > 0 on rittavin pieni, on
olemassa luku 6 = §(€) > 0, jolla jokaista joukon D'(wy,d) pistettd w kohti voidaan

joukosta D'(zg, €) valita n eri pistettd zi, ..., z,, jotka toteuttavat ehdon f(z;) = w,
kun j =1,...,n. Funktion f —w nollakohdat pisteissi z; ovat yksinkertaisia.
Todistus. [9, Lause 3.7, luku VIII]. O

6.1 Seurauksia konformikuvauksiin

Lokaalin kuvauslauseen mukaan holomorfifunktio f, jolla on kertalukua n oleva nol-
lakohta pisteessa zy, kiyttaytyy pisteen zo ympéristossd “lokaalisti” kuten funktio
(z — zp)™. Toisin sanoen tarpeeksi pienelle pisteen z, ympéristolle D(zp, €) mééray-
tyy pisteen f(zg) = wo ympéristé D'(wp, d), jonka jokaisella pisteelld on n eri alku-
kuvaa alkuperaisessi ympéristossi D(zo, €). Erityisesti siis D(wg, ) C f(D(zo,¢€)),
joten funktio f kuvaa avoimet joukot avoimiksi, kunhan f vain ei ole vakio aluees-
sa D. Tata tulosta kutsutaan avoimen kuvauksen lauseeksi (engl. Open Mapping
Theorem,).

Lause 6.3 (Avoimen kuvauksen lause). Jos holomorfikuvaus f ei ole vakio komplek-
sitason alueessa D, niin se kuvaa avoimet joukot avoimiksi. Erityisesti joukko f(D)
on alue.

Todistus. Olkoon U joukon D avoin osajoukko, zg joukon U piste ja wy = f(zp). On
osoitettava, etté on olemassa s > 0, jolla D(wq, s) on joukon f(U) osajoukko.

Koska kuvaus f ei ole vakio, niin ehdon f’(z) = 0 tai f(z) = wy téyttavit pisteet
eivit voi kasautua alueessa D eivitka siten myoskdan pisteen zp ympéaristosséa. Nain
ollen on olemassa r > 0, jolla joukon D(zy, ) kaikilla pisteilla z sekd f'(z) # 0 ettéd
f(2) # wp. Néin ollen lokaalin kuvauslauseen perusteella on olemassa 6 = 6(r) > 0,
jolla D(wg,d) C f(U). Néin ollen f(U) on avoin.

Vastaavasti myos f(D) on avoin ja funktion f jatkuvuuden my6téa se on yhte-
néinen. Toisin sanoen f(D) on alue. O

Lokaalin kuvauslauseen avulla saadaan myd6s seuraava tiarkea tulos injektiivisen
holomorfikuvauksen eli konformikuvauksen derivaatasta.
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Lause 6.4. Olkoon f alueesssa D mddritelty konformikuvaus. Tdlloin f'(z) # 0
jokaisessa joukon D pisteessd z.

Todistus. Tehdaéan vastaoletus, ettd f’(zp) = 0 jossain joukon D pisteessi zg. In-
jektiivisyyden nojalla f ei ole vakio, joten f(z9) = wp vahintdén kertaluvulla kaksi.
Niéin ollen lokaalin kuvauslauseen nojalla pisteelld wq on ympéristo, jonka jokaisella
alkiolla on ainakin kaksi alkukuvaa alueessa D, miké on ristiriidassa injektiivisyyso-
letuksen kanssa. O

Huomautus 6.5. Lauseen [6.4] kddnteinen tulos ei ole voimassa, sillé esimerkiksi funk-
tion f(z) = e* derivaatta ei hévid misséén pisteessd. Funktio e® ei kuitenkaan ole
injektio, silli f(27i) = €™ = 1 = € = f(0). Lokaalin kuvauslauseen mukaan f on
kuitenkin lokaalisti injektiivinen.

Seuraava lause sallii konformikuvauksien yhdistamisen siten, ettd yhdesti yhte-
naisyys séilyy.

Lause 6.6. Olkoon f: D — C konformikuvaus. Jos D on yhdesti yhtendinen alue,
myds f(D) on yhdesti yhtendinen alue.

Todistus. Jos f(D) = C, viite on triviaali. Oletetaan siis, ettd Dy = f(D) # C ja
ettéd piste w kuuluu alueen Dy komplementtiin C\ Dy. Koska f ei injektiivisyytensé
myota ole vakio, niin Dy on alue avoimen kuvauslauseen nojalla. Nain ollen
riittad todistaa, ettd alue Dy on yhdesti yhtendinen.

Olkoon w piste alueen Dy komplementissa C\Dy ja 8 : [a,b] — Dy suljettu ja
paloittain siled polku. On osoitettava, ettd téalloin n(8,w) = 0. Méadritelldan tata
varten polku v : [a,b] — C, v = f~' o 3, jolloin B(t) = f(v(t)). Tilléin v on
suljettu ja paloittain siled polku alueessa D. Koska w ei kuulu alueeseen Dy, funktio
f(2)'/(f(2) —w) holomorfinen alueessa D ja Cauchyn integraalilauseen nojalla

[ fR)dz )Y (et Bt
O_ﬁf@)—w_f{ f(r(®) —w _7{ B(t) — w
d¢

Téten n(5,w) = 0. O

Tata tulosta kiytetdan useasti Riemannin kuvauslauseen todistuksen yhteydessa.
Kun haluttuja kuvauksia rakennetaan yhdistettyind kuvauksina, voidaan jokaisessa
vaiheessa hyodyntda osion |3l antamia ominaisuuksia.

Kaydéaéan lopuksi lapi muutamia Rouchén lauseen ja lokaalin kuvauslauseen so-
velluksia osiossa [5.2] esiteltyyn normaaliin suppenemiseen.

6.2 Seurauksia normaaliin suppenemiseen

Seuraava tulos tunnetaan Hurwitzin lauseena. Adolf Hurwitz (1859-1919) oli sak-
salainen matemaatikko, jonka mukaan nimettyja tuloksia on my6s muun muassa
lukuteoriassa ja kompositioalgebrassa. Téassa esitettava lause luonnehtii normaalisti
suppenevan jonon (méaéritelmé [5.3)) rajafunktiota, jos jonon funktiot ovat nollakoh-
dattomia.
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Lause 6.7 (Hurwitzin lause). Olkoon D alue ja (f,) alueessa D holomorfisista ja
nollakohdattomista funktioista koostuva jono, joka suppenee alueessa D normaalisti
kohti funktiota f. Tdlloin funktiolla f joko ei ole nollakohtaa alueessa D tai f on

stind identtisesti nolla.

Todistus. Normaalin suppenemisen nojalla funktio f on holomorfinen alueen D jo-
kaisessa kompaktissa osajoukossa K ja siis koko alueessa D. Oletetaan nyt, etté
f(20) = 0 jossakin alueen D pisteessi 2 ja osoitetaan, ettd talloin f on identtisesti
nolla alueessa D. Oletetaan, ettd f ei ole identtisesti nolla. Talloin pisteen z; on
oltava funktion f eristetty nollakohta; muutoinhan f olisi identtisesti nolla holo-
morfifunktioiden identtisyyslauseen nojalla. Siispad on olemassa r > 0 ja alueen D
osajoukko D = D(z,7), jonka reunan C' = C(z,7) pisteissid z on f(z) # 0. Koska
reuna C' on kompakti, funktion f jatkuvuuden nojalla min,co{|f(z)|} = € on dérel-
linen ja erityisesti e > 0. Koska f,, suppenee kohti funktiota f tasaisesti kompaktissa
joukossa C', on olemassa indeksi n, jolla |f,(z) — f(2)| < € < |f(z)| jokaisessa reu-
nan C pisteessd z. Néin ollen Rouchén lauseen nojalla funktioilla f + (f,, — f) = fa
ja f on yhtd monta nollakohtaa kiekossa D(zg, ). Siispd myo6s funktiolla on siind
ainakin yksi nollakohta, mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. O

Hurwitzin lauseen avulla voidaan osoittaa seuraava normaalisti suppenevia jo-
noja koskeva tulos.

Lause 6.8. Olkoon D alue ja (f,) jono alueessa D mddriteltyja holomorfisia ja
injektiivisia funktioita. Jos jono (f,) suppenee normaalisti kohti funktiota f alueessa
D, niin f on joko injektio tai vakio alueessa D.

Todistus. Kuten Hurwitzin lauseen todistuksessa, voidaan nytkin todeta, etta raja-
funktio f on holomorfinen. Osoitetaan, ettd jos f ei ole vakio, se on injektio alu-
eessa D. Olkoon zy alueen D mielivaltainen piste. Osoitetaan, ettd jos z # zp, niin
f(2) # f(z0). Méaritelldén alueessa Dy = D \ {29} funktiot g,(2) = fn(2) — fu(20)-
Koska f,, on injektio alueessa D, ei funktioilla g, ole nollakohtia alueessa Dy. Luon-
nollisestikin g,, suppenee normaalisti kohti funktiota g(z) = f(z) — f(zo). Jos funk-
tiolla g olisi nollakohta alueessa Dy, se olisi tissa alueessa Hurwitzin lauseen nojalla
identtisesti nolla eli f olisi vakiofunktio. Siispéd funktiolla g ei ole nollakohtia alu-
eessa Dy eli f(z) # f(z0), kun z # 2. Koska 2 oli mielivaltainen, niin funktio f on
injektio. [

7 Riemannin kuvauslause

Téssa osiossa todistetaan Riemannin kuvauslause kiyttamalla Koeben menetelméé,
jossa yksikkokiekon osajoukoksi kuvattua aluetta D laajennetaan toistuvalla nelit-
juurifunktion kayttamiselld. Olkoon nyt D kompleksitasosta eridva yhtenédinen alue
ja 2o sen piste. Talloin Riemannin kuvauslause etenee seuraavasti:

e Lemma On olemassa kuvaus, joka kuvaa alueen D yksikkokiekon A =
D(0,1) osajoukoksi ja jolla f(z9) =0 ja f'(z0) >0

e Lemma [7.2} Mikili edellisen kuvauksen kuvajoukko on yksikkokiekon aito
osajoukko, on olemassa vastaava kuvaus g, jolla ¢'(z0) > f'(z20)
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e Lause (Riemannin kuvauslause): Osoitetaan, ettd néin syntyvésta funk-
tioiden joukosta voidaan muodostaa suppeneva osajono, joka suppenee kohti
haluttua kuvausta.

7.1 Esivalmistelut

Lemma 7.1. Olkoon D koko kompleksitasosta eridvd yhdesti yhtendinen alue ja z
sen piste. Tdlloin on olemassa konformikuvaus f : D — C, jolla

(i) alue f(D) sisdltyy yksikkokiekkoon A,
(1) f(z0) =0 ja f'(z0) > 0.

Todistus. Haluttu kuvaus f muodostetaan yhdistelména yksinkertaisempia kuvauk-

sia f= fs0 fio fyo fao fi (ks. kuva[6):

f1 poistaa origon, jotta on olemassa

f2, joka on alueessa f1(D) mééritelty logaritmi. T&ll6in eksponentiaalifunktion
jaksollisuuden vuoksi (sekd wq ettd wy = wy = 2mi eivit voi kuulua funktion
f2 kuvajoukkoon) saadaan téhénastiseen kuvajoukkoon kuulumaton ympyré,
jonka suhteen funktio

f3 peilaa lahtojoukon yksikkéympyran sisélle. Sitten

f4 siirtdd pisteen zo kuvan origoon ja

f5 kiertdaa kompleksitasoa siten, ettd derivaatasta tulee positiivinen.

Olkoon ensin piste b, joka ei kuulu alueeseen D. Téll6in funktio
Ji=z-0

on konformikuvaus ja D; = f1(D) ei sisélld nollaa. Koska lauseen nojalla D,
on yhdesti yhtenéinen, voidaan funktiolle f; maéritelld lauseen perusteella ho-
lomorfinen logaritmin haara

fa(2) = log z,

joka on injektiviisyyden myotéa konformikuvaus.

Olkoon seuraavaksi wg alueen Dy = fo(D;) piste, jolloin on olemassa r > 0, jolla
D(wy, r) sisiltyy alueeseen Dy. Osoitetaan, etté tiallsin D(wg,r) = D(wo+27i,7) on
erillinen alueesta D,. Mikili olisi olemassa joukon D(wg,r) N Dy piste w, olisi silld
toisaalta esitys w + 27i alueen Ds pisteen w avulla ja toisaalta fo(Z) = nw jollekin
alueen D pisteelle Z. Koska liséksi on olemassa alueen D; piste z, jolla fa(2) = w,

saadaan
7= ef2(0) = o0 = et — gw — oP2(2) — 5

Néin ollen w = fa(2) = f2(2) = w = w + 27i, mikd on ristiriita. Néin ollen leikkaus

D(wy, )N Dy on tyhjé ja erityisesti |z — wp| > r kaikilla alueen D; pisteilla. Talloin

Mobius-kuvauksen ,

f3(2) =

Z—Q’DO
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Kuva 6: Nelion muotoinen alue kuvattuna seké lemman [7.1] antamalla kuvauksella
f ettd vaiheittain yhdistamaélla kuvaukset fi, fo, f3, f1ja f5

kuva D3 = f3(Dy) siséltyy yksikkokiekkoon ja Mobius-kuvauksena kuvaus f; on
lauseen [4.6| nojalla konformikuvaus.

Olkoon nyt ¢ = (f3 o fa o f1)(20). Koska alue Dy siséltyy yksikkokiekkoon, on
le| <1 ja talloin Mobius-kuvaus

zZ—C

fa(z) =

1—¢z

on lauseen nojalla sekd konforminen etta yksikkokiekon siilyttdavi. Kun lisdksi
fa(c) = 0, tayttyy nyt lauseen toisen ehdon ensimmaéinen puoli.

Olkoon vield d = (fy o f3 o fa o f1)/(20). Koska lauseen perusteella d # 0,

voidaan valita u = e~*A'8¢ ja maritelld
f5(2) = uz.

22



Téaméa on jalleen lauseen mukainen konforminen kompleksitason kierto ja siten
yksikkokiekon sailyttava konformikuvaus. Nyt yhdistetty kuvaus f = fso fyof30 fa0 f1
tayttad lauseen kaikki ehdot, silld (i): se kuvaa alueen D konformisesti yksikkokiek-
koon ja lisdksi (ii) sekéd

f(z0) = (fso fao fao fao fi)(z) =0

etta
f'(z0) = f2(0)d = ud = |d| > 0.

]

Seuraava lemma on viimeinen ennen varsinaista kuvauslauseen todistusta ja siina
kiteytyy Koeben todistuksen ajatus: yksikkokiekon A osajoukon pinta-alaa laajen-
netaan ottamalla origoa sisdltaméattomasta alueesta neliojuuri, jolloin alue “kasvaa’.

Lemma 7.2. Olkoon D koko kompleksitasosta eridvi yhdesti yhtendinen alue, zy
sen piste ja [ : D — C lemman ehdot (i) ja (ii) toteuttava konformikuvaus.
Oletetaan, etti f(D) on yksikkikiekon A aito osajoukko. Tdalldin on olemassa samat
ehdot toteuttava konformikuvaus g : D — C, jolle ¢'(z0) > f'(z0).

Todistus. Haluttu funktio g muodostetaan lemman [7.1] todistuksen kaltaisesti yh-
distelméné yksinkertaisempia funktioita g = g3 0 go 0 g1 o f (ks. kuva[7):

e ¢, poistaa origon, jotta saadaan hyvin méaaritelty
e logaritmi L, jonka avulla méaéritelladn neliojuurifunktio gs.

e (3 siirtad pisteen zy kuvan origoon ja kiertda kompleksitasoa siten, etta deri-
vaatasta g(zp) tulee positiivinen.

Merkitadn Dy = f(D). Koska D, on oletuksen mukaan yksikkokiekon A aito
osajoukko, niin joukosta A\ Dy voidaan valita piste b. Nyt b # 0, silla f(z) = 0, ja
kuvaus

(2) = z—>b
o 1—bz
on lauseen [1.5] mukainen, yksikkokiekon yksikkokiekoksi kuvaava konformikuvaus.
Koska funktion g;(z) ainoa nollakohta on z = b, niin kuvauksen g; injektiivisyyden
nojalla Dy = ¢1(Dy) ei sisélla nollaa. Lisdksi (g1 o f)(20) = ¢1(0) = —b ja

g1(0) =1~ [

Koska funktiolla g; ei ole nollakohtia yhdesti yhtenéisessd alueessa D;, on silld
lauseen [3.4] nojalla logaritmin haara, joka on holomorfinen alueessa D;. Olkoon L
tallainen logaritmin haara ja maaritellaan

go(z) = eF@/2,

Funktio go on selvésti holomorfifunktio ja lisdksi injektio: jos joillain joukon Dy
pisteilld z ja 2 on go(2) = g2(2), niin tilléin 2 = (g2(2))? = (g1(2))? = Z. Néin ollen

23



_______
- S~

g3°g204g1
—

S "

~

S ———"

Kuva 7: Yksikkokiekon aito osajoukko Dy kuvattuna sekd lemman antamalla
kuvauksella g ettéd vaiheittain yhdistamalla kuvaukset g1, g2 ja g3

g2 on konformikuvaus. Koska |g2(2)| = 1/|2| < 1, kun |2| < 1, niin g my6s kuvaa
yksikkokiekon yksikkokiekolle. Olkoon nyt ¢ = go(—b). Télldin ¢ = —b ja

_ L'(=b 1
gé(—b) — eL( b)/2 | (2 ) —c-

B 1
—2b  2¢’

Koska ¢ # 0, voidaan merkitd u = e8¢ ja

z—c
g93(2) =u

1—¢z2’
joka on jélleen lauseen 1.5 mukainen konformikuvaus. Télla kuvauksella on lauseen
nojalla

l( ) 1— ’0’2 u
gs(c) =u 5 = 5
(1—|c*)” 11—l
Kuvaus ¢ = g3 0 g3 0 g1 o f téyttdd lauseen ehdot, silld se kuvaa alueen D
yksikkokiekon A osajoukoksi konformisesti ja lisdksi sekéa

9(z0) = (gso g20g10 f)(20) = (930 920 91)(0) = (g3 © g2)(—D) = g3(c) =0
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etta

9'(20) = 95(€)95(=0)1 (0)f'(20) = -——55-(1 = 161%).f" (20).
e 2
Toisaalta u/c = 1/ |¢| ja |b| = |¢[?, joten
/ - 1_|C‘4 ! _1+|C’2 !
9'(20) = 20 (L= ) ‘C‘z)f (20) = — ] f'(20).

Koska nyt binomin 1 — |¢| nelié on aina positiivinen, niin 1 + |¢|*> > 2]¢|. Siispé
9'(20) > f'(20)-
[l

Ennen Riemannin lauseen todistusta tarkastellaan visuaalisesti, miltd lemman
toistuva soveltaminen nayttaa.

7.2 Riemannin kuvauslause visuaalisesti

Lemman toistuvaa soveltamista voidaan ajatella askelittain eteneviné prosessi-
na. Olkoot D, zy ja f kuten lemmassa ja olkoon gg kuvaus, joka saadaan so-
veltamalla lemmaa kuvaukseen f. Maéritelldan nyt g,.1 kuvaukseksi, joka saa-
daan sovellettaessa lemmaal[7.2 kuvaukseen g,,. Huomattakoon, etta kukin g, riippuu
kyseisella askeleella valitusta pisteestd b. Numeerisia tarkasteluja varten esimerkki-
alueen D sisdosa jaettiin ristikoksi reaali- ja imagindédriakselin suuntaisilla suorilla
(ks. kuva . Numeerisesti havaitaan, ettd alueen g,(D) reuna néyttédéd ldhestyvin
yksikkdympyraé (ks. kuva E[) Téamaé todistetaankin osiossa .

g
~500 - Q““\é—

-10004 Vi 0.003 1
o —t— 0.002
~1500 - } f 0.001 A

0.000 -
—2000 4 -0.0014
~0.002 -
=2500 1 —-0.008 —0.006 —0.004 —0.002 0.000
—~3000

500 1000 1500

Kuva 8: Alueen D reuna ja alueen ristikoksi jaettu siséosa seké niiden kuvat lemman
antamalla kuvauksella f
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n =15, peitto =0.100 n=19, peitto = 0.250

Kuva 9: Alueen D kuvia g, (D), kun n kasvaa ja D on sama kuin kuvassa . Alueen
kuvien g, (D) yldpuolelle on merkitty valittu n ja alueen g, (D) osuus yksikkokiekosta
kyseiselld kierroksella. Alue g, (D) néyttéé laajenevan kohti koko yksikkokiekkoa.
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n=1330, peitto =0.990

n =14090, peitto = 0.999

| EE—

suurennos yllaolevasta kuvasta

Kuva 10: Yksityiskohtia alueen g, (D) reunasta, kun n = 1330 ja n = 14090. Yksi-
tyiskohdissa nékyy alueen g, (D) reunan epéatasaisuus vield kierroksella 14090.

Numeerisiin tarkasteluihin ja kuvien laadintaan kiytetty PyTHON-lahdekoodi
on julkisesti saatavilla [6], joten laskentaa voi melko vaivattomasti jatkaa téssd k-
siteltyd pitemmélle. Samalla ohjelmakoodilla luotiin myos Youtube-video, joka ha-
vainnollistaa lemman |7.2| ensimmaéista 20000 sovelluskertaa [21]. Valittu ldhestymis-
tapa jatti alueen g, (D) reunaan epétasaisuuksia (ks. kuva . Toisaalta ohjelma-
koodissa priorisoitiinkin koodin helppolukuisuus ja alueen g¢,(D) havaittava, mut-
ta hidas kasvu. Aiheeseen liittyvid tehokkaita numeerisia menetelmia on olemassa
[22],123],[24],]25], mutta ne sivuutetaan tissi esityksessi.

7.3 Weierstrassin lause

Ennen Riemannin kuvauslauseen todistusta tarvitaan vield yksi todistuksetta esi-
teltavi tulos. Edeltavissa lemmoissa [7.1] ja [7.2] osoitettiin, ettd joukko

F = { f on konformikuvaus | f(D) C A, f(z0) =0 ja f'(29) >0}

on epatyhja ja ettd loydettyad alkiota on mahdollista “kasvattaa”. Téasséd esitetta-
vin todistuksen keskeinen ajatus on osoittaa, ettd f’(zy) ei voi saada mielivaltaisen
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suuria arvoja ja sitten osoittaa, ettd on olemassa todistuksen ehdot tayttava raja-
funktio. Riemannin kuvauslause edellyttia téallaiselta rajafunktiolta holomorfisuutta
ja tatd varten tarvitaan Weierstrassin lausetta tasaisesti suppenevien analyyttisten
funktioiden sarjalle vuodelta 1841.

Lause 7.3 (Weierstrassin lause). Olkoon (f,,(2)) jono alueessa D holomorfisia funk-
tioita. Jos jono (fn(z)) suppenee alueessa D normaalisti kohti funktiota f, niin

(i) rajafunktio f(z) on holomorfinen alueessa D,

(ii) funktion f(z) derivaatoilla on f®(2) = lim,_ f,gp)(z), p=12...7ja

(111) jono (f,(Lp)(z)) suppenee alueessa D normaalisti kohti funktiota f®)(z).
Todistus. [8, alaluku 5.1.1, lause 1],[20] lause I11.1.3] O

7.4 Riemannin kuvauslause

Kuten johdannossa todettiin, seuraavaksi esitettédva todistus Riemannin kuvaus-
lauseelle eroaa Riemannin alkuperaisesta ajatuksesta. Lause todistetaan téssa esi-
tyksessa normalisoidussa muodossa eli osoitetaan, ettd mikd tahansa yhdesti yhte-
néinen alue voidaan kuvata konformisesti yksikkokiekolle A yksikésitteisella kuvauk-
sella. Huomattakoon, ettd seuraavassa todistuksessa osoitetaan ainostaan halutun
kuvauksen olemassaolo, eikd kuvauksen konstruoimista késitelld. Konstruktiivinen
todistus on olemassa esimerkiksi kuvattaville (engl. mappable) joukoille [26], 27].

Lause 7.4 (Riemannin kuvauslause). Olkoon D koko kompleksitasosta eridvi yh-
desti yhtendainen alue ja zo erds sen piste. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen kon-
formikuvaus f : D — A, joka kuvaa alueen D yksikkokiekolle A (eli f(D) = A) ja
jolla sekd f(zo) =0 etti f'(z9) > 0.

Todistus. Osoitetaan ensin lauseen mukaisen kuvauksen olemassaolo. Olkoon
F = { f on konformikuvaus | f(D) C A, f(z0) =0 ja f'(z9) >0}

eli niiden funktioiden perhe, joka tdyttda lemman [7.1] ehdot. Lemma [7.1] takaa, ettei
perhe F ole tyhji. Olkoon nyt 7 > 0 luku, jolla kiekko D(z, r) sisiltyy yksikkokiek-
koon A. Talloin funktio

f(z) = f(20)

Z— 20

h(z) =

on holomorfinen puhkaistussa alueessa D'(zy, ). Koska f on differentioituva pistees-
sé zg, voidaan funktio h laajentaa holomorfiseksi kiekossa D(zg, ), kun méaéaritellaan

h(zo0) = f'(20). Nyt kehdlla C(zg,r) on
[f(z) = f(z)| _ [f(2)] _ 1

|z — 2| o r

h(2)] =

joten maksimiperiaatteen nojalla f’(z) < r~*. Koska arvio on funktion f valinnasta
riippumaton, arvio patee koko joukolla { f'(z9) | f € F }. Siispé télld joukolla on
ddrellinen supremum M = sup{f'(z) | f € F} < o0, jolloin jokaista luonnollista
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lukua n kohden perheesté F voidaan valita funktio f,, jolla M — % < fl(z) < M.
Koska perheen F jokaisen funktion kuvajoukko siséltyy yksikkokiekkoon, se on lo-
kaalisti rajoitettu. Siispé jonolla (f,,) on Montelin lauseen nojalla suppeneva osajono
(fns.), joka suppenee alueessa D normaalisti kohti funktiota f. Myds funktiolla f on
f(20) = limg 00 fin, (20) = 0 ja Weierstrassin lauseen nojalla f on holomorfinen alu-
eessa D sekd erityisesti f'(20) = limp o0 f, (20) = M. Koska f'(20) # 0, funktio f
ei ole vakio koko alueessa D, joten lauseen nojalla f on injektiivinen — ja siis
konforminen.

Joukko f(D) koostuu yksikkokiekon A pistejonojen raja-arvoista, joten f(D) on
suljetun yksikkokiekon A osajoukko. Toisaalta koska f on konforminen, niin lauseen
nojalla f(D) on yhdesti yhtendinen alue ja erityisesti avoin. Siispad f(D) on
avoimen yksikkokiekon osajoukko. On vield osoitettava, ettd f(D) = A. Jos joukko
A\ f(D) olisi epétyhja ja w sen piste, niin lemman [7.2nojalla saataisiin perheeseen F
kuuluva kuvaus g, jolla ¢'(z0) > f'(20) = M, miki sotii supremumin M mééritelmas
vastaan. Siispd f(D) = A.

Osoitetaan viela funktion f yksikdsitteisyys. Olkoon nyt g toinen konformiku-
vaus, jolla g(D) = A sekd g(z0) = 0 ja ¢'(z9) > 0, ja tarkastellaan funktiota
©0: A= Ap=go fl Koska ¢ siilyttii yksikkokiekon, voidaan funktio ¢ il-
maista lauseen |4.5{ nojalla muodossa ¢(z) = € (2 +¢)/(1 —¢z) (joillain reaaliluvulla
6 ja kompleksiluvulla ¢, jolla |c| < 1). Koska ¢(0) = e?c ja funktion ¢ midritel-
min mukaan ¢(0) = g(f~(0)) = 0, niin ¢ = 0. Siispi p(2) = €z eli funktio ¢ on
yksikkokiekon kierto origon suhteen. Toisaalta

2(0) = ¢ (o) (S (0) = L0 o g

 f'(20)
ja ainut mahdollinen kierto, jolla ¢’(0) = ¢ > 0, on triviaali kierto ¢ = 2. Siispi
go [7Yz) =z eli g = f, joten saatu funktio f on yksikisitteinen. O

Seuraus 7.5. Olkoot Dy ja Dy koko kompleksitasosta eridvid yhdesti yhtendisid
alueita ja z; (vastaavasti zo) alueen Dy (vastaavasti alueen Dy) erds piste. Tdlloin
on olemassa yksikasitteinen konformikuvaus f : Dy — Ds, joka kuvaa alueen D,
alueelle Dy eli f(D1) = Dy ja jolla sekd f(z1) = 2o ettd f'(z1) > 0.

Todistus. Olkoon nyt f; lauseen [7.4] mukainen, alueen D; yksikkokiekolle A kon-
formisesti kuvaava funktio, jolla f1(z1) = 0 ja fi(z1) > 0, ja vastaavasti fo aluetta
D, ja pistettd z, vastaava kuvaus. Téllsin funktio f = f, ' o f; on konformikuvaus
alueelta D; alueelle D, ja lisdksi f(z1) = 29 ja

_ fil=)

f') = U O R = 578

Jos g olisi samat ehdot tayttavd konformikuvaus alueelta Dy alueelle Dy, voi-
taisiin lauseen [7.4] yksikasitteisyystodistuksen tapaan muodostaa konformikuvaus
o= fiofltogo fi!, joka kuvaa yksikkdkiekon itselleen ja jolla ¢(0) = 0. Lisiksi

1 1 g'(20)

'(0) = f1(21)d (20) - . —
90( ) 1( 1) ( 0) f’(Z'o) f{(21> f/(Z(J)
joten ¢(z) = z, kuten lauseen todistuksessa. Siispd fiogo flo fi' = z eli
g = f, joten funktio f on yksikésitteinen. []

> 0.

>0,
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