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Tämä työ koostuu kirjallisuuskatsauksesta tavallisiin ja epäuniformeihin soluauto-

maatteihin, sekä rajoitetun Eedenin puutarhalauseen todistuksesta epäuniformeille

soluautomaateille.

Työn ensimmäisessä osiossa tarkastellaan tavallisia soluautomaatteja. Esitetään

näiden perusominaisuuksia, ja todistetaan Eedenin puutarhalause.

Seuraavassa osassa tarkastellaan epäuniformeja soluautomaatteja. Surjektiivis-

ten sääntöjakaumien joukon osoitetaan olevan siirtoavaruus, ja injektiivisten sään-

töjakaumien joukon olevan ωω-säännöllinen. Lisäksi näytetään, että Eedenin puu-

tarhalause ei päde epäuniformeille soluautomaateille yleisesti, mutta päteen perio-

disten sääntöjakaumien tapauksessa.

Viimeisessä osiossa tarkastellaan epäuniformeja soluautomaatien rekurrentteja

sääntöjakaumia. Erityisesti todistetaan, että Eedenin puutarhalause pätee rekur-

renteille sääntöjaumille. Lisäksi esitetään vastaesimerkit ei-rekurrenteille sääntöja-

kaumille.
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Kuva 1: Elämänpelin yksi askel. Elävät solut ovat mustia ja kuolleet valkoisia. Kuo-
levat solut on merkity symbolilla × ja syntyvät solut symbolilla +.

1 Johdanto

Soluautomaatti on dynaaminen järjestelmä, joka koostuu verkosta soluja ja paikalli-

sesta säännöstä. Jokaisella solulla on tila, joka muuttuu paikallisen säännön mukaan

riippuen solun naapurisoluista. Jokaisen solun tila muuttuu samanaikaisesti.

Yksi vanhimmista ja tunnetuimmista soluautomaateista on John Conwayn elä-

mänpeli (engl. game of life), joka toimii kaksiuloitteisella neliöverkolla. Solun tila

voi olla elävä tai kuollut, ja muuttuu riippuen solun ortagonaalisti ja diagonaalisti

vieressä olevien solujen tilojen mukaan. Elävä solu pysyy elävänä, jos sillä on täs-

mälleen kaksi tai kolme naapuria. Muuten se kuolee. Kuollut solu muuttuu eläväksi,

jos sillä on täsmälleen kolme naapuria. Muuten se pysyy kuolleena. Elämänpelin

toiminta on esitetty kuvassa 1. [1]

Koko soluverkon tilaa kutsutaan kon�guraatioksi. Koska soluautomaatteja voi-

daan käsitellä kon�guraatioiden funktiona, niille voidaan määritellä injektiivisyys ja

surjektiivisuus yleiseen tapaan. Poikkeuksellisesti kaikki injektiiviset soluautomaatit

ovat myös surjektiivisia, eli injektiivisyys on yhtäläistä bijektiivisyyden kanssa. Kaik-

ki surjektiiviset soluautomaatit eivät ole kuitenkaan injektiivisiä. Yksi vanhimmis-

ta soluautomaatteja koskevista lauseista on niin kutsuttu Eedenin puutarha -lause,

jonka mukaan soluautomaatti on surjektiivinen jos ja vain jos se on injektiivinen

äärellisillä kon�guraatioilla.

Tavallisesti soluautomaatilla on vain yksi paikallinen sääntö, joka toimii jokai-

sessa solussa samanaikaisesti. Poikkeavasti voidaan myös määritellä soluautomaatti,

jolla on useita eri soluissa toimivia paikallisia sääntöjä. Tällaisia soluautomaatteja

kutsutaan epäuniformeiksi (engl. non-uniform). Tarkemmin epäuniformille soluau-

tomaatille määritellään sääntöjakauma, joka on kon�guraatio, jonka solujen tilat

ovat paikallisia sääntöjä. Paikalliset säännöt toimivat jokaisessa solussa samanaikai-

sesti jakauman mukaan.

Toisin kuin tavallisille soluautomaateille, Eedenin puutarha -lause ei päde ylei-
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sesti epäuniformeille automaateille. Lause kuitenkin pätee tietynlaisille sääntöja-

kaumille, esimerkiksi periodisille jakaumille. Tässä työssä myös osoitetaan lauseen

pätevän, jos sääntöjakauma on rekurrentti. Työssä keskitytään yksiulotteisiin so-

luautomaatteihin.

2 Merkintöjä ja määritelmiä

Tässä luvussa määritellään yleisesti käyttettyjä käsitteitä ja merkintöjä. Olkoon

f : A→ B funktio, X ⊆ A ja Y ⊆ B. Merkitään

f(X) = {f(x) |x ∈ X}

ja joukon alkukuvaa merkitään

f−1(Y ) = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }.

Kaikille b ∈ B merkitään

f−1(b) = {a ∈ A | f(a) = b}

alkion b alkukuvien joukkoa.

Määritelmä 1. Olkoon f : A→ B funktio. f on injektiivinen, jos kaikille b ∈ B

|f−1(b)| ≤ 1.

f on surjektiivinen, jos kaikille b ∈ B

|f−1(b)| ≥ 1.

f on bijektiivinen, jos kaikille b ∈ B

|f−1(b)| = 1.

Olkoon i, j ∈ Z, i ≤ j. Merkinnällä [i, j] tarkoitetaan joukkoa

{k ∈ Z | i ≤ k ≤ j}.
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Määritelmä 2. Olkoon S äärellinen joukko tiloja. Kon�guraatio c on funktio

c : Z → S.

Kaikkien kon�guraatioiden joukkoa merkitään SZ.

Kon�guraatio siis määrittää jokaiselle avaruuden Z solulle tilan.

Määritelmä 3. Olkoon S äärellinen joukko tiloja. Äärellistä joukkoa soluja D ∈ Z
kutsutaan äärelliseksi alueeksi. Äärellinen kuvio p on funktio

p : D → S

Alueen D kuvioiden joukkoa merkitään SD. Merkintä S∗ tarkoittaa joukkoa

S∗ =
⋃︂

D⊂Z, |D|∈N

SD.

Merkintä cD tarkoittaa kuviota alueella D, jolla

cD(x) = c(x)

kaikilla x ∈ D. JosD = [i, j] joillakin i, j ∈ Z, niin aluettaD kutsutaan yhtenäiseksi,

ja kuviota w ∈ SD kutsutaan sanaksi, ja tällöin sanan w pituus on |i− j+1|. Jos on
w, u ∈ S∗ sanoja, joille joillain i′, j′ ∈ Z pätee w[i′,j′] = u, sanotaan sanaa u sanan

w osasanaksi.

Olkoon w = w1w2 . . . wn ja u = u1u2 . . . um sanoja, missä w ∈ S[i,i+n−1]. Merki-

tään

wu = w1w2 . . . wnu1u2 . . . um,

missä wu ∈ S[i,i+n+m−1].

Määritelmä 4. Olkoon q ∈ S. Kon�guraation c ∈ SZ q-tuki on joukko

suppq(c) = {n ∈ Z | c(n) ̸= q}.

Kon�guraatio c on q-äärellinen jos suppq(c) on äärellinen.

Määritelmä 5. Olkoon c, e ∈ SZ. Kon�guraatioiden eroavien solujen joukkoa mer-

kitään

diff(c, e) = {x ∈ Z | c(x) ̸= e(x)}.

3



...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

Kuva 2: Esimerkin 1 soluautomaatin A aika-avaruusdiagrammi, missä jokainen rivi
on edellisen rivin G kuva. Kuvassa tilat 0 ja 1 on kuvattu vastaavasti valkoisilla ja
mustilla soluilla.

Määritelmä 6. Soluautomaatti on monikko A = (S,N, f), missä S on äärellinen

joukko tiloja, naapurusto N = (n1, n2, . . . , nm) on monikko lukuja n1, n2, . . . , nm ∈ Z
ja funktio f : Sm → S on paikallinen päivityssääntö.

Soluautomaatin A globaali päivitysfunktio G : SZ → SZ kuvaa kon�guraation

c ∈ SZ kon�guraatioksi G(c), jolla

G(c)(x) = f(c(x+ n1), . . . , c(x+ nm))

kaikilla x ∈ Z.

Esimerkki 1. Olkoon A = (S,N,⊕), missä S = {0, 1}, N = (0, 1) ja ⊕ : S2 → S,

joka kuvaa sanan (a, b) ∈ S2

⊕(a, b) = |a− b|.

Tätä automaattia kutsutaan xor-automaatiksi. Olkoon G automaatin globaali päi-

vitysfunktio. Soluautomaatin toiminta on esitetty kuvassa 2.

Jos A on selvä kontekstista, siihen yleensä viitataan funktiolla G. Identiteetti-

funktiota merkitään id. Määritellään G0 = id ja kaikille n ∈ Z+ merkitään

Gn = G ◦Gn−1.
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Jos N = (n1, n2, . . . , nm) on naapurusto, solun x ∈ Z ja alueen D ⊆ Z naa-

purustoille käytetään lyhennemerkintöjä N(x) = {x + n |n ∈ N} ja N(D) =

{x + n |x ∈ D,n ∈ N}. Jos r ∈ Z+, r-säteisellä naapurustolla tarkoitetaan naa-

purustoa (−r,−r + 1, . . . , r).

Määritelmä 7. Olkoon A = (S,N, f) soluautomaatti, missä N = (n1, n2, . . . , nm).

Olkoon D ⊆ Z äärellinen alue. Osittainen päivitysfunktio alueella D on funktio

gD : SN(D) → SD joka kuvaa kuvion p ∈ SN(D) kuvioksi gD(p), jolla

gD(p)(x) = f(p(x+ n1), p(x+ n2), . . . , p(x+ nm))

kaikilla x ∈ D.

Määritelmä 8. Olkoon S tilajoukko, ja N = (0, 1) Siirto vasemmalle on soluauto-

maatti (S,N, f), missä f : S2 → S kuvaa

f(a1, a2) = a2,

kaikilla a1, a2 ∈ S. Tämän soluautomaatin globaalia päivitysfunktiota merkitään σ.

Määritelmä 9. Kon�guraatio c ∈ SZ on periodinen, jos on olemassa n ∈ Z+, jolla

σn(c) = c. Kon�guraatio on rekurrentti, jos kaikille i, j ∈ Z on olemassa äärettömän

monta erillistä n ∈ Z, joille pätee c[i,j] = σn(c)[i,j].

Määritelmä 10. Äärellinen automaatti on monikko A = (Q,S, T, I, F ), missä Q

on äärellinen joukko tiloja, S on joukko symboleja, T ⊆ Q×S×Q joukko siirtymiä

ja I, F ⊆ Q joukko alku- ja lopputiloja. Kieli on joukko L ⊆ S∗. Reitti on äärellinen

jono

p = q1
a1−→ q2

a2−→ . . .
an−1−−−→ qn

tiloja qi ∈ Q ja symboleja ai ∈ S, joille (qi, ai, qi+1) ∈ T kaikilla i ∈ [1, n− 1] jollain

n ∈ Z+. Sana a0 . . . an−1 on reitin nimi. Reitti p on hyväksyvä jos q1 ∈ I ja qn ∈ F .

Kieli L(A) on automaatin A hyväksyvien reittien nimien joukko. Kieltä L kutsutaan

säännölliseksi, jos on olemassa äärellinen automaatti A, jolle pätee L = L(A).

Seuraava lause oletetaan tunnetuksi.

Lause 1. Olkoon L ∈ S∗ säännöllinen kieli. Kieli L = S∗ \ L on säännöllinen.

Todistus. Todistus sivutetaan. Väite on todistettu lähteessä [2].
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Määritelmä 11. Olkoon A = (Q,S, T, I, F ) äärellinen automaatti. Kaksisuuntai-

nen ääretön kieli eli ωω-kieli on joukko L ⊆ SZ. Kaksisuuntainen ääretön reitti p

on kaksisuuntainen jono

p = . . .
a−2−−→ q−1

a−1−−→ q0
a0−→ q1

a1−→ q2
a2−→ . . .

tiloja qi ∈ Q ja symboleja ai ∈ S, joille (qi, ai, qi+1) ∈ T kaikilla i ∈ Z. Kon�guraatio
. . . a−1a0a1a2 . . . on reitin nimi. Kaksisuuntainen ääretön reitti on hyväksyvä, jos

joukot {i ∈ N | q−i ∈ I} ja {i ∈ N | qi ∈ F} ovat äärettömät. Merkitään, että ωω-kieli

Lωω(A) on automaatin A hyväksyvien reittien nimien joukko. Kutsutaan ωω-kieltä

L ωω-säännölliseksi, jos on olemassa automaatti A, jolle pätee L = Lωω(A).

Edellä määriteltyä äärettömien reittien hyväksymisehtoa kutsutaan yleisesti Büc-

hi hyväksyvyydeksi. [3]

Lemma 1. Olkoon L ωω-säännöllinen kieli. Tällöin ωω-kieli L = RZ \ L on ωω-

säännöllinen.

Todistus. Todistus sivutetaan. Väite on todistettu lähteessä [4].

Määritelmä 12. Olkoon S symbolijoukko, σ siirto vasemmalle ja kieli F ⊆ S∗ jouk-

ko kiellettyjä sanoja. Kielen F määräämä siirtoavaruus L ⊆ SZ on kaksisuuntainen

ääretön kieli

L = {c ∈ SZ | ∀k, i, j ∈ Z : σk(c)[i,j] /∈ F}.

Jos F on äärellinen, kieltä L kutsutaan äärellisen tyypin siirtoavaruudeksi. Jos F
on säännöllinen kieli, kutsutaan so�seksi siirtoavaruudeksi.

Määritelmä 13. Olkoon n ≥ 1. Ryhmittelyfunktio Bn : SZ → (Sn)Z kuvaa kon�-

guraation c ∈ SZ kon�guraatioksi Bn(c), jolla

Bn(c)(x) = (c(xn), c(xn+ 1), . . . , c(xn+ n− 1))

kaikilla x ∈ Z. Ryhmittelyfunktio on selvästi bijektio, joten tätä pidetään tunnettu-

na.
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3 Tavalliset soluautomaatit

3.1 Yleiset ominaisuudet

Soluautomaattien topologiset ominaisuudet ovat hyödyllisiä injektiivisyyden ja sur-

jektiivisuuden tarkastelussa. Tämän takia automaateille määritellään raja-arvo, sekä

todistetaan, että kon�guraatioavaruus on niiden suhteen kompakti.

Määritelmä 14. Olkoon (ci) = c1, c2, c3, . . . jono kon�guraatioita ci ∈ SZ. Jono (ci)

suppenee, jos on olemassa raja-arvo c ∈ SZ, jolle kaikilla x ∈ Z on olemassa k ∈ Z+,

jolla

ci(x) = c(x)

kaikilla i ≥ k. Raja-arvoa merkitään c = lim
i→∞

ci.

Lause 2. Suppenevan kon�guraatiojonon raja-arvo on yksikäsitteinen.

Todistus. Olkoon (ci) suppeneva jono kon�guraatioita ci ∈ SZ ja c, c′ ∈ SZ jonon

raja-arvoja. Määritelmän mukaan kaikilla x ∈ Z on k ∈ Z+, jolle c(x) = ci(x) = c′(x)

kaikilla i ≥ k. Täten c = c′. [5, 6]

Seuraavaa lausetta kutsutaan kompaktisuudeksi.

Lause 3. Jokaisella kon�guraatiojonolla on suppeneva osajono.

Todistus. Olkoon (ci) = c1, c2, c3, . . . jono kon�guraatioita ci ∈ SZ. Olkoon x1, x2, . . .

kokonaislukujen Z numerointi, i0 = 0 ja I0 = Z+. Kaikille k ∈ Z+ määritellään

Ik = {i ∈ Z+ | ∀j ∈ [1, k] : ci(xj) = cik(xj)},

jossa ik on pienin joukon Ik−1 alkio, jolle ik > ik−1 ja Ik on ääretön. Jos Ik−1 on

ääretön, tällainen ik on aina olemassa: solulla xk on vain äärellisen monta mahdollista

mahdollista tilaa, joten on olemassa ääretön I ⊆ Ik−1, jolle kaikilla i, i′ ∈ I pätee

ci(xk) = ci′(xk). Nyt jono (cik) = ci1 , ci2 , . . . suppenee, koska kaikille k ∈ Z+ on

olemassa a ∈ S, jolle kaikilla j ≥ k pätee cij(xk) = a. [5, 6]

Seuraavaa lausetta kutsutaan jatkuvuudeksi.

Lause 4. Olkoon G : SZ → SZ soluautomaatti ja (ci) = c1, c2, . . . suppeneva jono

kon�guraatioita ci ∈ SZ raja-arvolla c = limi→∞ ci. Tällöin jono G(c1), G(c2), . . .

myös suppenee, ja sen raja-arvo on

lim
i→∞

G(ci) = G(c).

7



Todistus. Oletetaan, että G on automaatin A = (S,N, f) globaali päivitysfunk-

tio, missä N = (n1, . . . , nm). Olkoon x ∈ Z. Koska c = limi→∞ ci, kaikilla j ∈
{1, . . . ,m} on kj ∈ Z+, jolle pätee ci(x + nj) = c(x + nj) kaikilla i ≥ kj. Olkoon

k = max{k1, . . . , km}. Nyt kaikilla i ≥ k

G(ci)(x) = f(ci(x+ n1), . . . , ci(x+ nm))

= f(c(x+ n1), . . . , c(x+ nm))

= G(c)(x).

Koska x ∈ Z on mielivaltainen, kaikille x ∈ Z siis on olemassa k ∈ Z, jolle pätee

G(ci)(x) = G(c)(x) kaikilla i ≥ k. Täten G(c1), G(c2), . . . suppenee raja-arvolla

G(c). [5, 6]

Nämä kompaktisuuden ja jatkuvuuden määritelmät ovat yhtäpitäviä topologis-

ten määritelmien kanssa, kun kon�guraatioavaruutta käsitellään metrisenä avaruu-

tena.

3.2 Eedenin puutarha -lause

Olkoon G : SZ → SZ soluautomaatti. Jos jollain c ∈ SZ ei ole alkukuvaa, eli

G−1(c) = ∅, kutsutaan kon�guraatiota c Eedenin puutarhaksi. Soluautomaatti G on

siis surjektiivinen jos ja vain jos sillä ei ole yhtään Eedenin puutarhaa.

Olkoon gD : SN(D) → SD automaattia G vastaava osittainen päivitysfunktio

alueella D. Jos jollain kuviolla p ∈ SD ei ole alkukuvaa, eli g−1D (p) = ∅, kutsutaan
kuviota p orvoksi. Jos kon�guraatio sisältää orvon, se on selvästi Eedenin puutarha.

Seuraavaksi todistetaan, että nämä ehdot ovat yhtäpitävät.

Lemma 2. Olkoon (ci) = c1, c2, . . . suppenenva jono kon�guraatioita ci ∈ SZ kaikilla

i ∈ Z+, ja limi→∞ ci = c. Jonon (ci) osajono (cij) = ci1 , ci2 , . . . suppenee, ja

lim
j→∞

cij = c.

Todistus. Olkoon x ∈ Z. Koska (ci) suppenee, on jokin k ∈ Z+, jolle ci(x) = c(x)

kaikilla i ≥ k. Nyt kaikilla ij ≥ k myös cij(x) = c(x). Koska x on mielivaltainen,

jono (cij) siis suppenee, ja limj→∞ cij = c. [6]

Lause 5. Olkoon G : SZ → SZ soluautomaatti. Kon�guraatio c ∈ SZ on Eedenin

puutarha jos ja vain jos cD on orpo jollain äärellisellä alueella D ⊂ Z.

Todistus. Oletetaan, että kon�guraatiolle c ∈ SZ kuvio cD ∈ SD on orpo. Jos olisi
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kon�guraatio e ∈ SZ, jolle pätisi G(e) = c, niin kuviolle eN(D) ∈ SN(D) pätisi

gD(eN(D)) = cD, joka on ristiriita oletuksen kanssa. Siis c on Eedenin puutarha.

Seuraavaksi oletetaan, että c ei sisällä orpoa. Olkoon x1, x2, . . . kokonaislukujen Z
numerointi, ja kaikille j ∈ Z+, Dj = {x1, x2, . . . , xj}. Koska mikään kon�guraation c

sisältämä kuvio alueella Dj ei ole orpo, on oltava jokin ej ∈ SZ, jolle pätee G(ej)Dj
=

cDj
. Täten kon�guraatiojono G(e1), G(e2), . . . suppenee raja-arvolla c. Lauseen 3

mukaan jonolla (ei) on suppeneva osajono (eij) = ei1 , ei2 , . . .. Olkoon e = limj→∞ eij .

Lauseen 4 mukaan nyt limj→∞G(eij) = G(e). Toisaalta lemman 2 mukaan

lim
j→∞

G(eij) = lim
i→∞

G(ei) = c.

Täten c = G(e), eli c ei ole Eedenin puutarha. [6]

Eedenin puutarha -lause väittää, että soluautomaatti on surjektiivinen jos ja

vain jos se on injektiivinen äärellisillä kon�guraatiolla. Äärellisten kon�guraatioden

määritteleminen vaatii erityisen nollatilan, joten sen sijaan määritellään yleisempi

asymptoottisuuden käsite ja todistetaan Eedenin puutarha -lauseen vahvempi muo-

to.

Määritelmä 15. Kon�guraatiot c, e ∈ Z ovat asymptoottisia, jos diff(c, e) on äärel-

linen.

Määritelmä 16. Soluautomaatti G : SZ → SZ on pre-injektiivinen, jos kaikille

asymptoottisille kon�guraatiopareille c, e ∈ SZ pätee G(c) ̸= G(e), kun c ̸= e.

Esimerkki 2. Olkoon A xor-automaatti kuten esimerkissä 1, ja G sen globaali

päivitysfunktio. G on pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon c, e ∈ SZ, c ̸= e asymptoottisia. On olemassa jokin x ∈ Z, jolle
c(x) ̸= e(x) ja kaikille y ∈ Z, y > x pätee c(y) = e(y). Jos c(x) = c(x + 1), niin

e(x) ̸= e(x+ 1), koska e(x+ 1) = c(x+ 1). Tällöin G(c)(x) ̸= G(e)(x).

Toisaalta jos c(x) ̸= c(x+1), niin e(x) = e(x+1), koska mahdollisia tiloja on vain

2. Tällöin myös G(c)(x) ̸= G(e)(x). Siis G(c) ̸= G(e), eli G on pre-injektiivinen.

Seuraava lemma on epäyhtäsuuruus, jota tarvitaan Eedenin puutarha -lauseen

todistamisessa.

Lemma 3. Olkoon n, s, r ∈ Z+. Kaikilla riittävän suurilla luvuilla k ∈ Z pätee

(sn − 1)k < skn−2r.
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Todistus. Jos s = 1, väite selvästi pätee. Oletetaan, että s > 1. Logaritmia käyttä-

mällä saadaan

(sn − 1)k < skn−2r

⇔ logs(s
n − 1)k < logs s

kn−2r

⇔ k logs(s
n − 1) < kn− 2r

⇔ logs(s
n − 1) <

kn− 2r

k
= n− 2r

k
.

Lisäksi logs(s
n−1) < logs s

n = n, joten on olemassa ε ∈ R+, jolle logs(s
n−1) = n−ε.

Nyt jos k > 2r
ε
, niin

logs(s
n − 1) = n− ε = n− 2r

2r
ε

< n− 2r

k
.

Seuraavaksi todistetaan Eedenin puutarha -lause.

Lause 6. Olkoon G : SZ → SZ soluautomaatti. Jos G ei ole surjektiivinen, se ei ole

pre-injektiivinen.

Todistus. Oletetaan, että G ei ole surjektiivinen. Olkoon q, t ∈ S tiloja, joille pätee

f(q, . . . , q) = t, missä f on soluautomaatin paikallinen funktio. Merkitään s = |S|.
Olkoon r ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että G voidaan määritellä r-säteisellä naapurustolla.

Koska G ei ole surjektiivinen, lauseen 5 mukaan sillä on jokin orpo p ∈ SD.

Olkoon w sana joka sisältää kuvion p ja jonka muut solut ovat tilassa t. Selvästi w

on myös orpo. Merkitään, että n ∈ Z+ on sanan w pituus.

Olkoon k ∈ Z+ ja C äärellinen yhtenäinen alue jonka pituus on kn. Jaetaan C k-

moneen n-pituiseen alueeseen. Olkoon C ′ alueen C keskellä oleva alue, jonka pituus

on kn− 2r. Esimerkki alueista C ja C ′ on esitetty kuvassa 3. Olkoon

K = {c ∈ SZ | suppq(c) ⊆ C ′}.

Nyt |K| = s|C
′|.

Koska automaatin G naapurusto on enintään r-säteinen, kaikille c ∈ K pätee

nyt suppt(G(c)) ⊆ C. Lisäksi kon�guraatio G(c) ei voi sisältää kuviota w missään

alueen C sisältämistä n-pituisissa alueissa, eli |G(K)| ≤ (sn − 1)k. Nyt lemman 3

mukaan jollain k ∈ Z+

|G(K)| ≤ (sn − 1)k < skn−2r = s|C
′| = |K|,
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r rkn−2r

kn

... ...

Kuva 3: Esimerkki lauseiden 6 ja 7 todistuksien alueista C ja C ′. Alue C on merkitty
paksulla ääriviivalla ja alue C ′ väritetyillä soluilla.

eli on oltava c1, c2 ∈ K, joille pätee c1 ̸= c2 ja G(c1) = G(c2). Täten G ei ole

pre-injektiivinen. [7]

Lause 7. Olkoon G : SZ → SZ soluautomaatti. Jos G ei ole pre-injektiivinen, niin

sillä on olemassa Eedenin puutarha.

Todistus. Olkoon c1, c2 ∈ SZ asymptoottisia kon�guraatioita, joille c1 ̸= c2, mutta

G(c1) = G(c2). Merkitään s = |S|. Olkoon r ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että G voidaan

määritellä r
2
-säteisellä naapurustolla.

Olkoon n tarpeeksi suuri, että on olemassa yhtenäinen alue D′, jonka pituus on

n − 2r, jolle diff(c1, c2) ⊆ D′. Olkoon D yhtenäinen alue, jonka pituus on n, ja

jonka keskellä on D′. Lisäksi olkoon w1, w2 ∈ SD sanoja, joille w1(x) = c1(x) ja

w2(x) = c2(x) kaikilla x ∈ D.

Koska G(c1) = G(c2), myös gD′(w1) = gD′(w2). Olkoon c ∈ SZ kon�guraatio joka

sisältää sanan w1 alueella D, ja c′ ∈ SZ kon�guraatio joka saadaan kon�guraatiosta

c korvaamalla sana w1 sanalla w2. Nyt jos jonkin solun x ∈ Z naapurusto N(x) ei

sisällä soluja joukosta diff(c, c′) ⊆ D′, selvästi G(c)(x) = G(c′)(x). Toisaalta josN(x)

sisältää soluja joukosta diff(c, c′), se on enintään etäisyydellä r
2
eroavista soluista.

Täten N(x) ⊆ D, eli

G(c)(x) = G(c1)(x) = G(c2)(x) = G(c′)(x).

On siis näytetty, että G(c) = G(c′).

Olkoon C yhtenäinen alue, jonka pituus on kn, ja jaetaan se k-moneen n-pituiseen

alueeseen. Olkoon C ′ yhtenäinen alue alueen C keskellä, jonka pituus on kn − 2r.

Esimerkki alueista C ja C ′ on esitetty kuvassa 3. Jos G on surjektiivinen, niin jo-

kaisella kuviolla alueella C ′ on alkukuva alueella C. Koska jokainen sanan w1 kopio

voidaan korvata sanalla w2 vaikuttamatta kon�guraation kuvaan, jokaisella kuviol-

la alueella C ′ on siis alkukuva jossa ei ole sanan w1 kopiota missään n-pituisista
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alueista. Tällaisia kuviota on alueella C

(s|D| − 1)k = (sn − 1)k.

Toisaalta alueella C ′ on skn−2r kuviota. Täten lemman 3 mukaan, jos k on tarpeeksi

suuri, on oltava jokin kuvio alueella C ′ jolla ei ole alkukuvaa. Täten automaatilla G

on Eedenin puutarha. [8]

Lause 8. (Eedenin puutarha -lause.) Olkoon G : SZ → SZ soluautomaatti. G on

surjektiivinen jos ja vain jos G on pre-injektiivinen.

Todistus. Väite seuraa lauseista 6 ja 7.

Koska injektiiviset soluautomaatit ovat selvästi pre-injektiivisiä, seuraa, että in-

jektiiviset soluautomaatit ovat myös surjektiivisia. Täten soluautomaatin injektiivi-

syys on ekvivalenttia bijektiivisyyden kanssa.

Lemma 4. Olkoon (ci) = c1, c2, c3, . . . ja (ei) = e1, e2, e3, . . . jonoja kon�guraatioita

ci, ei ∈ SZ. On olemassa jono indeksejä (ij) = i1, i2, i3, . . ., joille pätee ij ∈ Z+,

ij < ij+1, ja jonot

(cij) = ci1 , ci2 , ci3 , . . . ,

(eij) = ei1 , ei2 , ei3 , . . .

suppenevat.

Todistus. Olkoon x1, x2, . . . kokonaislukujen Z numerointi, i0 = 0 ja I0 = Z+. Kai-

kille k ∈ Z+ määritellään

Ik = {i ∈ Z+ | ∀l ∈ [1, k] : ci(xl) = cik(xl)},

Jk = {i ∈ Z+ | ∀l ∈ [1, k] : ei(xl) = ejk(xl)},

jossa ik ∈ Jk ja jk ∈ Ik−1 ovat pienimmät alkiot joille ik > ik−1, jk > jk−1 ja joukot

Ik, Jk ovat äärettömät. Jos Jk ja Ik−1 ovat äärettömät, tällaiset ik ja jk ovat aina

olemassa: solulla xk on vain äärellisen monta mahdollista tilaa, joten on olemassa

ääretön I ⊆ Ik−1, jolle kaikilla j, j′ ∈ I pätee cj(xk) = cj′(xk), eli Jk on ääretön.

Tällöin samoin on olemassa J ⊆ Jk, jolle kaikilla i, i′ ∈ J pätee ci(xk) = ci′(xk).

Nyt kaikilla k ∈ Z+ on olemassa tilat a, b ∈ S, joille kaikilla j ≥ k pätee cij(xk) =

a ja eij(xk) = b. Täten jonot (cik) ja (eik) suppenevat.
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4 Epäuniformit soluautomaatit

4.1 Yleiset ominaisuudet

Tässä luvussa käsitellään epäuniformien soluautomaattien yleisiä ominaisuuksia. En-

sin määritellään epäuniformi soluautomaatti formaalisti.

Määritelmä 17. Olkoon R äärellinen joukko paikallisia sääntöjä tilajoukolla S ja

naapurustolla N . Kon�guraatiota θ ∈ RZ kutsutaan sääntöjakaumaksi. Epäuniformi

soluautomaatti on monikko B = (S,N,R, θ).

Jatkossa joukon R oletetaan olevan äärellinen. Epäuniformin soluautomaatin

B globaali päivitysfunktio on Hθ : SZ → SZ, joka kuvaa kon�guraation c ∈ SZ

kon�guraatioksi Hθ(c), jolle

Hθ(c)(x) = θ(x)(c(x+ n1), . . . , c(x+ nm))

kaikilla x ∈ Z. Jos B on selvä kontekstista, siihen yleensä viitataan funktiolla Hθ.

Määritelmä 18. Olkoon B = (S,N,R, θ) epäuniformi soluautomaatti, missä N =

(n1, n2, . . . , nm). Olkoon D äärellinen alue. Merkitään θD : D → R, joka kuvaa

θD(x) = θ(x) kaikilla x ∈ D.

Osittainen epäuniformi päivitysfunktio on funktio hθD : SN(D) → SD joka kuvaa

hθD(p)(x) = θ(x)(p(x+ n1), p(x+ n2), . . . , p(x+ nm))

kaikilla p ∈ SN(D), x ∈ D.

Esimerkki 3. Olkoon S = {0, 1}, N = (0, 1),R = {id,⊕}, missä id : S2 → S kuvaa

id(a, b) = a ja ⊕ : S2 → S on xor-automattin paikallinen sääntö kuten esimerkissä

1. Olkoon θ ∈ RZ sääntöjakauma, jolle

θ(x) =

⎧⎨⎩id, jos x = 0 tai x = 6,

⊕ muuten.

Monikko (S,N,R, θ) on epäuniformi soluautomaatti. Sen toiminta on esitetty ku-

vassa 4.

Seuraavaksi todistetaan, että epäuniformin soluautomaatin päivitysfunktio on

jatkuva.
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Kuva 4: Esimerkin 3 epäuniformin soluautomaatin toiminta. Ylimmällä rivillä on
kuvattu kyseisen solun paikallinen sääntö. Tilat 0 ja 1 on kuvattu vastaavasti val-
koisilla ja mustilla soluilla.

Lause 9. Olkoon θ ∈ RZ, Hθ : S
Z → SZ ja (ci) = c1, c2, . . . suppeneva jono kon�gu-

raatioita ci ∈ SZ kaikilla i ∈ Z+, ja limi→∞ ci = c. Jono Hθ(c1), Hθ(c2), . . . suppenee,

ja

lim
i→∞

Hθ(ci) = Hθ(c).

Todistus. Olkoon Hθ automaatin B = (S,N,R, θ) globaali päivitysfunktio ja x ∈ Z.
MerkitäänN = (n1, . . . , nm). Koska c = limi→∞ ci, kaikille j ∈ {1, . . . ,m} on olemas-

sa kj ∈ Z+, jolle ci(x+ nj) = c(x+ nj) kaikilla i ≥ kj. Olkoon k = max(k1, . . . , km).

Nyt kaikilla i ≥ k

Hθ(ci)(x) = θ(x)(ci(x+ n1), . . . , ci(x+ nm))

= θ(x)(c(x+ n1), . . . , c(x+ nm))

= Hθ(c)(x).

Koska x ∈ Z on mielivaltainen, kaikille x ∈ Z siis on k ∈ Z, jolle Hθ(ci)(x) =

Hθ(c)(x) kaikilla i ≥ k. Täten Hθ(c1), Hθ(c2), . . . suppenee raja-arvolla Hθ(c).

Seuraavaksi todistetaan, että epäuniformi soluautomaatti on surjektiivinen jos ja

vain jos se on surjektiivinen kaikilla äärellisillä alueilla. Tämä tulos on verrannollinen

lauseeseen 5.

Lause 10. Olkoon R joukko paikallisia sääntöjä ja θ ∈ RZ. Epäuniformi soluauto-

maatti Hθ on surjektiivinen jos ja vain jos hθ[i,j] on surjektiivinen kaikilla i, j ∈ Z
joilla i ≤ j.

Todistus. Ensin oletetaan, että Hθ on surjektiivinen. Olkoon i, j ∈ Z, i ≤ j ja sana

w ∈ Sj−i+1. Olkoon r ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että paikalliset säännöt joukossa R
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voidaan määritellä r-säteisellä naapurustolla. Olkoon c ∈ SZ kon�guraatio, jolle

pätee c[i,j] = w. Koska Hθ on surjektiivinen, on olemassa e ∈ SZ, jolle Hθ(e) = c.

Nyt hθ[i,j](e[i−r,j+r]) = w. Täten hθ[i,j] on surjektiivinen.

Seuraavaksi oletetaan, että hθ[i,j] on surjektiivinen kaikilla i, j ∈ Z joilla i ≤ j.

Olkoon c ∈ SZ ja (ei) = e1, e2, . . . jono kon�guraatioita ei ∈ SZ kaikilla i ∈ Z+, jolle

pätee

Hθ(ei)[−i,i] = c[−i,i].

Merkitään ci = Hθ(ei). Nyt selvästi jono (ci) = c1, c2, . . . suppenee raja-arvolla

limi→∞ ci = c. Lauseen 3 mukaan jonolla (ei) on suppeneva osajono (eij). Merkitään

limj→∞ eij = e. Nyt lauseen 9 mukaan

lim
j→∞

cij = lim
j→∞

Hθ(eij) = Hθ(e).

Koska (cij) on jonon (ci) osajono, lemman 2 mukaan

lim
j→∞

cij = lim
i→∞

ci = c.

Siis c = Hθ(e), eli kon�guraatiolla c on alkukuva. Funktio Hθ on siis surjektiivinen.

4.2 Surjektiiviset ja injektiiviset sääntöjakaumat

Tässä luvussa tarkastellaan surjektiivisten ja injektiivisten sääntöjakaumien jouk-

koja. Näytetään, että surjektiivisten jakaumien joukko on so�nen siirtoavaruus, ja

että injektiivisten jakaumien joukko on ωω-säännöllinen kieli. Ensin määritellään de

Bruijn -graa�. Tämä luku perustuu lähteeseen [3].

Määritelmä 19. Olkoon R joukko paikallisia sääntöjä ja m ∈ Z+ tarpeeksi suuri,

että joukon R säännöt voidaan määritellä m-pituisella naapurustolla. Joukon R
de Bruijn graa� on nimellinen suunnattu moniviivainen graa� G = (V,E), jossa

V = Sm−1 ja kaikille f ∈ R, w ∈ Sm−2 ja a, b ∈ S joukossa E on viiva (aw,wb)

nimellä (f, f(awb)).

De Bruijn -graa� on soluautomaatin paikallisten sääntöjen graa�nen esitys.

Esimerkki 4. Olkoon S = {0, 1}, N = (−1, 0, 1) ja R = {id,⊕}, missä id(a, b, c) =

b ja ⊕(a, b, c) = |a− c|. Joukon R de Bruijn -graa� G on esitetty kuvassa 5.
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01

(id, 0), (⊕, 1)

11

(id, 1), (⊕, 1)
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10

(id, 1), (⊕, 1)
(id, 1), (⊕, 0)

(id, 0), (⊕, 1)
(id, 0), (⊕, 0)

Kuva 5: Esimerkin 4 graa� G. Samojen pisteiden väliset viivat on yhdistetty.

Seuraavaksi todistetaan, että surjektiivisten jakaumien joukko on so�nen siirto-

avaruus. Merkinnällä (ψ, u) tarkoitetaan joukon (R× S)∗ alkiota

(f1, a1)(f2, a2) . . . (fn, an),

jolle ψ = f1f2 . . . fn ja u = a1a2 . . . an.

Lemma 5. Olkoon G = (V,E) sääntöjoukon R de Bruijn -graa�. Olkoon A =

(Q, (R× S), T, I, F ) äärellinen automaatti, missä Q = I = F = V ja (q, a, q′) ∈ T

jos on a-niminen viiva (q, q′) ∈ E. Tällöin L(A) = {(ψ, u) ∈ (R×S)∗ |h−1ψ (u) ̸= ∅}.

Todistus. Parille (ψ, u) ∈ (R× S)n pätee h−1ψ (u) ̸= ∅ jos ja vain jos on w ∈ Sn+m,

jolle pätee hψ(w) = u. Määritelmän mukaan näin käy jos ja vain jos graa�ssa G
on reitti joka käy tiloissa w[0,m−1], . . . , w[n,n+m−1] viivojen (ψ0, u0), . . . , (ψn−1, un−1)

kautta. Tämä pätee jollekkin w ∈ Sn+m jos ja vain jos (ψ, u) ∈ L(A). [3]

Lause 11. Olkoon R joukko paikallisia sääntöjä, ja

L = {θ ∈ RZ |Hθ on surjektiivinen}.

Kieli L on so�nen siirtoavaruus.
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Todistus. Olkoon F = {ψ ∈ R∗ |hψ ei ole surjektiivinen}. Lauseen 10 mukaan L on

nyt siirtoavaruus, jonka määrää kiellettyjen kuvioiden joukko F .

Olkoon G joukon R de Bruijn graa�, ja A tälle automaatti kuten lemmassa

5. Nyt siis lemman 5 mukaan L(A) = {(ψ, u) ∈ (R × S)∗ |h−1ψ (u) ̸= ∅}. Olkoon
A = (Q, (R× S)∗, T, I, F ) automaatti joka hyväksyy kielen

L = {(ψ, u) ∈ (R× S)∗ |h−1ψ (u) = ∅}.

Lauseen 1 mukaan tällainen automaatti on olemassa. Olkoon B = (Q,R∗, T ′, I, F ),
jossa kaikille (q, (f, a), q′) ∈ T on (q, f, q′) ∈ T ′. Automaatti B tunnistaa sanan

ψ ∈ R∗ jos ja vain jos on olemassa sana u ∈ S∗, jolle (ψ, u) ∈ L, eli jos ja vain jos

hψ ei ole surjektiivinen. Täten L(B) = F ja L siis on so�nen siirtoavaruus. [3]

Seuraavaksi todistetaan, että injektiivisten jakaumien joukko on ωω-säännöllinen.

Tätä varten ensin määritellään sääntöjoukon tulograa�.

Määritelmä 20. Olkoon R äärellinen joukko paikallisia sääntöja ja G = (V,E) sen

de Bruijn graa�. Joukon R tulograa� on nimellinen graa� P = (V × V,W ), missä

((u, u′), (v, v′)) ∈ W nimellä (f, a) ∈ R × S jos ja vain jos (u, v), (u′, v′) ∈ E ja

molemmilla viivoilla on sama nimi (f, a).

Lemma 6. Olkoon A = (Q,S, T,Q, F ) äärellinen automaatti ja P automaatin A
kaikkien kaksisuuntaisten äärettömien reittien joukko. Kaksisuuntainen ääretön kieli

L = {c ∈ SZ | ∃p ∈ P, q ∈ F, i ∈ Z : p(i) = q ja c on reitin p nimi.}

on ωω-säännöllinen.

Todistus. Olkoon A′ = (Q× {0, 1}, S, T ′, Q× {0}, Q× {1}), missä

T ′ ={((q, 0), a, (q′, 0))|(q, a, q′) ∈ T}

∪ {((q, 1), a, (q′, 1))|(q, a, q′) ∈ T}

∪ {((q, 0), a, (q′, 1))|q ∈ F, (q, a, q′) ∈ T}.

Jos c ∈ L, on olemassa i ∈ Z, jolle automaatilla A on kaksisuuntainen ääretön reitti

. . .
c(i−2)−−−→ qi−1

c(i−1)−−−→ qi
c(i)−−→ qi+1

c(i+1)−−−→ qi+2
c(i+2)−−−→ . . . ,

missä qj ∈ Q kaikilla j ∈ Z, ja qi ∈ F . Tällöin automaatti A′ hyväksyy kaksisuun-
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taisen äärettömän reitin

. . .
c(i−2)−−−→ (qi−1, 0)

c(i−1)−−−→ (qi, 0)
c(i)−−→ (qi+1, 1)

c(i+1)−−−→ (qi+2, 1)
c(i+2)−−−→ . . . ,

eli c ∈ Lωω(A′)
Jos c /∈ L ja automaatilla A on kaksisuuntainen ääretön reitti nimellä c, mikään

lopputila ei esiinny reitissä. Täten jos automaatilla A′ on reitti nimellä c sen kaikki

tilat ovat (q, 0) tai kaikki tilat ovat (q, 1) jollain q ∈ Q, eli reitti ei ole hyväksyvä.

Täten c /∈ Lωω(A′). Siis L = Lωω(A′), eli L on ωω-säännöllinen.

Lause 12. Olkoon R joukko paikallisia sääntöjä, ja

L = {θ ∈ RZ |Hθ on injektiivinen}.

Kieli L on ωω-säännöllinen.

Todistus. Olkoon P = (V,E) joukon R tulograa�. Olkoon A = (Q,R× S, T, I, F )

automaatti, jolle Q = I = V , F = {(v, v′) ∈ V | v ̸= v′}, ja (q, ψ, q′) ∈ T jos ja vain

jos on viiva (q, q′) ∈ E jonka nimi on (ψ, a) jollain a ∈ S.

Olkoon G joukon R de Bruijn graa�. Jos on olemassa kaksisuuntainen ääre-

tön reitti graa�ssa P nimellä (θ, c) ∈ RZ × SZ, niin graa�ssa G on kaksi ääre-

töntä reittiä, joiden läpi käymät tilat määrittävät kon�guraatiot e1, e2 ∈ SZ, joille

Hθ(e1) = Hθ(e2) = c. Nyt automaatin A reitti p nimellä θ määrää kon�guraatiot

e1, e2 ∈ SZ, joille Hθ(e1) = Hθ(e2). Toisaalta jakauma θ ∈ RZ ja kaksi kon�guraa-

tiota e1, e2 ∈ SZ, joille Hθ(e1) = Hθ(e2), yksikäsitteisesti määräävät automaatin A
reitin p. Sellaisten automaatin A reittien, jotka käyvät hyväksyvässä tilassa ainakin

kerran, joukko siis on

L = {θ ∈ RZ | ∃c, e ∈ SZ : c ̸= e ja Hθ(c) = Hθ(e)}

= {θ ∈ RZ |Hθ ei ole injektiivinen}.

Lemman 6 mukaan on olemassa äärellinen automaatti, joka hyväksyy kielen L. Sel-
västi L = RZ \ L. Lemman 1 mukaan L on ωω-säännöllinen. [3]

Esimerkki 5. Olkoon R kuten esimerkissä 3. Lauseen 12 todistuksessa konstruoitu

automaatti A sääntöjoukolle R on esitetty graa�sesti kuvassa 6.

Lause 13. Olkoon L so�nen siirtoavaruus. Kieli L on ωω-rationaalinen.
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Kuva 6: Lauseen 12 todistuksen automaatti A esimerkin 3 sääntöjoukolle. Samojen
pisteiden väliset viivat on yhdistetty. Kaksoisympyrällä merkityt tilat ovat hyväk-
syviä tiloja.
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Todistus. Koska L on so�nen, sen määrää kiellettyjen kuvioiden joukko F , joka on

rationaalinen kieli. Olkoon

S∗FS∗ = {w ∈ S∗ | ∃u ∈ F , v1, v2 ∈ S∗ : w = v1uv2}.

Joukko S∗FS∗ on siis sellaisten sanojen joukko, jotka sisältävät jonkin joukon F
sanan. Selvästi S∗FS∗ määrää saman siirtoavaruuden kuin F . Koska F on säännöl-

linen, myös S∗FS∗ on säännöllinen.

Olkoon C = S∗ \S∗FS∗. Koska millään kielen C sanoista ei ole osasanaa kielestä

F , tämä pätee myös kaikkien kielen C sanojen osasanoille. Täten jos w ∈ C, sen
kaikille osasanoille u ∈ S∗ pätee u ∈ C.

Koska S∗FS∗ on säännöllinen, sen komplementtikieli C on säännöllinen. Olkoon

A = (Q,S, T, I, F ) automaatti, joka hyväksyy kielen C. Olkoon P automaatin A
reittien joukko, ja

Q′ = {q ∈ Q | ∃n,m ∈ Z+ : ∃a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ S, qI ∈ I, qF ∈ F :

qI
a1−→ . . .

an−→ q, q
b1−→ . . .

bm−→ qF ∈ P},

eli Q′ on sellaisten joukon Q tilojen joukko, joihin on reitti jostain alkutilasta ja

joista on reitti johonkin lopputilaan. Olkoon

T ′ = {(q, a, q′) ∈ T | q, q′ ∈ Q′, a ∈ S}.

Olkoon A′ = {Q′, S, T ′, Q′, Q′} äärellinen automaatti. Koska A hyväksyy kielen

C, kaikilla kielen sanoilla on hyväksyvä reitti automaatilla A, joten niillä on myös

hyväksyvä reitti automaatilla A′. Toisaalta koska kaikki kielen C sanojen osasanat

ovat myös kielessä C, ei automaatti A′ hyväksy sanoja jotka eivät ole kielessä C.
Automaatti A′ siis hyväksyy kielen C.

Näytetään, että automaatti A′ hyväksyy ωω-kielen L. Jos c ∈ L, niin minkään

kielen F sanojen kopio ei ole kon�guraatiossa c. Siis automaatti A′ hyväksyy jo-

kaisen kon�guraation c sisältämän sanan, eli kompaktisuuden nojalla automaatilla

on oltava kaksisuuntainen ääretön reitti nimellä c. Koska kaikki automaatin A′ tilat
ovat alku- ja lopputiloja, se hyväksyy reitin c.

Toisaalta jos A′ hyväksyy reitin c, siinä ei esiinny yhtäkään joukon F sanan

kopiota. Täten c ∈ L. Siis automaatti A′ hyväksyy ωω-kielen L, eli L on ωω-

säännöllinen.

Seuraavassa esimerkissä nähdään, että on olemassa sääntöjoukko, jonka injektii-

visten jakaumien joukko ei ole so�nen siirtoavaruus.
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Esimerkki 6. Olkoon S = {0, 1}, N = (0, 1) ja R = {id,⊕}. Kaksisuuntaiset
äärettömät kielet

L = {θ ∈ RZ |Hθ on injektiivinen}

ja L = SZ \ L eivät ole siirtoavaruuksia.

Todistus. Olkoon n ∈ Z+, w ∈ Rn sana ja θw ∈ RZ sääntöjakauma, joille

θw(x) =

⎧⎨⎩w(x), jos x ∈ [0, n− 1],

id, muuten.

Näytetään, että epäuniformi soluautomaatti Hθw on injektiivinen. Olkoon c, e ∈ SZ

eroavat kon�guraatiot c ̸= e. Jos c(x) ̸= e(x) solussa x ∈ Z jolla θw(x) = id, selvästi

Hθw(c) ̸= Hθw(e). Oletetaan, että jos θw(x) = id, niin c(x) = e(x). Tällöin on solu

y ∈ Z, jolla θw(x) = ⊕ ja kaikilla z > y, z ∈ Z pätee c(z) = e(z). Tällöin joko

c(y) = c(y + 1) ja e(y) ̸= e(y + 1), tai c(y) ̸= c(y + 1) ja e(y) = e(y + 1), eli

Hθw(c)(y) ̸= Hθw(e)(y). Siis Hθw(c) ̸= Hθw(e), eli Hθw on injektiivinen.

Toisaalta olkoon ψw ∈ RZ sääntöjakauma, jolle

ψw(x) =

⎧⎨⎩w(x), jos x ∈ [0, n− 1],

⊕, muuten.

Näytetään, että soluautomaattiHψw ei ole injektiivinen. Ensin oletetaan, että ψw(x) =

⊕ kaikilla x ∈ Z. Olkoon c0, c1 ∈ SZ kon�guraatioita, joille pätee c0(x) = 0 ja

c1(x) = 1 kaikilla x. Nyt selvästi Hψw(c0) = c0 ja Hψw(c1) = c0, eli Hψw ei ole

injektiivinen

Oletetaan sitten, että sana w sisältää symbolin id. Tällöin on olemassa y ∈
Z, jolle ψw(y) = id ja kaikille z > y, z ∈ Z pätee ψw(z) = ⊕. Olkoon e ∈ SZ

kon�guraatio, jolle

e(x) =

⎧⎨⎩0, jos x ≤ y,

1, muuten.

Tällöin Hψw(e) = c0 ja Hψw(c0) = c0, eli Hψw ei ole injektiivinen.

Nyt kaikilla w ∈ R∗ jakaumat θw ∈ L ja ψw ∈ L. Näytetään, että kielet L ja L
eivät ole siirtoavaruuksia. Oletetaan, että on kiellettyjen kuvioiden joukko F joka

määrää kielen L. Olkoon u ∈ R∗ sana, joka sisältää jonkin joukon F kuvion. Nyt

θu /∈ L, joka on ristiriita. Todistus kielelle L on samanlainen.
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4.3 Eedenin puutarha -lauseesta

Toisin kuin tavallisille soluautomaateille, Eedenin puutarha -lause ei yleisesti päde

epäuniformeille soluautomaateille.

Lause 14. On olemassa epäuniformi soluautomaatti, jonka globaali päivitysfunktio

Hθ : S
Z → SZ on surjektiivinen, mutta ei ole pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon σ siirto vasemmalle ja σ−1 siirto oikealle. Olkoon B = (S,N,R, θ)
epäuniformi soluautomaatti, missä S = {0, 1}, N = (−1, 0, 1), R = {σ, σ−1}, ja
θ ∈ RZ sääntöjakauma, jolle

θ(x) =

⎧⎨⎩σ−1, jos x ≤ 0,

σ, jos x > 0

kaikilla x ∈ Z. Olkoon Hθ tämän automaatin globaali päivitysfunktio.

Olkoon c ∈ SZ. Nyt jos c′ ∈ SZ on kon�guraatio, jolle

c′(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
c(x+ 1), jos x < 0,

c(x− 1), jos x > 1,

0, muuten

kaikilla x ∈ Z, niin kaikilla y ≤ 0

Hθ(c
′)(y) = c′(y − 1) = c(y),

ja kaikilla y > 0

Hθ(c
′)(y) = c′(y + 1) = c(y).

Siis Hθ(c
′) = c, eli Hθ on surjektiivinen.

Toisaalta olkoon e1, e2 ∈ SZ kon�guraatioita, joille e1(x) = 0 ja

e2(x) =

⎧⎨⎩1, jos x ∈ [0, 1],

0, muuten

kaikilla x ∈ Z. Kon�guraatiot e1 ja e2 ovat asymptoottisia, mutta Hθ(e1) = e1 =

Hθ(e2). Funktio Hθ siis ei ole pre-injektiivinen.

Lause 15. On olemassa epäuniformi soluautomaatti, jonka globaali päivitysfunktio

Hθ : S
Z → SZ on pre-injektiivinen, mutta ei ole surjektiivinen.
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Kuva 7: Lauseiden 14 (vasen) ja 15 (oikea) todistuksissa esitettyjen soluautomaattien
toiminta.

Todistus. Olkoon σ siirto vasemmalle ja σ−1 siirto oikealle. Olkoon B = (S,N,R, θ)
epäuniformi soluautomaatti, missä S = {0, 1}, N = (−1, 0, 1), R = {σ, σ−1}, ja
θ ∈ RZ sääntöjakauma, jolle

θ(x) =

⎧⎨⎩σ, jos x ≤ 0,

σ−1, jos x > 0

kaikilla x ∈ Z. Olkoon Hθ tämän automaatin globaali päivitysfunktio.

Olkoon c1, c2 ∈ SZ asymptoottisia kon�guraatioita, joille c1 ̸= c2. On siis jokin

solu x ∈ Z, jolla c1(x) ̸= c2(x). Jos x ≤ 0, niin Hθ(c1)(x − 1) ̸= Hθ(c2)(x − 1). Jos

taas x > 0, niin Hθ(c1)(x + 1) ̸= Hθ(c2)(x + 1). Siis Hθ(c1) ̸= Hθ(c2), eli Hθ on

pre-injektiivinen.

Toisaalta olkoon e ∈ SZ kon�guraatio, jolle

e(x) =

⎧⎨⎩1, jos x ∈ [0, 1],

0, muuten.

Oletetaan, että on olemassa e′ ∈ SZ, jolle pätee Hθ(e
′) = e. Koska e(−1) = e(2) = 0,

nyt e′(0) = e′(1) = 0. Mutta tällöin e(0) = Hθ(e
′)(0) = e′(1) = 0, joka on ristiriita.

Siis kon�guraatiolla e ei ole alkukuvaa, eli Hθ ei ole surjektiivinen.

Esimerkin 15 soluautomaatti on myös injektiivinen, eli epäuniformin soluauto-

maatin injektiivisyys ei ole ekvivalenttia bijektiivisyyden kanssa. Toisaalta jos sään-

töjakauma on periodinen, Eedenin puutarha -lause pätee, koska tällöin epäuniformi

soluautomaatti voidaan redusoida tavalliseksi soluautomaatiksi.

Lemma 7. Kon�guraatiot c, e ∈ SZ ovat asymptoottisia jos ja vain jos Bn(c) ja

Bn(e) ovat asymptoottisia.

Todistus. Oletetaan, että c ja e ovat asymptoottisia. Nyt on olemassa jotkin x1, x2 ∈
Z, joille kaikille x ∈ Z joille x < x1 tai x > x2, pätee c(x) = e(x). Tällöin kaikille
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y ∈ Z joille y < ⌊x1
n
⌋ tai y > ⌊x2

n
⌋ pätee Bn(c)(y) = Bn(e)(y), eli Bn(c) ja Bn(e)

ovat asymptoottiset.

Oletetaan, että Bn(c) ja Bn(e) ovat asymptoottisia. Nyt on olemassa jotkin

x1, x2 ∈ Z, joille kaikille x ∈ Z joille x < x1 tai x > x2, pätee Bn(c)(x) = Bn(e)(x).

Tällöin kaikille y ∈ Z joille y < n(x1 − 1) tai y > n(x2 + 1) pätee c(y) = e(y). eli c

ja e ovat asymptoottiset.

Lause 16. Olkoon R äärellinen joukko paikallisia sääntöjä, ja θ ∈ RZ periodinen

sääntöjakauma. Globaali päivitysfunktio Hθ on surjektiivinen jos ja vain jos se on

pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon S automaatin Hθ symbolijoukko, n ∈ Z+ luku, jolla σn(θ) = θ

ja m ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että Hθ voidaan määritellä m-säteisellä naapurustolla.

Olkoon A = (Sn, N, f), missä N on (⌊2m
n
⌋+1)-säteinen naapurusto, ja f : (Sn)|N | →

Sn paikallinen sääntö, joka kuvaa sanan w ∈ (Sn)|N |

f(w) = h[0,n−1](w).

Olkoon automaatin A globaali päivitysfunktio G. Olkoon Bn : SZ → (Sn)Z ryhmit-

telyfunktio. Ryhmittelyfunktion toiminta on esitetty graa�sesti kuvassa 8. Mielival-

taiselle kon�guraatiolle c ∈ SZ pätee

Bn(Hθ(c))(x) = (Hθ(c)(nx), . . . , Hθ(c)(nx+ n− 1)) = G(Bn(c))(x),

siis Bn(Hθ(c)) = G(Bn(c)). Täten koska Bn on bijektio, Hθ on surjektiivinen jos ja

vain jos G on surjektiivinen.

Toisaalta olkoon c1, c2 ∈ SZ asymptoottisia. Lemman 7 mukaan Bn(c1) ja Bn(c2)

ovat asymptoottiset. Nyt koska Bn on bijektio, Hθ(c1) = Hθ(c2) jos ja vain jos

G(Bn(c1)) = Bn(Hθ(c1)) = Bn(Hθ(c2)) = G(Bn(c2)). Täten Hθ on pre-injektiivinen

jos ja vain jos G on pre-injektiivinen.

Koska G on tavallinen soluautomaatti, lauseen 8 mukaan G on surjektiivinen

jos ja vain jos se on pre-injektiivinen. Koska Hθ on surjektiivinen jos ja vain jos G

on surjektiivinen sekä pre-injektiivinen jos ja vain jos G on pre-injektiivinen, Hθ on

surjektiivinen jos ja vain jos Hθ on pre-injektiivinen.
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Kuva 8: Lauseen 16 todistuksen ryhmittelyfunktion toiminta.

5 Rekurrentit sääntöjakaumat

Tässä luvussa osoitetaan, että Eedenin puutarha -lause pätee epäuniformeille so-

luautomaateille, joiden sääntöjakauma on rekurrentti. Todistuksen rakenne on hyvin

samanlainen, kuin lauseen 8. Ensin osoitetaan lemmaa 3 vastaava epäyhtäsuuruus.

Lemma 8. Olkoon s, n, r, k ∈ Z+. Kaikille riittävän suurille m ∈ Z+, pätee

(sn − 1)msn(k−m) < skn−2r.

Todistus. Lemman 3 mukaan kaikille riittävän suurille m ∈ Z+,

(sn − 1)m < smn−2r.

Tällöin

(sn − 1)msn(k−m) < smn−2rsn(k−m)

= skn−mn+mn−2r

= skn−2r.

Seuraavaksi todistetaan Eedenin puutarha -lause.

Lause 17. Olkoon θ ∈ RZ rekurrentti sääntöjakauma. Jos Hθ ei ole surjektiivinen,

se ei ole pre-injektiivinen.

Todistus. Olkoon r ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että Hθ voidaa määritellä r-säteisillä pai-

kallisilla säännöillä. Merkitään s = |S|. Oletetaan, että Hθ ei ole surjektiivinen.

Lauseen 10 mukaan on olemassa i, j ∈ Z, joille hθ[i,j] ei ole surjektiivinen. Merkitään
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n = |j − i| + 1. On siis olemassa jokin sana w ∈ Sn, jolla ei ole hθ[i,j] alkukuvaa.

Koska θ on rekurrentti, siinä on äärettömän monta sanan θ[i,j] kopiota.

Olkoon q ∈ S ja k ∈ Z+. Olkoon C yhtenäinen alue, jonka pituus on kn ja C ′

yhtenäinen alue sen keskellä, jonka pituus on kn− 2r. Olkoon

K = {c ∈ SZ | suppq(c) ⊆ C ′}.

Nyt |K| = s|C
′| = skn−2r.

Koska jakaumassa θ esiintyy äärettömän monta sanan θ[i,j] kopiota, siinä myös

esiintyy äärettömän monta sanan θ[i,j] kopiota, jotka ovat luvun nmonikertojen erot-

tamat. Olkoon m ∈ Z+ tällaisten kopioiden lukumäärä sanassa θC . Koska tällaisia

sanan θ[i,j] kopioita esiintyy kon�guraatiossa θ äärettömän monta kertaa, jos k on

tarpeeksi suuri, m voi olla mielivaltaisen suuri.

Koska sanalla w ei ole hθ[i,j] alkukuvaa, se ei voi esiintyä minkään sanan θ[i,j]

kohdalla missään joukon Hθ(K) kon�guraatiossa. Kon�guraatioita joukossa Hθ(K)

on siis enintään (sn − 1)msn(k−m). Lemman 8 mukaan siis

|Hθ(K)| ≤ (sn − 1)msn(k−m) < skn−2r = |K|.

Täten on oltava kon�guraatiot c1, c2 ∈ K, joille c1 ̸= c2 ja Hθ(c1) = Hθ(c2). Täten

Hθ ei ole pre-injektiivinen.

Lause 18. Olkoon θ ∈ RZ rekurrentti sääntöjakauma. Jos Hθ ei ole pre-injektiivinen,

niin sillä on Eedenin puutarha.

Todistus. Olkoon r ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että Hθ voidaa määritellä r
2
-säteisillä

paikallisilla säännöillä. Merkitään s = |S|. Oletetaan, ettäHθ ei ole pre-injektiivinen.

Olkoon c1, c2 ∈ SZ asymptoottisia kon�guraatioita, joille c1 ̸= c2 ja Hθ(c1) = Hθ(c2).

Olkoon n ∈ Z+ tarpeeksi suuri, että on olemassa alue [i + r, j − r] jonka pituus

on n − 2r ja jolle diff(c1, c2) ⊆ [i + r, j − r]. Nyt alueen [i, j] pituus on n. Olkoon

w1, w2 ∈ Sn sanoja, joille w1(x) = c1(x) ja w2(x) = c2(x) kaikilla x ∈ [i, j].

Koska Hθ(c1) = Hθ(c2), myös hθ[i′,j′](w1) = hθ[i′,j′](w2) kaikilla i′, j′ ∈ [i, j]. Ol-

koon c ∈ SZ kon�guraatio joka sisältää sanan w1 kopion alueella [i+ y, j + y], jossa

y ∈ Z on solu, jolle sana θ[i+y,j+y] on sanan θ[i,j] kopio. Olkoon c′ ∈ SZ kon�gu-

raatio joka saadaan kon�guraatiosta c korvaamalla sanan w1 sanalla w2 alueessa

[i+ y, j + y]. Nyt jos jonkin solun x ∈ Z naapurusto N(x) ei sisällä soluja joukosta

diff(c, c′), selvästi Hθ(c)(x) = Hθ(c
′)(x). Toisaalta jos N(x) sisältää soluja joukosta

diff(c, c′), se on enintään etäisyydellä r
2
eroavista soluista. Tällöin x ∈ [i+ y, j + y],

26



eli

Hθ(c)(x) = Hθ(c1)(x− y) = Hθ(c2)(x− y) = Hθ(c
′)(x).

Siis Hθ(c) = Hθ(c
′), eli sanan w1 kopio voidaan korvata sanan w2 kopiolla vaikut-

tamatta kon�guraation kuvaan, jos sana on samalla kohdalla kuin sanan θ[i,j] kopio

sääntöjakaumassa θ.

Olkoon C yhtenäinen alue pituudeltaan kn ja C ′ yhtenäinen alue sen keskellä

pituudeltaan kn − 2r. Jos Hθ on surjektiivinen, niin on myös hθC′ , eli jokaisella

kuviolla alueella C ′ on alkukuva alueella C. Koska θ on rekurrentti, jakaumassa θ

esiintyy äärettömän monta sanan θ[i,j] kopiota, siinä myös esiintyy äärettömän monta

sanan θ[i,j] kopiota, jotka ovat luvun n monikertojen erottamat. Olkoon m ∈ Z+

tällaisten kopioiden lukumäärä sanassa θC . Koska kon�guraatiossa on äärettömän

monta tällaista sanan θ[i,j] kopiota, jos k on tarpeeksi suuri, m voi olla mielivaltaisen

suuri. Lisäksi m ≤ k.

Koska jokainen sana w1 joka on luvun n monikerran eroittman sanan θ[i,j] koh-

dalla voidaan korvata sanalla w2, jokaisella kuviolla aluella C ′ on alkukuva jossa ei

ole sanan w1 kopiota samanlaisen sanan θ[i,j] kopion kohdalla. Tällaisia kuvioita on

(sn − 1)msn(k−m). Toisaalta alueella C ′ on skn−2r kuviota. Lemman 8 mukaan jos

k ja m ovat tarpeeksi suuria, (sn − 1)msn(k−m) < skn−2r, eli on jokin kuvio alueel-

la C ′ jolla ei ole alkukuvaa. Nyt lauseen 10 mukaan automaatilla Hθ on Eedenin

puutarha.

Lause 19. Olkoon θ ∈ RZ rekurrentti sääntöjakauma. Hθ on surjektiivinen jos ja

vain jos se on pre-injektiivinen.

Todistus. Väite seuraa lauseista 17 ja 18.

Lause 20. On olemassa paikallisten sääntöjen joukko R = {f, g} ja sääntöjakauma

θ ∈ RZ, missä

θ(x) =

⎧⎨⎩f, jos x = 0,

g, muulloin,

kaikilla x ∈ Z, joille epäuniformi soluautomaatti Hθ on pre-injektiivinen mutta ei

surjektiivinen.

Todistus. Olkoon S = {0, 1} ja N = (0, 1). Olkoon g = ⊕ xor-automaatin paikal-

linen sääntö ja f sääntö, joka kuvaa g(a, b) = 0 kaikilla a, b ∈ S. Selvästi Hθ ei ole

surjektiivinen, koska kaikilla c ∈ SZ solu 0 saa tilan Hθ(c)(0) = 0.
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Olkoon c, e ∈ SZ asymptoottiset kon�guraatiot joille c ̸= e. Koska kon�guraatiot

ovat asymptoottisia, on olemassa x ∈ Z, jolle c(x) ̸= e(x) ja kaikille y > x, y ∈ Z
pätee c(y) = e(y). Jos x ̸= 0, niin Hθ(c) ̸= Hθ(e) kuten esimerkissä 2.

Oletetaan, että x = 0. Koska c ja e ovat asymptoottisia, on olemassa z ∈ Z, jolle
c(z) ̸= e(z) ja kaikille y < z, y ∈ Z pätee c(y) = e(y). Selvästi z ≤ x = 0. Nyt jos

c(z) = c(z − 1), niin e(z) ̸= e(z − 1), eli Hθ(c)(z − 1) ̸= Hθ(e)(z − 1). Toisaalta jos

c(z) ̸= c(z− 1), koska mahdollisia tiloja on vain kaksi, pätee e(z) = e(z− 1), jolloin

Hθ(c)(z − 1) ̸= Hθ(e)(z − 1). Siis Hθ on pre-injektiivinen.

Lause 21. On olemassa paikallisten sääntöjen joukko R = {f, g} ja sääntöjakauma

θ ∈ RZ, missä

θ(x) =

⎧⎨⎩f, jos x = 0,

g, muuten,

kaikilla x ∈ Z, joille epäuniformi soluautomaatti Hθ on surjektiivinen mutta ei pre-

injektiivinen.

Todistus. Olkoon S = {0, 1} ja N = (−1, 0, 1). Olkoon ⊕↔,⊕← ja ⊕→ paikallisia

sääntöjä S3 → S, joille

⊕↔ (a, b, c) = |a− c|,

⊕← (a, b, c) = |a− b|,

⊕→ (a, b, c) = |b− c|.

Olkoon R = {⊕↔,⊕←,⊕→} ja ψ ∈ RZ, joille

ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⊕←, jos x = 0,

⊕→, jos x = 2,

⊕↔, muuten.

Automaatin Hψ toiminta on esitetty graa�sesti kuvassa 9.

Olkoon c, e ∈ SZ kon�guraatioita, joille c(x) = 0 ja

e(x) =

⎧⎨⎩1, jos x = 1,

0, muuten,

kaikilla x ∈ Z. Nyt c ja e ovat asymptoottisia ja c ̸= e. Toisaalta selvästi Hψ(c) =

c = Hψ(e), eli Hψ ei ole pre-injektiivinen.
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Kuva 9: Lauseen 21 todistuksen automaatin Hψ toiminta.

Toisaalta, olkoon c ∈ SZ mielivaltainen. Olkoon e ∈ SZ kon�guraatio, jolle

e(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|c(0)− c(1)| jos x = −1,

c(1), jos x = 0,

0, jos x ∈ [1, 2],

c(2) jos x = 3,

|e(x+ 2)− c(x+ 1)| jos x < −1,

|e(x− 2)− c(x− 1)| jos x > 3,

kaikilla x ∈ Z. Nähdään, että

Hψ(e)(0) = ⊕←(|c(0)− c(1)|, c(1), 0) = ||c(0)− c(1)| − c(1)| = c(0)

Hψ(e)(1) = ⊕↔(c(1), 0, 0) = |c(1)− 0| = c(1),

Hψ(e)(2) = ⊕→(0, 0, c(2)) = |0− c(2)| = c(2),

ja kaikille x < 0, y > 2

Hψ(e)(x) = ⊕↔(|e(x+ 1)− c(x)|, e(x), e(x+ 1)) = ||e(x+ 1)− c(x)| − e(x+ 1)| = c(x),

Hψ(e)(y) = ⊕↔(e(y − 1), e(y), |e(y − 1)− c(y)|) = |e(y − 1)− |e(y − 1)− c(y)|| = c(y).

Siis Hψ(e) = c, eli Hψ on surjektiivinen.

Olkoon h0, h1, h2 ∈ R. Merkitään (h0, h1, h2) : (S
3)3 → S3, joka kuvaa

(h0, h1, h2)((a0, b0, c0), (a1, b1, c1), (a2, b2, c2))

= (h0(c0, a1, b1), h1(a1, b1, c1), h2(b1, c1, a2))

Olkoon B3 : S
Z → (S3)Z ryhmittelyfunktio, f = (⊕←,⊕↔,⊕→), g = (⊕↔,⊕↔,⊕↔)

ja θ ∈ (R3)Z kuten määritelty aikaisemmin. Selvästi kaikille c ∈ SZ pätee

Hθ(B3(c)) = B3(Hψ(c)),
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ja koska B3 on bijektio, Hθ on surjektio. Toisaalta lemman 7 mukaan kon�guraatiot

c, e ∈ SZ ovat asymptoottiset jos ja vain jos B3(c) ja B3(e) ovat asymptoottiset, eli

Hθ ei ole pre-injektio.

6 Yhteenveto

Nähtiin, että uniformien ja epäuniformien soluautomaattien surjektiivisuus- ja injek-

tiivisyysominaisuudet eroavat toisistaan huomattavasti. Eedenin puutarhalause, jo-

ka on yksi tavallisten soluautomaattien perustavanlaatuisista lauseista, ei päde ylei-

sesti epäuniformeille soluautomaateille. Rajoittamalla epäuniformit soluautomaatit

vain rekurrentteihin tapauksiin lause kuitenkin pätee. Erityisesti tätä rajoitettua

joukkoa ei väida redusoida tavallisiksi soluautomaateiksi. Lisäksi nähtiin, että epä-

uniformien soluautomaattien surjektiivisten ja injektiivisten jakaumien joukot ovat

so�sia siirtoavaruuksia ja säännöllisiä kieliä vastaavasti.
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