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Téamén hetkisen teoreettisen tietdmyksen mukaan universumi voidaan kuvata kah-
den teorian pohjalta. Suurten objektien kuten planeettojen liike voidaan selittad
Albert Einsteinin vuonna 1915 julkaiseman yleisen suhteellisuusteorian (GR) avul-
la, kun taas atomitason fysiikka on selitettévissd kvanttikenttéteorialla (QFT). Né-
mé kaksi modernin fysiikan kulmakived on vuosien varrella todistettu useita kertoja
kokeellisesti todeksi.

Teoreettiset fyysikot uskovat silti, ettd ndma teoriat ovat keskeneriisid. GR hajoaa,
jos tarkastellaan esimerkiksi mustien aukkojen singulariteettia ja selitykseksi télle
on esitetty, ettei GR pysty kuvaamaan gravitaatiota pienissi skaaloissa. Toisaalta
QFT, joka pystyy selittdméain vahvan, heikon ja sdhkomagneettisen voiman, ei pys-
ty selittdméaédn gravitaatiota. Tamén vuoksi usea teoreettinen fyysikko uskoo, ettd
yvhdistamalld ndmé teoriat saadaan kaiken kattava teoria, kvanttigravitaatio-teoria.
Vuosien varrella téllaiseksi teoriaksi on esitetty monia kandidaatteja kuten séieteoria
(string theory), muttei tdydellistd teoriaa olla saatu vield kehitettya.

Tamaén tutkielman tarkoituksena on tarkastella kvanttikenttiteoriaa kaarevassa ava-
ruudessa. Kaareva avaruus pidetddn klassisena taustana QFT:lle, jolloin saadaan
"valimaaston" teoria kvanttigravitaation ja Minkowskin avaruuden QFT:n vilille.
Luvussa 1 esitetdan kiytettava malli ja sen kiyttokelpoisuus. Luvussa 2 lukija pe-
rehdytetddn added-up -menetelméén, jolla kaarevan avaruuden hiukkasfysiikan suu-
reita voidaan laskea. Luvussa 3 esitetddn jo laskettuja tuloksia skalaarihiukkasen
hajoamiselle skalaari- ja fermionihiukkasiksi ja luvussa 4 lasketaan hajoaminen vek-
torihiukkasiksi. Pyrkimyksené on luoda kattava ymmaérrys kaarevan avaruuden hiuk-
kasfysiikasta.

Asiasanat: Hiukkasfysiikka kaarevassa avaruudedssa, Skalaarihiukkanen, Fermioni-
hiukkanen, Vektorihiukkanen, Added-up -menetelma
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Johdanto

Koko esityksen ajan kidytetddn luonnollisia yksikoitd, eli g = pug = h = 1, el-
lei toisin mainita. Kreikkalaiset indeksit u, v, ... saavat arvot 0, 1, 2,..., d—1 ja
latinalaiset indeksit ¢, j,... saavat arvot 1, 2,..., d — 1, missd d kuvaa kyseisen

avaruuden dimensiota. Kdytetdan Einsteinin summausta ja Minkowskin metriikalle
kdytetddn signatuuria, jossa aikakomponentti on positiivinen, ja muut komponentit
ovat negatiivisia, 7, = diag(1,—1,—1, ..., —1). Koordinaateissa kdytetdan yldindek-
sid x = (a#), derivaatoille kiiytetdén lyhennettyd merkintdd 0, = a% ja kovarianttia
derivaattaa merkitddn V,. Merkinnélld O tarkoitetaan d’Alembertin operaattoria,
joka on kombinaatio joko derivaattaoperaattorista [ = 0*0, tai kovariantista deri-

vaattaoperaattorista.

1 Kvanttikenttateoriaa kaarevassa avaruudessa

Tamaén luvun tarkoituksena on perehdyttad lukija menetelméén, jolla Minkowskin
avaruuden kvanttikenttiteoria voidaan yleistda kaarevaan avaruuteen. Tamaén lisak-
si pohditaan esitetyn menetelmin ongelmia, sekd kappaleessa 1.5 esitetdin konfor-
maalinen muunnos, joka tulee olemaan avainasemassa koko tutkielman ajan. Luku

aloitetaan esittamalla Minkowskin avaruuden kvanttikenttateoriasta tutut tulokset.

1.1 Kvanttikenttateoria

Kaikkien kenttateorioiden, myos kvanttikenttdteorian, lahtokohtana on vaikutus.
Vaikutus S saadaan integraalina yli Lagrangen tiheyden L. Kvanttikenttéteoria on

médritelty d-ulotteisessa Minkowskin avaruudessa, jolloin vaikutukseksi saadaan

il = [ £(00, 0. ', (1.1)



missi Lagrangen tiheys £ on riippuvainen kentéistd ¢ (skalaari, spinori tai vektori),
sen derivaatoista, sekd avaruusajan pisteestd. Varioimalla vaikutusta jokaisen kentén

komponentin ¢, suhteen saadaan Eulerin-Lagrangen yhtalo

oL oL
——0,—— =0. 1.2
96n P 0n00) (1.2)

Edelld mainitut maaritelméat ovat tuttuja jo klassisesta kenttédteoriasta. Klassi-
sista kentistd saadaan kvanttikenttii kanonisella kvantisaatiolla. Aloitetaan méaérit-

tdmaélla kanoninen konjugoitu liikemé&ara 7¢:

. 0L
Tt = —8(80%)' (1.3)

Kanonisessa kvantisaatiossa kenttd ¢ ja kanoninen konjugoitu liikeméara 7® muute-
taan operaattoreiksi, joille postuloidaan saman ajan kommutaatio- tai antikommu-

taatiorelaatiot

[Ga(t, %), m(t, ¥)]x = idapd(x — ),
[Pa(t, %), G(t, y)]+ = 0, (1.4)
[ma(t, %), m(t, y)]+ = 0,

missé [A, B]_ on bosoneille kiytettivd kommutaattori ja [A, B]; on fermioneille

kaytettava antikommutaattori. Kanonisen konjugoidun liikemaédrdn avulla voidaan

médritelld myos Hamiltonin funktio ja tdhén liittyvit kommutaattorit

H = / <7r<b — L') dx,
i[H, 6a(2)] = d,(2), (1.5)
i[H, 7% (x)] = 7%(x),

missé piste tarkoittaa aikaderivaattaa.



1.2 Gravitaatio kvanttikenttateoriassa

Téassa kappaleessa tarkastellaan yksinkertaisinta vapaata, reaalista, m-massaista ska-

laarikenttdd, jonka vaikutus on muotoa

S = / %(n“”au¢ay¢ — m?p?)dx. (1.6)

Pyrkimyksend on 16ytaa yksinkertaisin yleistys kaarevaan avaruuteen, joka redusoi-
tuu vaikutukseksi (1.6), kun avaruus lihestyy litteaé. Téssd kappaleessa kiydyt asiat
yleistyvit myds spinori- ja vektorikentille. Yksinkertaisin yleistys saadaan [2]
1) muuttamalla Minkowskin metriikka yleiseksi metriseksi tensoriksi n* — g,
2) muuttamalla tavallinen derivaatta kovariantiksi derivaataksi 0, — V,,
3) vaihtamalla tavallinen tilavuuselementti kovariantiksi tilavuuselementiksi
dir — \/—gd%z, missi g = det(g,.,),
4) kytkemilld gravitaatio R-lineaarisella termilld R¢? vaikutukseen, missi R
on Ricci-skalaari,

Nain saatu vaikutus on muotoa

1
S = / \/—_95 (9" 0,00,¢ — m*¢* — ERY?) dx, (1.7)

missd § on gravitaation kytkentdvakio ja skalaarikentille d,¢ = V,¢. Huomataan,
ettd avaruuden lahestyessé littedd R — 0, g — 1w, sekd /—g — 1, jolloin saadaan
alkuperdinen vaikutus (1.6).

Yleistys (1.7) voidaan kuitenkin jakaa vield kytkennén perusteella. Minimaalises-
sa kytkennéssa gravitaatio tuodaan vaikutukseen lisddmatta R-lineaarista termié, eli
¢ = 0. Tama kytkentamalli on vilitdn seuraus yleisesté kovarianssiperiaatteesta, seké
vahvasta ekvivalenssiperiaatteesta, jonka vuoksi se esiintyy yleisesti kirjallisuudessa.
Kytkentdd, jossa & # 0, kutsutaan ei-minimaaliseksi kytkennéksi. Ei-minimaalisen

kytkennéin erikoistapauksena on konformaalinen kytkenté, jossa massaksi valitaan



m = 0 ja vakio £ = ﬁ riippuu avaruuden dimensiosta [3]. Konformaalinen kyt-
kentd on avainasemassa tissd tutkielmassa, joten tdhin palataan vield tarkemmin
kappaleessa 1.5.

Seuraavaksi lasketaan Eulerin-Lagrangen liikeyhtélo vaikutukselle (1.7) ja saa-

daan

0u(v/=99" 0,0) + v/ =g(m* + ER)p = 0, (1.8)

joka voidaan esittdéd kovariantissa muodossa [2]

O + (m* + ER)¢ = 0, (1.9)

missd 0 = V,V#. Nyt liikeyhtdlostd (1.9) voidaan ratkaista ¢. Jotta teoria olisi
matemaattisesti johdonmukainen, ratkaistaan liikeyhtdlo L-sdrméiisessé laatikossa,
jonka tilavuutta merkitdin V = L3, seki asetetaan periodiset reunaehdot. Kun
fysikaaliset suureet on laskettu voidaan ottaa raja, jossa V' ldhestyy déretonté [4]. Jos
liikeyht&l6lla on tdydellinen ratkaisujoukko merkitdén sitd {uk(t, x), uj (¢, %)}, missé
ratkaisujoukko indeksoidaan liitkem&dran k avulla, silld ratkaisut ovat verrannollisia
litkkemaaraan.

Ratkaisujoukon pitda olla ortonormaali sisdtulon suhteen, jotta se maarittaa kan-
nan liikeyhtdloiden ratkaisuavaruuteen. Sisdtulon valinta on mielivaltainen, mutta
sen on omattava tietyt ominaisuudet. Esimerkiksi sisdtulon on oltava riippumaton
integrointipinnan valinnasta'. Koska (1.9) on kaarevan avaruuden Kleinin-Gordonin

yhtilo, kiytetddn Kleinin-Gordonin sisdtuloa. Koska ratkaisujoukko on kompleksi-

! Tosiasiassa kyseessi ei ole sisitulo, koska kuten tullaan pian huomaamaan (uj|u;,) < 0. Tar-
kempi nimitys méariteltiville kuvaukselle voisi olla ratkaisujoukon pseudonormi, mutta sisdtulo
nimitystd kiytetddn useasti kirjallisuudessa, minki vuoksi tdtd nimitystd kiytetdin myos tédssa

tutkielmassa.



nen, kiytetddn kompleksista Kleinin-Gordonin sisdtuloa, joka Minkowskin avaruu-

dessa voidaan méadritelld Kleinin-Gordonin yhtélon ratkaisuavaruuteen varaustihey-
e <~ <~

den Q = —i [, p0p¢*d?~'x avulla. Merkintd Jy tarkoittaa ¢pdo¢* = pdod* — (Oo¢)d*.

Tama yleistyy kaarevaan avaruuteen kahdelle ratkaisujoukon alkiolle u, 4 seuraavasti

2

(i) = —i / =gy — (Bu)i)ds, (1.10)

missd dX* = n*d>, missd dY on paikanluonteisen hyperpinnan tilavuuselementti ja
n* on kyseisen hyperpinnan ortogonaalinen tulevaisuuteen osoittava yksikkévektori
[4]. g on hyperpinnalle indusoitu metriikka. Hyperpinta 3 on Cauchyn pinta, jos
avaruus on globaalisti hyperbolinen.

N&ita kasitteitd tullaan kdyttidmédn tissd tutkielmassa, joten mééritelldin ne
seuraavaksi [5]. Lorentz-moniston M alimonistoa S kutsutaan Cauchyn pinnaksi, jos
jokainen laajenematon differentioituva ajanluonteinen kéyré c : (a,b) — M leikkaa S
vain kerran. Laajenematon differentioituva ajanluonteinen kiyra on kiyra, jolle va-
lill4 (a, b): c(t) on differentioituva ja () on ajanluonteinen®. Jos Lorentz-monistolla
on alimonisto S kutsutaan sitd globaalisti hyperboliseksi ja M on homeomorfinen
karteesisen tulon R x S kanssa M = R x S. Toisin sanoen Lorentz-monisto voidaan
ajatella koostuvan aika-akselista R ja jokaiseen aikaan liitetystd Cauchyn pinnasta

S;. Téaten Cauchyn pinnat maarittdvit moniston aikajérjestyksen eli foliaation.

2Kyseinen sisitulo toimii klassisella reaalisella kentilld vain ratkaisujoukolle {uy(t, %), uj (¢, %)},
silld jos sisdtulo médritettaisiin yleisesti ratkaisujoukon lineaarikombinaatiolle, kaava (1.12), saa-
taisiin klassisen skalaarikentén sisdtuloksi (¢|¢) = 0 V¢. Kvantisoidulle reaalisella skalaarikentille
qAﬁ sisdtulo voidaan méérittad kaavan (1.10) mukaisesti, silld vakiot ay, alt ollaan muutettu operaat-
toreiksi, joiden kommutaatiosddntojen takia sisdtulo kentén itsensd kanssa ei ole identtisesti nolla.
Kompleksiselle skalaarikentélle sisétulo on méaéritelty (1.10) sekd klassiselle, ettd kvantisoidulle

kentalle.
3¢/(t) tarkoittaa kilyriin tangenttia.



Nyt ratkaisuille {uy, uj} voidaan méiritelld ortonormaalisuus*

(uglur) = Ok, (uglug) = =0k, (uklugp) =0. (1.11)
Jos ratkaisujoukko on maariteltavissa, ratkaisuja jotka ovat jonkin ajanluonteisen
killingvektorikentdn 6 suuntaisen Lien derivaatan ominaisvektoreita seuraavasti
Lyux = —iwuy, missd w > 0, kutsutaan positiivisiksi moodeiksi. Nimitys syntyy
sisdtulosta silld niin midritellyille positiivisille moodeille (uy|ux) > 0. Negatiivisille
moodeille ominaisarvo on iw, ja tdmdkin nimitys syntyy sisdtulosta, silld negatiivi-
sille moodeille (uj|uy) < 0.

Néiiden avulla skalaarikenttd ¢ voidaan esittdd muodossa

Ot x) = > [t x) + agug(t,x)], (1.12)

k
missd ay, aj. ovat kompleksisia funktioita. Nyt kenttd voidaan kvantisoida kanonisen

kvantisaation mukaisesti. Muuttamalla ¢, ay, aj, operaattoreiksi (Ab, ax, &L, laskemalla
kanoninen konjugoitu litkeméaéré, sekd postuloimalla saman ajan kommutaatiorelaa-

tiot (1.4), saadaan operaattoreille ay ja dL kommutaatiorelaatio

[ire, fy] = Ore (1.13)

misté voidaan identifioida ay hévitysoperaattoriksi ja &L luomisoperaattoriksi®. Nii-

den avulla voidaan mééritella vakuumitila |0), sekd hiukkastilat |1x), jne. seuraavasti

al0) =0 Vk,

al |0y = |15, (1.14)

CLLlaLZ...CLLj = ’1k17 1k27 ceny ]‘kj>’

4uk = uk(t, X).

5Jitetddn operaattorimerkinti pois, silld tistd eteenpéin a,a’ voidaan olettaa aina operaatto-

reiksi, ellei toisin mainita.



missd kaikki k; ovat erisuuria. Jos jotain k; on n kappaletta saadaan tila, joka

normalisoidaan seuraavasti

1 n
ﬁ(aﬂj) 10) = [r)- (1.15)

Nyt ollaan saatu kvantisoitua kaarevaan avaruuteen yleistetty skalaarikentti
(1.7). Menettely on ollut l&hes tdysin samanlainen kuin Minkowskin avaruudessa.
Avaruuksilla on kuitenkin suuri ero, jonka pitiisi ndkya kvantisoinnissa. Tama ero
syntyy positiivisten moodien uy valinnasta, silld kaarevassa avaruudessa, toisin kuin
Minkowskin avaruudessa, ratkaisujoukko {uy, uj} ei ole vélttaméttd yksikésitteinen
[4].

Minkowskin avaruudessa ratkaisujouksi {uy, uj, } saadaan funktiot, jotka ovat ver-
rannollisia e=** ja ™!, missi w = vk2 + m?2. Minkowskin avaruudessa 0, on globaa-
li ajanluonteinen Killing vektori, jolloin positiivisten moodien mééritelma on muo-
toa Oiux = —iwuy. Taten funktiot jotka ovat verrannollisia e~™! ovat positiivisia
moodeja. Sisdtulo (1.10) yksinkertaistuu, silli metriikan perusteella tulevaisuuteen
osoittava yksikkovektori voidaan valita n* = (1,0,0,0)7. Nyt voidaan tarkistaa, et-
ta positiivisille moodeille (uy|ux) > 0. Toisaalta koska Minkowskin avaruudessa 0,
on globaali ajanluonteinen Killing-vektori, positiiviset moodit jotka ovat maaritel-
ty télla Poincarén invariantilla tavalla pysyvit positiivisina koko avaruudessa [4].
Kaarevassa avaruudessa Poincarén ryhma ei kuitenkaan enda ole avaruusajan sym-
metria, joten on mahdollista ettei avaruudella ole ajanluonteista Killing-vektoria,
jolla positiiviset moodit voidaan méaritelld. Toinen mahdollisuus on, ettd positiivi-
set moodit voidaan mééritelld vain tietyssd avaruusajan osassa [4]. Tamén takia eri-
laisia ratkaisujoukkoja {uy, uy} saattaa olla koko avaruudessa ddreton médra, jotka
kaikki ovat yhté kiyttokelpoisia madrittdméan ¢ kaavan (1.12) mukaisesti. Nailld eri

ratkaisujoukoilla saattaa kuitenkin olla lineaarinen relaatio toisiinsa, jota kutsutaan

Bogoliubov-muunnokseksi, joka kisitelladn seuraavaksi.



1.3 Bogoliubov-muunnos

Oletetaan, ettd liikeyhtélolle (1.9) on olemassa kaksi ratkaisujoukkoa, joilla on ole-
massa kommutaattorirelaation (1.13) mukaiset hdvitys- ja luomisoperaattorit. Jos
ratkaisuja on enemmaén, voidaan tissa luvussa kdydyt asiat laskea erikseen kullekin
ratkaisujoukkoparille. Merkitddn {uy, ug}, jolla on operaattorit {CLL, ax} ja {vk, vi},
jolla on operaattorit {bL, b }. Koska hévitysoperaattori maarittda vakuumitilan, on

ratkaisujoukoilla eri vakuumit

ak|0a> = 0,
(1.16)

bk |0p) = 0.
Hiukkastilat saadaan tutulla tavalla, kun aL ja bL operoivat omaan vakuumitilaansa.
Koska kyseessé on liikeyhtéalon (1.9) ratkaisujoukko, voidaan ¢ esittdd kahdella eri

tavalla

Pu = Z[akuk(t7 X) + CLLUi(t, X)],
) (1.17)
G = > _[bwvw(t,x) + bl v (t,%)].

k/
Jos esitykset ovat ekvivalentit ¢, = ¢,, joka yleisessd avaruusajassa ei valttamét-

ta pade [6], voidaan olettaa operaattorien ay ja by olevan lineaarikombinaatioita

toisistaan. Maaritellddn lineaarikombinaatio seuraavasti

= lonaobie + Bracbl]. (1.18)

k/
Tatd muunnosta kutsutaan Bogoliubov-muunnokseksi, missi g ja Oxr ovat Bogo-
liubov-kertoimia. Nyt kiyttadmalla hivitys- ja luomisoperaattorien kommutaatiore-

laatioita, saadaan Bogoliubov-kertoimille relaatiot, jotka méarittéviat onko Bogoliu-

bov-muunnos hyvin kiyttaytyva



D lsirg — BusBire] = Oae
: (1.19)
Z[aksﬂk’s - ﬁksak’s] =0.

S

Jos Bogoliubov-kertoimet tayttavit kyseiset relaatiot, voidaan kirjoittaa moodi vy
moodin wuy lineaarikombinaationa sijoittamalla kentén ¢, mééritelmadn (1.17) ope-

raattorit (1.18), sekd nididen kompleksikonjugaatit. N&in saadaan

V! = Z[akk/uk + /Blikluik(:l (120)
k

Tamén jalkeen voidaan laskea myds kidinteismuunnokset. Lopulta saadaan operaat-

torien, sekd moodien muunnoksiksi

_ T
ax = Z[Oékk' bie + B by]
k/

by = Z[Oél*(k/ak - 5kk'aL],

k

(1.21)
Uk = Z[Oél*{k/vk/ — 5;;1{/@;;/].
k!
V' = Z[akk/uk + 6l>ikluik<]
k

Kéyttadmilla moodien ortogonaalisuutta, seki sisdtuloa (1.10) voidaan Bogoliubov-

kertoimet esittdd myds seuraavasti

e = (Vi ), Brae = —(ug|vier).

Tamaén lisdksi avaruuden symmetriat helpottavat kertoimien esitystd ja esimerkik-
si homogeenisessa ja isotrooppisessa avaruudessa kertoimet voidaan esittda moodi-

funktioiden Wronskin determinantin avulla [2].
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Nyt ollaan saatu yhteys eri moodien vilille, mutta mitd tdma yhteys tarkoittaa?
Tarkastellaan hiukkaslukuméardn odotusarvoa moodeilla {uy,uj}, jossa lukuméis-
raoperaattori on muotoa Ny = aLak. Triviaalisti vakuumitilalle odotusarvoksi saa-
daan (0,|NZ|0,) = 0. Samankaltainen triviaaliratkaisu saadaan moodeille {vy, vy},
lukuméérdoperaattorilla NP = bLbk, kun tarkastellaan tdméin moodin vakuumiti-
laa |0p), mutta muuttamalla tdméa lukumédrdoperaattori Bogoliubov-muunnoksen

(1.21) avulla voidaan tarkastella odotusarvoa moodin uy kannalta ja saadaan

(0| N2(0,) = Z | Braer |- (1.22)

Téstd huomataan, ettd vakuumitila |0,) sisiltdd keskiméirin Y, |Bue|® moodin
uy hiukkasta. Téaméan vuoksi Bogoliubov-kertoimet méarittéavit kuvauksen ratkaisu-
joukkojen vilille, ja kappaleessa 2.2 tullaan huomaamaan, etti kertoimet kuvaavat

hiukkasten syntymisti laajenevassa avaruusajassa [8, 9.

1.4 Hiukkanen kaarevassa avaruudessa

Kuten on huomattu, skalaarikentén kvantisoinnissa syntyvit ongelmat johtavat luon-
nollisesti Bogoliubov-muunnokseen. Kuitenkin (1.22) johtaa seuraavaan ongelmaan,
silld vakuumi |0,) joka on tyhji b-hiukkasista, voi sisdltd4 muiden moodien hiukkasia.
Kysymys kuuluukin, miten méaritellain hiukkanen kaarevassa avaruudessa. Yksin-
kertaisin ja ehkd loogisin tapa 16ytaa kysymykseen vastaus on médrittda hiukkanen
objektina, jonka hiukkasdetektori voi tunnistaa. Téassa madarittelyssd on kuitenkin
ongelmia jo littedssd avaruudessa, silld vapaasti putoava detektori ja ei-inertiaalinen,
kiihtyvéassé litkkeessé oleva detektori voivat antaa erilaisia mittaustuloksia, jopa Min-
kowskin avaruudessa [3]. Tatd ilmiota kutsutaan Unruh-ilmioksi. Tamén vuoksi téta
médrittelytapaa ei kiyteta tissa tutkielmassa.

Toinen mahdollinen méaérittely, jota kiytetddn myds téssd tutkielmassa, on l&-

hempéana Minkowskin avaruuden kvanttikenttiteorian kiyttdméa in-out -formalismia.
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In-out -formalismissa hiukkanen maaritellian aaltopakettina. Toisaalta tdméan tyyp-
pistd aaltopakettimédrittelyd ei voida suoranaisesti yleistdd kaikkiin kaareviin ava-
ruuksiin, silld aaltopakettien madrityksessa tarvitaan hyvin maaritellyt positiiviset
moodit, jotka eivit valttamatta ole maariteltivissi kaikissa avaruuksissa. Mutta jos
tarkastellaan vain niitd avaruuksia, joissa gravitaation vaikutus hévidd avaruuden
in- ja out-osissa, voi olla mahdollista mééritelld fysikaalisesti motivoiduin kriteerein
positiiviset moodit ja samalla hiukkaset [4].

Yhtené erikoistapauksena téllaisesté avaruudesta on spatiaalisesti litted ja avoin
Robertson-Walker -avaruus® |7]. Tésséi avaruudessa metriikka on konformaalisesti
littedid muotoa ds®> = a(n)?(dn* — dx?). Tutkittava vaikutus on muotoa (1.7), missi

kytkentavakioksi valitaan £ = =, joka neliuloitteisessa avaruudessa on konformisen

%
kytkentavakion arvo. Konformaalinen muunnos késitelldin tarkemmin seuraavassa
kappaleessa, sekd kappaleessa 3.1 tullaan kiyméaan myds yksityiskohtaisesti 1dpi tassa
kappaleessa tapahtuvat laskut. Aloitetaan laskemalla positiiviset moodit ja vertail-
laan moodeja Bogoliubov-muunnoksen avulla. Merkitddn avaruuden in-osan moo-

deja {ul®, ui**}, joilla on operaattorit {ay',al’} ja out-osan moodeja {ug"™t, uQ™*},

joilla operaattorit {ap™', a2"}. Operaattorit ai’ ja a"* toteuttavat kommutaatiore-
laatiot (1.13) omissa avaruuden in- ja out-osissa. Vakuumitila sekéd hiukkastilat saa-

daan (1.14) mukaisesti taas omilla avaruuden osilla. Téssé avaruudessa liikeyhtalon

ratkaisut ovat muotoa

ue = a(n)”' f(n,p)e®™, (1.23)

missi f(n,p) toteuttaa yleistetyn harmonisen oskillaattorin differentiaaliyhtalon
N4
D2 f + (a*(m)m® + p*) f = 0. Sisdtulo (1.10) redusoituu (ux|uw) = —ifidy f Vo,

missd V' on normalisaatiotilavuus.

6T4ssd avaruudessa fysikaalinen kriteeri joka toteutuu ja mahdollistaa in- ja out-vakuumien
maéairityksen adiabaattisina vakuumeina on avaruuden hidas muuttuminen. Adiabaattinen vakuumi

ja avaruuden hidas muuttuminen kiydasin tarkemmin 1dpi kappaleessa 3.1.
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Nyt koska Bogoliubov-kertoimet voidaan mééritelld liikeyhtédlon ratkaisun (1.23)
ja sisdtulon avulla, huomataan ettd kertoimille ayyw = oxdx k, sekd Biw = Brd_k k-

Nyt (1.21) mukaisesti saadaan moodien vélille Bogoliubov-muunnokset

* out * out*
Uk = oqquy - — Beuly’, (1.24)
out in * insk
up" = akuy + Bruly,
sekd operaattorien vilille muunnokset
. 1 ﬂ
in out ~k
= T e
1k (1.25)
out __ in ﬁk outt
ay = —ax — —a_y,
Qg Qg

ja huomataan, ettd (1.25) méarittaa kaikki in- ja out-operaattorit valittujen in- ja
out-operaattorien avulla [7]. Tdméan vuoksi valitaan ndmé in- ja out-moodit mai-

rittdmadn vakuumitila ja néille operaattoreille saadaan kommutaatiorelaatiot

(@, all] = Bidk, 1, [aim al] = —ubi,
| (1.26)
[ag™, ap'] = ajdie,s lan™", 4] = —Bidi -

Tama ei kuitenkaan ole ainut tapa valita vakuumitila [4], mutta nyt vakuumitilan

valinnalle on fysikaalinen perusta.

1.5 Konformaalinen kytkenta

Yleistettya skalaarikenttdd johdettaessa esitettiin ohimennen ei-minimaalisen kyt-
kennén erikoistapaus, konformaalinen kytkentd. Konformaalinen kytkentad tarkoit-
taa gravitaation lisddimistd vaikutukseen, niin ettd konformaalisessa muunnokses-
sa vaikutus on invariantti. Konformaalinen muunnos on metriikan muunnos, jossa
metriikka skaalataan lokaalisti funktion Q(z) > 0 avulla. Hiukkasia, joita kuvataan

konformaalisesti invariantilla vaikutuksella, kutsutaan konformaaliseti invarianteiksi
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hiukkasiksi. Parker osoitti 60-70-luvun vaihteessa, ettd konformaalisesti invariantteja
hiukkasia ei synny avaruuden laajetessa [8-10]. Tamé& tarkoittaa, ettd Bogoliubov-
kertoimet Sy = 0, jolloin in- ja out-osissa moodifunktiot ovat samaa muotoa. Ta-
mén vuoksi konformaalinen kytkentd on tirkeédssd asemassa, ja tiatd tulosta tullaan
kiyttaméaan hyviksi added-up -menetelmad méiriteltdessd. Ensin taytyy kuitenkin
tietdd minkélainen Lagrangen tiheys antaa vaikutuksen, joka on invariantti konfor-
maalisessa muunnoksessa.

Tarkastellaan 4-uloitteista avaruutta, jossa metriikka muuntuu konformaalisesti
G = Qx)*gu, ja skalaarikenttd muuntuu ¢ = Q(x)%, missi parametria ¢ kutsu-
taan skalaarikentin konformaaliseksi painoksi. Vaikutus on invariantti kun S = S.
Invarianttiuden todistaminen on pitkahko lasku, joten se on kokonaisuudessaan esi-

tetty liitteessd A. Aloitetaan tarkastelu Lagrangen muunnetusta tiheydesta (1.7)

L :J—_Q% (0,00, — 25" — €RS')
_\/— (g 0,00, + Q69" 9,00, + 202 69" 0,00,¢  (1.27)
m*QPIH P — CQPITPPPR — 6602 gV ,0,9).
Ensimmaisesta termistd huomataan, ettd ¢ = —1. Valitsemalla £ = % ja osittaisin-

tegroimalla saadaan

L= \/_ (0,00"¢p — R¢2 Vu(¢*Q71g"0,Q) — m*Q%¢?). (1.28)

Nyt kolmas termi katoaa vaikutuksen integroinnissa, silla se on esitettdvissa pintain-

tegraalina. Jos valitaan m = 0, saadaan konformaalisesti invatiantti vaikutus

5= [dev=g30.00 - (R (1.29)

Massan valinta m = 0 on toki helposti nidhtdvissd yhtéloistd (1.28), mutta sen voi

ymmartad myos toisella tavalla. Koska konformaalinen muunnos skaalaa metriikkaa
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ja samalla kenttdd lokaalisti, mikili kentdn Lagrangen tiheydessd on termejé, jotka
sisaltdvat mittayksikoéitd kuten pituus tai massa, muuttavat myos ndiden mittayk-
sikoiden skaalat lokaalisti. Toisin sanoen kentdn massa voi muuttua siirryttdessi
avaruusajan pisteestd toiseen, koska néissé eri avaruusajan pisteissé konformaalinen
muunnos skaalaa metriikkaa eri tavalla. Tdméan vuoksi on helposti arvattavissa ettei
vaikutus, joka sisdltdd mittayksikoitd omaavia termejé, voi siilyd invarianttina.

Jos tarkastellaan d-uloitteista avaruutta, konformaalisesti invariantti skalaari-
kenttéi saadaan parametrein m = 0, £ = £2 ja ¢ = % [3]. Muillekkin kenttétyy-
peille, kuten spinoreille, voidaan laskea konformaalisesti invariantti vaikutus, mutta
vain skalaarikentilla kytkentavakio £ voi saada nollasta poikkeavan arvon. Esimerkik-
si 4-uloitteisessa avaruudessa spinorikentté on konformaalisesti invariantti jos m = 0
ja spinorikentéin konformaalinen paino on ¢ = —% [11].

Tarkastellaan viimeisend d-ulotteisen avaruuden muuntunutta liikeyhtaloa

R)¢ = 0. (1.30)

dt2 d—2
2 (0+——=R 1.31
jolloin huomataan, etté jos alkuperdinen kentta ¢ toteuttaa litkeyhtalonsé, niin myos
muunnettu kenttd ¢ toteuttaa omansa. Tami voidaan todistaa myds toisinpéin,

olettamalla kentin ¢ liikeyhtild todeksi ja laskemalla siitdi muuntunut litkeyht&ld

kentélle ¢ [4].
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2 Added-up -menetelma

Nyt on saatu kvantisoitua vapaa reaalinen skalaarikenttd kaarevassa avaruudessa, se-
ki ollaan kiyty ldpi kvantisoinnissa syntyvid ongelmia. Vaikka vapaan kentédn kvan-
tisointi itsessddn on jo tuonut esiin uusia ilmiGitd, kuten gravitaation takia syntyvat
hiukkaset, seuraava looginen askel, kuten Minkowskilaisessa kvanttikenttiteoriassa,
on tarkastella kenttien vélisia vuorovaikutuksia.

Toisin kuin Minkowskin avaruudessa, kaarevan avaruusajan dynaaminen luonne
mahdollistaa uusia ilmiéitd vuorovaikutuksiin. Uudet ilmi6t, jotka eivit ole mahdol-
lisia littedssd avaruudessa, tulevat mahdollisiksi kaarevassa avaruudessa sdilymisla-
kien, kuten energian sdilymisen, puuttumisen vuoksi [12|. Tamén lisiksi vuorovaiku-
tukset voivat rikkoa kentidn konformaalisen invarianssin. Taméa voi johtaa kyseisen
hiukkasen gravitationaaliseen syntymiseen [13]. Vuorovaikutukset voivat myos rik-
koa globaalin Lorentz-invarianssin, joka saattaa johtaa jopa CPT-invarianssin rik-
koutumiseen [14, 15]|. Niiden syiden vuoksi olettaa saattaa, etta fysikaaliset suureet,
kuten hajoamisnopeus ja vaikutusala, tulevat muuttumaan samoihin littedn avaruu-
den suureisiin verrattuna.

Téassa luvussa tarkoituksena on kdyda ldpi Minkowskin avaruudessa vuorovai-
kutuksien tarkasteluun kiytettivian formalismin yleistys kaarevaan avaruuteen, seka
esittdd yksi menetelmé, added-up menetelmé, jolla on mahdollista laskea kaarevan
avaruuden suureita. Tekniset yksityiskohdat”, seké teorian renormalisaatio jitetiin

tassa tutkielmassa taka-alalle.

2.1 Kenttien vuorovaikukset kaarevassa avaruudessa

Yleisesti kenttien vuorovaikutusten huomioiminen lisia ei-lineaarisia termeja vapaan
kentdn kenttdyhtdloihin. Jo Minkowskin avaruuden kvanttikenttédteoriassa néiden

uusien kenttayhtiléiden tarkka ratkaiseminen on lihes mahdotonta. Gravitaation

"Tekniset yksityiskohdat on esitetty esimerkiksi viitteessé [16].



16

lisddminen ei tule myoskidan helpottamaan asiaa. Yleisin tapa ratkaista vuorovai-
kutusten luoma muutos on olettaa kaksi avaruusajan osaa, in- ja out-osat, joissa
vuorovaikutus kytketddn adiabaattisesti pois [4]. T4all6in in- ja out-osissa kenttéyh-
talot redusoituvat vapaan kentén kenttayhtéloiksi, joille voidaan laskea ratkaisut ¢,
ja dout, ja ratkaisut voidaan kvantisoida luvussa 1 esitetylla tavalla.
Vuorovaikutuksissa mielenkiinnon kohteena on S-matriisi, jota kiytetdin muu-

tosamplitudin, kuten

(0ut, Ipys Ipys ooos Ips [S]Tiess -ooy Ty Ly, im) (2.1)

madrityksessa, silld S-matriisialkoiiden itseisarvon nelié madrittda tilan todennikai-
syyden muuttua toiseksi tilaksi. Tamén perusteella muutosamplitudi kuvaa miten
hiukkastila muuttuu tilasta toiseen, ja muutosamplitudin itseisarvon nelié kertoo
muutoksen todennédkdéisyyden. Esimerkiksi massiivisen ¢ hiukkasen hajoaminen kah-
deksi massattomaksi 1) hiukkaseksi kuvataan muutosamplitudilla (out, lgl, lﬁQ |S lli, in).

Pyrkimykseni on siis 16ytdd S-matriisi ja laskea muutosamplitudi®. Minkowskin
avaruudessa muutosamplitudille (2.1) voidaan méadritella reduktiokaava, kuten LSZ-
reduktiokaava, jonka avulla muutosamplitudi voidaan esittda aikajarjestettyjen kent-
tdoperaattorien vakuumitilan odotusarvona. Osoittautuu, ettd LSZ-reduktiokaava
voidaan yleistdd myos kaarevaan avaruuteen [17]. Tét& ldhestymistapaa ei kuiten-
kaan kaytetd tassa tutkielmassa, vaan kiytetdan amplitudien laskemiseen added-up
-menetelméid. Aloitetaan tarkastelu vuorovaikutuskuvan, tai Diracin kuvan, avulla
jotta 16ydetddn sopivaa muotoa oleva S-matriisi.

Oletetaan, ettd vuorovaikutuskuvassa Hamiltonin tiheys H voidaan jakaa va-

paaseen osaan H, sekd vuorovaikutus osaan H;. Nyt koko tiheys voidaan kirjoittaa

8T4ssd tutkielmassa oletetaan, ettd S-matriisi on olemassa. Olemassaolo vaatii, ettd in- ja out-
tiloissa hiukkasen kisite on méiriteltdvissd ja tilat ovat unitaarisesti ekvivalentit, eli toisin sanoen
Bogoliubov-muunnos on olemassa ja hyvin mééritelty. Tarkempi tarkastelu S-matriisin olemassao-

lolle on tehty viitteessd [6].
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muodossa H = Hg + H;. Nyt vuorovaikutuskuvan tilavektori toteuttaa vuorovaiku-

tuskuvan Schrédingerin yhtalon

o|W[x])
ox(z)’

H ()| W[E]) = i (2.2)

missi ﬁs(x) tarkoittaa funktionaalista derivaattaa ja 3(x) on paikanluonteinen Cauc-
hyn pinta, joka yleensi on aikaan ¢ oleva paikka-avaruuden pinta R3. Yhtilon (2.2)

ratkaisu saadaan unitaarioperaattorin U avulla

(W[X]) = U[%, Eo][W[X0)), (2.3)

missd Yy on alkuperdinen Cauchyn pinta jollain kiinnitetylld ajanhetkelld. Téasta
huomataan, ettd unitarioperaattorin on toteutettava alkuehto U[X¥, 3] = 1. Sijoit-

tamalla (2.3) kaavaan (2.2) saadaan unitaarioperaattorille rajoitus

i (2)U[S, So] = Z(SU(S[ZL(SO] (2.4)

Tamén ja alkuehdon perusteella U voidaan kirjoittaa muodossa

)
UL, S =1—i [ Hi(2"UY, So]d, (2.5)
2o
missi integraali lasketaan kahden Cauchy pinnan vélilld. Kaavassa (2.5) esiintyva

uusi unitaarioperaattori U[X ¥y] toteuttaa myds alkuehdon, sekd yhtélon (2.4),

joten se voidaan myos kirjoittaa (2.5) mukaisesti

El
U, Sl =1—i | Hi(2")U[Y", So)d%a", (2.6)

3o

missd ¥ > ¥/ > Y. Sijoittamalla tdma (2.5) saadaan
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% P >/
UL, Y] =1—1i [ Hi(2)d% + (=) / Hi(2YH (2" YUY, Sold?a'd? "
%

o o J %o
(2.7)
Nyt U[X", 3] voidaan médritelld unitaarioperaattorin U[X", ¥ avulla kaavan (2.5)
mukaisti, miké voidaan sijoitta (2.7). Jatkamalla tdtd menettelytapaa saadaan lopul-
ta U[X, Yg]. Koska Cauchyn pinnat méérittavit aikajarjestyksen ¥ > ¥ > X" > ..
voidaan kayttad hyviksi aikajirjestysoperaattoria T , jotta rekursiokaavasta saadaan
kompaktimpi. Kuten Minkowskin avaruudessa, my&s kaarevassa avaruudessa inte-

graatiovilit voidaan symmetrisoida [3] ja saadaan lopulta

UL, S =1+ 3 (_ni),m /2T(’Hj(xl)Hj(xQ)...Hj(xm))ddxlddxg...ddmm
o (2.8)

b
=Texp[—i | H(a')d%].
Yo

m=1

Nyt S-matriisi voidaan mééritelld unitaarioperaattorina, joka kuvaa tilavektorin

muutoksen alkuperdisestd in-tilasta lopulliseen out-tilaan seuraavasti

S = U[Sout, Sinl, (2.9)

jolloin tilavektorin muutos voidaan antaa

U [Eout]) = S|¥[Eim]) (2.10)

2.2 Perturbaatioteoriaa ja muutostodennikoisyyksia

Nyt kun S-matriisi ollaan mééritelty, tarkastellaan sitd perturbaatioteorian puit-
teissa. Oletetaan, ettd vuorovaikutustermi ei sisilld derivaattoja, jolloin H; = —L;

ja avaruusaika oletetaan globaalisti hyperboliseksi. Alkuperéinen tilavektori voi olla
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usean hiukkasen tila [U[%;,]) = |1k, lk,, -+, Lk;, i) ja S-matriisi médritellddn (2.8)

ja (2.9) mukaisesti

B—0t

>
S = lim Texp[i/ e Pl Ly (2 )dda), (2.11)
>

0
missi termi e ?1”°l on vuorovaikutuksen poiskytkentdtermi, joka varmistaa kaavan
(2.11) suppenemisen®[4]. Nyt S-matriisi on esitettivissi perturbaatiosarjana ja ole-
tetaan toisen ja korkeampien kertalukujen termit pieniksi, jolloin tarkastellaan vain
nollannen ja ensimméisen kertaluvun termeji. Kaavan (2.8) perusteella nollannen
kertaluvun termi kuvaa tilannetta, jossa ei ole vuorovaikutusta, joten timéi termia
ei huomioida. Tarkastellaan siis vain ensimmaiisen kertaluvun termié, joka antaa

muutosamplitudin

A= (out, 1y, 1p,, ooy 1p. | Al Lk, ooy iy, Ly, i), (2.12)

missi

b))
A=ilim [ Te L (z)d%. (2.13)

,84)0"" Yo

Periaatteessa tdmaén jilkeen muutosamplitudin laskeminen tapahtuu samaan tapaan
kuin littedssd avaruudessa, eli sijoittamalla nyt kaarevan avaruuden vapaan kentin
ratkaisu vuorovaikutus termiin £; 3], mutta kuitenkin tullaan huomaamaan, etti
kaarevan avaruuden dynaaminen luonne luo ongelmia laskuihin.

Jos laskut tehtéisiin tdysin samalla tavalla kuin littedissd avaruudessa tarkastel-
taisiin alkutilaa, jossa on darellinen méard hiukkasia ja S-matriisin avulla vertail-
taisiin tatd lopputilaan, missd on myo6s dédrellinen maard hiukkasia. Kaarevassa ava-

ruudessa tallainen yksinkertainen menetelma ei toimi, silld vuorovaikutusten lisdksi

9Mikili integroinnin aikavili on #irellinen termii ei tarvita [4].
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in-tilan muuttuessa out-tilaksi syntyy hiukkasia gravitaation takia, jolloin vertailus-
sa ei ole jarked. Parker osoitti taméan tyylisen menetelmén luoman ongelman kaare-
van avaruuden vakuumitilan muutosamplitudin nelién avulla |9]. Muutosamplitudin
nelio saadaan laskemalla muutosaplitudi kentélle, joka on L-sdrmaisessé laatikos-
sa, johon on asetettu periodiset reunaehdot ja ottamalla raja-arvo, jossa laatikon

sdrman pituus L — oo, jolloin >, — (%)3 [ d®p. Néin saadaan

|(out, 0]0,in)|* = exp[— > _log|ap|?]
k

V 213
— exp {_W/R?’ log |ayp| dp] ,

missé a;, on Bogoliubov-kerroin ja V' = L? on normalisaatiotilavuus. Nyt raja-arvon

(2.14)

L — oo takia myos V' — oo ja lauseke (2.14) ldhestyy nollaa. TAmé& osoittaa,
ettd vakuumitilan todennikdisyys pysyd vakuumitilana laajenevassa avaruudessa
ldhestyy nollaa hiukkasten gravitationaalisen synnyn vuoksi [4].

Tarkastellaan nyt yleistéd, kaavan (2.1) kaltaista muutosamplitudia, jossa on 44~
rellinen méaara hiukkasia. Tésséd tarkastelussa tullaan huomaamaan Parkerin tulok-
sen (2.14) tirkeys. Oletetaan, etti in-tilassa on ¢ kappaletta massallisia ¢-hiukkasia
ja r kappaletta massattomia konformaalisesti kytkettyja t-hiukkasia. Oletetaan
myos, ettd out-tilassa on samoja hiukkasia d ja s kappaletta. Nyt muutosamplitudiksi
saadaan (out,d”s?|S|c?r?,in), missé |c?r?) = |15 ,...,12 , 1ﬁ1, . 1Ifr>. Koska hiuk-
kastilat muodostavat omassa vakuumissaan tidydellisen kannan voidaan identiteettio-
peraattori esittdd summana kaikkien hiukkastilojen yli 1 =37 | [g?t",in)(in, g*t*|.

Sijoittamalla tdmi muutosamplitudiin saadaan

(out, d?s¥|S®)|c?r¥ in) = Z(out, d?s?|g?t?,in) (in, g®t¥|S@|c?r? in),  (2.15)
g,t

missd z merkitsee S-matriisin perturbaatiosarjan kertalukua, eli esimerkiksi nollan-

nes kertaluku z = 0 tarkoittaa S®© = 1 jne. Audretsch ja Spangehl osoittivat [7], etti
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kiyttamalla relaatioita (1.25) ja (1.26) yhtélon oikean puolen ensimméinen termi on

esitettavissd muodossa

(out, d?s*|g’t? in) = (out, 00, in) f(a, B), (2.16)

missi f(a, 3) on dérellinen Bogoliubov-kertoimista, sekd hiukkasluvuista d ja g riip-
puva funktio. Nyt selkeésti, mikili tarkastellaan muutosamplitudin (2.15) neliota,
saadaan ongelmallinen vakuumitilan muutosamplitudin neli6, jolloin kaikkien kerta-
lukujen vuorovaikutusten muutostodennékéisyydet lahestyvit nollaa kun V' — oo,
Parkerin todistaman [9] yhtdlon (2.14) nojalla. Syy tdhén on jélleen hiukkasten gra-
vitationaalinen synty, silld hiukkasia syntyy koko liikemaaraspektrin p laajuudella jo
vuorovaikutuksen nollannessa kertaluvussa [4]. Tamén vuoksi suoraviivainen Min-
kowskin avaruuden laskutavan yleistdminen kaarevaan avaruuteen ei tule toimimaan,
silld littedn avaruuden in-out tyylinen muutosamplitudi menettéé fysikaalisen mer-
kityksensé kaarevassa avaruudessa [4]. Siksi erilainen ldhestymistapa on tarpeen, ja
onneksi on mahdollista maarittad yleistys, jolla on samantyylinen tulkinta kaarevas-

sa avaruudessa kuin in-out -muutosamplitudilla Minkowskin avaruudessa.

2.3 Added-up todennikoisyys

Edellisessa kappaleessa huomattiin, ettd kaarevassa avaruudessa hiukkasten syntymi-
nen tuottaa ongelmia muutosamplitudien méaarityksessa. Toisaalta, koska hiukkasen
maarittdminen kaarevassa avaruudessa on hankalaa, kdy jarkeen, ettd myos hiukkas-
ten viliset vuorovaikutukset ovat hankalia maarittad. Huomattiin myds, ettei littedn
avaruuden muutosamplitudien laskuun kiytettdvia menetelmid voida suoranaisesti
vleistdd kaarevaan avaruuteen, joten tarvitaan uusi menetelmé, jotta pystytidn las-
kemaan kaarevan avaruuden suureita. 80-luvun alussa osoitettiin [18, 19], ettd kaa-

revassa avaruudessa ongelmallinen hiukkasten syntyminen vakuumitilasta voitaisiin
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esittdd modifioimalla standardeja Feynmanin diagrammeja, jolloin néitd modifioitua
diagrammeja voitaisiin kiayttad selittiméaan kaarevan avaruuden vuorovaikutukset.

Kuten edellisen kappaleen perusteella olettaa saattaa, muutosamplitudin lasku-
jen ongelmat pohjautuvat siihen, ettei vakuumia voida maéaérittad yksikésitteisesti.
Télloin, vaikka muutosamplitudi (out, 0|P|0,in) voitaisiin laskea jollekin muutoso-
peraattorille P, muutosamplitudi ei tule sisiltdméain samaa fysikaalista informaa-
tiota kuin littedn avaruuden amplitudi (in, 0|P|0,in). Tdmén vuoksi on kehitetty
menetelmid kuten in-in -formalismi, jota joskus kutsutaan myd6s closed-time-path
tai Schwinger-Keldysh -formalismiksi.

Ongelmana naissd formalismeissa on, ettéd laskut vaikeutuvat todella nopeasti ja
tamén lisdksi formalismi lisid myds uusia Feynmanin diagrammeja [20]. Toisaalta
in-in -formalismin hyvé puoli on, ettéd se poistaa automaattisesti hiukkasten synnyn
takia tulevat &drettomédn hajaantuvat termit [19].

In-in -formalismiin pohjautuen Audretsch ja Spangehl esittivit menetelmén, jo-
ta he kutsuivat added-up -menetelméaksi, muutosamplitudien laskemiseen kaarevas-
sa avaruudessa [7]. Menetelmé pyrkii ratkaisemaan esitetyt ongelmat fysikaalisesti
motivoiduin kriteerein mééritellyn laskumallin avulla, ja ldhestyykin ongelmia de-
tektoriongelman pohjalta.

Aloitetaan muodostamalla kaarevan avaruuden detektoriongelma. Kaarevassa
avaruudessa sitd ldhestytddn samalla tavalla kuin littedssd avaruudessa, eli hiuk-
kasdetektorin ajatellaan tunnistavan hiukkasia out-tilassa. Littedssd avaruudessa la-
hestymistapa on suoraviivainen, silld kiinnittamalld in-tila voidaan sita verrata out-
tilaan ja hiukkasmaéaérien erot voidaan sanoa syntyneen vuorovaikutuksissa. Kaare-
vassa avaruudessa ongelmaksi tulee hiukkasten gravitationaalinen syntyminen, silla
jos detektori tunnistaa out-hiukkasia, joita voi syntyd gravitationaalisesti, detek-
tori ei pysty erottelemaan mitkd hiukkasista ovat syntyneet vuorovaikutuksissa ja

mitkd gravitaation takia. Tdméan vuoksi tarvitaan indikaattori, johon gravitaation
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aiheuttama muutos on mahdollisimman pieni.

Aikaisempien tarkasteluiden perusteella tiedetddn, ettd konformaalisesti kytket-
tyjd massattomia hiukkasia ei synny gravitaation takia, jolloin tdma hiukkastyyppi
on jarkevi indikaattoriksi. Tdmé indikaattorivalinta on jarkevé, silla kiinnittdmalla

in-tilassa olevat massattomat hiukkaset!'®

ja vertailemalla nédiden lukuméarin eroa
out-tilassa oleviin massattomiin hiukkasiin, tiedetién ettd ero on syntynyt vain vuo-
rovaikutuksen takia.

Nyt kun indikaattori on selvillda muotoillaan added-up todennikoisyys seuraavan
kysymyksen pohjalta: milla todenndkoéisyydelld tietty massattoman hiukkasen tila
|s?, out) 1ydetiidin out-tilasta, vilittimittd massallisista hiukkasista |7]. Matemaat-

tisesti vastaus saadaan summaamalla muutostodennédkoisyys kaikkien massallisten

hiukkastilojen yli ja tdm&n perusteella saadaan

w*(s¥]cPr?) = Z [(out, d?s*|S|c?r?, in)|?
(2.17)
= Z(in, 1?51 d?s?, out) (d?s¥, out|S|in, c?r¥)
d
Koska massattomia hiukkasia ei synny gravitationaalisesti |s¥, out) = |s¥,in) ja mas-
sallisten hiukkasten tilat muodostavat taydellisen kannan in- ja out-alueissa voidaan

kiyttad jalleen identiteettioperaattoria

Z|d¢ out) (out, d’| = Z|g in)(in, ¢°| = 1. (2.18)

Sijoittamalla (2.18) kaavan (2.17) ja vaihtamalla |s¥, out)(out, s¥| = |s¥,in){in, s¥|

saadaan

10Massattomilla hiukkasilla tarkoitetaan tistd eteenpéin konformaalisesti kytkettyji massatto-

mia hiukkasia, ellei toisin mainita.
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w4 (s¥|cPr?) = Z |(in, g?s%[S|c?r? in)|%. (2.19)
g

Tamén tyylisessd muunnosamplitudissa voidaan kiyttdd hyviksi in-in Feynmanin
diagrammeja [7]. Toisaalta kaavan (2.18) avulla yhtdlo (2.17) voitaisiin kirjoittaa

myos out-out tiloille, sillé kaava (2.17) on esitettévissi muodossa

w4 (s%|cOr?) = Z<d¢s¢, out|S|in, ¢?r¥) (in, ¢?r¥|ST|d’s? , out).
d
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3 Skalaarikentan hajoaminen kaarevassa avaruudes-
sa

Ensimmadisen kahden luvun aikana ollaan kayty lapi yleisella tasolla, miten littedn
avaruuden kvanttikenttéiteoria voidaan yleistdé kaareviin avaruuksiin, miten kentét
voidaan kvantisoida, sekd ollaan huomattu minkéilaisia ongelmia kaareva avaruus
luo kvanttikenttéteorialle. Taméan lisdksi tarkasteltiin, miten vuorovaikutukset saa-
daan siséllytettyd kaarevan avaruuden kvanttikenttiteoriaan, ja esiteltiin added-up
-menetelmé, jonka avulla voidaan laskea kaarevan avaruuden suureita.
Teoreettinen tausta on siis kasassa ja tdssd luvussa padstddn tarkastelemaan
konkreettisia esimerkkeji. Pyrkimyksend on esittad J. Lankisen ja I. Viljan johtamat

tulokset skalaarikentéin hajoamiselle skalaari- [21-23] ja fermionikanavaan [24].

3.1 Hajoaminen skalaarikanavaan

Aloitetaan yksinkertaisimmasta esimerkisti ja tarkastellaan m-massaisen, reaalisen
skalaarikentén ¢, joka on kytketty gravitaatioon kytkentivakiolla £, hajoamista ska-
laarikentéksi ¢. Added-up -menetelmén kiyttdminen laskuissa vaatii kentén ¢ olevan
konformaalisesti invariantti, jolloin kentdn on oltava massaton ja sen kytkentd gra-
vitaatioon on oltava konformaalinen, eli kentdn ¢ kytkentédvakioksi valitaan 5 = %.

Néin Lagrangen tiheydeksi saadaan

1 R
L= \/—g§ 0,00" ¢ — m2¢® — ERP* + 00" — EQOQ + L. (3.1)

Vuorovaikutustermiksi valitaan

'CI = _\/__9A¢9027 (32>

missd A # 0 on dimension 1 omaava kytkentavakio.
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Tarkastellaan hajoamista kappaleen 1.4 tavoin spatiaalisesti littedssa ja avoimes-
sa Robertson-Walker -avaruudessa, jossa matriikka voidaan esittdd konformaalisesti
littefissd muodossa ds® = a(n)?(dn?* — dx?), missi konformaalinen aikakoordinaatti
n € (0,00). Kappaleessa 1.5 méériteltiin konformaalinen muunnos metriitkan muun-
nokseksi g, = Q(x)?g,,. Konformaalisesti litted metriikka tarkoittaa siis metriikkaa,
joka on konformaalinen muunnos littedstd avaruudesta. Kappaleessa 1.4 ei esitetty,
miten kaarevan avaruuden liikeyht&lon (1.9) ratkaisuna saadaan kaava (1.23) mukai-
nen moodifunktio. Kdydédan johto lapi seuraavaksi kentélle ¢, koska tama kenttd on
yleisimmiéssi muodossa, jolloin kaava (1.23), sekd kentén ¢ liikeyhtdlot ovat tdméan
erikoistapauksia.

Aloitetaan kéyttdmalld hyviksi RW-avaruuden konformaalista litteyttd g =
a(n)zn/%mk ja muunnetaan kentdn ¢ Lagrangen tiheys Minkowskin avaruuteen. Kap-
paleen 1.5 mukaisesti skalaarikentdt muuntuvat konformaalisessa muunnoksessa kon-
il 1y Mink

ja Riccin skalaari kaavan

formaalisella painolla ¢ = —1, eli = a(n)

(A.1) mukaisesti, missi tietysti litteiin avaruuden kaarevuus katoaa RM"F = (.

Néin muunnoksen ja osittaisintegroinnin jilkeen Lagrangen tiheydeksi saadaan

a‘u(ﬁMinka,ugb]Wink o a(n)2m2(¢Mmk)2 o (é o 1) 6a(n)—1nm/a‘uaya(¢Mink)2:|

Ly = 5

N | —

(3.3)

Viimeinen termi voidaan esittdd RW-avaruuden Riccin skalaarin avulla ja liikeyhtéa-

16ksi saadaan

S0+ Janm? + (€= 5 ) aln?R™ | 6 =0 (3.4

Tamén jalkeen kiytetddn hyviksi RW-avaruuden spatiaalista homogeenisyytta, min-

kd vuoksi moodifunktiot ovat separoituvaa muotoa [3|
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ugfmk(

7,X) = %Xp(n), (3.5)

missd kerroin —— on valittu kiytinnollisistd syistd. Sijoittamalla tdmé liikeyhté-

(2m)3

166n (3.4), saadaan aikaosan x,(n) méadrittdvi differentiaaliyhtilo

"+ [+ atn + (6 - 5 ) R | =0 3.5)

missi pilkku tarkoittaa derivattaa konformaalisen ajan n suhteen. Kaavan (1.11)
perusteella ratkaisut ovat ortogonaalisia, jos x;,x; — XpX, = i-
Tamén jalkeen muunnetaan saatu Minkowskin avaruuden ratkaisu takaisin RW-

avaruuteen ja saadaan lopulliseksi moodifunktioksi

(27)2a(n)

missi x,(n) on oltava ratkaisu litkeyhtélolle (3.6). Nyt huomataan, ettd valitsemalla

up(n,X) = Xp(1), (3.7)

¢ = %, saadaan kaavan (1.23) mukainen moodifunktio, pois lukien mielivaltaisesti

valittu kerroin —— . Huomataan myds, etté valitsemalla vield m = 0 saadaan kentiin

(2m)?

@ liikeyhtéld, jonka ratkaisu tunnetaan

1 eip-xfikr]
Uk(nv X) - (271_)%&(77) m (38)

Viimeisend méaritetddn vield laskuissa kiytettiva S-matriisi. Tarkastellaan vain
perturbaatiosarjan ensimmaéisen kertaluvun termid, jolloin S = 1 — i A + O()\?),

missa

A= lim [ Te Ppp*\/—gd'a (3.9)
B—0Tt
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Téamén tyyppisessd hajoamisessa added-up todennikéisyydeksi saadaan |7]

w = € | [(in, 1§, 1 [A[1S, in) [ + ) [(in, 15,15, 17, 18, |AJ1S, in)* | . (3.10)

) Tp?

Néihin todennékoisyyksiin liittyvit Feynmanin diagrammit on esitetty kuvassa 1.

P
ki
p -
o

(a)

Kuva 1. Ensimmaisen kertaluvun hajoamisen Feynmanin diagrammit. Katkoviiva
kuvaa massiivista ¢ hiukkasta ja yhtendinen viiva massatonta ¢ hiukkasta [4].

Diagrammi 1b tulee kaarevassa avaruudessa mahdolliseksi energian siilymisen puut-
tumisen vuoksi [4]. Tdhéin diagrammiin liittyva amplitudi voidaan my6s yksinkertais-
taa, silld liitkeméardn p omaava hiukkanen kulkee vain hajoamisesta ohi, eli esiintyy
amplitudissa kahdesti, joten (in, 15,12, 15 17 |A[1%,in) = (in, 1%, 1§ , 17 | A[0, in).

Koska RW-avaruus on symmetrinen paikka-avaruuden siirroissa kolmiliikemaéra sii-

lyy [25].
Tamén vuoksi p = k; + ks ja valitsemalla k; = k lopulliseksi added-up toden-

néakoisyydeksi saadaan

w = N | |(in, 1§, 15 JA[1S, in) > + [(in, 19, 1F, 12_, JA[0, in)[?| . (3.11)

Kokonaishajoamistodennikdisyys saadaan summaamalla yli mielivaltaisten liikemé&a-

rien, eli tdssd tapauksessa lilkemaaran k,
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w' =y ", (3.12)

Tamén perusteella tarkastellaan kummankin Feynmanin diagrammin muutosampli-
tudia erikseen.

Kuten kappaleessa 2.3 todettiin added-up todennakoisyys voidaan esittdd myds
out-out -amplitudien avulla, joten maaritelliin diagrammia la vastaava amplitudi
A%(ky, ko, p) = —iX(out, 1{ , 17 |A[12, out), seki diagrammia 1b vastaava amplitu-
di A°(ky, ks, q) = —iX(out, 1,17 |17 |A|0, out). Syy muutosamplitudien esitykselle
out-out -muodossa on se, ettd out-moodifunktio on helpommin l6ydettivissi, kuten
tullan pian huomaamaan.

Kéyttamaélla hyviksi moodifunktioita (3.7) ja (3.8), sekd kommutaatiorelaatioita,

la diagrammin muutosamplitudiksi saadaan

—iN(p — ki — k = |
A%y, Ky, p) = ki ko) / e Pa(n)elrtkany (mydn.  (3.13)
0

(27)22v/ ks o0+
Diagrammin 1b muutosamplitudi saadaan vaihtamalla d(p — k; — ko) — d(q +
ki + ka), sekdl x,(n) — x;(n). Kokonaismuutostodennékdisyys saadaan vaatimalla
kolmiliikemé&aran sdilyminen, siirtymaélld jatkuvalle rajalle ja integroimalla yli mie-

livaltaisen liikemaéaran k,

Wit = / &k (JA“(k, [p — K|)[? + Ak, [p — K)|?) . (3.14)
R3

Kyseinen integraali on todella vaikea laskea yleiselld liikem&aralld p ja yleiselld x,(n)
integraalia ei valttadmatta pystytd ratkaisemaan. Tadmén vuoksi siirrytdin hajoavan
hiukkasen lepokoordinaatistoon p = 0 ja kiiytetddn hyviksi symmetriaa |A%(k, |p —
k|)|? = |A%(—k,| — p — Kk]|)|?, sekil integroimalla k pallokoordinaatistossa saadaan

integraali muotoon
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2

| atme g amyan) (3.15)

2 [e%}
tot __ )\

82 [

w dk

o0
jossa ollaan otettu kiyttoon katkaisu n = T ja [-raja-arvo on otettu jo huomioon.
Integraalin alaraja on hyvin kdyttaytyvéd, joten integrointi voidaan aloittaa nollas-
ta [4]. Mikili integraali hajaantuisi singulariteetissa voitaisiin alarajaksi valita mt,,
missa ty on singulariteetin ympéaristossa. Integraalin yldraja on katkaistu, silla ai-
kaintegraali hajaantuu tietyissii avaruuksissa, kuten jiykin materian'! dominoivassa
avaruudessa [4]. Téssd muodossa k integraalia voidaan pitdéd jakaumana [4], jolloin

kokonaismuutosamplitudiksi saadaan

2 T
tot __ )\

=5 /. a(n)?[xp=o(n)|dn. (3.16)

w

Seuraavaksi vuorossa on moodifunktion x,—o(7) laskeminen. Liikeyht&lo (3.6) ei
ole kuitenkaan ratkaistavissa mille tahansa skaalatekijille a(n), joten méaritetdan
skaalatekiji a(n) = bnz, missd b on positiivinen vakio'?. TAm# skaalatekiji kuvaa
jaykdn materian dominoivaa avaruutta n = 1, siteilyn dominoivaa avaruutta n = 2,
materian dominoivaa avaruutta n = 4, sekii De Sitterin avaruutta n = —2. Téssé
skaalatekijin valinnassa on kuitenkin ongelmia. Kuten kappaleessa 1.4 mainittiin,
yleisessd avaruudessa hiukkasen késite on ongelmallinen. Koska in- ja out-vakuumit
madritellddn normaalisti, eli asymptoottisina tulevaisuutena ja menneisyytena, eli
n — £oo, kysymykseksi tulee, voidaanko niissa vakuumeissa maéritelld stabiilia
hiukkasta. Jos avaruus redusoituisi asymptoottisesti Minkowskin avaruudeksi, olisi
selkedisti nahtivissi ettd in- ja out-vakuumeissa olisi médritelty stabiili hiukkasen
kéisite, mutta nyt valittu avaruus ei selkedsti redusoidu Minkowskin avaruudeksi,

silld a(n) ei lahesty asymptoottisesti vakioarvoa.

HStiff matter.

I2Konformaalisen ajan avulla annettu skaalatekiji voidaan laskea standardin aikakoordinaatin

avulla annetusta skaalatekijéistéi ratkaisemalla differentiaaliyhtild dn = a(t)~1dt.
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Kuitenkin osoittautuu, etti jos avaruus on hitaasti muuttuva'®, voidaan kon-
struoida asymptoottisesti adiabaattinen vakuumi, missd hiukkasen kisite on méaari-
teltdvissi, silld hiukkasméérd on niissd vakuumeissa adiabaattinen vakio'* |3|. Tarvi-
taan siis moodifunktio, joka redusoituu asymptoottisessa tulevaisuudessa ja mennei-
syydessd adiabaattisen vakuumin méarittéaviksi moodifunktioksi. TAmé& niin sanottu
adiabaattinen moodifuktio saadaan laskettua liikeyhtélosta (3.6) WKB-tyyppisena
ratkaisuna [3|. Tadmén tyylinen laskumalli on kuitenkin tyoldstd ratkaista, mutta
osoittautuu, ettd mikéli liikeyhtalolld (3.6) on eksakti ratkaisu, redusoituu tidméa
asymptoottisesti adiabaattiseksi moodifunktioksi [3]. Tdmén vuoksi eksaktia ratkai-
sua voidaan kiyttad kaavassa (3.16).

Seuraavaksi ongelmaksi tulee in-vakuumin mééritys asymptoottisena menneisyy-
tend, n,t — —oo. Tama madritys on toimiva Minkowskin avaruudessa, mutta kun
skaalatekijd a(n) tulee mukaan liikeyht#loihin 7 — —oo on ei fysikaalinen vaatimus,
silld fysikaalisessa mallissa n € (0,00), kuten kappaleen alussa méiriteltiin. Taméa
ongelma voidaan kuitenkin kiertdd, silla singulariteetin n = 0 ympéristossa on mah-
dollista mé&érittda stabiili hiukkanen [26]. Téssd ympéristossd x,(n) on tasoaalto
ratkaisu. Huomioitavaa on, ettd tdmén tyylinen mééritys ei ole mahdollista singu-
lariteetissa 7 = 0, vain pelkéstdén singulariteetin ympéristossi, missa skaalatekijéi
a(no) # 0, missé 1y on 7 = 0 ymparistossi.

Skaalatekijin a(n) = bn2 valinnalla on myds hyvid puolia, silli tilli skaala-
tekijélla liikeyhtalo (3.6) on eksaktisti ratkaistavissa lepokoordinaatistossa p = 0.
Moodifunktion lasku on esitetty viitteessd [23]| ja lopputulos voidaan esittdd Han-
kelin funktioiden Hél’z) avulla. Indeksi « riippuu tiysin avaruuden valinnasta, seki

massallisen moodin gravitationaalisen kytkennidn voimakkuudesta

I3Hitaasti muuttuva avaruus voidaan mééritelld skaalatekijin avulla, d‘,i—ril %(('7’7)) I7=20 0, VI > 0.

MTarkempi tarkastelu adiabaattisesta vakuumista ja témin konstruoinnista 16ytyy viitteesti [3]

kappaleesta 3.5.
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Mikéli o on reaalinen, normalisoitu positiivinen moodifunktio on muotoa

24n
_ T —m(-2a) () [ 20m7 ]
XPZO(U) 2(2 + n)e 4 «a 2+ n ) (3 8)

ja kun o on imaginddrinen

24n
™ _in_ xa 9y [ 2bmnTz
Xp=o() = ROk s ? h (—2 — ) : (3.19)

. o~ n(n— —1)— . . . o e e o o
missi & = Y 223525 D=L Moodifunktiot (3.18) ja (3.19) eivit ole médriteltyja
n = —2, joka kuvaa De Sitterin avaruutta. Liikeyht&l6 (3.6) on kylld ratkaistavissa
talla arvolla, mutta positiivista moodia ei voida identifioida [4].

Sijoittamalla lasketut positiiviset moodit kaavaan (3.16), sekd reaalisella, etti

imagindariselld indeksilld o, saadaan sama kokonaismuutostodennikdisyys

)\2 mt
whot = 5 / wHWM (u) H (u)du, (3.20)
m= Jo

24n
2bmn 2
24-n

missé ollaan tehty muuttujanvaihto u = ja t on standardi aikakoordinaatti.
Integraali (3.20) voidaan ratkaista eksaktisti Besselin funktioiden avulla ja reaaliselle

indeksille «

2
~ 64m?2
— Yo 1(mt)Yo i (mt)] —

{(mt)?[Jo(mt)? — Jo_1(mt)Jas1(mt) + Yo (mt)?

2

miki suppenee!® kun o < 1 ja saa pienimmin arvonsa % kun a = 0. Imaginddrisen

WRe

4o cot(mar) (3:21)

™

indeksin ratkaisuksi saadaan

15 Tarkempi tarkastelu miten suppenemisehto rajoittaa &, n on tehty viitteesss [23].
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2
" 64m2
— Yo 1(mt)Yoi1(mt)] —

{(mt)2[Ja(mt)? — Juor(mt) Jusr (mt) + Ya(mt)?

4 coth(ma) )
T )

Wim
(3.22)

samalla suppenemisehdolla o < 1.
Jotta lopputulosta voidaan verrata Minkowskin avaruuden hajoamiseen, pitdi
kokonaismuutostodennakoisyyttd tarkastella asymptoottisella rajalla. Esittdméalla

ratkaisu asymptoottisena sarjana johtavaksi termiksi saadaan [4]

wthA_2<t_M), (3.23)

16mm m
Kvanttikenttiteoriassa hajoamisnopeus saataisiin jakamalla tdmé kokonaismuutos-
todennikdisyys ajalla t. Nyt kuitenkin ongelmaksi syntyy kaavassa (3.23) esiintyvé
vakiotermi. Audretsch ja Spangehl esittivit tdhdn ongelmaan mahdollisen ratkaisun
[7]. Hajoamista voidaan tarkastella kahden aikaskaalan pohjalta: hiukkasten keski-
nidinen vuorovaikutus ja gravitaation vuorovaikutus.

Ensimméinen néistd on karakterisoitavissa ddrettomalld ajalla, silld hiukkanen
voi hajota milloin vain, ja toinen on karakterisoitavissa ajalla kun gravitaatiokent-
td vuorovaikuttaa hiukkasen kanssa, mikd tapahtuu in- ja out-vakuumien vélilla.
Néin voidaan maaritelld gravitaation vaikutusaika tg.., := ty — t;, missé ¢; on aika
kun gravitaatio alkaa vuorovaikuttaa ja t; aika jolloin vuorovaikutus loppuu. Koska
kaavassa (3.23) esiintyvéd vakiotermi syntyy gravitaation takia, jaetaan taméa .4,

jolloin asymptoottiseksi hajoamisnopeudeksi saadaan

A2 || cot(m]al)
r ~ l1——. 3.24
Y7 16mm ( Mt grav ( )

Huomioitavaa on, ettel ¢4, pystytd maérittelemadn eksaktisti [7], mutta tdmén tyy-
linen méarittely antaa hajoamisnopeudelle kvantitatiivisen ajatuksen, miten gravi-

taatio vaikuttaa hajoamiseen.
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Tamén jilkeen padsddn vertailemaan tulosta Minkowskin avaruudessa saatavaan
hajoamisnopeuteen. Minkowskin avaruuden raja saadaan kun avaruudesta tulee
staattinen, eli a(n) = 1, mikd saadaan valitsemalla n = 0 ja b = 1. Niin hajoa-

misnopeudeksi saadaan

) 22
Mink
Lo e = Tomm’ (3.25)

joka on sama kuin kvanttikenttdteorialla laskettu hajoamisnopeus. Tarkastellessa
mahdollisia n:n ja &:n arvoja huomataan, ettd positiiviselle gravitaatiokytkennal-
le ¢ sdteilyn, materian ja jaykdn materian dominoivissa avaruuksissa, pois lukien
minimaalisella kytkenndlld oleva kenttd materian dominoivassa avaruudessa, vakio
kaavassa (3.24) on negatiivinen [4]. Tdmén vuoksi gravitaatio pienentdid hajoamis-
nopeutta Minkowskin avaruuteen verrattuna. Syvempéé pohdintaa téstd tuloksesta

kappaleessa 4.3. Tama paattasd tarkastelun hajoamisesta skalaarikanavaan.

3.2 Hajoaminen fermionikanavaan

Seuraavaksi tarkastellaan skalaarihiukkasen hajoamista fermionikanavaan. Taméan
vuoksi tarvitaan siis kaarevaan avaruuteen yleistetty kvantisoitu spinorikentta. Vaik-
ka spinorikentéan yleistys ja kvantisointi tapahtuu periaatteessa luvussa 1 osoitetulla
tavalla, spinorien monimutkainen luonne luo ongelmia skalaarikentédn kvantisointiin
ndhden. Aloitetaan spinorikentén yleistdminen kappaleen 1.2 mukaisesti vaihtamalla
Minkowskin avaruuden suureet niiden kaarevan avaruuden vastineilla. Tadmén lisak-
si kdytetadn minimaalista kytkentadmallia, silld R-lineaarinen termi ei ole dimen-
sionaalisesti mahdollinen spinorikentélld. Tdmén tyylinen menetelma toimii kuiten-
kin vain kentille jotka muuttuvat Lorentz muunnoksissa kuten tensorit [27]. Tadmén
vuoksi, jotta spinorit voidaan yleistad kaarevaan avaruuteen, joudutaan kayttamé&an

vierbein-formalismia.
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Vierbein-formalismissa kiytetdan hyviksi ekvivalenssiperiaatetta ja jokaiseen ava-

ruusajan pisteeseen liitetdin lokaali inertiaalikoordinaatisto #(®), joka misrittaa veir-

beinkentén e\

0@
do'® =
oxH

dx" = e/(f)dx“. (3.26)

Kaytetddn merkintda, jossa latinalaiset indeksit ovat lokaalin inertiaalikoordinaa-
tiston Lorentz-indeksejd ja kreikkalaiset indeksit yleisen kaarevan koordinaatiston

Lorentz-indekseji. Vierbein-kentille voidaan méaéritelld myos kidnteiskentta eﬁa)

dt — ox#

(a)
= 0. (3.27)

Vierbeinien avulla yleinen metriikka voidaan esittda muodossa ¢, = n(ab)eff)e,(,b).

Vierbein-kenttd voidaan siis ajatella olevan kuvaus lokaalin inertiaalikoordinaatiston
0@ ja yleisen koordinaatiston z* vililli. Vierbein-kenttiis voidaan kiyttis hyvik-
si spinorikentédn yleistdmisessd kaarevaan avaruuteen, silld vierbein-kentta muuttuu
kuten yleisen avaruuden vektori (1. luokan tensori) indeksin u suhteen ja kentélla voi-
daan kuvata inetriaalikoordinaatiston objekti A(® yleiseksi vektoriksi A* = A(®) e’(”a).
Tamén avulla identifioimalla spinorit A% voidaan ne kuvata yleisiksi vektoreiksi ja
kappaleen 1.2 mukaista yleistysmenetelmai voidaan kayttad hyvéksi.

Né&in Minkowskin avaruuden m-massainen spinorikentté ¢ voidaan yleistaé kaa-

revaan avaruuteen ja Lagrangen tiheydeksi saadaan

L= V=gg [57V — (V*D)] — masd, (3.25)

missé ¢ on Diracin konjugoitu spinori ¢ = ¥71° ja kaarevan avaruuden gammamat-
riisit saadaan Minkowskin avaruuden gammamatriiseista v(® vierbein-kentén avulla
W = y(a)ef‘a). Kaarevan avaruuden gammamatriisit toteuttavat antikommutaatiore-

laation
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{97} = 29", (3.29)

ja Lagrangen tiheydesséa esiintyvé kovariantti derivaatta on maaritelty spin-konnektion

I', avulla

V=08, +T,, (3.30)

misséd, olettaen yleinen avaruus torsiottomaksi kuten yleisessa suhteellisuusteoriassa

oletetaan,

1 a v
r, = é['y( ),’y(b)]e(a)aue(b)y. (3.31)

Varioimalla Lagrangen tiheyttd saadaan kentélle v liikeyhtaloksi

"V 0 — map = 0. (3.32)

Kentille 1) saadaan samanlainen liikeyhtiils. Spinorikentin kanoninen kvantisaatio
tapahtuu kuten Minkowskin avaruudessa, eli maaritellidn saman ajan antikommu-

taatiorelaatiot

{9e(t, %), ¥a(t,x)} = 0,
{me(t,x), ma(t,x')} =0, (3.33)

{We(t,x), ma(t,x")} = i0cqd(x — X),
missi konjugoitu litkeméira m, on mééritelty kaavan (1.3) mukaisesti ja kaavoissa
kiytetyt indeksit ¢ ja d kuvaavat spinorien sekd konjugoidun liikeméidran kompo-
nenttia, eivitkéd inertiaalikoordinaatiston Lorentz-indeksid. Spinorien 1 ja ¢ sisé-
tulo voidaan mééritella globaalin U(1)-symmetrian takia syntyvin sdilyvén virran

Q = 1yy? avulla hyperpinnalla 3, joka on vakioajan pinta
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016) = [ @bt (%) 334

t
Kumpikin spinorikentt 1 ja 1 voidaan esittiii kaavan (1.12) mukaisesti huomioiden

spinien kaksi arvoa

ZZbkuk + dTog (t,x), (3.35)

Z Z 4373 + 5@ (1, x). (3.36)

Tamén perusteella spinorit ovat normalisoituja jos

u(k, s)Tu(k,s') = v(k, s) v(k, s') = 2|k|dss. (3.37)

Nyt ollaan valmiita laskemaan skalaarikentdn hajoaminen fermionikanavaan. Las-
ku on ldhes samanlainen, kuin hajoaminen skalaarikanavaan, eli aluksi etsitdin
normoidut moodifunktiot, taas Robertsonin-Walkerin -avaruudessa, ja kiytetdin
added-up -menetelméds hajoamisnopeuden laskemiseksi. Jotta tuloksia, jotka joh-
dettiin skalaarikanavaan hajoamisen yhteydessi, voitaisiin kdyttda hyviaksi, pide-
tddn hajoava skalaarihiukkanen taas lepokoordinaatistossaan. Tdmén lisdksi, jotta
added-up -menetelméd voitaisiin kiyttda hyviksi pitdd syntyvien fermionien olla
konformaalisesti invariantteja, eli massattomia.

Hajoamista voidaan tarkastella myts symmetrian ndkokulmasta. Oletetaan ska-
laarikentén olevan kompleksinen, jolla on nollasta poikkeava varaus. Fermionien ole-
tetaan olevan kiraalisia, niin ettd ¢ varaus on yhtd suuri, mutta erimerkkinen
kuin hajoavan skalaarikentén ja 1 varaus on nolla. Néilld oletuksilla saadaan U(1)-

symmetrinen teoria, silli vain massatermi, jota nyt kiytettévissia mallissa ei ole,
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rikkoo U(1)-symmetrian [28]. Tdmén vuoksi hajonnassa syntyvét hiukkaset omaa-
vat globaalin U(1)-symmetrian. Jos tamén lisdksi oletetaan skalaarikentdn ¢ olevan
SU(2) dubletti ja méadritelladn globaali U(1)-varaus sopivalla tavalla, hajoamisessa
syntyvid fermioneja voidaan pitaé standardimallin fermioneina [28].

Nyt kidytettdvi malli on médritetty ja paidstdin tarkastelemaan Lagrangen ti-
heyttd. Jaetaan se kolmeen osaan, jotka ovat skalaariosa Ly, spinoriosa Ly, sekd
vuorovaikutusosa L;. Lopullinen Lagrangen tiheys saadaan néiden summana. Ska-

laariosan Lagrangen tiheys on muotoa

Lo =g [0,6"0"6 — m*¢"6 — ERG"0] . (3.38)

Koska kompleksinen skalaarikenttd voidaan hajottaa kahteen reaaliseen kenttdén

O = ‘Z“L\/;’Q voidaan laskuissa kayttdd vain reaalista kentté, jotta viime kappaleen

tuloksia voidaan kayttdd hyviksi. Tama otetaan huomioon muutosamplitudeissa
kertomalla ndm& kahdella [4].

Spinoriosan Lagrangen tiheydeksi saadaan kaavan (3.28) mukaisesti

Lo = V=g5 [0V, — (V9)70] (339

ja viimeisend vuorovaikutusosaksi valitaan

L= —V=ghey, (3.40)

missd h on dimensioton kytkentdvakio. Tarkastellaan jalleen vain perturbaatiosarjaa

(2.11) ensimmaiiseen kertalukuun asti, jolloin S =1 —ihA + O(h?), missi

A= ﬁlL% / Te Pgnpapr/—gd z. (3.41)
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Seuraavana vuorossa on spinorien moodifunktioiden ratkaiseminen kaarevassa
avaruudessa. Taméa on kuitenkin paljon hankalampaa kuin edellisessd kappaleessa
esitetty skalaarin moodifunktion ratkaiseminen ja eksaktin ratkaisun I6ytdminen lii-
keyhtalolle (3.32) on mahdotonta, jopa massattomalle kentélle, ellei skaalatekijia
médritetd heti laskun alussa [4]. Kéytetddn taas potenssilain mukaista skaalateki-
jia, mutta talla kertaa esitetdiin se standardin aikakoordinaatin ¢ avulla, silld tdméa
helpottaa laskuja. Niin skaalatekijiksi voidaan valita a(t) = 't™, missi n’ € (0, 1).
Tama skaalatekijd kuvaa jaykdn materian, sitteilyn ja materian dominoivaa ava-

/

n = !

ruutta n’ arvoilla n’ = % jan' = % Huomioitavaa on, ettd parametrit b’ ja

1
3
n' eivit ole samoja kuin viime kappaleessa kiytetyt parametrit b ja n. Naiden vélille

voidaan laskea yhteys differentiaaliyhtélosta a(n)dn = dt ja saadaan [4]

2\ wiz

Spinorien moodifunktiot voidaan ratkaista kiraalisessa esityksessd, missa

7 = : v = : (3.43)

missé oy on identiteettimatriisi ja o; ovat Paulin matriiseja.

Téssé esitysmuodossa Diracin yhtdlo (3.32) jakaantuu toisen asteen differenti-
aaliyhtélopariksi, joille eksakti ratkaisu on 16ydettévissid massattomalle kentélle [4].
Massattoman spinorin moodifunktiot on ratkaistu viitteessi [24] ja lopputulokseksi

saadaan

uy (t,x) = u(k, e *wa "’>t17n, s ==+l1, 3.44

) = o) (3.44)
1 tk-x !

v (t,x) = ) R s =41, (3.45)
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ja positiivisen ja negatiivisen energian spinorit normalisoitiin kaavan (3.37) mukai-

sesti ja saadaan

k— ks Vk+ ks
_k+ —k)+
weh)= | TR o= [ R
0 0
0 0
(3.46)
0 0
0 0
U’<k7 _) - ) U(kv _) - )
Vk+ ks k — k3
ky ky
missi, k = |k|, kx = ki £ iko, k = (ky, ko, k3)T ja spin on z-akselin suuntainen.

Niiden ratkaisujen avulla v ja 1 voidaan esittiii kaavojen (3.35) ja (3.36) mukaisesti.
Skalaarikentdn moodifunktiona kiytetddn edellisessi kappaleessa saatuja tuloksia,
mutta parametrit b ja n on vaihdettava b’ ja n’, sekd vaihdetaan n — t.

Koska vuorovaikutustermi (3.40) on samaa muotoa kuin edellisessé kappaleessa
voidaan kuvan 1 mukaisia Feynmanin diagrammeja kdyttda hyviaksi maarittaméalla
toinen yhteniinen viiva kuvaamaan 1 ja toinen . Tdmin vuoksi myos added-up
todennikdisyydet (3.10) ja (3.11) ovat kdyttokelpoisia vaihtamalla toinen ¢ — 1
ja toinen ¢ — 1. Kokonaismuutostodennikdisyys médritelliin myds kaavan (3.12)
mukaisesti. Tarkastellaan jilleen vain diagrammin la muutosamplitudia, silla dia-
grammin 1b muutosamplitudi saadaan taas yksinkertaisilla muuttujien vaihdoilla
diagrammin la muutosamplitudista. Kommutaatiorelaatioilla diagrammin la muu-

tosamplitudiksi saadaan [24]

ih(out, 1% 1%, |A|1%, out) = —ih / dhoy/ =g, (1, %) (6 x)wp (1, %), (3.47)
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missid wp(f,x) on massallisen skalaarikentdn moodifunktio (3.7), joka on muun-
nettu standardiin koordinaattiaikaan. Diagrammin 1b muutosamplitudi saadaan
vaihtamalla wp(t,x) — wj(f,x). Integroimalla x saadaan muutosamplitudiin a
d(p— ki — ko) jab d(p+ ki + ko) [24]. Témén jilkeen integroimalla yli ko voi-

daan identifioida diagrammin la muutosamplitudin nelioksi

h2
— ih{out, 1%, 1% Al1¢ 02 L e
| 1 <Oll ) Tk p7k| | pr OU >| 8(27T)2|k|p — k|| |u(p ,S)U( s )|
Ty (t) itetip=ih) n-n’ 2 (3.48)
X / p—emt dt ’
To a(t)

missd ollaan otettu kiyttoon katkaisut 7', 7)), silld integraali hajaantuu seké yla-,
etté alarajalla ldhes kaikissa avaruuksissa [24]. Samalla tavalla voidaan laskea dia-
grammin 1b muutosamplitudin neli6.

Lopputuloksena saadaan kaavan (3.48) tapainen kaava, mutta x,(t) — x;(t) ja
p — k — —p — k. Taman jalkeen siirrytddn massallisen skalaarihiukkasen lepokoor-
dinaatistoon p = 0, jotta jo laskettuja tuloksia (3.18) ja (3.19), jotka ovat muutettu
standardiin aikakoordinaattiin ¢, voidaan kdyttda hyviksi. Tadmén jilkeen summa-

taan yli spin-indeksien s, 5" kiyttamalla hyviksi identiteettid [24]

> la(—k, s)v(k, s')|* = 8k, (3.49)

néin voidaan vihdoin diagrammien la ja 1b muutosamplitudien nelitt yhdistad yh-

deksi k-integraaliksi, joka voidaan identifioida kokonaismuutostodennikoisyydeksi

2

h2 0 . t J —n/
Wt — 5 k2dk ‘Xp_(?fg )eb'(f—kn/)tl dt| . (3.50)
Iy _ a

K integrointia voidaan taas pitdéd jakaumana ja lopulliseksi kokonaismuutostoden-

o

nikoisyydeksi saadaan
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2
’

s" ds, (3.51)

i (7 )

wtot — h_2 /mt
32 Jinto

missd s on dimensioton muuttuja, t on standardi aikakoordinaatti ja skalaarikentin

moodifuktiosta tulevan Hankelin funktion indeksi o on mééritelty

. V(1 —n)?— 4n’2(2n’ —1)(6¢ — 1)' (3.52)

Toisin kuin hajonnassa skalaarikanavaan, kokonaismuutostiheys (3.51) hajaantuu
integraalin yld-, sekd alarajalla ty — 0, paitsi jos kyseessd on Minkowskin avaruus,
siteilyn dominoiva avaruus tai jos gravitationaalinen kytkenta £ on konformaalinen
[4].

Menemaélls staattisen avaruuden rajalle valitsemalla n’ = 0 ja b’ = 1 saadaan
Minkowskin avaruuden kokonaismuutostodennékisyys, mistd voidaan laskea Min-

kowskin avaruuden hajoamisnopeudeksi [4]

. h*m
FMmk_ _

o0 = g (3.53)

joka on sama kuin kvanttikenttiteorialla laskettu hajoamisnopeus [24].

Kuten viime kappaleessa huomattiin, skalaarikentdn hajoamisnopeus skalaari-
kanavaan on kaarevassa avaruudessa erilainen Minkowskin avaruuteen verrattuna.
Téamén eron synnyttdd kaavassa (3.23) oleva vakiotermi. Kyseinen vakiotermi syn-
tyy integraalin alarajan, joka skalaarikentilld voitiin valita 0, takia. Tdmén takia
olettaa saattaa, ettd samantyylinen vakiotermi syntyy myos hajonnassa fermionika-
navaan, mikali integraali on laskettavissa alarajalla. Toki integraali voitaisiin laskea
pitdmélla integraalin alaraja mty, mutta talla ldhestymistavalla saatava lopputulos
olisi kombinaatio Besselin funktioista, joiden argumenttina olisi yliraja mt, joista

vahennettéisiin samat Besselin funktiot, joiden argumentti olisi alaraja mty. Taman



43

vuoksi tarkastellaan seuraavaksi konformaalisesti kytketyn massallisen skalaarihiuk-
kasen hajoamista, silla kuten juuri todettiin tdméan kokonaismuutostodennédkoisyys
on laskettavissa kun ¢y, — 0. Talla kytkennan arvolla ja alarajan lahestyessa nollaa

kokonaismuutostodennékoisyydeksi saadaan [4]

tot _ h_2
64

w (mt)Q[JJ%n/(mt)Q — Jﬁ¥(mt)J1,Tn/ (mt) + Yf%n/(mt)2

N (3.54)
M tan(?)h

™

missé, kuten oletettiin, vakiotermi syntyy alarajan ¢, — 0 takia [4]. Siirtymall&
taas asymptoottisen sarjan avulla asymptoottiselle rajalle saadaan kokonaismuutos-

todenn#kdisyyden (3.54) johtaviksi termeiksi [4]

h*m (1+n) n'm
ot Iy BT (AT .
w o ( + o an( 5 ), (3.55)

mistd edellisen kappaleen mukaisesti saadaan laskettua kaarevan avaruuden hajoa-

misnopeus kayttamalla hyvaksi ¢4,

h*m (1+n) n'm
Ly spo~ |1+ ——tan(—) ). 3.56
o=t 1677 < + thgrav an( 2 ) ( )

Mikéli verrataan skalaarikanavan hajoamisnopeutta (3.24) fermionikanavan hajoa-
misnopeuteen (3.56), huomataan hajoamisten suurin ero. Kuten edellisessé kappa-
leessa puhuttiin, positiivisella kytkentédvakiolla, kuten konformaalisella kytkentdva-
kiolla £ = %, vakiotermi kaavassa (3.24) on kaikissa avaruuksissa negatiivinen, kun
taas télld kytkentédvakiolla vakiotermi kaavassa (3.56) on positiivinen kaikissa ava-
ruuksissa. Toisin sanoen gravitaatio pienentdd hajoamisnopeutta skalaarikanavaan
ja kasvattaa hajoamisnopeutta fermionikanavaan! Syvempéd pohdintaa tuloksesta

kappaleessa 4.3.
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4 Skalaarikentan hajoaminen vektorikanavaan

Edellisen luvun innoittaman tdméan luvun pyrkimyksend on laskea skalaarihiukkasen
hajoaminen vektorikanavaan. Laskuissa tarkastellaan vain hajoamista U(1) mittabo-
soniksi. Taméan vuoksi valittava malli muistuttaa ldheisesti Minkowskin avaruuden
skalaari-QED mallia. Aloitetaan kvantisoimalla vektorikentté taas RW-avaruudessa,
jonka jilkeen kiytetddn added-up -menetelméa kaarevan avaruuden hajoamisnopeu-
den laskemiseen. Tamaén jalkeen tullaan vertailemaan saatuja tuloksia Minkowskin

avaruudessa saatuihin tuloksiin.

4.1 Vektorikentan kvantisointi

Tunnetusti vektorikentén Lagrangen tiheys voidaan Minkowskin avaruudessa antaa

kenttatensorin F),, avulla ja on yleisimméssad muodossaan

1

L=~ TrF"F (4.1)

ns

missd F, = 0,V,) — ig[V,, V], missé [V}, V,] tarkoittaa vektorien kommutaattoria
ja g on kytkentdvakio. Kenttétensori voidaan myos esittdd komponenttimuodossa

vektorikentin generoivan Lien algebran generaattorien T° avulla

F.,=0uV)+g FRvIVYE, (4.2)

missi f/* on Lien ryhmiin rakennevakio's Nyt kiiyttimilli generaattoreille T tun-
nettuja identiteetteji TrT"T? = Tré", T? = T'T" = Cgl ja Trd(G) = Crd(R),
missd Cr, Tk ovat vakioita ja d(G) on Lien ryhmén G dimensio ja d(R) on Lien
ryhmén esitysmuodon dimensio, voidaan generaattorit normoida niin, ettd T = 1

[1] jolloin Lagrangen tiheydeksi saadaan

16Structure constant.
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1 .
L=—-FmWF

1 o (4.3)
On kuitenkin selkedsti ndhtévissé, ettd Lagrangen tiheydestd (4.3) saatavat liikeyh-
talot ovat vahvasti epalineaarisia. Téman vuoksi valitaan laskuja helpottaakseen
tarkasteluun U(1) symmetrian generoima, esimerkiksi sihkomagneettista kenttéa ja

samalla fotonia kuvaava vektorikenttd A*. Koska U(1) on yksidimensioinen Abelin

ryhmi, sen rakennevakio f/* = 0 [1], joten Lagrangen tiheydeksi saadaan

L— —i[aw 0" AM[0, A4, — DA, (4.4)

Kappaleessa 3.2 todettiin, ettd kappaleen 1.2 mukainen yleistys kaarevaan ava-
ruuteen toimii vain kentille, jotka muuntuvat Lorentz-muunnoksissa kuten vektori
[27]. Tdmé&n perusteella voidaan Lagrangen tiheys (4.4) yleistad suoraviivaisesti kaa-

revaan avaruuteen ja saadaan

1
L=—vy —QZ[VMAV — VVA¥] [VMAV - VVAM]' (4.5)

Huomioitavaa on, ettd vaikka dimensionaalisesti R-lineaarinen termi RA*A, olisi
mahdollinen, tdméa kombinaatio rikkoo Lagrangen tiheyden mittainvarianssin. Mit-
tainvarianssi on Lagrangen tiheyden invarianssi mittamuunnoksissa, jotka méaéritel-

laan vektorikentan A* muunnoksena

A = AF 1 g, (4.6)

missé ¢ on riittdvan sddnnollinen funktio [29].
Nyt kun kaarevaan avaruuteen yleistetty Lagrangen tiheys tunnetaan, voidaan

tarkastella sen ominaisuuksia. Aloitetaan konformaalisen invarianssin tarkastelulla,
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silld added-up -menetelmdn kiytto vaatii syntyvian vektorihiukkasen olevan kon-
formaalisesti invariantti. Kappaleen 1.5 perusteella tiedetddn, ettd koska Lagran-
gen tiheys (4.5) ei sisdlld mittakaavaa omaavaa termid, eli esimerkiksi massater-
mié, on oletettavissa, ettd on olemassa vektorikentdn muunnos, jolla vaikutus on

konformaalisesti invariantti. Taman takia tarkastellaan konformaalista muunnosta

guu = Q<x>g;w

S — / d* 2/ =G7" G P F o F 0y

(4.7)
- / d4x\/—gQ(x)4Q(a:)_4g“ag”BFQBFW,

mistd huomataan, ettd mikili kenttdtensori muuntuu FW = F},, vaikutus on konfor-
maalisesti invariantti. Téméan vuoksi vektorikenttd muuntuu AM = A,. Nyt voidaan
laskea vektorikentin A" muunnos, silli toisin kuin spinori- ja skalaarikentille A" ja
Au eivdt muunnu samalla konformaalisella painolla ¢, silld vektorikentdn indeksien

. . ~ 14 .
nosto ja lasku tapahtuu metriikan g, avulla. A” muunnos saadaan seuraavasti

A" =g A, = Q2) g A, = Qx) 2AP

Tamén perusteella vektorikentta ja kenttatensori muuntuvat konformaalisessa muun-

noksessa seuraavasti

A, =A,, A = Qz)24x,
S (4.8)
Fu=Fu,, FY"=Q@)™F",

mitkd on todettu myos viitteessa [30].

Tamén jilkeen lasketaan liikeyhtélot, joiksi saadaan

OAY — V, V" A* =0, (4.9)
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missd [1 = V,V#. Vektorikentilld on tunnetusti ylimddrdisid epifysikaalisia va-
pausasteita [31], jotka syntyvit mittainvarianssin takia, joten on kiinnitettdva jo-
kin mitta, jossa liikeyhtalot ratkaistaan. Sihkdmagneettista kenttdd kuvaavalla vek-
torikentdlld on tunnetusti vain kaksi vapausastetta, jolloin liikeyhtal6illa (4.9) on
my0s kaksi epéifysikaalista vapausasteetta. Ensimméinen epéfysikaalinen vapausaste
on tunnistettavissa jos tarkastellaan kanonista konjugoitua litkemdarad (1.3), joka

kentélle A, on

I — oL _ Op _ u0
™= S = /—g[F% — Fr0]. (4.10)

Tistd huomataan, ettd 7¥ hividd identtisesti, jonka vuoksi A° on epifysikaalinen
vapausaste. Taméin vuoksi valitaan mittaehto A° = 0, joka toimii vain tyhjissi
avaruudessa. Tatd mittaa kutsutaan aksiaaliseksi mitaksi.

Toinen epéfysikaalinen vapausaste tunnetaan sihko ja magnetismiopista, silla
tiedetddn, ettd sihkomagneettinen kentté oskilloi vain kulkusuuntaansa nahden koh-
tisuorasti. Mitta, joka poistaa oskilloinnin k suuntaan on Minkowskin avaruudessa
0; A" = 0 ja timi on yksinkertaisesti yleistettivissi kaarevaan avaruuteen V;A? = 0.

Nama mittaehdot yhdessd muodostavat siteilymitan. Sateilymitassa mittaehdot
ja liikeyht&lot muodostavat ratkaistavan differentiaaliyhtaloryhmén
(

A’ =0,

VA" =0, (4.11)

kVMV“Ai =0.

Téassd mitassa on kuitenkin ongelmansa, silléd se ei ole endé konformaalisesti inva-
riantti. Tdmén vuoksi ei voida olettaa, ettd mitta muuntuu Minkowskin siteily-
mitaksi, jos differentiaaliyhtiloryhmé muunnetaan konformaalisella muunnoksella
Minkowskin avaruuteen. Koska mittoja on monia, ja eri mitat antavat mittainva-

rianssin nojalla saman lopputuloksen, yhtena ratkaisuna olisi etsid mitta, joka on
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konformaalisesti invariantti. Viitteessd [11] ollaan kédytetty light-cone mittaa, jos-
sa [, A" = 0, missd [, on ajanluonteinen vektori. Koska vektori on ajanluonteinen
voidaan laskea, ettd se muuntuu konformaalisessa muunnoksessa painolla 1 = % ja
huomataan, etti mitta on konformaalisesti invariantti'”.

Téassé esityksessd kuitenkin kiytetddn séteilymittaa ja kiytetddn hyviksi mit-
tainvarianssia mitan palauttamiseksi siteilymitaksi konformaalisen muunnoksen jil-
keen. Valitaan jo téssid vaiheessa tarkasteltavaksi avaruudeksi konformaalisesti lit-
ted Robertson-Walker -avaruus. Tekemilli konformaalinen muunnos g,, = a(n)*n,,

differentiaaliyhtéloryhmaélle (4.11) saadaan

A% =,
9A" =0, (4.12)

OA' — Aia(n)’lﬁoaoa(n) =0,

\

Tiamé on osoitettu liitteessd B. Nyt tekemilli mittamuunnos A" = A# + 9#¢, pa-

lautuu yhtaléryhmé muotoon

;

A’ =0,

9A" =0, (4.13)

90" A" = 0.
\
Mittamuunnoksen olemassaolo on my0s esitetty liitteessa B. Tamén differentiaaliyh-

taloryhmén ratkaisu tunnetaan ja se on [29]

A5, %) = / FpC(p) 3 @@ P)e " + 0 (p)e?le (p),  (4.14)

s=1,2

7Tsm3 mitta postaa vain yhden vapausasteen ja redusoituu aksiaaliseksi mitaksi Minkowskin
avaruudessa. Jotta toinen epéfysikaalisista vapausasteista saadaan poistettua pitda liikeyhtaloiden
ratkaisun jilkeen kiyttda hyviksi jotain muuta fysikaalista rajoitetta kuten divE = 0, jota ollaan

kiytetty myos [11].
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missi, C'(p) on normalisointivakio ja polarisaatiovektorit ¢.(p) valitaan niin, etti
ne ovat ortonormaaleja yksikkovektoreita ja €3 = p. Mittainvarianssin vuoksi tdma
ratkaisu on my6s yhtdloryhmén (4.12) ratkaisu, jolloin kiyttadmélla konformaalista
muunnosta saadaan kaarevan avaruuden ratkaisu. Kaarevassa avaruudessa positii-

viseksi moodifunktioksi saadaan

7 . @efip-xei
us,p<7]7x) - a(n)g s(p) (415)

Jotta moodit voidaan normalisoida taytyy méaarittaa sisitulo, jonka avulla moo-
dien ortonormaalisuus saadaan kaavaa (1.11) vastaavilla, ehdoilla huomioiden pola-

risaatio

(ui, luy ) = —d,6(p —p') (4.16)

Sisatulon madrityksessi voidaan kdyttdad hyvéksi sité, ettd moodifunktio (4.15) voi-
daan ajatella olevan tulo polarisaatiovektorin ja moodifunktion, joka muistuttaa ska-
laarikentin moodifunktiota, vililld. Tamén perusteella modifioimalla skalaarikentin
moodifunktiden sisdtuloa (1.10) voidaan mééaritelld vektorikentin moodifunktioiden

sisdtulo seuraavasti

(W p| Ve pr) = —i/dE“v 9z [u&p ) (auV:Gp’) - (auu&p) : V:’,p’] ) (4.17)

missi kiytetdan hyviksi pistetulon maaritelmdd u,, - (9,v% ) = gagugp(auv:;g )
Liitteessd C on osoitettu, ettd sisdtulo on hyvin méaritelty.

Normoimalla moodifunktiot saadaan kaarevan avaruuden moodifunktioiksi
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i e el (p)
us,p(n? X) = 2 3 ’
e "¢ (p) '
ui757p(/)7’ X) =

(2m) : V2po '
Nyt korottamalla kaavassa (4.14) esiintyvi A’(x) operaattoriksi, joka tapahtuu ko-
rottamalla funktiot a®(p) ja a®*(p) operaattoreiksi a'¥(p) ja a®f(p), voidaan

kiyttad kanonista kvantisointia ja postuloidaan saman ajan kommutaatiorelaatioksi

[A%(n,x), 7 (n,x')] = i6"76(x — x). (4.19)

Relaatio toteutuu jos operaattorit a' (p) ja d(sﬁ(p) toteuttavat kommutaatiorelaa-

tiot

@™ (p),a""(p")] = 6*'s(p — p'),
(4.20)

Muut nollia.

Vektorikenttd on saatu kvantisoitua.

4.2 Hajoaminen vektorikanavaan

Nyt kun vektorikenttd on kvantisoitu paédstddn tarkastelemaan skalaarikentin ha-
joamista vektorikanavaan. Edellisten kappaleiden mukaisesti valitaan vuorovaiku-

tustermi, joka on muotoa

Lr = —=gyoA,A", (4.21)

misséd v on dimension 1 omaava kytkentivakio. Vuorovaikutustermi voi syntya skalaari-
QED mallista suoraan heikon symmetriarikon avulla, silld skalaari-QED malli si-

saltdd U(1) symmetrian perusteella mittasymmetrisen termin D,o(D"p)!, missi
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D, = 8, —iyA,. Tistd yhdeksi vuorovaikutustermiksi saadaan @p'3*A4,A" ja jos
symmetria rikkoutuu heikosti ¢ = ¢y + ¢, missid @ on vakio jolle p2 ~ 0, eli
mittabosonin massa voidaan jattaa huomioimatta, saadaan kaavan (4.21) mukainen
vuorovaikutustermi. On my6s mahdollista, ettd vuorovaikutustermi tulee toisesta
teoriasta, kuten supersymmetrisesta teoriasta.

Tarkastellaan jilleen vain perturbaatiosarjan ensimmaéisen kertaluvun termia
ja koska vektorikenttd on konformaalisesti invariantti voidaan kiyttdd added-up -
menetelmii. Koska skalaarikentén ei tarvitse olla konformaalisesti invariantti kéyte-
taan edellisten kappaleiden mukaisesti positiivista moodia (3.7). Vuorovaikutuster-
min ollessa my6s samaa muotoa kuin edellisissa kappaleissa voidaan kiyttaa added-

up todennakoisyyttd (3.10) ja todennikoisyydeksi saadaan

wd = A2 | [(out, 1,20 1,50 4118, out) |2+Z| (out, 12, 1,70 1,50 4]0, out)|?

(4.22)

missé (m), (n) kuvaavat polarisaatioita ja

A= lim [ d*zy/—ge P"ToA, A", (4.23)
B—0t

Vaatimalla kolmilitkem&&rén sdilyminen saadaan added-up todennékéisyydesté (4.22)
kaavan (3.11) mukainen todennikéisyys, ja tdimén jilkeen aikaisimpien kappaleiden
tapaisesti padstain kiyttdméaan kokonaismuutostodennékoisyydelle kaavaa (3.12).
Nimetdin amplitudit taas A“(k(m), kg”), p) = —iy(out, 1A () 132’(")|A|1ﬁ, out) ja
A k™ kY q) = —ivy(out, 14,15 ( ™) 410, out). Kéiyttimilli kommutaatiore-

laatioita saadaan

—inS(p — ky — ky)5™n |
A k(™ kY py = = (b — ks —ko)0™ ) a(n)e PreF1 Ry (n)dn.

(27)22v/F1 ko B0+

(4.24)
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Tastd huomataan, ettd muutosamplitudi on delta-funktiota vaille sama kuin skalaa-
rikanavaan hajoamisen muutosamplitudi (3.13). My6s 1b diagrammin muutosampli-
tudi saadaan samalla tavalla kuin kappaleessa 3.1, eli vaihtamalla §(p —k; —ky) —
d(q+ki +ka), sekd x, (1) — x;(n). Tama ei ole ylldtys, silld kuten sisétuloa (4.17)
médriteltdessé todettiin, vektorikenttd voidaan ajatella skalaarikentéin ja polarisaa-
tiovektorin tulona.

Kappaleen 3.1 perusteella tiedetddn myds, ettd siirtymailld jatkuvalle rajalle ja
integroimalla yli liikemédédrdn ko saadaan kaavaa (3.14) vastaava kokonaismuutos-
todennédkdisyys. Tamén jalkeen siirtymalld skalaarihiukkasen lepokoordinaatistoon
p = 0, integroimalla k pallokoordinaatistossa, pitdmalla k integraalia jakaumana ja
huomioiden katkaisu 7 = T', saadaan (3.16) mukaisesti kokonaismuutostodenn#koi-
syydeksi

Wt — ’72’57“%’2

[ PP (4.25)

Seuraavaksi kuten spinorikanavaan hajonnassa, jossa summattiin yli spin-indeksien,

summataan kokonaismuutostodennékéisyys (4.25) yli mahdollisten polarisaatiotilo-

jen, jolloin >° [6""|? = 4. Témén jilkeen kiyttimalli skalaarikentille laskettuja

moodifunktioita (3.18) ja (3.19) voidaan laskea kokonaismuutostodennékéisyydelle

kaavojen (3.20-3.22) mukaiset tulokset huomioiden polarisaatiotilojen takia sunty-

nyt kerroin 4. Tamén jilkeen menemélld asymptoottiselle rajalle saadaan

2
wtOt ~ 7 (t _ ‘Oé’ COt(ﬂ-‘aD) ’ (426)

4mm m
ja madrittelemalla taas gravitaation vaikutusaika ¢4, = t§ —t; saadaan asymptoot-

tiseksi hajoamisnopeudeksi

2 o cot (|
Lyaa~ Z;—m (1 - M) ; (4.27)

mtgrav
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ja staattisella rajalla saadaan Minkowskin avaruuden hajoamisnopeudeksi

4.3 Lopputulokset

Tasséd luvussa ollaan kvantisoitu konformaalisesti kytketty vektorikentté, sekd las-
kettiin skalaarihiukkasen hajoaminen vektorikanavaan. Lopputuloksena ollaan saatu
asymptoottinen hajoamisnopeus (4.27), joka muistuttaa skalaarikanavaan hajoami-
sen hajoamisnopeutta (3.24). Kuten luvun aikana huomattiin tamé ei ole yllitys,
silld vektorikentta ja skalaarikenttd ovat saman luonteisia kenttid. Tulosten saman-
kaltaisuuden vuoksi J. Lankisen julkaisun [23] tulokset ovat kdyttokelpoisia myos
vektorikanavaan hajoamiselle. Samoin julkaisua [33] voidaan kdyttdd selittdméain
vektorikanavaan hajoamisen tuottama vaikutus universumin uudelleenlimpenemi-
sessa.

Vaikka saatu lopputulos on antiklimaattinen tyo ei ole ollut turhaa, silld kvanti-
soitua vektorikenttés voidaan kiyttad hyviksi myos muissa paljon mielenkiintoisim-
missa kaarevan avaruuden hiukkasprosesseissa ja niiden laskuissa. Yhdeksi esimer-
kiksi nostan prosessin, joka on esitetty kuvassa 2, jossa vektorihiukkanen absorboi-
tuu/emittoituu toisesta hiukkasesta. Kyseinen prosessi on mielenkiintoinen, sillé se
on mahdollinen vain kaarevassa avaruudessa energian sidilymisen puuttumisen takia.
Kvantisoitua vektorikenttdd voidaan kiyttad hyviksi myoOs tunnettujen prosessien,
kuten Comptonin sironnan laskemisessa kaarevassa avaruudessa.

Lopputulos mahdollistaa syvemmaén pohdinnan kaarevan avaruuden hiukkasfysii-
kan luonteesta. Kuten asymptoottisista hajoamisnopeuksista (3.24), (3.56) ja (4.27)
huomataan, skalaari- ja vektorikanavaan hajoaminen on pienempéda kuin Minkows-
kin avaruudessa, ja fermionikanavaan hajoaminen on suurempaa kuin Minkowskin

avaruudessa. Ero laskuissa syntyy vuorovaikutustermin konformisen painon takia,
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1)

Kuva 2. Feynmanin diagrammi  vektorihiukkasen absorboitumises-
ta/emittoitumisesta.

sillii /gog? = Q/Go?, JGoArA, = O JGoAPA, ja \/Govd = Q1 /Géwip. Niisti
huomioista voitaisiin tehdi arvaus, ettd jos vuorovaikutustermi muuntuu konfor-
maalisessa muunnoksessa £ = Q4L niin, etti jos ¢ > 0 hajoamisnopeus on pienempi
Minkowskin avaruuteen verrattuna ja jos ¢ < 0 hajoamisnopeus on suurempi. T4~
mé on tietysti vasta pohdintaa ja tarkempia laskuja tarvittaisiin todistamaan, onko
kyseinen arvaus tosi. Mikali kyseinen arvaus olisi tosi, kertoisi tdmé paljon kaare-
van avaruuden hiukkasfysiikan luonteesta, ja tdmé mahdollistaisi mahdollisen syyn

spekuloimisen.
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5 Yhteenveto

Tassé tutkielmassa ollaan esitetty kaarevan avaruuden hiukkasfysiikan perusteet, se-
ki ollaan laskettu skalaarihiukkasen hajoaminen vektorikanavaan. Laskuihin ollaan
kiytetty added-up -menetelméi, joka on yksi esimerkki CTP-menetelmistd. Vaikka
tulokset ovat mielenkiintoisia ja teoreettisesti jarkevid, pitdd muistaa, ettd tAméin
tyyppiset menetelmit ovat vield vain teorioita ja taten eivit kokeellisesti vield to-
dennettuja. Tamaé ei kuitenkaan ole pysidyttinyt teoreettisia fyysikoita tutkimasta
néitd vilimaaston teorioita siini toivossa, ettd ne antaisivat paremman kuvan fysii-
kan suurimmista kysymyksistd kuten mustien aukkojen toiminnasta ja alkurdjih-
dyksestd. Toiveena on toki myds 16ytaéd vihjeité siitd minkélainen todellinen kvant-
tigravitaatioteoria voisi olla, minkid vuoksi tdméan tyylisten vilimaaston teorioiden
tutkimus on térkeda ja tutkielman lukija on varmasti saanut tarpeelliset tyokalut

niiden teorioiden ymmaértamiseen sekd tutkimiseen.
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A 4-ulotteinen konformaalinen kytkenta, seka
liikeyhtidlon muunnos

Muunnetaan 4-uloitteisen avaruuden Lagrangen tiheys (1.7) kilyttamélld konformaa-
lista muunnosta g, = 2?g,, ¢ = Q. Niin saadaan

L= 94—V2_9(Q*2gwaﬂ(9q¢)ay(9%) — m2Q%¢ — E(QR 4 609"V ,0,0)0% ),

missi Ricci-skalaarin muunnos on [3]

R=Q72R+2(d-1)Q3¢"V,0,Q+ (d—1)(d — 4)Q*¢"9,00,Q (A1)

Tarkastellaan ensimmaista termia

Q29" 0,(Q99)0, (Q79) =*"*¢" 0,00,¢ + ¢ Q71 $% " 9,00,
+2¢Q% 36" 0, $0,90.

Nyt siis muunnos on muotoa (1.27)

L= —2_ L(Q20+2918,60,6 + Q41679 0,00,9 + 2¢0% ¢ 9,60,
— m2QPH? — EQMTIRG? — 6602 2"V ,0,Q).

Valitsemalla ¢ = —1 ja £ = % saadaan

£ =Y 2 (g 0,00,0 — R — w072
— 206071 g"0,00,0 + ¢*Q2¢"9,00,Q — $*Q 1 g"'V ,,0,Q),

ja tunnistamalla toisen rivin termi

V(020" 0,Q) = 2607 ¢ 9,00, — $*Q 2" 9,00,0 + 62 g"'V 0,9,

saadaan lopulta (1.28).

Seuraavaksi kiyddan lapi liikeyhtdlon muuntuminen d-uloitteisessa avaruudes-
sa. Kédytetadn Ricci-skalaarin muuntosdiantod (A.1), sekd kovariantin d’Alembertin
operaattorin mééritelmid O¢ = \/%fgau(\/—_gg“”&,gzﬁ) [3]. Kentdn muunnoksessa tie-

detédin, ettd konformaalinen paino on ¢ = Q%l. Nyt liikeyhtaloa

. d—92 ..
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voidaan tarkastella kahdessa osassa. Ensimmainen termi saadaan muotoon

O = 9, (\/—53"0,9)
_ Q_d\/——_gaﬂmd\/—_gﬁ_ 99,25 9))
1 2—d_ -d 2-d
\/—__gau(Qd_Q\/__gglw(TQTgbaVQ + QTanb))

1 2—d __i-a
- o 1224 - P}

+Q "0 Q—d%ﬁ 2 0,(Q)¢

+ O gﬂ”aVQTszam
1
+ Q—d\/___ga“(v —99"" 0,0)<
— 2 d—4
+ Q_dg“”&,gdeQ28NQ,

=

=0

ja kayttamalld kovariantin d’Alembertin operaattorin médritelmés toisinpéin saa-
daan

[é = 2= . dQ‘MDngqL 006
L 2odd=d) dL(d 4 % 69" 9,00,0
—2 o5 gv0,00,0

2
+—d Q% g19,00,Q,

missd viimeiset termit kumoavat toisensa. Toinen termi muuntuu

d—2 -~ d—2 -2 - -3 _uv

- >R¢ (d_l)(Q R+2(d—1)Q73g"V,0,9
+(d - >< )Q“*g“”a,m Q) 0%
d—2

d
= =T O Re + Y205 00

1)
I Gl G} 2)4(d )Q_Mqﬁg‘“’@ 00,

Nyt summaamalla termit pdéstain lopputulokseen (1.31)
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B Liikeyhtalon ja mittaehtojen muuntuminen

Mittaehdot ja liikeyhtdlo ovat kaarevassa avaruudessa muotoa

A’ =o,
V,A =0,
vV, VA =0,

RW-avaruuden konformaalisessa muunnoksessa g, = a(n)n,,, vektorikenttd muun-
tuu A, = A, ja A" = a(n)"2A". Tamén perusteella mittachdot muuntuvat

~0 0

0=A =a(n24A" = 4=,

ja viitteen [11] mukaisesti

0= VAl = a 2[0,A" + 2a(n) 2A'0a(n)] = A =0,

Liikeyhtilo voidaan esittdd muodossa

B

0 = V,VIAi = 9,(VAAH) 4 T V0 A 4 T VrAS,

Kéyttamélla identiteettia Iﬁlj& = \/%7]85(\/—@) [32], sekd mittaehtoa A" = 0 saadaan

— 1 — >
0= 0,(VrA) + \/__gaa(\/—g)vw + 1, Vi Ak
— 1 — . . >
= 0, (VHA") + \/—_—éau( V—gVHrAY) = 0,(VrAY) + FLkV”Ak
1 — o
= —__g@u(\/—gvﬂAl) + I, Ve AF
1

= —0u(V =975V aA)) + 3GV Vo A

=Up
v—9

Viitteen [11] mukaisesti konformaalisessa muunnoksessa suureet muuntuvat seuraa-

vasti

1- L4
VoA = 0,A — =A0;Ina(n)? — §Aj8a Ina(n)* + §gajz4585lna(77)2
= 0, Aj — A;j0y Ina(n),

(5;8;@ Ina(n)? + 0,0, Ina(n)® — 1,0 Ina(n)?)

~1

F,uk -
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Tamén perusteella litkeyhtdlé muuntuu

0 = a(n)~*0u ("1 [0aA; — A;0. Ina(n)])
+ 6,0, a(n)]a(n) " n0.A; — A;0. Ina(n)]
= a(n)"{OA" - 9,[A0"[In a(n)] — A'D[na(n)]
+ 0,[A")0" Ina(n)] — A'D,[In a(n)]0" [In a(n)]}
= a(n)"{0A" — A'(Ona(y)] + du[lna(n))0* Ina(y)))}
= a(n)"{0A" — A'a(n) " ddoal(n)}
= A" — Ala(n)_lﬁoﬁoa(n) =0

Tehd#in seuraavaksi mittamuunnos A" = A* + 9t¢ ja nimetidiin OH¢p = PH.
Mittamuunnosfunktion on toteutettava seuraavat ehdot jotta saadaan palautettua
Minkowskin avaruuden séteilymitta (4.13)

P =0,
0;0" =0,
0" — (A" + ®")a(n) 'deda(n) = 0.

Differentiaaliyhtaloryhmaille tiedetdin olevan ratkaisu, silld konformaalisen inva-
tianssin perusteella riedetdén, ettd liikeyhtalo VHF " = 0 on invariantti siirryttaessa
konformaalisella muunnoksella konformaalisesti littefiin avaruuteen 9,F"" = 0. Jil-
kimméisen liikeyhtélon ratkaisuna saadaan A", jonka erikoistapaus saatu ratkaisu
(4.14) on. Tamén perusteella tiedetéifin, ettd ratkaisemalla jalkimméinen liikeyht&-
16 ja muuntamalla ratkaisu A" konformaalisella muunnoksella yleiseen avaruuteen
A = a(n)2A" jonka jilkeen midrittimailld yleisen avaruuden mittachdot A% = 0,

V,;A" = 0 saatava tulos on sama kuin ratkaisemalla litkkeyhtalot Minkowskin avaruu-
den séteilymitassa (4.13), jonka jilkeen muuntamalla saatu ratkaisu yleiseen ava-
ruuteen konformaalisen muunnoksen avulla, silld edellamainitut mittaehdot ovat
kaarevan avaruuden akvivalentti Minkowskin avaruuden mittachdoille (4.13). Téa-
mén perusteella tiedetdin, ettd mittamuunnosfunktio on olemassa ja kvantisointi
voidaan toteuttaa séteilymitassa (4.13).
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C Sisatulon ominaisuuksia

Aloitetaanjarkastelu konformaalisesta invarianssista. Pintaelementti do, = d>,\/—gx
muuntuu do, = Q(z)*do, [11]. Tdmén perusteella sisitulo joka voidaan esittid myos
muodossa

—_——

(Usp| Ve ) = —i/dNJI,Q’“’ [&gp(6u6;78,7p,) — (@ﬁa,s,p)@:ﬁ‘p,]

- / do, Q)10 2) 2 2x) 2 [ul (0407 y) — (Ot )V
= (W p|Ve ),

on konformaalisesti invariantti.
Tamén jalkeen todistetaan, ettd sisdtulo on pinnasta riippumaton. Ehto télle
saadaan Gaussin lauseesta silla

iy / do" [88 (0T y) — (Oulics) T
(o
= / dvV" 42 (0,05 o ) — (Oulia,s )05 ]
1%

misséd dv on koko avaruuden tilavuuselementti ja integrointi tapahtuu koko avaruu-
den yli. Mikili divergenssi on nolla, tiedetdén ettd pinnasta riippumatta sisdtulo an-
taa saman tuloksen. Toisin sanoen vektorikentti @# = (68,004 g ) — (Oplia,sp) V]
on virtaukseton. Kuten konformaalista invarianssia tutkittaessa huomattiin kon-
formaalisessa muunnoksessa Qu = Q(z)?Q,. Tarkastellaan divergenssiehtoa RW-
avaruudessa, eli konformaalisesti littedssd avaruudessa. Kdytetadn taas viiteessi [11]

esitettyjad muunnoksia

m = auQu + %
= 9,[z)7*Q"] + 492(z) 95 In(Q(2))Q°
= Q(x)%aﬂQ“
= Q(z)"10, [ugp(a“v* ) — (Muq.sp)vi> ] .

! ! !l
a7s 7p s?p

(C.1)

Seuraavaksi kiytetdén tietoa, ettd moodifunktiot voidaan esittdd muodossa ug, =
up(w)eg (p) ja v, = v (w)ed (p'). Selkedsti, koska polarisaatiovektorit eivit ole ver-

rannollisia koordinaatista x jiljelle jaa

Q(z)*9, [up(803)) — (0"up) vy ] -

Mika tiedetddn skalaarin sisdtulosta olevan nolla, jotta skalaarin sisdtulo on pinnasta
riippumaton. Tama voidaan todistaa my6s Noetherin lauseen avulla, silld vektoriken-
tan liikeyhtélon takia skalaarifunktiot v* ja u toteuttavat liikeyhtoalot Lv* = Ou =
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0. Kentét, jotka toteuttavat ndmaé liikeyhtdlot, omaavat virran G* = —z'qb*ézgzﬁ. Ta-
mé seuraa siitéd, ettd skalaarikentdn Lagrangen tiheys £ = 0,¢(0"¢)*, joka redusoi-
tuu kyseisiksi liikeyht#loiksi, omaa U(1) symmetrian, jonka takia saadaan kyseinen
virtatiheys 1] ja Noetherin lauseen perusteella tiedetdén, ettd 0,G* = 0.
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