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Tutkielmassa generoidaan kvantti-informaatioverkostoja erindisid satunnaismalleja
kiyttéaen, joiden parametrit ovat valittu mallintamaan amerikkalaisia valokuituverk-
koja. Koska kvantti-informaatioverkostojen tehtava on siirtédd informaatiota noodien
valilla, herda kysymys siitéd, kuinka paljon informaatiota saadaan siirrettya verkon
jokaisella kayttokerralla, ja kuinka luotettavasti.

Koska kvantti-informaatioverkostot kayttavit kvanttimekaanisia ilmi6ité, niiden toi-
mintaan tarvittavaa fysiikkaa ja matematiikkaa esitelldén, erityisesti painopisteena
ovat lomittuminen seké Bellin tilat. Verkostoteorian puolelta esitelldéin satunnisverk-
kojen kasite ja verkostojen ominaisuuksiin liittyvid suureita.

Kvanttimekaanikan ja verkostoteorian aihealueet yhdistéva suure on kanavan kapa-
siteetti. Kvanttikanavan kapasiteetitille haviollisia kanavia kidyttden on teoreettinen
ylaraja, jota ei voi ylittda kiyttden lokaaleja operaatioita ja klassista kommunikaa-
tiota. Tutkielmassa simuloitujen verkkojen kapasiteetit maaritetdan tamén teoreet-
tisen yldarajan kautta.
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Johdanto

Kvantti-verkostot ovat keskeisid kvantti-informaation prosessoinnissa jaetuissa on-
gelmissa, kuten jaetuissa algoritmeissa [1]|, kvanttisensoriverkoissa [2| ja kryptogra-
fisten avainten jakamisessa kvanttimekaniikkaa hyodyntéen [3|. Erityisesti kyseiset
kvanttiverkostot tahtadvat lomittumisen jakoon ja kvantti-informaation siirtdmi-
seen. Internet on pédasiassa rakennettu valokuituverkoista, jossa fotonit ovat infor-
maation siirtdjia, ja ovat myos todennékoisesti informaation siirtajid myos kvantti-
verkostoissa [4]. Kummassakin tilanteessa kanavan haviollisyys on merkittava ongel-
ma kommunikaatiossa, mutta toisin kuin klassista informaatiota, kvantti-informaatiota
ei voi kloonata. Tamén takia on kallista lisdtd edes toistinnoodeja, jotka vastaa-
nottavat kvantti-informaatiota, poistavat niistd kohinaa ja héirioita seka lahettavat
puhdistetun informaation eteenpéin verkostossa.

Avainkohtana kvanttiverkoston suunnittelussa on vaihtokauppa noodien tiheyden
ja lomittumisen jakamisen taajuuden kanssa: kuinka paljon noodeja vaaditaan, jotta
voidaan taata luotettava kvantti-informaation siirtdminen monen kiyttdjan vélilla
madritellylla alueella. Vastaus ei riipu vain kéyttajien valisistd kokonaisetaisyyksisté,
vaan myos kvanttiverkoston rakenteesta [5].

Tutkielma jaetaan kolmeen aihealueeseen: kvanttimekaniikkaan, verkostoihin ja
verkostojen simulointeihin. Ensimmaisessa esittelemme ne kvanttimekaniikan osa-
alueet, jotka ovat kvantti-informaatioverkostojen kannalta oleellisimmat ja kdymme
lépi erityisesti ne aihealueet, jotka liittyvéit kvantti-informaation siirtdmiseen. Kubit-
tien lomittuminen, kvanttiteleportaatio seké kvanttikanavat ovat kvantti-informaation
siirtdmisessa oleellisimmat késiteltavit osa-alueet ja siten ne saavat sanallisten seli-
tysten lisdksi matemaattisen katsauksen. Tésséd tutkielmassa olevat esimerkit nou-
dattelevat Peter Kiokin "An Introduction to Quantum Physics" [6] tekstejd. Bellin
tilat ovat keskeid kvanttiteleportaation ja lomittumisen ymmartamiseksi, joten ne

ansaitsevat oman osionsa.



Kvanttimekaaniset verkostot ovat pohjimmiltaan verkostoja, joissa ldhetetdan
teleportaatiota kiyttden lomittuneita tiloja sijainnista toiseen ja kvanttimekaanisen
osuuden ymmartdminen on keskeistd kvanttimekaanisten verkkojen mallien raken-
tamista ja tutkimista varten.

Toisessa luvussa aiheina ovat verkostojen perusteet, satunnaismallit ja leikkauk-
sen kasite verkostossa. Koska simulaatioissa simuloidaan Waxman-verkkoja, skaa-
lavapaita verkkoja ja Erdgs—Rényi-verkkoja, tutkielmassa esitelldén niiden teoriaa
ennen analysointia. Satunnaismalleista perustavanlaatuisimmat, eli G(n, m)-verkot
sekid, G(n, p)-verkot esitellddn ja kuinka satunnaisverkkojen ominaisuuksia kuuluu
maééritelld. Erityisesti kiinnostuksen kohteena ovat G(n, p)-verkkojen alakategoriaan
kuuluvat Waxman-verkot ja skaalavapaat verkot.

Kolmannessa luvussa esitelldén ja vertaillaan generoituja satunnaisverkkoja. Osios-
sa pohjustetaan malleille kiytettavia oletuksia, parametreja ja mitattavia suureita.
Tarkeimmat tutkittavat suureet tutkielman verkoille ovat verkon kokonaiskapasi-
teetti, padtepisteiden kapasiteetti ja noodikapasiteetti. Jokaiselle néisté esitellaan

matemaattinen méaaritelma ja lasketaan joidenkin niistd arvoja erinaisille verkoille.

1 Kvanttimekaniikka

1.1 Kubitti

Kvanttimekaniikassa fysikaalisen systeemin tilaa kuvataan vektorilla Hilbertin ava-
ruudessa H: kompleksiarvoisessa vektoriavaruudessa, jossa on maéritelty sisitulo,
joka indusoi etaisyysfunktion. Kvanttimekaniikassa systeemin tiloja kuvataan vek-
toreina Hilbertin avaruudessa ja kubittien tapauksessa vektorit kuuluvat ¢2, kak-
siulotteiseen Hilbertin avaruuteen, jossa avaruuden dimensio kuvaa kubiteille ole-

vien kantatilojen méaédraé. Diracin notaatiota |7] kiyttden aaltofunktio ¢, joka kuvaa



kvanttisysteemin tilaa ilmaistaan muodossa:

¥) = a0) + 5 [1) (1)

jossa a, 3 € C ja joille pitee |a|? + |3]* = 1.

Toisin kuin klassiset bitit, jotka voivat olla vain yhdessé kahdesta tilasta, kubiteil-
la on kvanttimekaniikalle erityinen ominaisuus: kubitin superpositiotila on myoskin
kiiypé tila. Superpositiossa mittaustulos ei ole selvisti méaéritelty ennen mittausta ja
Bornin sdadnnon mukaan todennakoisyys loytaa kubitti jommasta kummasta kanta-
tilastaan méadrdytyy sen kertoimen itseisarvon neliosta [8|. Tésté seuraa kertoimien

« ja [ normalisoinnin tarve.

1.2 Lomittuminen

Systeemi, joka koostuu useammasta kuin yhdesta kubitista voi olla lomittunut tai se-
paroituva. Hilbertin avaruus H kokonaissysteemille, joka muodostuu alisysteemeisté
H;, on tensoritulo alisysteemeista H = ®]_;H,; [9]. Superpositioperiaatteen mukai-

sesti kokonaissysteemin tila voidaan kirjoittaa muodossa:

[¥) = Z G, |in) (2)

jossa i, = i1,%2...,1, on multi-indeksi ja |i,) = [i1) ® |ig) -+ ® |i,). Tarkastel-
laan esimerkin avulla, mitéd fyysisid ominaisuuksia lomittumisesta seuraa ja kuinka
lomittuminen voidaan ilmaista matemaattisesti.

Mitataan kahden elektronin spineja z-suunnassa. Ensimmaéisen elektronin tilaa

merkitaan:
|¢>1 :a|T>1—i—b|\L>1 (3)

ja toisen elektronin:

[9)y = c|T)y +d L), (4)



Luonnollisesti pétee, ettd |a|> + [b]* = |c|* + |d|* = 1. Mitattaessa elektronien spinid
z-suunnassa saadaan kahden elektronin systeemille nelja eri mahdollista mittaustu-

losta:

[T 110 1, [ ()

jossa ketin ensimmaéinen alkio viittaa aina ensimmaisen elektronin mitattuun spiniin
ja jalkimmainen alkio toisen elektronin mitattuun spiniin.

Valitaan systeemin tilaksi:

9 = 210+ [14) + 1) + 1] (6

Oletetaan seuraavaksi, ettéd elektronit ovat tiloissa, jotka ovat annettu yhtéloissa 3
ja 4. Koska mittaukset ovat riippumattomia, ovat systeemin tilan todennékoisyydet
yksittédisten elektronien tilojen todennékoisyyksien tuloja. Todennékdisyydet saada

elektroneille yhtélossa 5 esiintyvét tilat ovat seuraavat:

P(11) = lal*|c]”
P(t}) = |af*|d|? ™
P(}1) = [B*]ef”
P(t}) = [bf*|d]*

Suoralla sijoituksella saadaan, ettd P(11) + P(1)) + P(}1) + P({)) = 1.
Kahdesta elektronista muodostuva systeemi, jonka tila toteuttaa edelld mainitut

todennakodisyydet on seuraavanlainen:

[9) = ac[11) + ad [14) + be |[11) + bd |11) (8)
Yhtélon 8 tila on kuitenkin yhtéldiden 3 ja 4 tulo:

), 6}, =
(a )y +bIb)y) + (e[t +d L)) = (9)
ac 1) + ad [11) + be |11) + bd | 1)



Tastd nahdadn, etta tila yhtalossa 6 on sama kuin kahden tilan tulo, jossa elektronit
ovat tiloissa:
|¢>1 = |¢>2

)+ (10)

-5+ s
Aiemmin yhtélossa 5 esitellyt tilat muodostavat kannan kahden elektronin systee-
mille. Tiloista voidaan ottaa mielivaltainen superpositio ja superpositiotila kelpaa
kvanttitilaksi, kunhan kertoimien normalisaatio toteutuu.

Tarkastellaan seuraavaksi, millasia ominaisuuksia néilla tiloilla on ja mité niistéa

seuraa.

1 1
V2l e

Yhtéloa 11 ei voi mitenkéddn esittad yhtalon 9 muodossa siten, etta sen kertoimet to-

©F) = —= 1) + —= ) (11)

teuttaisivat yhtalon 11 tilan. Tama tarkoittaa, ettd ei ole mitddn tiloja yksittaisille
elektroneille yhtaloista 3 ja 4, jotka toteuttaisivat yhtdlon 11. Tamé merkitsee elekt-
ronien olevan lomittuneita, silld kahden elektronin tilaa ei voida kirjoittaa kahden
yksittdisen elektronin tilan tulona. Jos kokonaistilan voi kirjoittaa kahden yksittai-
sen tilan tulona, tilaa kutsutaan separoituvaksi [10]. Lomittuneilla ja separoituvilla
tiloilla on fysikaalisia eroja, joita voidaan hahmottaa ajatuskokeella.

Elektronildhde ldhettad elektroneita vastakkaisiin suuntiin, yhden Alicelle ja toi-
sen Bobille ja kummatkin mittaavat vastaanottamansa elektronin spinin z-suunnassa.
Jos elektronit ovat tilassa ®*, saavat Alice ja Bob puolet kerroista mittaustuloksi
spinin arvoksi T ja puolet kerroista J. Oleellisesti, kun Alice saa mittaustulokseksi 7,
niin myo6s Bob saa mittaustulokseksi 1 ja vastaavasti kun Alice saa mittaustuloksen
J, my6s Bob saa mittaustulokseksi J.

Jatketaan ajatuskoetta seuraavanlaisesti: elektronilahde lahettéd tilan [11), mut-
ta télla kertaa Alice ja Bob mittaavat spinin x-suunnassa. Tilat [1) ja ||) voidaan

kirjoittaa S, havainnoitavan ominaisarvojen |+) ja |—) avulla:



) )+ (12)

1 1

ERZAAN A
1 1

1) :E|+>__2|_> (13)

Tila |11) on tilojen |+) ja |—) kannassa ilmaistuna:

M) = 5 H) 5 =) + 5 =4+ 5= (14)
ja tila |}):
W) =5 [+4) = 5 [+=) = 5 =) + 5 =-) (15)

Kun tila [®*) mitataan x-suunnassa saadaan

|oF) (16)

= )+ o)
V2 V2
Téstd ndhdéddn, ettd mittauksissa on tédydellinen korrelaatio, kun Alice ja Bob

mittaavat spinin x-suunnassa ja mittaukset korreloivat sekéd {1, |} ettd {4, —} suun-

nissa.

1.3 Bellin epayhtalo ja tilat
1.3.1 Bellin epayhtilo

John Bell osoitti artikelissaan [11], ettd paikallisesti piilossa olevia muuttujia ei ole
olemassa, vaan kvanttihiukkasten vililla on vahvempia korrelaatioita kuin mité klas-
sisesti voisi odottaa. Bellin teoreeman mukaan lomittumisesta seuraavia ominaisuuk-
sia ei voida toistaa teorioilla, jotka puoltavat paikallisesti piilotettuja muuttujia.
Tarkastellaan seuraavanlaista koeasetelmaa: Alice ja Bob ovat hyvin kaukana toi-
sistaan ja kolmas osapuoli Victor valmistelee hiukkasparin ja lahettdé yhden Alicelle
ja toisen Bobille. Hiukkasilla on kaksi bindéristd ominaisuutta, Alicen vastaanotta-
malla hiukkasella qq ja a; ja Bobin vastaanottamalla hiukkasella by ja b;. Alice valit-

see yhden kahdesta bindarisestd mittausoperaatiosta, joita merkitaan Ag:lla ja A;:114.



Mittausoperaatio Ay mittaa hiukkasen ominaisuutta ay ja voi saada arvokseen +1.
Vastaavat patevat mittaukselle A;, Bobin mittauksille By ja B; ja ominaisuuksille

ai, by ja by. Tarkastellaan seuravaa yhtaloa:
AoBy + AoBy + AyBy — A1 By = (Ao + A1) By + (Ao — A1) By (17)

jota kiytetadn Bellin teoreeman todistamiseen.

Ay ja Ay voivat olla joko samanmerkkisid tai erimerkkisid. Tésté seuraa, etté
yhtalon 17 arvot ovat vélilla +2. Mistadn yksittdisestd mittauksesta ei saada yhté-
16lle suoraan arvoa, silla kerralla voidaan tehdé vain toinen mittauksista Ay ja A
sekd mittauksista By ja Bj. Olettaen, ettd oletukset realismista, eli fyysiset suureet
ag, ai, by ja by ovat olemassa riippumatta siitd mitataanko tai havainnoidaanko ne
ja oletus paikallisuudesta: Alicen valinta ei vaikuta Bobin valintaan tai toisin péin.

Naista seuraa, ettd yhtalon 17 ylaraja on:
AoBO + AOBl + AlBO — AlBl S 2 (18)

Yhtélo 17 tunnetaan CHSH-epéyhtalona [12]|. Jos oletukset pitéavit paikkansa, on

summan odotusarvo odotusarvojen summa, joten:
(Ao, Bo) + (Ao, B1) + (A1, By) — (A1, By) <2 (19)

Kvanttimekaniikassa CHSH-epayhtéld voidaan rikkoa. Victor preparoi kubitti-

parin, joka on tilassa:
_01) —[10)
V2

joista toisen hén lahettdd Alicelle ja toisen Bobille. Tilat |0) ja |1) ovat ominaistiloja

|¢) (20)

Pauli-matriisille:

o, = (21)
0 —1

Alicen ja Bobin mahdolliset mittaukset ovat myos méaritelty Paulin matriisien avul-

la. Alice mittaa joko havainnoitavan o, tai o,:



0 1 (22)

B 1 -1 -1
0= "= )
V2 -1 1
(23)
1 -1 1
B, =—

1
(Ao @ By) = 7
1
(Ag® By) = —
V2 (24)
(A1 ® By) = E
(A1 ® By) = —L

Vaikka vain yksi néistd neljastd mittauksesta voidaan tehdé kerralla, niiden summa

(Ao ® Bo) + (A B1) + (A1 ® By) — (A1 ® Bi) = 2V2 (25)

Taméa summa ylittda CHSH-epayhtalon ylarajan, joka pédteltiin olettaen, ettd hy-

poteesi paikallisista piilotetuista muuttujista pitda paikkansa.

1.3.2 Bellin tilat

Bellin tilat ovat kahden lomittuneen kubitin yksinkertaisimmat tilat ja ovat mak-

simaalisesti lomittuneita. Nama tilat muodostavat kannan neliulotteiselle Hilbertin

avaruudelle.

27) = 20

! 00 1 11
E\ >+ﬁ’ )



&) = % 100) — % 111) (27)
o) = % 01) +% 110) (28)
o) = %|01> _ %um (29)

1.4 Lomittumisen tislaus
1.4.1 LOCC

Lokaalit operaatiot ja klassinen kommunikaatio (LOCC), on metodi kvantti-infor-
maatioteoriassa, jossa paikallinen operaatio tehddan yhdessé osassa systeemié, ope-
raation tulos viestitetddn toiselle osapuolelle kiyttden klassista kommunikaatiota
ja jonka jilkeen yleensé toisessa osassa systeemié tehdddn operaatio, joka riippuu
saadun viestin sisallosté.
Hyvin yksinkertaisena esimerkkiné, Alice ja Bob jakavat kaksi Bellin tilaa:

97) = = 100) - == 1)
—=101) ~ == 10)
V2 V2

ja he voivat kommunikoida toistensa kanssa klassista kommunikaatiokanavaa kayt-

(30)
[v7) =

tden, esimerkiksi puhelimella. He haluavat tietda, kumpi tiloista heilld on. LOCC:ta
hyodyntéen, Alice ja Bob voivat eritella tilat toisistaan. Alice mittaa oman kubittin-
sa ja lahettda tiedon mittaustuloksesta Bobille. Bob mittaa oman kubittinsa, ja jos
esimerkiksi Alice saa mittaustulokseksi 0 ja Bob tulokseksi 1, tiedetdédn systeemin

olevan tilassa U~.
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1.4.2 Puhtaat ja sekoittuneet tilat

Kvanttimekaaniset systeemit voivat olla tiloissa, joita ei voi ilmaista aaltofunktioil-
la. Téllaisia tiloja kutsutaan sekoittuneiksi tiloiksi ja ne ovat tilastollinen jakauma
puhtaista tiloista kun taas puhdas kvanttitila on tila, jonka voi ilmaista yhdella
ket-vektorilla tai summana kantavektoreita. Yleistys kvanttimekaanisien systeemien
ilmaisemiseen ovat tiheysmatriisit (tiheysoperaattorit). Tosin kuin klassisessa meka-
niikassa, jossa tilastollinen kuvaus systeemisté johtuu vaillinaisesta tiedosta, vaikka
kvanttisysteemisté olisi kaikki informaatio, se voi silti olla sekoitetussa tilassa.

Tiheysoperaattori p puhtaalle tilalle méaritellaan:

p =) (¥ (31)

jolla on seuraavat ominaisuudet:

p® = p projektori
p' = p hermiittisyys
(32)

Tr[p] = 1 normalisaatio

p > 0 positiivisuus

ja sekoitetulle tilalle:

>_pil) (Wil (33)

jossa p; on todennakdisyys, ettd systeemi on tilassa ;.

Monet perustavanlaatuiset vaikutukset kvantti-informaatioteoriassa kiyttavit hy
vikseen maksimaalisesti lomittunutta tilaa ¥+ [13|. Luonnossa ja laboratorioissa on
kuitenkin yleensa sekoitettuja tiloja operaatioiden epéataydellisyyden ja dekoherens-
sin takia. Ratkaisua haettiin ensimméisend tutkimuspaperissa [14], jossa kasiteltiin
keinoja puhdistaa tai tislata lomittumista. Kun kaksi kaukana toisistaan olevaa ta-

hoa jakavat keskendéan n kopiota kaksiosaisesta sekoitetusta tilasta , jossa on kohinaa



11

lomittumisessa, tahot voivat kiytaa LOCC-operaatioita ja saada kiyttoonsa k (< n)
tilaa, jotka ovat lahelld singlettitilaa, joka siséltdd puhdasta lomittumista [13].

Prosessia voi kuvata seuraavanalaisesti: kahdella havainnoitsijalla Alicella ja Bo-
billa on kummallakin hallussaan n kvanttisysteemié, jotka tulevat lomittuneista pa-
reista, jotka ovat tilassa p. Kumpikin voi tehda lokaaleja operaatioita n:lle hiukka-
selleen ja vaihtaa klassista informaatiota toisen kanssa. Jos LOCC-operaatioiden jal-
keen heilld on pari lomittuneita kubitteja, he ovat onnistuneet tislaamaan puhdasta
lomittuneisuutta tilasta [15].

Tislauksen jalkeen tahot voivat kiayttda saatuja ldhes singlettitiloja kvanttite-
leportaatioon, lomittumiseen perustuvaan kvanttikryptografiaan ja muihin puhtaa-

seen lomittumiseen perustuvia protokollia.

1.5 Kvanttikanavat ja kapasiteetti

Kvanttikanava kuvaa fyysista prosessia, jossa kvantti-informaatiota siirretdan lahet-
tajéalta vastaanottajalle. Kvanttitila ldhetetddn kvanttikanavaa kéyttéden, joka voi
kiytannossa olla esimerkiksi valokuitukaapeli tai langaton kvanttikommunikaatio-
kanava [16, s.1]. Télldiset kanavat ovat vaistaméttd haviollisia [17, s.7|, joten on
mielekastd maaritelld haviollisen kanavan kapasiteetti. Kommunikaatiokanavan ka-
pasiteetti kuvailee kanavan kykyé valittdda informaatiota lahettdjaltd vastaanotta-
jalle luotettavasti ja palautettavasti. Koska optinen kommunikaatio langattomasti
tai telekuituja pitkin on vaistamatta haviollistéd, tavanomainen malli néille kanaville
ovat bosoniset, Gaussiset kanavat, joita karakterisoi transmittiivisuusparametri 7,
joka kvantifoi suhdeluvun niisté fotoneista, jotka selvidvét kanavan kéytosta [17].
Maksimaalisen kapasiteetin kvanttikanavalle maarittad PLOB-raja [18, s.1], Pi-
randolan, Laurenzan, Ottavianin ja Banchin mukaan, joka rajoittaa kuinka paljon

kvantti-informaatiota voidaan luotettavasti lahettda aikayksikossa.
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C(n) = —logs(1 — 1) (34)

Yhtalo 34 masrittdd maksimaalisen kapasiteetin kvanttikanavalle. Virheettomia 14-
hetyksia ei voida taata, jos kanavaa kdytetdan enemmén kuin kapasiteetti sallii. Ra-
jalla 7 — 1, kun kaikki fotonit selvidvét kanavan kiytostd, kapasiteetti C(n) — oo.
Taméa kuvastaa sité, ettd kanavaa voidaan kiyttda mielivaltaisen paljon, ilman etta

kvantti-informaatiota katoaa.

1.6 Kvanttiteleportaatio

Kvanttikorrelaation erés erikoisimmista sovellutuksista on kvanttiteleportaatio [19].
Téassé prosesissa kvanttitila siirretdan yhdeltd hiukkaselta toiselle, eli kubitin tila
vaihtaa paikkaa hiukkasten siirtymatta. Tamén lisdksi, kvanttitilan siirron pitaé on-
nistua ilman, ettd mitddn lisidtietoa kvanttitiloista saadaan. Teleportaatiossa kaksi
eri tahoa aloittavat jaetulla Bellin parilla, jonka teleportaatioprotokolla kayttas siir-
tadksen kubitin tilan lahettajélta vastaanottajalle. Toisin kuin klassisten verkosto-
jen, joiden on tarkoitus jakaa informaatiota verkossa, kvanttiverkostojen tarkoitus
jakaa lomittuneita tiloja, joita teleportaatio kiyttéa.

Kaytetaan esimerkkina jalleen hiukkasina elektroneja ja spinien mittausta, kuten
lomittumisessa. Kahden elektronin kantatilat voidaan ilmaista muodossa, jotka ovat
yhtélossd (5) tai vaihtoehtoisesti Bellin kannassa, jotka ovat yhtéloissa (26) - (29).

Alicella on hallussaan elektroni, jota merkataan 1:114, spin-tilassa
W) =al|t), +bl), (35)
Lisédksi, Alicella on elektroni 2 ja Bobilla elektroni 3, tilassa
|0F) s = — T2, 1s) + - 2, da) (36)
NG V2

Alicella ovat elektronit 1 ja 2, Bobilla on hallussaan elektroni 3. Seuraavaksi yhdis-

tetaan kolmen elektronin tilat tilaan:
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‘F> = |w>1 |(I)+>23 =
1 1
(@), +0b M)l)(ﬁ )+ 7 ) = (37)
1
V2

Bellin kannassa ilmaistuna tdma yhdistetty tila on:

(a [111) + a[14d) + b1 + b 1))

) =

19, (a 1) + b1+
[U7) 1, (@[t = b4+ (38)
[UF) 1, (b5 +a|L)s)+

|\Ij_>12 (b |T>3 —a |¢>3)]

Alice mittaa yhden neljistd tuloksesta Bellin mittauksessaan ja jokaiselle tulokselle

voimme tarkistaa Bobin elektronin tilan:

O* ), = alt) +b1L)
O™ [0)y =alt) ~bIL)
U i), = all) +bI)
U ), = all) — bl)

Tastd nahdédan, ettd Alicen suorittama mittaus muuttaa Bobin hallussa olevan ku-

(39)

bitin tilaa, eli kvanttiteleportaatio on onnistunut. Jotta Bob voi muuttaa tilansa
sithen samaan, joka Alicella oli alun perin, Bob joutuu odottamaan Alicelta signaa-
lia, joka kertoo missd Bellin tilassa Alicen systeemi oli aluksi. Tamén jéalkeen Bob
pystyy tekemédn vaadittavan unitaarimuunnoksen saadakseen tilansa samaan kuin

Alicella. Teleportaation tiedonsiirtoa siis rajoittaa klassinen tiedonsiirto.
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2 Verkostot

2.1 Graafi

Verkostot, joita myos kutsutaan graafeiksi matemaattisessa kirjallisuudessa [20] ovat
matemaattisia rakenteita, joilla mallinnetaan pareittaisia suhteita olioiden valilla.
Maérittelemme verkon jérjestetyksi pariksi G = (V,E), jossa V on joukko noodeja

ja EC{{i, j}i,je V}, i# j}. E:té kutsutaan verkon linkeiksi.

Kuva 1: Esimerkki graafista, jossa n = 15.

Jatkossa merkitsemme noodien lukuméaraa verkostossa n:lla ja linkkien luku-
méaarad m:lla. Tutkielmassa keskitytaan yksinkertaisiin verkostoihin, eli verkostoi-
hin, joissa noodit eivit yhdisty itseensé ja jossa noodien vélilla on korkeintaan yksi
linkki. Verkoston jokainen noodi yksiléidaan kokonaisluvulla vélilta [0, n — 1] ja lin-
kit lukuparilla (i, j), jossa i ja j ovat verkoston noodien yksiloivét luvut. Siten lista
noodeista ja lista linkeistd noodien vélilla riittda méaéritteleméaan verkoston.

Linkkejd voidaan myos painottaa, jolloin linkille asetettu (positiivinen) reaali-

luku kuvaa graafista riippuen jotakin ominaisuutta, kuten virtausta tai kayttoker-
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toja. Téssd tutkielmassa graafien linkkien painot vastaavat verkon linkin kvantti-

informaatiokapasiteettia.

2.1.1 Aste ja astejakauma

Verkostoteoriassa noodin aste k verkossa kertoo, kuinka moneen muuhun noodiin
tarkasteltava noodi on yhdistetty. Aste on perustavanlaatuinen konsepti, jolla voi-
daan kvantifioida noodin yhdistyneisyyttéa verkostossa ja se kertoo noodin vaikutuk-
sesta ja tarkeydesta verkostossa.

Kaksi tarkeintd astetta ovat noodiaste ja keskimédrdinen aste. Noodiasteessa
suuntaamattomassa verkossa summataan noodin naapureiden, eli sithen yhdistetty-
jen noodien lukumaéaara. Keskimaarainen aste on verkoston noodien noodiasteiden
keskiarvo ja sen arvo kertoo verkoston kokonaisyhdistyneisyydesta.

Verkoston astejakauma on myos tarked ominaisuus verkostolle. Nimenséd mukai-
sesti jakauma kertoo, kuinka monta monta noodia on tiettyé astetta kohden verkos-

Sa.

2.2 Satunnaisverkot
2.2.1 Satunnaisverkoista ja G(n, m)-verkko

Satunnaisverkko on verkko, jossa tietyille parametreille asetetaan kiintedt arvot,
mutta verkon muut ominaisuudet maéaritadan satunnaisesti. Erds yksinkertaisimmis-
ta satunnaisverkoista on G(n, m)-verkko, jossa pidetddn kiintednd noodien ja link-
kien lukuméaaraé, mutta valitaan satunnaisesti noodit joiden viélille linkit muodoste-
taan. Satunnaisverkosta valitaan m noodiparia tasajakautuneesti kaikista mahdol-
lisista pareista ja muodostetaan niiden vilille linkki. Yleensa lisédvaatimuksena on,
ettd verkko on yksinkertainen [20].

Satunnaisverkon ominaisuuksia e; madritelld yhden generoidun verkon perusteel-

la, vaan ne méaaritelladn verkkojen keskiméaraisten ominaisuuksien kautta. Verkois-
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Waxman-verkoston astejakauma 100:lle noodille

MNoodien maara

2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 1z 13 15 17 18
Aste

Kuva 2: Satunnaisen generoidun Waxman-verkoston astejakauma. n = 100

ta muodostetaan siis kokoelma, joka noudattaa todennikdéisyysjakaumaa yli mah-
dollisten verkkojen, ja kokoelman keskiméaaréiset ominaisuudet maaritellaan verkon
ominaisuuksiksi.

G(n, m)-verkko on siis médritelty todennékoisyysjakaumana P(G) yli kaikkien
graafien G, jossa P(G) = %, jossa €2 on graafien lukumééra, joissa on n noodia ja m

linkkid. Esimerkiksi G(n, m)-verkon halkaisija on

i = S BON(G) = 5 31(6) (40)
G G

Analyttisid tarkasteluja varten onkin hyodyllisempéaéd tarkastella nimenomaan
kokonaisuuksia. Monia satunnaisverkkojen keskimé#raisia ominaisuuksia voidaan
laskea tarkasti, ainakin raja-arvona suurille verkoille. Useimmiten ollaankin kiin-
nostuneita verkkojen tyypillisestd kayttaytymisestd, josta verkkojen keskimaéériiset

ominaisuudet usein ovat hyvia indikaattoreita.
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Selvastikin G(n, m)-verkon keskimééréinen linkkien méérd on m ja keskiméaé-
rainen aste k = ZTm Monet muut ominaisuudet ovat kuitenkin vaikeampia laskea ja
suurin osa matemaattisesta tutkimuksesta on tehty hieman erilaiselle satunnaisver-

kolle, nimittdin G(n, p)-verkolle.

2.2.2 Erdds—Rényi, G(n, p)-verkko

G(n, p)-verkostot eridvit G(n, m)-verkostoista siind, miten linkkejd muodostetaan.
Tosin kuin G(n, m)-verkostoissa, jossa linkkien lukumé&érd m on vakio ja satun-
naisuus tulee noodiparien valitsemisesta linkeille, G(n, p)-verkostoissa linkki noo-
dien vilille muodostetaan todennékoisyydelld p. G(n, p)-verkostoja kutsutaan usein
Erdés—Rényi-verkostoiksi. Tallaisissa verkoissa todennakoisyys muodostaa verkko,

jossa on m linkkid [21] on:

P(G) = p™(1 —p)B) (41)

Johtuen riippumattomuusoletuksesta linkin muodostamiselle kahden noodin vé-
lilla, G(n, p)-verkkoja kiytetdén usein mallina, silld sen ominaisuuksien analysointi
on verrattain helppoa. Mallilla on kuitenkin paljon rajoituksia oikeiden verkosto-
jen analysoinnissa, jossa erityisesti oletukset linkkien riippumattomuudesta ja yhté-
laisistd muodostumistodennakoisyyksista eivat ole sopivia joihinkin oikean eldmén
ilmi6ihin. Esimerkiksi G(n, p)-verkostoissa on védhiistd ryhmittymisté, toisin kuin

monissa sosiaalisissa verkostoissa [22].

2.2.3 Waxman

Waxman-satunnaisverkot ovat G(n, p)-verkkojen alakategoria, joissa todennikoi-
syys p muodostaa noodien vilille linkki ei ole vakio. Waxman-satunnaisverkot [23]

heijastavat sitéd, ettd oikean maailman verkostoissa pidemmét linkit ovat usein kal-
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liimpia tai hankalampia muodostaa ja siten niiden olemassaolo on vihemman toden-
nakoisté [24].

Waxman-verkostoissa noodien ¢ ja j vilille muodostetaan linkki todennakoisyy-
delld, joka on etédisyyden d;; funktiona. Vaikka alkuperdinen Waxman-verkko méaé-
riteltiin kiyttamalld Euklidista etdisyytta suorakulmiossa tai suoralla viivalla, jolla
on pisteet kokonaislukuruudukossa ja suurin osa jatkotutkimuksista on tehty verkos-
toissa, jossa pisteet on asetettu satunnaisesti yksikkonelioon, ei ole mitédéan estetta
valita pisteitd mielivaltaisella konveksilla alueella mielivaltaisella etédisyysmetriikalla
[24].

Waxmanin parametrisoinnissa todenndkoisyys muodostaa noodien ¢ ja j vélille

linkki [23] on:

P(dw) = 5€_dij/La (42)

jossa a > 0ja 8 € (0,1]. Parametri @ on dimensioton suure ja riippuu tarkasteltavasta
systeemistd, L on tarkasteltavan alueen suurin mahdollisin etéisyys kahden pisteen
valilla. [ saételee perusmuodostumistodennékoisyyttd ja « sitéd, kuinka nopeasti

todennéakoisyys pienenee etédisyyden kasvaessa.

2.2.4 Skaalavapaa-malli

Skaalavapaissa malleissa verkosto rakennetaan dynaamisesti: lisdttdessd noodia x
verkostoon, se yhdistetddan m:4an noodiin kaikista jo verkostossa olevista noodeista.
m valitaan etukéteen ja riippuu mallinnettavasta verkosta. Noodeja  ja &’ mer-
kitdan vektoreina, silla niilla on koordinaatit, joita kiytetddn etédisyyksien laskemi-
seen. Todennékoisyys, ettd noodi x’, joka on jo verkostossa, yhdistetdan noodiin «,
on verrannollinen senhetkiseen asteeseen D,(x”) ja kiéntéen verrannollinen etéisyy-

teen:
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Dy(z)

H(%,w’) X W

(43)

Skaalavapaiden verkkojen keskeisimpié ominaisuuksia on keskittyneisyys. Keskitty-
neissé verkoissa suurimmalla osasta noodeista on pieni aste, ne eivat muodosta link-
kejd monen muun noodin kanssa, ja pienelld osalla noodeja on runsaasti linkkeja.
Skaalavapaiden verkkojen astejakauma noudattaa potenssilakia, ainakin asymptoot-

tisesti:

P(k) ~ k™ (44)

Nimitys skaalavapaille verkoille juontuu niiden jakauman skaalaparametrista: jotkin
momentit astejakaumasta eivit ole maariteltyjé, joten skaalavapailla verkoilla ei ole
tyypillista skaalaa tai kokoa.

Erés tunnetuimmista skaalavapaista verkostoista on Barabasi—Albertin algorit-
milla generoitu verkosto [25]. Algoritmissa on vain yksi parametri m, joka on posi-
tiivinen kokonaisluku. Verkosto alustetaan mg > m noodilla.

Seuraavalla askeleella algoritmissa lisdtddn noodi h, joka yhdistetdan m:dan jo
verkossa olevaan noodiin. Jokaiselle verkossa jo olevalle noodille ¢ maéritellaan to-

dennékoisyys:

bi = b
' Zj kj

jossa k; on noodin ¢ aste ja summa kay lapi kaikkien jo verkossa olevien noodien

(45)

J asteet. Tastd muodostetusta todennikdisyysjakaumasta saadaan valittua mihin

noodeihin lisattava noodi A yhdistetaén.

2.3 Leikkaus

Leikkauksen maéarittelemiseen tarvitaan myos yhdistyneisyyden maéritelma verkos-

tolle. Graafi méaritellddn olevan yhdistyneeksi, jos jokaisen noodiparin vélilld on yh-
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teys. Toisin sanoen, jokainen verkostossa oleva noodi on yhdistetty toiseen verkos-
tossa olevaan noodiin katkeamattomalla reitilla. Graafia, jossa on yksikin noodipari
johon tamé ei pade, on yhdistaméaton.

Leikkaus C' = (S,T) jakaa graafin G = (V,E) kahteen osajoukkoon S ja T.
Leikkausjoukko leikkauksesta C' = (S,T) on joukko linkeisté, joilla on padtepiste
kummassakin osajoukossa leikkauksesta, {(u,v) € E | u € S,v € T'}. Jos graafi ei
ole painotettu, leikkauksen arvo on linkkien lukumééré jotka ristedvit leikkauksen
kanssa. Painotetussa tapauksessa arvo on ristedvien linkkien painojen summa.

Téarkeé erikoistapaus leikkauksesta on minimileikkaus U. Nimensd mukaisesti,
minimileikkaus on leikkaus, jonka painojen summa on mahdollisimman pieni. Max-
flow min-cut teoreeman mukaan [26] virtaus ldhteeltd nieluun on yhté suuri kuin mi-
nimileikkaus ldhteeltd nielulle. Léhteend voi kvantti-informaatioverkostoissa toimia
esimerkiksi laite, joka tuottaa lomittuneita fotonipareja joita jaetaan verkostossa.
Nieluna voi olla kvanttianturijarjestelma, joka vastaanottaa ldhetettyja kvanttitilo-

ja.

Kuva 3: Minimileikkaus noodien 0 ja 3 valilla, Uy 3 = 3.

Minimileikkauksella on térked rooli kommunikaatioverkostojen suunnittelussa,
joita kvanttiverkostotkin ovat. Jos muutama verkoston linkeista poistetaan tai muu-
ten eivat toimi, verkoston valilla voi silti siirtyéd informaatiota minka tahansa kahden
noodin valilla. Minimileikkaus kertoo, mikéd on pienin méaara linkkeja, jonka verkos-
tosta voi poistaa kunnes on ainakin yksi noodipari, jotka eivit ole yhdistettyna

toisiinsa. Minimileikkaus on siten tarked metriikka verkoston luotettavuudessa.
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2.4 Vierekkiisyysmatriisi

Vierdkkaisyysmatriisi on keino esittda verkoston rakenne ja sitd kiytetddn tutkiel-
man simulaatioissa verkostojen rakentamiseen. Vierekkaisyysmatriisi A maéaritellaéan

seuraavanlaisesti:

1 jos 4:n ja j:n valilla on linkki
Ay = (46)
0 muuten

Koska tutkielmassa tutkitaan vain yksinkertaisia verkostoja, vierekkaisyysmat-

riisi on (0,1)-matriisi, jossa diagonaalilla on nollia.

Kuva 4: Verkosto, jolla havainnoidaan vierekkéisyysmatriisia.

Kuvassa 4 olevan verkoston vierekkéisyysmatriisi on:

o o O
o o O
o
—

—

—

Noodien sanotaan olevan yhdistyneité tai naapureita, kun niiden vélilla on linkki.
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3 Simulaatiot

3.1 Pohjustus

Tutkielmassa simuloidaan kvantti-informaatioverkkoja, joiden parametrit ovat valit-
tu mallintamaan amerikkalaisia valokuituverkkoja kuten ldhteessa [4]. Koska verkko-
jen noodeilla on maantieteellinen sijainti, jokaiselle noodille asetetaan 2D-koordinaatti.
Noodien valiset linkit £ ;- mallinnetaan bosonisina, puhtaina, héviollisind kanavina

[4]. Kanavan transmissiivisuus kertoo kanavan kiytosté selvidvien fotonien suhdelu-

vun ja on:
n= 10~ P(z.z’)
, (47)
v = 0,02 m

ja D(x,z’) on kahden noodin vélisen linkin pituus. Yksinkertaisuuden vuoksi ole-
tetaan, ettd D(x,x’) ja noodien vilinen maantieteellinen etéisyys || — x’||2 ovat
samat.

Graafin rakenne maératdan asettamalla noodeille sijannit ja generoimalla nii-
den vilille linkit. N:lle noodille valitaan tasajakaumasta nelion muotoisesta alueesta

pisteet, joihin ne asetetaan.

Qr =[-R,R] x [-R, R]
(48)
Qg| = 4R?
R:n arvoksi valittiin simulointeihin R = 800 km.
Koska protokollia on erilaisia, tutkitaan simulaatioissa suurinta saavutettavaa
lomittumisen jakamistehoa. Toisin kuin klassisessa kommunikaatiossa [18], suurin
mahdollinen siirrettdva maara kvantti-informaatiota jokaiselle linkille rajoittuu pe-

rustavanlaatuisesti kanavan héaviollisyyden mukaan. Maaritetdan linkin kapasitee-

tiksi:

Co(Epe) = —logy(1 — 1)) = —logy(1 — 107777) (49)
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joka on yhté kuin PLOB-ylaraja. Verkon kokonaiskapasiteetiksi méaéritellaan yksin-

kertaisesti verkon linkkien kapasitettin keskiarvoksi:

1

jossa ﬁ on verkon linkkien kardinaliteetti. Yksittdisen noodin téarkeytta karakteri-

soimaan maéaritelladn noodikapasiteetti:

> Cw(z) (51)

z’eN(z)

joka on yksittaiseen noodiin tulevien linkkien painojen summa.
Verkostojen paatepisteiden kapasiteetti saadaan ratkaistua ottamalla minimileik-

kaus. Téten kapasiteetti kahden noodin vélilla « ja &’ on niiden linkkiyhdistyneisyys

[18]:

min Cy(Ug,e) = min = > Cu(EByy) (52)

Ugp o’ z,z’
’ Ey .y €Uz o’
3.2 Esimerkkeja

Téassé osiossa generoidaan muutamia Waxman- ja skaalavapaita verkkoja ja esi-
telladn niiden kapasiteettien sekéd astejakaumien kuvaajat. Verkkojen kuvia varten
linkit ovat varikoodattu, linkkien vari kuvastaa niiden kapasiteetin suuruutta suh-
teessa verkon muihin linkkeihin. Linkkien kapasiteeteista otettiin kymmenkantainen
logaritmi kuvia varten, silla kapasiteettien kokoluokat, ja siten myos eroavaisuudet,
ovat hyvin pienid. Ottamalla logaritmi saatiin virikoodaus toimimaan paremmin ja
logaritmoidut kapasiteetit myos normalisoitiin.

Simulaatio tehtiin Pythonilla, kdyttden networkx-kirjastoa generoimaan verkot

ja laskemaan niiden ominaisuuksia.
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Waxman-verkosto 100:lla noodilla

1.0

e
o

0.8

o
FS

Log-skaalatut linkkikapasiteetit

o
[N

0.0

Kuva 5: Eraan sadan noodin Waxman-verkosto alueella €.

Skaalavapaa verkosto 100:lla noodilla

[=] (=] = =
=) o o [§]
Log-skaalatut linkkikapasiteetit

o
FS

o
[N

e
o

Kuva 6: Erdéan sadan noodin skaalavapaa verkosto alueella €.
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Skaalavapaan verkoston astejakauma 100:lle noodille

35 1

30 1

254

20 A

15 ~

Noodien maara

10 ~

o n_m Hnmm |

456 78 91011121314 18 21 29303132
Aste

Kuva 7: Ylla olevan sadan noodin skaalavapaan verkon astejakauma

Waxman-verkoston astejakauma 100:lle noodille

Noodien maara

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 17 18
Aste

Kuva 8: Ylla olevan sadan noodin Waxman-verkon astejakauma
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(C} = 0.0020802

N =100
1.75 4
L]
1.50 4
1.25 4
1.00 +
L]
0754 »
L]
0.50 4
?
4
0.25 4 L4
Res
-.e
0.00 . .
T T T T T
0 500 1000 1500 2000

Verkkoetaisyys dg

Kuva 9: Sadan noodin skaalavapaan verkon linkkien kapasiteetti verkkoe-
taisyyden funktiona.

{c} =0.0018584

N =100
L]
1.0 1
0.8 A
064 =
L]
L]
L]
044 o
L]
-
024 %.
-
1
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0.0 1 h- .o
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Verkkoetaisyys di

Kuva 10: Sadan noodin Waxman-verkon verkon linkkien kapasiteetti verk-

koetaisyyden funktiona.
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3.2.1 Esimerkkien esittely

Waxman-verkoilla ja skaalavapailla on muutamia ominaisuuksia, jotka ovat nah-
tavissa verkkojen kuvista. Waxman-verkoissa on merkittavasti vihemmaén linkkeja
kuin skaalavapailla verkoilla ja niiden linkkien kapasiteetit ovat keskiméérin suurem-
pia. Linkkien kapasiteetit ovat tasaisemmin jakautuneet Waxman-verkoissa. Skaa-
lavapaassa verkossa nakyy enemmén keskittyneisyytta linkkien vahvuuksissa, joka
nékyy punaisten rykelmien muodostumisena kuvassa.

Verkkojen astejakaumissa on huomattava ero: ylivoimasesti suurimmalla osalla
noodeista niiden aste on m ja muutamalla noodilla on selvisti tatd suurempi aste,
kuvaten hyvin skaalavapaiden ominaisuutta keskuksien muodostamiseen.

Verkkojen linkkien kapasiteetin kuvaajat ovat verkkoetéisyyden funktiona. Verk-
koetdisyys kahden nooden vililla mééaritellaan niiden valilld olevien linkkien pituuk-
sien pienimpéand summana, jolla yhdestd noodista paédsee toiseen. Jos noodien valilla
ei ole reittia, verkkoetaisyys méaritelladn aarettoméaksi. Kuvaajissa on jokaisen mah-
dollisen noodiparin kapasiteetti parin verkkoetéisyyden funktiona koko verkon kes-
kimadrainen kapasiteetti, joka on yksinkertaisesti linkkien kapasiteettien keskiarvo.
Kuten kuvaajista nikyy, korkeilla verkkoetéisyyksilla yhteyksid ei muodostu.

Kuvaajat ovat yksittédisten verkkojen toteuneita ilmentymié satunnaisjakaumas-
ta, eikd Waxman- tai skaalavapaiden verkkojen ominaisuuksisa pystyta vield maa-
rittelemédn yksittdisten ilmentymien perusteella. Kuitenkin esimerkeissd generoi-
dun Waxman-verkon kapasiteetti on odotetusti sadan noodin Waxman-verkkojen
keskiméaaréisen kapasiteetin marginaalien sisélld, jotka ovat esiteltynéd artikkelissa

"Quantum communication capacity transition of complex quantum networks" [4].
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4 Yhteenveto

Tutkielmassa tutkittiin Waxman-verkostojen ja skaalavapaiden verkostojen pédte-
pisteiden kvanttikapasiteettia ja generoitiin havainnollistusta varten sadan noodin
Waxman-verkosto ja skaalavapaa verkosto. Kvantti-informaatioverkostojen kasittele-
miseen ja ymmartamiseen maariteltiin linkkien kapasiteetit, kapasiteettien ylarajat
PLOB-yliarajaa kiayttdmalld, minimileikkauksen yhteys verkon kokonaiskapasiteet-
tiin seka kvanttiteleportaation ja lomittumisen kiytto kvantti-informaation siirtdmi-
seen. Satunnaisverkot ja kuinka niiden tilastolliset ominaisuudet voidaan méaaritella
esiteltiin ja Waxman-verkostojen seké skaalavapaiden verkostojen ominaisuudet ja
muodostaminen méariteltiin. Esiteltyja konsepteja kiyttden saatiin méariteltyé sa-
tunnaisverkon suurin teoreettinen kapasiteetti ja simulaatioissa laskettua konkreet-
tisia arvoja.

Generoidut satunnaisverkot olivat vain yksittéisia ilmentymia verkkojen toden-
nakoisyysjakaumista, eikd niiden ominaisuuksista voitu todeta enempéd, kuin etta ne
olivat artikkelissa "Quantum communication capacity transition of complex quan-
tum networks" [4]| laskettujen rajojen sisilld. Seuraavana luonnollisena askeleena
olisi laskea tilastolliset ominaisuudet verkoille eri maaralla noodeja ja tutkia, nou-
dattavatko ne tunnettuja jakaumia sekd kuinka alueen koon muuttaminen vaikuttaa

ominaisuuksiin.
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