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Tassé tutkielmassa kisitelldédn yleistd ajoneuvojen reititysongelmaa, joka on yksi
matemaattisen optimoinnin tutkituimmista ongelmista. Ajoneuvojen reititysongel-
massa pitda palvella joukko asiakkaita jakeluautoilla, jotka ldhtevét varastolta. Té-
mén lisdksi asiakkaat jaetaan jakeluautoille siten, ettd jokainen asiakas palvellaan
tasan kerran. Tehtavissd minimoidaan jakeluautoille maarattyjen reittien yhteiskus-
tannuksia. Tehtavana ajoneuvojen reititysongelma on NP-vaikea eli sille tiedetdan
vain eksponentaalisen ajan vievid algoritmeja. Lisédksi ongelmasta on olemassa mo-
nia erilaisia muunnoksia, kuten kapasiteetillinen, usean varaston sekd dynaaminen
versio.

Tassé tyossa esitetdan kaksi erilaista tapaa mallintaa yleinen ajoneuvojen reitity-
songelma. Lisdksi esitelladn kaksi eri menetelméé ajoneuvojen reititysongelman rat-
kaisemiseksi. Ensimmaéinen menetelmista on sdadstavi algoritmi, jossa kaikki mahdol-
liset kahden asiakkaan asiakasparit listataan paremmuusjarjestykseen. Paremmuus-
jérjestys saadaan sen perusteella, minka verran muodostuu sédastod kahden asiakkaan
yhdistamisestéd samalle reitille. Saéstavasta algoritmista on olemassa kaksi eri versio-
ta: rinnakkain ja perdkkain tehty reitin muodostus. Rinnakkaisella tavalla voidaan
muodostaa usempi reitti samanaikaisesti, kun taas perakkiiselld versiolla reitit muo-
dostetaan yksi kerrallaan. TyGssa esitellidn molemmat tavat. Perdkkaiselld tavalla
saadaan usein parempi ratkaisu, minké lisaksi se on yleensé tehokkaampi tapa muo-
dostaa ratkaisu useammalle asiakkaalle. Toinen tyossa esiteltéava algoritmi on pyyh-
kiisy algoritmi. Siinéd kaikki asiakkaat listataan ensin napakoordinaattien mukaan
listaan, jota hyddyntden madratdan asiakkaat jakeluautoille. Jokaisen jakeluauton

reittid parannetaan lopuksi vield 2-optimaalisella haulla.
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1 Johdanto

Matemaattisessa optimoinnissa pyritdan 1oytdméan paras mahdollinen ratkaisu tar-
kastelun kohteena olevalle ongelmalle. Téta varten ongelma taytyy mallintaa mate-
maattisesti. Nain ollen ongelmalle tarvitaan ensinndkin paatosmuuttujat, jotka ku-
vastavat tehtdvid paatoksia. Padtosmuuttujien avulla tehtévélle saadaan kohdefunk-
tio, jota maksimoidaan tai minimoidaan. Usein tehtdvissd minimoidaan esimerkiksi
kustannuksia. Maksimoinnilla pyritaén puolestaan esimerkiksi mahdollisimman suu-
reen hyotyyn tai tuottoon. Liséksi kohdefunktion f maksimointi on sama asia kuin
funktion — f minimointi.

Usein optimointiongelmassa tarvitaan myos rajoitteita, jotka muodostavat teh-
tavan sallitut ratkaisut, joiden joukosta parasta ratkaisua etsitdén. Rajoitteet luo-
kitellaan luonnollisiin ja varsinaisiin rajoitteisiin. Luonnollinen rajoite on jokin paa-
tosmuuttujan luonnollinen ominaisuus, joka pitdd myos esittda matemaattisesti. Esi-
merkiksi jos paatosmuuttuja esittad amparien lukumaéraa, pitda sen arvon olla nolla
tai sitd suurempi kokonaisluku, koska negatiivista maara ampéreita ei voi kerata.
Varsinaiset rajoitteet taas pitavat sisallaén kaikki muut ongelman mallinnukseen tar-
vittavat rajoitteet. Yksi esimerkki on marjadmpéarien maksimimaaré, jota enempéa
ei pystyta kerdaamaén, koska muuten amparit loppuvat kesken.

Rajoitteiden, kohdefunktion ja pédatosmuuttujien ominaisuudet méarittavat yh-
dessé optimointiongelman tehtévatyypin. Optimointitehtéavat voi karkeasti luokitella
lineaarisiin seka epélineaarisiin ongelmiin. Jotta jokin tehtdva on lineaarinen, taytyy
viiden ehdon téyttya [12]. Ensimmé&inen ehto on verrannollisuus eli jokaisen p#étos-
muuttujan vaikutus kohdefunktioon ja rajoituksiin on suoraan verrannollinen sen
arvoon. Toisena ehtona on, ettd jokaisen paatosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon
ja rajoituksiin on riippumaton muiden paatosmuuttujien arvoista. Kolmantena vaa-
timuksena on jaollisuus, joka edellyttdd, ettd jokainen padtosmuuttuja on jatkuva.
Neljantené ehtona jokaisen tehtévin parametrin téytyy olla vakio eikd satunnais-
muuttuja. Viidentenad vaatimuksena on, ettd tehtédvilla on ainoastaan yksi kohde-
funktio. Kaksi ensimmaéistd ehtoa ylla takaavat tehtévian lineaarisuuden ja jos ne
eivit ole voimassa tehtdva on epélineaarinen. Jos puolestaan kolmas ehto ei téyty,
tehtava on diskreetti. Mikali neljés ehto ei ole voimassa on kyseessé stokastinen op-
timointitehtavé, jossa esiintyy yksi tai useampi satunnaismuuttuja. Mikali viimeinen
ehto puolestaan ei ole voimassa, téalloin kyseessd on monitavoiteoptimointitehtéva.
Erilaisille optimointitehtavatyypeille on kehitetty omia ratkaisumenetelmia. Téssé
tyossa keskitytadn reititysongelmiin, jotka ovat diskreetteja optimointiongelmia.

Yksi eniten tutkittu reititysongelma on kauppamatkustajaongelma (travelling

salesman problem). Ongelmassa on annettu joukko kaupunkeja ja kaikki etéisyydet



kaupunkien vélilla. Tehtavana on maarata kauppamatkustajalle optimaalisin eli ly-
hyin mahdollinen reitti, joka kiy joukon jokaisessa kaupungissa tasan kerran ja palaa
lahtokaupunkiin. Kauppamatkustajaongelman tavoitteena on siis minimoida ylla ku-
vatun reitin pituutta tai reitin kustannuksia. Tehtdvanéd kauppamatkustajaongelma
on helppo mallintaa, mutta vaikea ratkaista. Tamé johtuu siitéd, ettd kauppamat-
kustajaongelma on NP-vaikea eli talla hetkelld ongelman ratkaisemiseksi tunnetaan

ainoastaan eksponentiaalisen ajan vievia algoritmeja.

Kauppamatkustajaongelmaan on tormétty jo kauppamatkaajan késikirjassa vuon-
na 1839, mutta 1900-luvulla matemaatikot Hamilton ja Kirkman esittivit sen ma-
temaattisesti [I]. Tamén jalkeen kauppamatkustajaongelmaa on tutkittu paljon ja
se on matemaattisen optimoinnin yksi tutkituimmista ongelmista. Vaikka kyseinen
ongelma on vaikea ratkaista, sille on kehitetty useita erilaisia algoritmeja sekéd heu-
ristitkkoja, joilla tehtévélle saadaan likiméa#raisia ratkaisuja. Algoritmien ja heu-
ristiikoiden kehityksestd padtellen ongelman ratkaisemiselle on tarvetta [5]. Kaup-
pamatkustajaongelman térkeimpia muunnoksia ovat kauppamatkustajaongelma ai-
kaikkunalla [16], yleinen ajoneuvojen reititysongelma [4] seké monitavoitteinen kaup-
pamatkustajaongelma [9]. Kauppamatkustajaongelmaa kiytetéén ratkaisemaan esi-
merkiksi logistiikkassa ja mikrosirujen valmistuksessa ilmenevia ongelmia. Joissakin
logistiikan tehtavissd voi olla kiytettavissd useampi ajoneuvo, jolloin kauppamat-

kustajaongelma muuttuu yleiseksi ajoneuvojen reititysongelmaksi.

Yleinen ajoneuvojen reititysongelma (vehicle routing problem) on erds muun-
nos kauppamatkustajaongelmasta, jossa on mukana useampi kauppamatkustaja eli
ajoneuvo. Tehtavisséd kierrettavit kaupungit ovat asiakkaita ja lahtokaupunki on
varasto eli ajoneuvojen reitit lahtevit varastolta. Varastolta jaetaan asiakkaille ti-
lauksia, jotka vievat tietyn méadrin ajoneuvojen kapasiteettia. Asiakkaan koko tilaus
toimitetaan yhdelld ajoneuvolla. Jokaiselle ajoneuvolle rakennetaan jollain kriteeril-
14 optimaalinen reitti, joka kiertdd ajoneuvolle valikoitujen asiakkaiden kautta ja
huomioi ajoneuvojen kapasiteetit sekd asiakkaiden sijainnit. Reitit muodostetaan
siten, ettd jokainen asiakas palvellaan tasan kerran ja reittien yhteiskustannus on

mahdollisimman pieni.

Ajoneuvojen reititysongelma on erityisen yleinen logistiikassa, silld monet yri-
tykset pyrkiviat minimoimaan kuljetuksesta aiheutuvia kustannuksia. Kustannuksia
syntyy aina, kun ajoneuvot ldhtevit kuljettamaan tavaroita varastosta asiakkaille
tali myymaéldihin. Jokaisen ajoneuvon reitin taytyy olla tarkasti suunniteltu etuka-
teen, jotta ylimadrdiset kulut saataisiin karsittua. Tédmaénlaisen ongelman voi mal-
lintaa ajoneuvojen reititysongelmana, silld yritys tietdd esimerkiksi toimitettavien

pakettien koot ja tilausten tehneiden asiakkaiden osoitteet, joiden luona taytyy kay-



da toimittamassa paketti. Yleensd minimoitavana kohdefunktiona on reittien yh-
teispituudet, reiteiltd syntyvat kulut tai reitteihin kuluva aika. Yleista ajoneuvojen
reititysongelmaa voidaan hyodyntaa myos matkapuhelinverkkojen lapi kulkevien da-
tapakettien reitityksessé [11].

Yleinen ajoneuvojen reititysongelma téaytyy ensin mallintaa sopivalla tavalla, jo-
ka huomioi esimerkiksi ajoneuvojen kapasiteetin seké asiakkaiden sijainnin. Ongel-
man mallintamisen jédlkeen sen ratkaisua pyritdan hakemaan jollakin algoritmilla.
Algoritmi on jono jarjestyksessé suoritettavia sdantojé, ohjeita tai tekoja, joita seu-
raamalla voidaan ratkaista tarkastelussa oleva optimointitehtéva. Deterministiset
algoritmit ovat erittdin tutkittuja algoritmeja ja ne tuottavat jokaisella suoritusker-
ralla saman ratkaisun, kun lahdetéan liikkeelle samasta lahtopisteestéd. Tarkka algo-
ritmi on deterministinen algoritmi, joka loytaé aina globaalin optimin. Ratkaisuheu-
ristiikka puolestaan ei valttamatta ratkaise tehtavaa optimaalisesti, mutta tuottaa
nopeasti ratkaisuja, jotka ovat usein melko hyvia. Heuristiikoissa on lisdksi ldhes
aina mukana satunnaisuutta eli heuristiikan eri suorituskerrat voivat tuottaa erilai-
sen tuloksen. Vaikka ajoneuvojen reititysongelman ratkaiseminen on laskennallisesti
haastavaa, olemassa on useita ratkaisuheuristiikkoja, joilla pystytadn tuottamaan
jarkevéssa ajassa hyviakin ratkaisuja.

Ensimmaisen heuristiikan yleiselle ajoneuvojen reititysongelmalle julkaisivat Ram-
ser ja Dantzig vuonna 1959 artikkelissa [§]. Kyseinen algoritmi oli erityisesti kehitetty
ajoneuvojen reititysongelman sovellukseen, jossa tarkasteltiin polttoaineen jakelun
tehostamista. Vuonna 1964 Clarke ja Wright jatkokehittiviat Dantzigin ja Ramserin
algoritmia ja esittiviat sédstdvian algoritmin (savings algorithm) ajoneuvojen reiti-
tysongelmalle, joka kuuluu niin sanottujen ahneiden algoritmien luokkaan. Ahneet
algoritmit siirtyvat joka kierroksella aina sellaiseen uuteen ratkaisuun, joka pienen-
taa kohdefunktion arvoa mahdollisimman paljon. Taméan seurauksena ahneet algo-
ritmit paatyvat usein vain lokaaleihin optimeihin eivéitka huomioi tehtévan globaalia
kdyttaytymista.

Téassa tyossa tarkastellaan yleistd ajoneuvojen reititysongelmaa. Aluksi luvussa
2 esitellddn kaksi eri tapaa mallintaa yleinen ajoneuvojen reititysongelma. Luvussa
3 esitelladan puolestaan kaksi ratkaisualgoritmia yleiselle ajoneuvojen reititysongel-

malle. Lopuksi luvussa 4 esitellddn tyon yhteenveto.

2 Yleinen ajoneuvojen reititysongelma

Yleisessd ajoneuvojen reititysongelmassa on joukko asiakkaita, jotka saavat osta-

mansa tavarat varastolta. Suurelta varastolta ldhtee paivittdin monta jakeluautoa



mahdollisimman taynné tavaroita kohti asiakkaita. Tasta syysté jokaiselle jakeluau-
tolle taytyy maérita palveltavat asiakkaat sekéd ratkaista optimaalisin jakelureit-
ti ennen lahtoa. Jakelureitin tulee ldhted varastolta, kdyda jokaisella ajoneuvolle
maaratylld asiakkaalla vain kerran ja padtya takaisin varastolle. Reitin luomisessa
on tyypillisesti monta rajoittavaa tekijaa, kuten esimerkiksi kuljettajien ajoajat ja
jakeluautojen kapasiteetit. Yleensa reititysongelmien tavoitteena on saada kustan-
nukset mahdollisimman pieniksi. Jotta tdhan paastdan, jokaisen jakeluauton tulisi
ensinnakin olla mahdollisimman taynné, silla talloin yksittédisen reitin kustannukset
jakautuisivat useammalle asiakkaalle. Myoskaan usean jakeluauton ei kannata kayda
vieméssd samalle asiakkaalle yksittdisesta tilauksesta osia, vaan yhden jakeluauton
kannattaa viedd samalla kerralla koko tilaus, jos se vain mahtuu kokonaisuudes-
saan kyytiin. Jakeluautojen reittien paremmuutta mitataan usein ajan tai matkan
mukaan. Aikaa kiytetddn mittarina, koska jokaiselta minuutilta tyontekijoille pitaé
maksaa palkkaa ja kuljettajien ajoaikarajoitteet saattavat rajoittaa reitteja. Matkaa
halutaan puolestaan usein minimoida, koska jakeluautot kuluttavat polttoainetta ja
tiettyjen kilometriméaarien jélkeen ajoneuvoja pitda aina huoltaa. Néin ollen, tehté-

van mallintamisessa on otettava huomioon useita tekijoité.

Tehtévan mallintaminen alkaa asiakkaiden maarittamisestéa eri jakeluautoille. Té-
mé tarkoittaa sitd, ettd yleinen ajoneuvojen reititysongelma koostuu useasta kaup-
pamatkustajaongelmasta, silld periaatteessa jokaiselle ajoneuvolle ratkaistaan oma
kauppamatkustajaongelma sen jalkeen, kun ajoneuvon asiakkaat ovat tiedossa. Néin
ollen yleisesséd ajoneuvojen reititysongelmassa jokaiselle ajoneuvolle méaératty reit-
ti on vastaavanlainen kuin kauppamatkustajaongelmassa eli jokaisen reitin asiak-
kaan luona kidydaan vain kerran ja reitin pitdéd olla jollain mittarilla optimaalisin.
Néin ollen jokaisen jakeluauton reitti on Hamiltonin sykli, joka kiy jokaisen reitin
asiakkaan luona tasan kerran ja lopuksi palaa varastolle. Mikéli kaikki toimitetta-
vat tavarat mahtuisivat yhteen jakeluautoon on kyseessi tavallinen kauppamatkus-
tajaongelma. Vastaavasti ajateltuna kauppamatkustajaongelma muuttuu yleiseksi
ajoneuvojen reititysongelmaksi, mikali yksi jakeluauto joutuu ajamaan vahintaan

kaksi eri reittid kaikkien tavaroiden toimittamiseksi.

Yleisestd ajoneuvojen reititysongelmasta on olemassa erilaisia muunnoksia. Eraés-
sé niistd on yhden varaston sijaan useampi varasto. Usean varaston ongelmassa voi
olla haasteena, ettd jollain varastolla ei ole riittavasti tiettyé tavaraa tai sieltda puut-
tuu kokonaan tietty tavara, jolloin jakeluauton téaytyy kiyda asiakkaiden lisdksi toi-
sellakin varastolla. Useamman varaston ongelmaa on esimerkiksi tutkittu artikkelis-
sa [3]. Tassa tyossd keskitytddn kuitenkin vain sellaiseen ajoneuvojen reititysongel-

maan, jossa on yksi varasto.



2.1 Ensimmainen malli

Yleisen ajoneuvojen reititysongelman mallinnus alkaa yleensa listasta, jossa on asiak-
kaiden osoitteet ja tieto siitd, mitd tavaroita kyseiselle asiakkaalle toimitetaan. Ky-
seiselld listalla on myo6s kuljetettavien tavaroiden kapasiteettivaatimukset. Lisaksi
tiedetddn etédisyys varastolta jokaisen asiakkaan luo seké etéisyys jokaisen kahden
asiakkaan valilla. Kaytossa olevien jakeluautojen kapasiteettirajoitukset ovat tiedos-
sa ja ne taytyy huomioida reitteja laatiessa. Jakeluautot ldhtevét aina varastolta pal-
velemaan asiakkaita ja palaavat lopuksi takaisin varastolle. Tavoitteena on madrata
jokaiselle jakeluautolle optimaalisin reitti etukéteen sekd palvella kaikki asiakkaat.

Tehtavan mallintamiseksi pitda ensin jollain tavalla esittdad matemaattisesti asiak-
kaiden osoitteet, reitit varastolta asiakkaille seké asiakkaiden valilla. Reiteille tar-
vitaan myo6s painot. Painot kuvastavat reittien kustannuksia, jotka voivat esittda
esimerkiksi etéisyyksié tietyssa pituusyksikossé, kuten kilometreiné, tai vaihtoehtoi-
sesti rahaméarané, jonka reitit kustantavat.

Seuraavaksi esitellddn yleiselle ajoneuvojen reititysongelmalle Dantzigin ja Ram-
serin malli vuodelta 1959. Esitystapa perustuu ldhteeseen [4]. Tehtévin data esite-

taan graafilla
G = (V.E),

jossa joukko V' koostuu graafin solmuista eli asiakkaista ja varastosta. Joukko F puo-
lestaan pitaa sisalladn solmuja yhdistavat kaaret eli reitit asiakkaiden seké varaston

valilla. Jatkossa graafin solmuja esitetdéan kirjoittamalla
V= {UQ, V1,V2, ..., Un} = {0, 1, 2, ,n}

Normaalisti varastosta kiytetdan merkintdd vy ja joukko {vy,vs, ..., v,} puolestaan
pitéda sisdlladn kaikki asiakkaat. Asiakkaiden kokonaislukumééard on n. Yleisessa ajo-

neuvojen reititysongelmassa kaarijoukoksi valitaan
E:{(vi,vj)|vi,vj€V,i<j}. (].)

Niéin ollen yksittdinen kaari (v;,v;) on reitti solmujen v; ja v; vélilli. Kaaret ovat
tyypillisesti suuntaamattomia, jolloin kuljettaessa solmusta v; solmuun v;, kaaren
paino on sama riippumatta kulkusuunnasta. Téllaisessa tilanteessa tehtavéi on sym-
metrinen. Kaarijoukossa esiintyva ehto ¢ < j takaa, ettd jokaisen solmuparin
valille 10ytyy vain yksi kaari. Jos tehtdvd on epasymmetrinen, kaarella on eri paino
kulkusuunnasta riippuen. Epasymmetrisissd tehtavissa jokainen kaari jaetaan kah-
deksi nuoleksi, joita voi kulkea ainoastaan yhteen suuntaan. Téssa tyossa kasitellaan
ainoastaan symmetrisia tilanteita.

Kaarten painot esitetdan kustannusmatriisilla



C= (Cij)(v,','uj)EE'-
Koska tarkasteltava tehtéva on symmetrinen, matriisissa C' toteutuu ehto
Cij = Cji'

Lisédksi tehtavassé yksikdadn kaari ei kulje samalta asiakkaalta takaisin samalle asiak-
kaalle, jolloin kaarta (v;,v;) ei ole joukossa E ja kustannusmatriisin diagonaalin al-
kiot ovat nollia.

Kuten aikaisemmin mainittiin paino ¢;; kuvastaa reitin (v;,v;) kustannuksia.
Painot voivat ilmaista esimerkiksi ajallista kustannusta, kuten mitd maksaa kul-
jettajan ja jakeluauton kaytto reitilld. Painot valitaan aina ratkaistavan ongelman
mukaan. Tyypillisesti ajoneuvojen reititysongelmassa kulujen minimointi on sama
asia kuin matkan minimointi. Tama johtuu siitéd, ettd jokainen jakeluauto kuluttaa
polttoainetta seké aikaa. Tehtéavissa voidaan myos haluta rajoittaa yksittéisen rei-
tin pituutta ja jatkossa reitin mahdollista maksimipituutta merkitdan parametrilla
L>0.

Tehtévan paatosmuuttujat valitaan siten, ettd niiden avulla saadaan selville ja-
keluautojen reitit asiakkaiden ja varaston valilla. Jakeluautoja on varastolla M kap-
paletta, joista jokaisen maksimikapasiteetti on K > 0. Jakeluautoja esitetdan indek-

seilla k =1, ..., M. Paatosmuuttujina ovat bindarimuuttujat

1, jos jakeluauton k optimireitti kulkee kaarta (7, ) pitkin

0, muuten.

Yksittaisen asiakkaan ¢ tilauksen kapasiteettia kuvataan parametrilla ¢; > 0. Jake-
luautojen méaaralla M ei ole varsinaista ylarajaa esitettdvissd mallissa, mutta ala-
rajan saa selville laskemalla yhteen kaikkien tilausten kapasiteetit ja jakamalla se
yvhden jakeluauton kapasiteetilla, minka jalkeen saatu luku pyoristetdan ylos péin
ldhinpéaan kokonaislukuun. Liséksi vaaditaan, ettd ainoastaan yksi jakeluauto voi
kiyda tietyn asiakkaan luona. Jokainen jakeluauto palaa myoskin varastolle tyhja-
né, jolloin gy = 0. Mikéli kaarta (v;, v;) on kéytetty ajoneuvon k reitissé, saa bind-
rimuuttuja xfj arvoksi yksi. Kun binddrimuuttujat yhdistetdan kustannusmatriisiin,

saadaan tehtavan kohdefunktio, joka on muotoa

n n M
202 il
i=0 j=0 k=1
Koska ajetuista reiteistd muodostuvat kulut halutaan pitdd mahdollisimman pie-
ninéd, kohdefunktiota minimoidaan. Mikéli jotakin kaarta kiytetddn ajoneuvon k
reitissd on xfj = 1. Kyseisten solmujen vélinen kustannus lasketaan mukaan kohde-

funktioon, silla



k _ _
xijcij = 1Cij = Cij-

Jos kaarta ei puolestaan kiytetd ajoneuvon k reitissa on xfj = 0 ja kaaren kustannus

ei realisoidu, silla kyseinen termi kohdefunktiossa on

J]k

ijcij = OCZ‘]‘ = O

Yleinen ajoneuvojen reititysongelma saadaan mallinnettua seuraavasti

i=0 j=0 k=1
n M

st Y Y afi=1 Vjie{l,..n} (3)
=0 k=1
n M
) k=1 Vie{l,..,n} (4)
j=0 k=1

fop—Zx];j:() Vpe{l,...,n}, ke{l,.., M} (5)
i=0 Jj=0

>ad 2 <K Vke{l,. M} (6)
i=0  j=0

i=0 j=0

ix’gjg Vke{l,.., M} (8)
j=1

ixfog Vke{l,.. M} (9)
=1

zf €{0,1} Vi,je€{0,..,n}, ke{l,. M} (10)

Tehtévan rajoite takaa, ettd jokaisen asiakkaan luokse saavutaan tarkalleen yh-
della jakeluautolla ja rajoite varmistaa, etta jokaisen asiakkaan luota lahdetaan
yhdelld jakeluautolla. Nain ollen jokainen asiakas on vain yhdella reitilla. Rajoite
takaa reittien jatkuvuuden eli sen ettd, kun asiakkaan luokse on saavuttu ja-
keluautolla, hédnen luotaan myos jatketaan reittid eteenpéin samalla jakeluautolla.
Seuraava rajoite @ estda jakeluautojen kapasiteetin ylittdmisen ja rajoite puo-
lestaan pitda huolta, ettei ajoneuvojen reittien maksimipituudet ylity. Rajoitteet
ja @ takaavat, ettd jokainen jakeluauto ldhtee varastolta korkeintaan kerran ja
palaa takaisin varastolle korkeintaan kerran. Viimeinen rajoite varmistaa, etta
muuttujat xfj ovat bindarisia.

Mallissa on haasteena, ettd yksittadisen ajoneuvon reitti ei valttaméatta ole yh-

tendinen. Ajoneuvon reitti voi siis koostua erillisista alisykleistd. Téstd ongelmasta
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paastaan kuitenkin eroon lisdédmaélla malliin lisdrajoitteet, joilla suljetaan alisyklit

pois.

2.2 Toinen malli

Edellisen mallinnuksen merkint6ja hydédyntden voidaan myos esittda toinen malli
yleiselle ajoneuvojen reititysongelmalle. Seuraavaksi esitettdvd malli perustuu lah-
teisiin |8, [14} [15].
Mallissa reitteja esitetdén paatosmuuttujilla
1, jos optimireitti kulkee kaarta (i, j) pitkin

ZL‘Z‘]‘ = )
0, muulloin.

Jakeluauton k kiymista asiakkaan ¢ luona kuvataan puolestaan muuttujalla

1, jos jakeluauto k£ kiy asiakkaalla ¢
Yik =
0, muuten.

Niéin ollen yleinen ajoneuvojen reititysongelma saadaan mallinnettua seuraavasti

i=0 j=0

st Y quw <K, Vk=12..M (12)
=0
> @y <IS] -1, VS CV\{v} (13)
i,jES

M M, i=0
> ik = (14)
k=1

1, Vi=12...n

O M =0

DTy = i = . (15)
i=0 i=0 1, Vj=12,...,n
zi; € {0,1}, Vi,je{0,1,..n} (16)
yi € {0,1}, Vie{0,1,.n}, ke{l,.., M} (17)

Kohdefunktio minimoi muodostettujen reittien pituutta. Rajoite vastaa
siité, ettei tilauksien kapasiteetin tarve ylitd ajoneuvojen kapasiteettia. Seuraava
rajoite (13) varmistaa, ettd asiakkaille on tehty oikea mééra kohdistuksia. Rajoit-
teella rajataan, ettd jokaisella asiakkaalla kdydé&éan tasan kerran ja ettd kaikki
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ajoneuvot kidyvit varastolla. Rajoite (15) méadrda ajoneuvot aloittamaan ja lopet-
tamaan reittinsa varastolle. Toiseksi viimeisin rajoite ja viimeinen rajoite ([17))
takaavat, ettd padtosmuuttujat ovat binaérisia.

Mikéli ajoneuvojen lukuméédra M = 1, tehtdvd on kauppamatkustajaongelma.
Liséksi yllé olevan mallin ongelmana on, etta paatosmuuttujia x;; ja Y, ei ole lin-
kitetty toisiinsa, jolloin muuttujien z;; méaraamia reitteja ei valttaméattéd ajeta ajo-
neuvoilla, koska ajoneuvoille annetut asiakkaat voivat erota reittien asiakkaista.

Usein reititysongelman rajoitteissa voidaan huomioida reitin maksimiaika D4,
joka kertoo kauanko yksi ajoneuvo saa olla reitilladn. Mikéli maksimiaikaa kiytetadn,
joudutaan arvioimaan maksimipalveluaika, joka kuluu asiakkaan luonna. Maksimi-
palveluajasta ei voida joustaa, koska silloin reittiin kuluva kokonaisaika saattaisi
kasvaa lilan suureksi. Téasta kidytetddn termid kova aikaikkuna, joka on etukéteen
asetettu aika, joka joudutaan kuluttamaan jokaisen asiakkaan luona loppuun as-
ti vaikka aikaa menisikin viahemman. Reitin ajamiseen kuluu myo6s aikaa. Vaikka
ajoneuvot harvoin etenevéit koko ajan reitilla yhden kilometrin esimerkiksi yhté mi-
nuuttia tai tuntia kohden, mallissa taytyy tehda kyseisenlainen yksinkertaistus. Tés-
td syystd on asetettava jokin sopiva suhdearvo ajan ja etédisyyden vilille. Yleenséa

suhde on 1.00, jolloin yksi matkan yksikko vastaa yhtd ajan yksikkoa.

3 Ratkaisuheurestiikkoja

Yleistéd ajoneuvojen reititysongelmaa ei yleisesti pystyté ratkaisemaan tarkoilla rat-
kaisualgoritmeilla, koska tehtdvd on NP-vaikea. Asian todistivat Bodin ja Golden
vuonna 1981 [2]. NP-vaikeus tarkoittaa sitd, ettd tehtéavé ratkaisemiseksi tiedetaén
ainoastaan eksponentiaalisen ajan vievia algoritmeja. Koska yleinen ajoneuvojen
reititysongelma on téarkea sovellus ja alunperin esitetty jo yli 60 vuotta sitten, sen
ratkaisemiseksi on kehitetty monia erilaisia ratkaisuheuristiikkoja.

Heuristiikat jaetaan yleisesti kahteen eri luokkaan. Tavallisiin heuristiikkoihin
ja metaheuristiikkoihin. Tavallisia heuristiikkoja on kehitetty jo 1960-luvulta l&h-
tien, kun taas metaheuristiikat ovat yleistyneet vasta viime vuosikymmeniné, kun
tietokoneiden laskentateho on parantunut huomattavasti. Metaheuristiikat vaativat
paljon enemméan muistia, aikaa ja laskentatehoa kuin tavalliset heuristiikat. Tavalli-
set heuristiikat 16ytéavatkin tasta syysta ratkaisun nopeammin kuin metaheuristiikat.
Eri heuristiikat tuottavat kuitenkin vain likiméaaraisia ratkaisuja ja néin ollen ei ole
takeita edes ratkaisun lokaalista optimaalisuudesta. Heuristiikkojen ratkaisut ovat
kuitenkin usein melko hyvid, vaikka ne eivit valttamatta ole optimaalisia missaan

mielessa.



Tavalliset heuristiikat yleiselle ajoneuvojen reititysongelmalle ovat suurimmilta
osin konstruktiivisia heuristiikkoja. Konstruktiiviset heuristiikat rakentavat ratkai-
sua pala palalta siten, etta alussa jokaiselle ajoneuvolle asetetaan tyhjé reitti. Tyhjiin
reitteihin lisdtdan kerta toisensa jéilkeen aina jokin uusi asiakas, kunnes konstruk-
tiivisen heuristiikan muodostamassa ratkaisussa on mukana kaikki asiakkaat. Néin
ollen konstruktiivinen heuristiikka lopetetaan, kun yksittdinen sallittu ratkaisu on
saatu valmiiksi. Toinen mahdollinen heuristiikka on parantava haku. Parantavassa
haussa hyodynnetdén lokaalia hakua ja ldhdetédan liikkeelle jostain sallitusta rat-
kaisusta. Lokaalilla haulla pyritdan jollain ennalta maarétylld tavalla parantamaan
nykyista ratkaisua. Mikéli parempi ratkaisu 10ytyy, niin siihen siirrytéaan ja tata uut-
ta ratkaisua parannetaan seuraavaksi lokaalilla haulla. Tata prosessia toistetaan niin
kauan kunnes lokaali haku ei endd tuota parempaa ratkaisua. Néin ollen konstruk-
tiivinen heuristiikka ja parantava heuristiikka ovat keskenédédn hyvin erilaisia me-
netelmié. Toinen vain konstruoi sallitun ratkaisun, kun taas toisen suoritus ldhtee
liikkeelle sallitusta ratkaisusta. Joissakin tapauksissa konstruktiivisella heuristiikalla
pystytdan tuottamaan parantavan haun ldhtoratkaisu.

Yleiselle ajoneuvojen reititysongelmalle vanhin ratkaisuheuristiikka on séasta-
vé algoritmi (savings algorithm), jonka kehittivat Clarke ja Wright vuonna 1964
[6]. Kyseinen heuristiikka on erittdin tunnettu yleisen ajoneuvojen reititysongelman
ratkaisumenetelma ja se esitellddn seuraavaksi tarkemmin. Téamén jalkeen tutustu-
taan pyyhkaisy algoritmiin (sweeping algorithm) [10], joka on myos erittain kiytetty

ratkaisumenetelma. Molemmat algoritmit ovat konstruktiivisia heuristiikkoja.

3.1 Saastava algoritmi

Ensimmaéinen ja yksi tunnetuimmista heuristiikoista yleisen ajoneuvojen reitityson-
gelman ratkaisemiseksi on tassd luvussa esiteltdva sddstava algoritmi. Clarken ja
Wrightin kehittdma algoritmi toimii suunnatuissa sekd suuntaamattomissa ajoneu-
vojen reititysongelmissa [6]. Algoritmin tavoitteena on minimoida jakelukustannuk-
set varastolta asiakkaille sekd kdyda jokaisella asiakkaalla tasan kerran. Saastava
algoritmi ottaa huomioon ajoneuvojen kapasiteetit sekd 16ytaa suhteellisen nopeasti
ratkaisun. Ratkaisun optimaalisuutta ei kuitenkaan pystytéd takaamaan.
Sadstévastéd algoritmista on kaksi eri versiota, jotka ovat rinnakkainen ja perak-
kidinen reitinrakennus. Rinnakkaisella tavalla voidaan muodostaa yhden tai useam-
man ajoneuvon reitti samanaikaisesti, kun taas perakkaiselld tavalla muodostetaan
yhden ajoneuvon reitti ensin kokonaan valmiiksi, minké jalkeen vasta siirrytédan seu-
raavan ajoneuvon reitin muodostukseen. Molemmissa algoritmin versioissa ensim-

méinen askel on sama ja siind lasketaan sddston maéra jokaisen kahden asiakkaan ¢
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ja j valille, kun asiakkaat yhdistetdan toisiinsa kdymaétta varastolla vélissd. Saédston
méaran saamiseksi ensin summataan yhteen kustannukset kulkea varastolta asiak-
kaalle ¢ sekd asiakkaalta j takaisin varastolle. Téstd summasta vihennetadn viela
kustannus, joka tulee kulkiessa suoraan asiakkaalta ¢ asiakkaalle j. Sddstojen laske-
misen jalkeen muodostetaan sadstolista, johon sdastot listataan laskevaan jarjestyk-
seen. Taman jalkeen saastolista kidydaan jarjestyksessa ldpi, koska mitd suurempi
saasto sitd suurempi hyoty saadaan yhdistettdessa kyseiset asiakkaat samaan reit-
tiin. Jokaisen kaaren kohdalla selvitetddn lisdksi erikseen voidaanko kyseiset asiak-
kaat yhdistda samaan reittiin ilman ajoneuvon kapasiteetin ylittymistd. Myoskaan
aikaisemmin muodostettujen ajoneuvojen reitit eivit saa muuttua vaardnlaisiksi.
Viaaranlaisella reitilld tarkoitetaan, ettd saman asiakkaan luona kéytéisiin kaksi ker-
taa.

Seuraavaksi esitelladn tarkemmin sédstava algoritmi.

Algoritmi 1. Saastava algoritmi

Askel 0. (Alustus) Laske sidastot jokaisen kahden asiakkaan vilille kaavalla

Sij = Cio + Coj — Cij, Vi,geVijai#j.
Askel 1. Jarjesta sadstot paremmuusjarjestykseen eli suurimmasta pienimpéaan. Ta-

méa muodostaa siastolistan.

Askel 2. Valitse suoritetaanko algoritmista perdkkdinen vai rinnakkainen versio.

Jos valinta on perdkkdinen mene askeleeseen 4.
Askel 3. Rinnakkainen reitinmuodostus
Askel 3a. Valitse tarkasteluun sdastolistan ensimmaisté alkiota vastaava
asiakaspari.

Askel 3b. Ota ratkaisuun mukaan uusi tyhja jakeluauton reitti.

Askel 3c. Mikili tarkastelussa olevan asiakasparin molemmat asiakkaat

16ytyvat jo tehdyisté reiteistd, mene askeleeseen 3f.

Askel 3d. Jos toinen asiakkaista on jollain tehdyisté reiteistd, niin lisda
asiakaspari kyseiselle reitille, ellei reitin kapasiteetti ylity, ja

mene askeleeseen 3f.

Askel 3e. Lisda asiakaspari jollekin olemassa olevista reiteisté, jonka ka-
pasiteetti ei ylity. Jos kaikkien reittien kapasiteetti ylittyy, palaa

askeleeseen 3b.
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Askel 3f.

Jos saastolistalla on seuraava alkio, valitse sitda vastaava asia-
kaspari tarkasteluun ja palaa askeleeseen 3c. Muutoin paata

algoritmin suorittaminen, silla reitit ovat valmiit.

Askel 4. Peridkkéinen reitinmuodostus

Askel 4a.

Askel 4b.

Askel 4c.

Askel 4d.

Askel 4e.

Askel 4f.

Ota ratkaisuun mukaan uusi tyhjé jakeluauton reitti ja valitse
tarkasteluun séddstolistan ensimméinen asiakaspari, jota ei olla

vield lisdtty millekkdaan reitille.

Jos toinen tai molemmat asiakasparin asiakkaista loytyvat jo
aikaisemmilla kierroksilla valmiiksi saaduilta reiteiltd, mene as-

keleeseen 4e.

Jos toinen asiakasparin asiakkaista on jo lisdttyna nykyiselle
reitille, niin lisdd puuttuva asiakas asiakasparista reittiin, ellei

reitin kapasiteetti ylity, ja mene askeleeseen 4e.

Jos kumpikaan asiakasparin asiakkaista ei ole nykyisella reitilla
ja reitin kapasiteetti ei ylity, niin lisda kyseisen asiakasparin

molemmat asiakkaat reitille.

Jos sdastolistalla on seuraava alkio, valitse sitd vastaava asia-

kaspari tarkasteluun ja palaa askeleeseen 4b.

Mikali kaikki asiakkaat on jo lisdtty jollekin reitille paata al-
goritmin suorittaminen, silla reitit ovat valmiit. Muutoin siirry

askeleeseen 4a.

Seuraavaksi tutustutaan algoritmin toimintaan esimerkin avulla.

Esimerkki 1. Tarkastellaan ajoneuvojen reititysongelmaa, jossa on viisi asiakasta

ja ratkaistaan tehtava sadstavilla algoritmilla. Téassa esimerkissa verkko on suuntaa-

maton eli kaikki kustannukset ovat symmetrisia. Jakeluautojen méara ei ole kiinni-

tetty etukéteen.

Aloitetaan tehtavé esittdmalld kustannusmatriisi

0 17 20 9 14 23
17 0 10 18 15 9
20 10 0 27 9 21
9 18 27 0 19 16
14 15 9 19 0 14
23 9 21 16 14 O
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jossa on kaikkien asiakkaiden sekd varaston ja asiakkaiden véliset kulut. Seuraavaksi

esitetdan vektori

.
a=(0 37 35 30 25 32) ,

jossa on jokaiselle asiakkaalle vietavin tilauksen kapasiteetin tarve. Jokaisen jake-
luauton kapasiteetti K on puolestaan 10.

Tehtédvian ratkaisemiseksi on esitetty ylla kaikki tarvittavat tiedot. Aloitetaan
tarkastelemaan algoritmin 1 suoritusta. Askeleessa 0 lasketaan sédstot, joista saa-
daan muodostettua sddastomatriisi S. Askeleessa 1 jarjestamalla sddstomatriisin al-
kiot suurimmasta pienimpaén saadaan sadstolista. Sééstot lasketaan kaavalla s;; =
Cio + Coj — Cij- Yksi esimerkki sddstoistd on s;o = 17 + 20 — 10 = 27. Kun kaikki

sadstot on laskettu, saadaan matriisiksi

0 27 8 16 31
21 0 2 25 22
S=18 2 0 4 16
16 25 4 0 23

31 22 16 23 0

Kun saastot listataan laskevaan jarjestykseen, lopputuloksena on lista

51,5, 51,2, 524, S4,5, 825, S1,4, 53,5, 51,3, 534 ja 52,3

Algoritmi méérad montako jakeluautoa tarvitaan, jotta kaikki asiakkaat tulee
palveltua. Askeleessa 2 valitaan versio, jolla tehtdvé ratkaistaan. Ensin tarkastel-
laan miten ratkaisun muodostaminen tapahtuu rinnakkaisella tavalla. Askeleessa 3a
otetaan tarkasteluun saéstolistan ensimmainen alkio s; 5. Seuraavaksi askeleessa 3b
lisdtdaan ratkaisuun ensimmainen tyhjé jakeluauton reitti. Kumpaakaan tarkastelus-
sa olevan asiakasparin asiakasta ei ole lisatty viela millekkaan reitille, joten askeleita
3c ja 3d ei suoriteta. Askeleessa 3e asiakaspari s; 5 lisitaén téalld hetkelld ratkaisussa
olevaan ainoaan jakeluauton reittiin. Néin ollen jakeluauton reittion 0 —1 —5—0
ja kapasiteetista on kiytetty 3.7 + 3.2 = 6.9 yksikkod. Taméan jalkeen askeleessa 3f
siirrytaan tarkastelemaan saéstolistalla seuraavana olevaa alkiota sq 4 ja palataan as-
keleeseen 3c, jossa huomataan, ettd kumpaakaan asiakasparin asiakasta ei ole lisétty
millekkéén olemassa olevalle reitille, joten askeleet 3c ja 3d ohitetaan. Askeleessa
3e huomataan, ettd nykyisen ja ainoan jakeluauton kapasiteetti kuitenkin ylittyy,
mikali asiakas 2 lisdtddn jakeluauton reitille. Néin ollen siirrytdan takaisin aske-
leeseen 3b, jossa otetaan uusi tyhja jakeluauton reitti ratkaisuun mukaan. Tamén

jalkeen tehddédn samat huomiot askeleissa 3c ja 3d kuin dsken. Néin ollen askeleessa
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3e asiakaspari voidaan lisatd uudelle jakeluautolle. Téassa kohtaa jakeluautojen rei-
tit ovat 0 — 1 —5—0ja 0 — 2 — 4 — 0. Kyseiset reitit vievat kapasiteettia 6,9 ja 6
vksikkoa. Téamén jilkeen askeleessa 3f siirrytdén sddstolistalla seuraavana olevaan
alkioon s, 5 ja palataan askeleeseen 3c, jossa huomataan, ettd molemmat asiakkaat
ovat jo jollakin reitilld. Tamén takia palataan heti takaisin askeleeseen 3f, jossa ote-
taan seuraava asiakaspari siddstolistalta tarkasteluun. Seuraavaksi tarkasteltavana
ovat jérjestyksesséd asiakasparit sy 5 ja s14. Askeleessa 3c kuitenkin taas huomataan,
ettd molempien sadstéjen kaikki nelja asiakasta ovat jo lisdttyina jollekkin jakeluau-
ton reitille, joten molemmissa tapauksissa palataan taas heti takaisin askeleeseen 3f
valitsemaan uusi sdéstolistan alkio tarkasteluun. Asiakasparin s; 4 jélkeen seuraa-
vaksi valitaan asiakaspari s3 5. Askelessa 3¢ huomataan, ettéd asiakasta 3 ei ole vield
lisatty millekkéaan jakeluauton reitille, joten siirrytaan askeleeseen 3d, jonka mukaan
asiakas 3 voidaan lisata reitille 0 — 1 — 5 — 3 — 0, koska jakeluauton kapasiteetti ei
ylity. Néin ollen kyseisen jakeluauton kapasiteettia on kaytetty 9.9 yksikkoa. Taméan
jalkeen askeleessa 3f huomataan, ettd kaikki asiakkaat palvellaan jo jollakin jake-
luauton reitilld, joten algoritmin suoritus paattyy. Saadut reitit ovat 0—1—5—-3—0
ja 0 — 2 —4 — 0. Ensimmaéisen reitin kapasiteettivaatimus on 9.9 yksikkoa ja toisen
reitin on 6 yksikkdd. Kustannukset ensimmaiselta reitiltd ovat 17+ 9+ 21 + 20 = 67
ja toiselta reitiltd 20427+ 14 = 61. Reittien yhteenlasketut kustannukset ovat 128.

Seuraavaksi muodostetaan ratkaisu sadéstévan algoritmin perdkkaiselld tavalla.
Askeleesta 4a valitaan ratkaisuun ensimméinen tyhja jakeluauton reitti. Samassa
askeleessa otetaan myoskin tarkasteluun sééstolistan ensimmaéinen asiakaspari s 5.
Askeleet 4b ja 4c jatetdan valisté, koska kumpikaan asiakkaista ei ole jo aikaisemmin
valmiiksi saadulla tai nykyiselle reitilla. Askeleessa 4d saadaan liséttyé asiakkaat 1 ja
5 nykyiseen reittiin, joka on tdmaén jalkeen 0 —1—5—0 ja jakeluauton kapasiteetista
on kaytetty 3.7+ 3.2 = 6.9 yksikkod. Taman jélkeen askeleessa 4e otetaan tarkaste-
luun saéstolistalta seuraavana oleva asiakaspari s; o ja palataan askeleeseen 4b, jossa
todetaan, ettd kumpikaan asiakkaista ei voi olla aikaisemmin valmiiksi saaduilla rei-
teilld, koska téllaisia reittejé ei ole. Askeleessa 4c huomataan, ettd mikali asiakas 2
yvhdistetdan nykyisen jakeluauton reittiin, sen kapasiteetti ylittyy, silla asiakkaiden
1, 2 ja 5 tilaukset tarvitsevat 3.7+ 3.2 4+ 3.5 = 10.4 yksikkoa jakeluauton kapasitee-
tista. Néin ollen siirrytéén askeleeseen 4e ja otetaan saéstolistalla seuraavana oleva
alkio sg 4 tarkasteluun. Askeleet 4b ja 4c voidaan ohittaa, koska kumpaakaan néisté
asikkaista ei ole lisatty vield millekkdéan olemassa olevalle reitille. Askeleessa 4d huo-
mataan ettei asiakkaan 2 kapasiteetti edellenkddn mahdu mukaan nykyiselle reitille.
Néin ollen mikali asiakkaat 2 ja 4 haluttaisiin yhdistda, pitdd ottaa kdyttéon uusi

reitti. Téma ei kuitenkaan onnistu téalla algoritmin versiolla, silld perdkkiiselld ta-
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valla ratkaisu muodostetaan yksi reitti kerrallaan. Néin ollen algoritmin askeleessa
4e jatketaan nykyisen reitin 0 — 1 — 5 — 0 tarkastelua ja siirrytadn saastolistalla seu-
raavana olevan alkion s, 5 tarkasteluun. Askel 4b voidaan ohittaa, koska vain toinen
asiakkaista on madratty nykyiselle reitilla. Askeleessa 4c huomataan, etta asiakkaan
4 lisddminen onnistuu nykyiseen reittiin, jolloin reitiksi saadaan 0 — 1 —5—4—0 ja
jakeluauton kapasiteettia on kaytetty 9.4 yksikkoa. Reitiltd puuttuvien asiakkaiden
kapasitettitarvetta katsottaessa huomataan, etta télle reitille ei voida lisata yhtaan
enempéad asiakkaita, koska muuten jakeluauton maksimikapasiteetti ylittyy. Kun vii-
meinen sdastolistan alkio on tarkasteltu, askeleesta 4e siirrytédén askeleeseen 4f ja
ensimmainen reitti on valmis. Koska askeleessa 4f huomataan, ettd asiakkaita on
vield palvelematta, niin siirrytdén takaisin askeleeseen 4a, jossa valitaan tarkaste-
luun saastolistan ensimmainen palvelematon alkio sg 3 ja lahdetdan muodostamaan
uuden ja toistaiseksi tyhjén jakeluauton reittid. Askeleet 4b ja 4c voidaan ohittaa,
koska kumpaakaan asiakasparin asiakasta ei ole vield milldan reitilld. Siirrytaéan aske-
leeseen 4d, jossa kyseinen asiakaspari mahtuu nykyisen jakeluauton reitille. Talloin
reitti on 0 — 2 — 3 — 0 ja kapasiteettia on kiytetty 6.5 yksikkod. Askeleessa 4e ei ole
valittavana enéd seuraavaa alkiota, joten siirrytédan askeleeseen 4f, jossa huomataan,
ettéd kaikki asiakkaat ovat jo jollakin reiteistd 0 —1—5—4—0 tai 0 —2—3—0 ja reit-
tien yhteiskustannuksiksi saadaan 17+9+ 14 4 14 = 54 yksikkoa ja 2042749 = 56

yksikkoéd. Nain ollen ratkaisun yhteiskustannus on 110.

Y1la olevasta esimerkistd ndhdaédn, ettd saman algoritmin kahdesta versiosta saa-
daan hyvin erilaiset ratkaisut. Perédkkiiselld tavalla saadaan lisdksi usein parempi
ratkaisu kuin rinnakkaisella tavalla. Kuitenkin rinnakkainen tapa on lahes aina no-
peampi suorittaa kuin perakkiinen, mutta esimerkiksi edelld se antaa huonomman
ratkaisun. Téastd syystéd, mitd enemmaén asiakkaita tehtévéassé on sitd tehokkaampaa

on ratkaista ongelmaa rinnakkaisella tavalla.

3.2 Pyyhkaisy algoritmi

Pyyhkéisy algoritmin ovat kehittdneet Gillett ja Miller vuonna 1974 julkaisussa [10]
ja se on myos erittdin kiytetty algoritmi yleisessd ajoneuvojen reititysongelmas-
sa. Tama algoritmi hyodyntéda varastolta laskettavia napakoordinaatteja asiakkaille,
joiden avulla se muodostaa asiakkaista klustereita eli ryppaita. Alkuperdinen Gil-
lettin ja Millerin algoritmi sisidltdd monimutkaisia reittien parannuskeinoja, mutta
tasséd tyossa keskitytdan algoritmin yksinkertaiseen versioon. Néin algoritmin pe-
rusidea saadaan havainnollistettua helpommin ja monet tutkimukset késittelevat

ainoastaan tata perusversiota.
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Napakoordinaatit maarittavat kaksiulotteisessa koordinaatistossa origosta jolle-
kin pisteelle kiertokulman ¢ > 0 ja sdteen eli etédisyyden r > 0. Yleisessé ajoneuvojen
reititysongelmassa origona kaytetddn varastoa ja pisteind asiakkaita, joille tavaroita
toimitetaan. Jokainen piste voidaan esittaé kiyttaen napakoordinaatteja, silla asiak-
kaan etdisyys r tiedetdan tilauksien tiedoista. Esimerkiksi z-akselilla oleva piste y-
akselin oikealla puolella on (r, 0°). Liséksi asiakas, jonka napakoordinaatit ovat (4,
90°), on etdisyydeltdén neljan kilometrin pééssé ja suoraan varastolta pohjoiseen.

Pyyhkaisy algoritmissa hyodynnetdén 2-optimaalista hakua, jota on kiytetty
my6s usein kauppamatkustajaongelman ratkaisemiseen. 2-optimaalinen haku on pa-
rantava hakuheuristiikka, jonka esitteli Croes vuonna 1958 [7]. Tadmén algoritmin
perusideana on uudelleen jérjestella reitti, jos se ristedd itsensd kanssa. Yksittédisen
reitin ei kuulu kulkea ristiin itsensad kanssa, silla kyseinen reitti ei voi talléin olla
lyhin mahdollinen. Reitin uudelleen jarjestely tehd&én algoritmissa kaymalla l&pi
jokaisella kierroksella kaikki tietynlaiset ennalta listatut reitin muutokset ja valitse-
malla muutoksista se, joka antaa lopputuloksena kaikista lyhimmaén reitin, joka on
my0Os nykyisté reittid parempi. Tata parennettua reittiad yritetddn seuraavalla kier-
roksella parantaa vastaavasti ja menetelmé paittyy vasta, kun nykyista ratkaisua ei
saada parannettua milladn muutoksista..

Pyyhkiisy algoritmissa yhtend padtosmuuttujana on ajoneuvojen maara. Algo-
ritmi aloitetaan laskemalla jokaiselle asiakkaalle napakoordinaatit. Tamén jéilkeen
asiakkaat jarjestetadn listaksi napakoordinaatin kiertokulman mukaan nousevassa
jarjestyksessd. Seuraavaksi tarkastellaan ensimméisen ajoneuvon reittid ja maaré-
taan sille mahdollisimman monta asiakasta listalta. Asiakkaita méaardtdan ajoneu-
volle listan jarjestyksessé, kunnes ajoneuvon kapasiteetti on tdynna. Tamén jalkeen,
otetaan tarkasteluun uuden ajoneuvon reitti. Talld menettelyllda varmistetaan se,
ettd jokainen ajoneuvo ajaa toivottavasti mahdollisimman lyhyen matkan. Uudelle
ajoneuvolle jatketaan asiakkaiden maardamisté listasta jarjestyksessa siitd kohtaa
mihin edellisen ajoneuvon kohdalla jaatiin. Téata samaa prosessia jatketaan, kunnes
jokainen asiakas on méarétty jollekin jakeluautolle. Kun kaikki reitit ovat valmiita,
parannetaan jokaista reittié erikseen 2-optimaalisella haulla.

Alla on esitetty pyyhkiisy algoritmi tarkemmin.

Algoritmi 2. Pyyhkiisy algoritmi

Askel 0. (Alustus) Laske jokaisen asiakkaan napakoordinaatti (r, 0), kun varasto
on asetettu origoksi. Listaa asiakkaat jérjestyksessé kiertokulman mukaan

pienimmasti suurimpaan.

Askel 1. Valitse uusi jakeluauto.
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Askel 2. Lisda jakeluautolle asiakkaita, joita ei ole vield ma#ratty millekkdan ja-
keluautolle, kiertokulmalistan jarjestyksessa niin kauan, kunnes jakeluau-
ton kapasiteetti on tdynné. Kun yhtéan jaljella olevista asiakkaista ei endé
pystyté lisédméan ajoneuvolle, palaa askeleeseen 1, ellei jokainen asiakas

ole jo méaaratty jollekin jakeluautolle.

Askel 3. Paranna jokaista jakeluauton reittid 2-optimaalisella haulla. Laske kus-

tannukset reiteille.

4 Yhteenveto

Tassd tyossd on tarkasteltu yleistd ajoneuvojen reititysongelmaa ja esitelty sen
ratkaisemiseksi kaksi ratkaisuheuristiikkaa. Ajoneuvojen reititysongelmassa on lista
asiakkaista, joista jokaisen luokse taytyy kuljettaa tilaus kokonaisuudessaan yhdel-
1& ajoneuvolla varastolta. Ajoneuvojen kapasiteetti ja enimmaisméara ovat yleensé
tiedossa, mutta enimmaéaismadra voidaan myos maaratadn tehtavia ratkaistaessa. Sa-
maan aikaa kun jakeluautolle maaratéaan palveltavat asiakkaat, sille pyritdan ratkai-
semaan mahdollisimman lyhyt reitti varastolta maaratyille asiakkaille ja asiakkaiden
vélille, jotta tehtévin kokonaiskustannukset minimoituvat. Ajoneuvojen reitityson-
gelma on yksi matemaattisen optimoinnin eniten tutkittuja ongelmia. Tehtavina
reititysongelmat ovat NP-vaikeita, eli niiden ratkaisemiseksi ei tunneta kuin ekspo-
nentiaalisen ajan vievia algoritmeja. Yleinen ajoneuvojen reititysongelma on liséksi
staattinen ongelma, koska siiné oletetaan, ettd maailma eli parametrit eivit muutu.

Ajoneuvojen reititysongelmalle on kehitetty paljon erilaisia ratkaisuheuristiikko-
ja, joilla saadaan tehtévalle likimaaraisia ratkaisuja. Nain ollen ratkaisut eivat valtta-
métté ole globaaleja eiviatka edes lokaaleja optimeita. Tyossa esitellaén kaksi erilaista
heuristiikkaa. Ensimméinen on sédéstéiva algoritmi, jonka kehittivat Clarke ja Wright
vuonna 1964. Ideana algoritmissa on laskea eri asiakkaiden yhdistamisestd saata-
vat sdastot, muodostaa sdastoistéd lista suurimmasta pienimpéédn ja madrata asiak-
kaat listan jarjestyksen mukaan ajoneuvoille. Toisena ratkaisumenetelmana tyossé
on esitelty pyyhkéisy algoritmi, joka muodostaa ensin varastolta jokaiselle asiakkaal-
le napakoordinaatit. Napakoordinaatit muodostuvat kiertokulmasta ja etdisyydesta
varastoon. Asiakkaat jérjestetdédn kiertokulman mukaan listaan pienimméstd suu-
rimpaan. Tamaén jélkeen asiakkaita madriataan jakeluautolle listan jéarjestyksessi ja
tarkasteltava asiakas otetaan aina mukaan, jos jakeluauton kapasiteetti ei ylity ja
asiakas ei vield ole millddn muodostetuista jakeluauton reiteistd. Kun koko lista on
kdyty 1api ja osa asiakkaista on vield palvelematta, niin otetaan ratkaisuun mukaan

uusi tyhja jakeluauto ja sen asiakkaat saadaan madrattyéd vastaavasti kiymalla taas
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lapi koko saastolista alusta alkaen. Menetelmén idea on siis, ettd yhden jakeluauton

tarvitsee kiyda ainoastaan yhdelld sektorilla olevien asiakkaiden luona.
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