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Hassler Whitney esitteli artikkelissaan vuonna 1935 matroidit, joilla héan yleisti vek-
toreiden lineaarisen riippumattomuuden késitteen mille tahansa perusjoukolle.

Téssa tutkielmassa esitellddn viisi ekvivalenttia méadritelméaéd matroideille. Méaaritel-
mien lahtokohtina ovat riippumattomat joukot, matroidin kannat, piirit ja astefunk-
tio.
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1 Johdanto

Hassler Whitney pyrki artikkelissaan [5] vuonna 1935 vakiinnuttamaan vektoriava-
ruudessa lineaarisen riippuvuuden ja riippumattomuuden késitteiden abstraktit omi-
naisuudet ja luomaan niiden avulla aksiomaattisen maaritelman uudelle algebralli-
selle objektille matroidille (engl. matroid). Pari vuotta my6hemmin myos van der
Waerden kasitteli lineaarista ja abstraktia riippuvuutta aksiomaattisesti algebran
oppikirjassaan Moderne Algebra [4]. Osassa matroidin rakenteista on selkeésti néh-
tavissd niiden tausta lineaarialgebrassa, kun taas osa heijastelee graafiteoreettista
taustaansa. Néin ollen ndmé aksioomat abstrahoivat myos tiettyja graafiteorian ké-
sitteitd [2]. Whitneyn oma tausta graafiteorissa nikyykin joissakin graafeista laina-
tussa matroidien termistossé [4].

Myo6hemmin matroideja on tutkittu ainakin niin hilateorian, geometrian kuin
kombinatoriikankin piirissa. Tésté johtuen matroiditeorian termisto vaihtelee ja itse
matroidiakin kutsutaan kirjoittajasta riippuen esimerkiksi geometriaksi (geometry).[4)

Matroideille on useita maéritelmia, jotka korostavat kyseisessa kasittelyssa oleel-
lisia matroidin ominaisuuksia. Téssa tutkielmassa esitetdén aérelliselle matroideille
viisi madritelméd, jotka osoitetaan yhtéapitaviksi, seké esitellaédn joitakin niihin liit-
tyvia tuloksia. Lopuksi tutustutaan lyhyesti viela muutamiin matroidien lajitteluun
liittyviin ominaisuuksiin.

Lauseiden todistukset seuraavat pé&osin Welshin [4] esittdmid, paitsi missa to-
distus on hdnen mukaansa ilmeinen, jolloin todistus on kirjoittajan.



2 Maaritelmia

2.1 Matroidin riippumattomat osajoukot

Kuva 1: Avaruuden R? vektoreita.

Kuvassa |1 on esitelty joukko F, avaruuden R?® vektoreita, joista vektorit a,b,c ovat
koordinaattiakseleilla; d,e ovat keskenddn samansuuntaisia zz-tasossa ja f = 0 nol-
lavektori. Lineaarialgebrassa vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, jos mitaan
niisté ei voi esittdd muiden vektoreiden lineaarisena kombinaationa. Vektoreista voi-
daan muodostaa joukkoperhe (joukkojen joukko) Z,, johon kuuluvat joukon F, kaik-
ki lineaarisesti riippumattomat osajoukot, eli ne osajoukot (myds tyhja joukko &),
joihin eivat sisélly nollavektori f, pari d,e taikka kolmikko a,c,d tai a,c,e, jotka ovat
lineaarisesti riippuvia.
Nyt matroidi voidaan mééritelld parin (E,,Z,) avulla seuraavasti.

Maaritelma 1 (Riippumattomat joukot). Olkoon E #érellinen joukko ja Z sen
riippumattomien osajoukkojen perhe. Pari (E,Z) on &érellinen matroidi M, E sen
perusjoukko (ground set) ja I sen risppumattomat joukot (independet sets), jos seu-
raavat aksioomat patevit

(I1) eI,

(12) jos X € 7, niin kaikille sen osajoukoille Y C X pitee Y € Z,

(I3) jos X,Y € Z, ja|X|=|Y|+ 1, niin on olemassa sellainen alkio
re X\Y, ettd (YU{z}) €Z.

Esimerkki 1. Kuvan (1| vektorijoukko F, on &arellinen ja Z, on sen lineaarisesti
riippumattomien osajoukkojen perhe.

Aksiooma (12) edellyttdd, etté riippumattoman joukon osajoukot ovat myds riip-
pumattomia. Esimerkiksi vektorijoukon osajoukko X = {a,b,c} on lineaarisesti
riippumaton, kuten ovat myos sen kaikki osajoukot {a,b}, {a,c},{b,c} sekd yksit-
tédisten vektoreiden muodostamat joukot ja tyhjad joukko. Sama voidaan osoittaa



muillekin joukkoperheen Z, joukoille. Ensimmaéinen aksiooma itse asiassa seuraa
toisesta, silla tyhjéa joukko on jokaisen joukon osajoukko.

Olkoon X kuten edelld ja Y = {a,d} € Z,. Joukkojen kardinaliteeteille pétee
IX|=3=24+1=[Y|+1jaX\Y = {b,c}. Nyt YU {b} = {a,b,d} € 7,
ja sama voidaan osoittaa muillakin lineaarisesti riippumattomilla joukoilla, joten
joukkoperhe Z, toteuttaa myos aksiooman (I3). Téssé ei olisi voitu valita z = c,
silla vektorit a,c ja d ovat samassa tasossa ja siten linaarisesti riippuvia.

Joukkoperhe Z, toteuttaa kaikki mé&éritelmén || aksioomat, joten (E,,Z,) on
matroidi ja Z, on sen riippumattomat joukot.

Esimerkissa joukkoperhe Z, maériteltiin niin, ettd se sisdlsi perusjoukon kaikki
riippumattomat osajoukot, mutta tdma ei ole valttdmatonta. Voidaankin méaaritella
perhe Zx = 2% edellisen esimerkin joukon X potenssijoukkona eli sen kaikkina osa-
joukkoina. Talloin Zx toteuttaa méiéiritelméinaksioomat ja siten myos pari (E,, Zx)
on matroidi ja Zx on sen riippumattomat joukot.

Vaikka téssa on rinnastettu riippumattomuus ja lineaarinen riippumattomuus,
eiviat ne ole taysin indenttiset késitteet. Joukko vektoreita saattaa olla lineaarisesti
riippumaton, mutta ei riippumaton tietyssid matroidissa. Esimerkiksi {d} on lineaa-
risesti riippumaton joukko, mutta {d} ¢ Zx, joten se ei ole riippumaton matroidissa
M(E,,Zx).

Sanotaankin, ettd joukko Z on riippuva matroidissa M (E,Z), jos Z ¢ Z, eli jos
se ei ole riippumaton.

Tarkastellaan seuraavaksi erésté erityistd vektorijoukon FE, linaarisesti riippu-
mattomien osajoukkojen perhetta.

2.2 Matroidin kannat

Lineaarialgebrassa vektoriavaruuden kanta on joukko lineaarisesti riippumattomia
vektoreita, jotka virittavit koko vektoriavaruuden, eli muut vektorit voidaan esittda
kantavektoreiden lineaarikombinaatioina.

Joukon X € 7 sanotaan olevan maksimaalinen risppumaton osajoukko, jos mika
tahansa sen laajennus olisi riippuva, eli (X U {e}) ¢ Z kaikilla e € (E'\ X). Vekto-
riavaruuden kannat ovat sen maksimaalisia lineaarisesti riippumattomia osajoukko-
ja. Tdémi ajatus voidaan yleistdd ja sanoa kannoiksi (basis) B kaikkia perusjoukon
E maksimaalisia riippumattomia osajoukkoja, jolloin matroidi voidaan méaéritella
myo6s parin (F, B) avulla

Maéaritelmé 2 (Kannat). Olkoon E &érellinen joukko ja B sen maksimaalisten
riippumattomien osajoukkojen perhe. Pari (E, B) on aérellinen matroidi M ja B sen
kannat, jos

(Bl) B#o,

(B2) kaikille By, By € B ja x € (B; \ Bz) on olemassa sellainen y €
(B \ By), jolla (B, \ {z}) U {y} € B.

Esimerkki 2. Tiedetddn, ettd vektoriavaruuden kannan kaardinaliteetti on sama
kuin vektoriavaruuden dimensio. Kuvan [1| tapauksessa dimR? = 3, joten vektori-
joukon FE, virittdmén avaruuden kannassa on siis kolme vektoria. Vektorijoukon F,
kannat ovat kaikki perheen Z, joukot, joissa on kolme alkiota, eli B(E,) = {X €
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Z,: |X| = 3}. Naiden kantojen virittamalla vektoriavaruudella on toki dérettomaésti
muita kantoja, mutta ne eivat sisélly joukkoon F,.

Esimerkiksi |[{a, b, c}| = 3, joten ensimmaéinen aksiooma toteutuu.

Olkoot By = {a,b,d} ja By = {b,c,e}. Nyt B;\ By = {a,d} ja B2\ B; = {c, e}.

Valitaan esimerkiksi y = ¢, jolloin

i) (Bi\{a})U{ct={b,c,d} € B(E,), ja
i) (B,\{d})U{c} = {a,b,c} € B(E,).

Sama voidaan osoittaa kaikille kannoille, jolloin B(FE,) toteuttaa myos aksiooman
(B2) eli M(E,B(E,)) on matroidi méaéritelmén 2| mielessé.

Lineaarialgebrasta tiedetddn vektoriavaruuden kannassa olevan aina avaruuden
dimension verran vektoreita. Osoittautuu, ettd matroideilla patee sama, eli matroi-
din kaikilla kannoilla on sama kardinaliteetti. Tamén toteamista varten todistetaan
ensin seuraava lause [4].

Lause 1 (Taydennyslause). Oletetaan, etta X,Y € T ovat risppumattomia matroi-
dissa M ja |X| < |Y|. Tdllgin on olemassa sellainen osajoukko Z C 'Y \ X, etti
IXUZ|l=1|Y]|jaXUZ€eT.

Todistus. Olkoon Zj sellainen joukko, etta yli kaikkien osajoukkojen Z C Y \ X,
joilla X U Z € Z, kardinaliteetti | X U Zy| on suurin.

Tehdéén vastaoletus, ettd | X UZy| < |Y|. Talloin on olemassa osajoukko Yy C Y,
jonka kardinalitetti |Yy| = |X U Zy| + 1. Koska Yy € Z (I12), niin aksioomasta (I3)
seuraa, ettd on olemassa sellainen y € Yy \ (X U Zp), jolla (X U Zp) U{y} = X U
(ZoU{y}) € Z on riippumaton, miki on ristiriidassa joukon Z, valinnan kanssa, silla
koska y ¢ X jay ¢ Zy, niin |[X U (Zo U {y})| > | X U Zy|. O

Seuraus 1. Kaikilla matroidin kannoilla By, By € B on sama kardinaliteetti |By| =
|Bs|, kun

i) B toteuttavat mdadritelmdn |4 aksioomat, tai

ii) B ovat madritelmdn |1 mukaisen matroidin maksimaaliset riippumattomat
joukot.

Todistus. Tehddan vastaoletus, etté joillakin By, By € B on erisuuret kardinaliteetit
‘Bly < ‘Bg|

i) Kun suoritetaan aksiooman (B2) alkion vaihto |B; \ Bs| kertaa eli jokainen
joukkolle By uniikki alkio on vaihdettu joukon B, alkioon, saadaan aikaan joukko
B’ € B, joka on joukon B; osajoukko, silli B’ \ B, = @. Tdmén uuden joukon
kardinaliteetti | B'| = |By| < | Bz, eli on olemassa sellainen joukko C' = By \ B’ jolla
B"UC = By € B, miki on ristiriidassa joukon B’ maksimaalisuuden kanssa.

ii) Téaydennyslauseen mukaan on olemassa sellainen Z C By \ By, ettd By U
7/ € T, mika on ristiriidassa kannan méaaritelméan kanssa, ettd By on maksimaalinen
perheessé 7. O



Nyt voidaan osoittaa, ettd matroidi M (F,Z) toteuttaa matroidin maéritelméan
my6s kantojen avulla.

Lause 2. Olkoot E ddrellinen joukko ja I sen ritppumattomat joukot. Matroidin
M(E,T) maksimaalisten riippumattomien joukkojen perhe B(M) toteuttaa mddri-
telmdn [2 aksioomat.

Todistus. Koska tyhja joukko kuuluu riippumattomien joukkojen perheeseen, niin
matroidin maksimaalisten riippumattomien joukkojen eli kantojen perhe B(M) ei ole
tyhja joukko. Silla vaikka riippumattomat joukot olisivat pienin mahdollinen perhe
Z = {@}, niin tyhji joukko itsenséd maksimaalisena osajoukkona olisi matroidin
kanta ja B(M) = {@} # @ (B1).

Olkoot Bj, By € B(M) matroidin kantoja. Seurauksen [l| nojalla |B; \ {z}| =
|B1| — 1 < |Bsg|, kun = € Bj. Jos kiytetddn tdydennyslausetta riippumattomiin
joukkoihin B; \ {z} ja Bs, tdytyy olla olemassa sellainen alkio y € By, jolla |(Bj \
{z})U{y}| = |Bs|. Silloin y ¢ By, eli y € By \ By, ja B(M) toteuttaa aksiooman
(B2). O

Vastaavasti, kun tarkastellaan matroidia M (E, B), voidaan todeta sen téyttavin
matroidin méaritelméan riippumattomien joukkojen avulla.

Lause 3. Olkoot E ddrellinen joukko ja B sen kannat. Kantojen osajoukkojen perhe
toteuttaa mddaritelmdn [1 aksioomat.

Todistus. Olkoon B joukon E epétyhja osajoukkojen perhe, joka toteuttaa mééri-
telmén [2| aksioomat. Nyt voidaan méaritellda perhe Zg sisdltdamaédn kaikki joukon
E osajoukot, jotka sisdltyvit johonkin perheen B joukkoon, eli Zy = {X C E :
X C B, jollakin B € B}. Perhe Zp on siis epétyhja ja sisdltda joukkojensa kaikki
osajoukot, joten se toteuttaa aksioomat (I1) ja (12).

Oletetaan sitten, ettd X ja Y ovat sellaiset perheen Zgz eri joukot, jotka ovat
kantojen Bj, By € B osajoukot X C By, Y C By, ja joille pétee |X| = |Y]| + 1.
Olkoot joukot madritelty

X ={z1,...,x,}

By ={x1,...,2p,b1,...,b,}
Y ={y1, - Y1}

By ={y1,.. ., Yp-1,C1, - Cqr1}-

Aksiooman (B2) mukaan on olemassa sellainen alkio z € By, jolla (By \ {cg41}) U
{z} € B. Nyt siis (Y U{z}) C (B2 \ {¢cg11}) U{z}. Jos z € X, niin Y U {z} € Zp ja
I toteuttaa aksiooman (I3).

Jos taas z ¢ X, niin poistetaan kannasta (By \ {c,41})U{z} vield alkio ¢,, jolloin
16ytyy jélleen sellainen alkio 2’ € By, jolla pétee ((Ba\{cg41}U{z})\{c, })U{'} € B.
Koska [{b1,...,bs}| < |{c1,-..,cqs1}], niin viimeistédén, kun edellistd operaatiota on
toteutettu g kertaa, jolloin B) = {y1,...,yp—1,¢1,b1,...,b,}, korvataan ¢; joukon X
alkiolla. Talloin siis (B4 \ {c1}) U{zi} = {v1,- -, Yp—1,2:, b1, ..., by}, josta ndhdédn,
ettd Y U{z;} C (By\{c1} U{a;}) eli Y U{x;} € Zp. Talloin siis perhe Zp toteuttaa
aksiooman (I3) ja on matroidin M (F,Zg) riippumattomat joukot. O

>



Néhtiin siis ettd maaritelmét [I] ja [2 ovat ekvivalentit, eli yhdelld tavalla méaritel-
ty matroidi on matroidi myos toisen méaritelméan mukaan. Namé ovat vielapé sama
matroidi, kun matroidin M (E,Z) kannat B(E,Z) médritellddan kuten edelld esimer-
keissé perheen Z maksimaalisina joukkoina, ja matroidin M (FE, B) riippumattomat
joukot Z(E, B) mééritelladn kantojen B kaikkien osajoukkojen perheend. T&ll6in siis
médritelman |1 mukaisen matroidin M (E,Z(E, B)) kannat ovat B(E,Z(E,B)) = B,
ja ne toteuttavat aksioomat (B1) ja (B2). Vastaavasti mééritelmén [2l mukaisen mat-
roidin M (E,B(E,T)) aksioomat (I1)—(I3) toteuttavat riippumattomat joukot ovat
I(E,B(E,I)) = Z. Saadaan siis

M(E,T)= M(E,B(E,TI)) = M(E,B(E,Z(E,B))) = M(E, B).

Téasséd ensimmainen yhtasuuruus seuraa madritelmien ekvivalenttisuudesta ja sii-
ta, ettd B(E,Z) ovat matroidin (£,7Z) kannat. Toinen yhtdsuuruus seuraa edella
esitetysta riippumattomien joukkojen maarittelemisesté kantojen avulla, ja samoin
kolmas kantojen médrittelemisesté riippumattomien joukkojen avulla. [3]

2.3 Matroidin astefunktio

Matriisin aste méaaritelladn lineaarialgebrassa matriisin pysty- tai vaakariviavaruuk-
sien ulottuvuutena r(A) = dim P(A) = dim V(A). Kuvan (1| vektoreista voidaan
muodostaa matriisi esimerkiksi sijoittamalla ne matriisin pystyriveiksi

abcdef
1 001 20
A,=1 0 1 0 0 0 0
001120

Vektoreista todettiin jo aikaisemmin 16ytyvin avaruuden R? kantoja, jolloin matrii-
sin pystyriviavaruuden dimensiosta saadaan matriisin aste r(A,) = dim P(A4,) = 3.
Matriisin aste on siis sen pysty- tai vaakariviavaruuden maksimaalisten lineaarises-
ti riippumattomien osajoukkojen kaardinaliteetti. Samoin kuin aikaisemmin, tama
ajatus voidaan yleistdd matriisin riveista mille tahansa joukolle jonkin matroidira-
kanteen suhteen, méarittelemélla funktio

r: 28 5N, r(A) =max(|X|: X CA X €1T), kaikilla (AC E), (1)

joka antaa joukon E osajoukon A asteen sen maksimaalisten riippumattomien jouk-
kojen kardinaliteettina. Néin saadaan matroidille seuraava méaéritelma.

Méiéritelmé 3 (Matroidin aste). Olkoot E #irellinen joukko ja funktio r: 28 — N.
Pari (F,r) on &direllinen matroidi M ja r on sen astefunktio (rank-function), jos
kaikille osajoukoille X C FE ja alkioille y, z € E pétee
(R1) r(@)=0
(R2) r(X)<r(Xu{y}) <r(X)+1
(R3) jos r(XU{y}) = r(XU{z}) = r(X), niin r(XU{y}U{z}) = r(X).
Matroidin M aste on r(E).



Esimerkki 3. Tarkastellaan taas kuvan [1| vektorijoukkoa F,, kun aste r on vektori-
joukon maksimaalisten lineaarisesti riippumattomien osajoukkojen kardinaliteettina
kuten edella. Nahdaan, ettd (R1) pétee, silla tyhja joukko on itsensé ainoa osajouk-
ko, ja sen kardinaliteetti on 0.

Olkoon Y osajoukon X C FE, maksimaalinen lineaarisesti riippumaton osajouk-
ko, jolloin r(X) = |Y|. Mikili vektori y on lineaarisesti riippumaton joukossa Y
(ja siis my6s joukossa X), niin (X U {y}) = |Y U{y}| = |Y]| + 1, jos taas y on
lineaarisesti riippuva joukossa Y, niin sen lisddminen joukkoon X ei muuta maksi-
maalisen riippumattoman osajoukon kokoa, ja (X U{y}) = |Y| = r(X). Siis alkion
lisidminen osajoukkoon kasvattaa sen astetta korkeintaan yhdelld, ja aste-funktio
toteuttaa myos aksiooman (R2).

Jos vektorit y ja z ovat lineaarisesti riippuvia joukossa X, niin z on lineaariseti
riippuva myos joukossa X U {y}. Vektorijoukon aste toteuttaa siis aksiooman (R3)
ja (E,,r) on matroidi méiaritelmén (3| mielessé.

Lause 4. Olkoot E ddrellinen joukko ja I sen riippumattomat joukot. Matroids
M(E,T) toteuttaa mdadritelmdn [ aksioomat, kun r on funktio (1)).

Todistus. Esimerkin perustelu ensimmaiselle aksioomalle pdtee minké tahansa pe-
rusjoukon yhteydessé, silla tyhja joukko on itsensé ainoa osajoukko riippumatta kon-
tekstista. Samoin toisen aksiooman kohdalla voidaan perustelut laajentaa vektoreil-
ta yleiselle joukolle ja sen riippumattomille osajoukoille, kun matroidin astefunktio
on juuri funktio ([1).

Kolmannen aksiooman kohdalla voidaan toisaalta tarkastella vastaoletusta, etté
joukon A = X U{y} U{z} C E aste r(A4) > r(X) ja Y on joukon X maksimaa-
linen riippumaton osajoukko eli 7(X) = |Y|. Taydennyslauseen mukaan Y voidaan
tdydentéd joukon A maksimaaliseksi riippumattomaksi osajoukoksi Y U Z jollakin
joukolla Z C A, jolloin r(A) = |Y U Z|. Jotta r(A) > r(X), niin tdytyy vahintdén
toisen alkioista y, z kuulua joukkoon Z. Oletetaan, ettd z € Z, jolloin Y U {z} on
riippumaton joukossa A, ja r(X U {z}) = |[Y U{z}| = Y|+ 1 > r(X), mikd on
ristiriidassa aksiooman (R3) oletuksen r(X U {z}) = r(X) kanssa. O

Riippumattomien joukkojen avulla méaritellyn matroidin astefunktio toteuttaa
siis aksioomat (R1)—(R3), eli matroidi (£,Z) on myds matroidi mééritelméan |3 mu-
kaan. Vastaavasti voidaan osoittaa maaritelmien ekvivalenttius myds toiseen suun-
taan.

Lause 5. Olkoot E ddrellinen joukko ja I sen riippumattomat joukot. Mddritelmdn
[9 aksioomat toteuttava funktio r on matroidin M(E,T) astefunktio.

Todistus. Olkoon Z, joukon E niiden osajoukkojen, joiden aste on yhta suuri kuin
kardinalitetti, perhe Z, = {X C E : r(X) = |X|}. Aksioomasta (R1) saadaan,
ettd @ € Z, (I1). Olkoon A perheen Z, joukko, eli 7(A) = |A|, ja B sen osajoukko.
Tehddén aksioomalle (I2) vastaoletus, ettd B ¢ Z,. eli sen aste r(B) < |B|. Nyt
saadaan aksioomasta (R2), ettd r(BU {a;}) < r(B)+1 < |B|+ 1, kun A\ B =
{ai,as,...,a,}. Toistamalla tété n kertaa, saadaan ristiriita

r(A) =r(BU{a} U{a} U---U{a,}) <|B|+n=|A|
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Oletetaan, ettéd joukot X, Y kuuluvat perheeseen Z,, ja

X ={z1,To, .., Tpy Zpi1s - Zgy Zgt1)

Y ={x1,20,. .., Zp, Yps1, -, Yy}

missé z; ¢ Y milldén indeksilld i. Oletetaan sitten, ettd Y U{z;} ¢ Z, milld4n joukon
X alkiolla z;, jolloin 7(Y U {z}) = r(Y) = |Y|. Aksiooman (R3) mukaan siis myos
r(Y U{z}U{z}) =) = |Y], ja toistamalla tdmé kaikilla alkioilla z; saadaan
aikaan joukko Y U{zp41}U---U{zg1} =Y U(X\Y)=XU(Y\X), jonka asteelle
pétee aksiooman (R2) mukaan

r(X) < r(XU Y\ X)) = Y] <[X],

miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd X € Z, eli r(X) = |X|. Joten téytyy olla jokin
alkio z;, jolla Y U{z;} € Z,, ja perhe Z, toteuttaa my0s aksiooman (I3). O

Nain siis maaritelmat [1] ja [3] ovat ekvivalentit, kuin myds vélillisesti mééritelmé
2] ja méarittavit siten saman matroidin.

Whitney médritteli matroidin esitelleessé artikkelissaan [5] matroidin juuri néin
astefunktion avulla, vaikka osoitti myos maédrittelyt riippumattomien joukkojen,
kantojen ja piirien avulla ekvivalenteiksi. Matroidi voidaan méaéaritelld astefunktion
avulla myos toisin, kuten von Randow kirjassaan [2] aivan ensimmaéiseksi.

Miéiritelmi 4 (Matroidin aste 2). Olkoot E #irellinen joukko ja funktio r: 28 — N.
Pari (E,r) on &érellinen matroidi ja r on sen astefunktio, jos kaikille osajoukoille
X,Y C FE patee

(RI)  r(X) < |X]

(R2) jos Y C X niin r(Y) < r(X)

(R3) r(XUY)+r(XNY)<r(X)+rY).

Kolmannen aksiooman mukaan matroidin astefunktio on submodulaarinen (sub-
modular). Talla tarkotetaan joukoille méériteltyd funktiota, jossa funktion arvon
kasvu on korkeintaan yhté suuri, kun funktion argumenttina olevaan joukkoon lisé-
taan jokin alkio, kuin jos sama alkio lisétadn argumentin osajoukkoon. Eli jos A C B
niin f(BU{e}) — f(B) < f(AU{e}) — f(A). Funktio siis toteuttaa taloustieteestd
tuttua viahenevin tuoton lakia (diminishing returns).

Lause 6. Olkoot E ddrellinen joukko ja I sen riippumattomat joukot. Funktio (1)
toteuttaa madritelmdn [ aksioomat ja mdadritelmdn [4) aksioomat toteuttava funktio
r toteuttaa mddritelmdn |3 aksioomat.

Todistus. Joukon maksimaalinen riippumaton osajoukko on aina korkeintaan jouk-
ko itse, jolloin néiden kardinaliteetit toteuttavat aksiooman (R1’), kun r on funktio
(1). Myds aksiooma (R2’) toteutuu, sillé osajoukossa Y ei ole joukkoon X kuulumat-
tomia alkioita, joten sen maksimaalinen riippumaton osajoukko ei voi olla joukon
X vastaavaa suurempi. Aksiooman (R3’) osoittamista varten olkoon A leikkauksen
X NY riippumaton osajoukko, jonka kardinaliteetti |A| = (X NY). Leikkaus on
unionin osajoukko, joten unionilla on olemassa riippumaton osajoukko B C X UY,
jolla tdydennyslauseen nojalla on osajoukko A C B, ja |B| = r(X UY). Olkoot
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joukot C', D sellaiset keskenédén ja joukon A kanssa pareittain erilliset joukot, etté
B=AUCUD,kun C C X \Y jaD CY\ X. Nyt riippumattoman joukon B
osajoukkoina A U C on riippumaton joukon X osajoukko, ja AU D on riippumaton
joukon Y osajoukko. Siten toisesta aksioomasta ja joukkojen erillisyydestd seuraa,
etta

r(X)+rY)>r(AUC)+r(AUD)=]AUC|+|AU D|
= |A| +|C| + |[A] + |D] = (JA| + [C] + |D|) + |A]
=|B|+|Al=r(XUY)+r(XNY),

mikd on aksiooma (R3’).

Vastaavasti, jos funktio r totetuttaa méaédritelmén [4 aksioomat, voidaan osoittaa,
ettéd se toteuttaa myos aksioomat (R1)—(R3). Tyhjidn joukon kardinaliteetti on 0,
joten (R1) seuraa ensimmaéisesté aksioomasta. Koska X C (XU{y}), niin aksiooman
(R2) ensimmaéinen relaatio seuraa aksioomasta (R2’). Toinen relaatio taas saadaan
aksioomasta (R1%) silld (X U{y}) < |[X U{y}| <|X]|+ 1.

Olkoot y, z € E perusjoukon alkioita, jolloin (X U {y}) N (X U{z}) = X. Nyt,
jos r(X U{y}) = r(X U{z}) = r(X), niin kolmannen aksiooman nojalla

r(X Uy U X U {z}]) + (X Uy N [X U {z}])
=r(XU{yp U{z}) +r(X) < (X U{y}) + (X U{z}) = r(X) +r(X),

mistd saadaan, etta
r(XU{y}Uu{z}) +r(X) <2r(X), eli

r(X U {y} U{z}) <r(X).

Koska alkioiden lisdédminen joukkoon ei voi pienentdd joukon astetta, seuraa tasta
aksiooma (R3), eli (X U{y} U {z}) = r(X). O

Néhtiin siis, ettd molemmat méaritelméat matroidille astefuntion avulla méarit-
tavat saman funktion (|1)).



2.4 Matroidin piirit

Tahén mennesséd matroidien tarkastelun ldhtokohtana on ollut lineaarialgebra ja
vektoriavaruus. Tutkitaan seuraavaksi, kuinka matroidit voidaan maéaaritelld, kun
lahtokohtana on niiden sijaan graafiteoria. Esimerkiksi William Thomas Tutte, joka
kehitti matroidien teoriaa Whitneyn jilkeen, oli taustaltaan graafiteorian tutkija.
Hén kayttikin matroidien maérittelyn lahtokohtana graafiteoriasta juontuvia omi-
naisuuksia [5].

r(O— :

Kuva 2: Kuusi viivaa sisaltava graafi.

Tarkastellaan kuvan [2| graafia (graph), jossa on nelja pistettd (vertex) ja kuusi
viivaa (edge). Graafi on rakennettu ja nimetty niin, ettd sen virittdvat puut (span-
ning trees)

To = {{a,b,c},{a,b,d, },{a,b,e},{b,c,d}, {b,c e}},

eli ne piirittomét aligraafit, jotka sisaltavét kaikki graafin pisteet, ovat samoin nime-
tyt kuin vektorijoukon F, kannat. Voidaan siis olettaa, ettd ndma graafi ja vekto-
rijoukko voisivat olla pohjana samalle matroidille. Toinen graafin mielenkiintoinen
viivajoukkojen perhe on sen piirit (circuits), joita ovat suljetun polun muodostavat
graafin viivajoukot. Témén graafin piirit ovat

CG = {{av C, d}v {a’ c, 6}7 {d7 6}7 {f}}

Samoin kuin kannat, myos piirit ovat perusjoukolle sikéli kuvaavia, ettd matroidi
voidaan maaritelld myos niiden avulla.

Maaritelma 5 (Matroidin piirit). Olkoot E dérellinen joukko ja C sen osajoukkojen
perhe. Pari (E,C) on &érellinen matroidi ja C sen piirit (circuits) eli minimaaliset
riippuvat osajoukot, jos seuraavat aksioomat pétevat

(C1) jos X € C, niin sen aidoille osajoukoille Y C X pétee Y ¢ C,

(C2) jos C1,Cy € C, C # Cy ja z € C1 N Cy, niin on olemassa sellainen
Cs € C, etta C5 C (01 U 02) \ {Z}
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Lause 7. Olkoon M(E,TI) mdidritelmdn 1] mukainen matroidi. Matroidin minimaa-
liset ritppuvat osajoukot toteuttavat madaritelmdn [J aksioomat ja ovat siis matroidin
puirt.

Todistus. Riippuva osajoukko on minimaalinen, jos minka tahansa alkion poistami-
nen tekee siitd riippumattoman. Néin ollen mikéan téllaisen joukon aito osajoukko
ei ole riippuva eiké siis voi olla piiri (C1). Jos oletetaan toista aksioomaa varten,
ettd C ja Cy ovat piirejd, mutta esitettyad piiria C5 ei ole olemassa, niin joukko
(C1 U Cy) \ {z} on siind tapauksessa riippumaton, silld sen kaikki osajoukot ovat
riippumattomia. Néin ollen r((C7 U Cy) \ {z}) = [(C1 U Cy) \ {z}| = |C1 U Cy| — 1.
Toisaalta kussakin piirissd on vain yksi alkio enemmén kuin sen suurimmassa riip-
pumattomassa osajoukossa, jolloin 7(C;) = |C;] — 1. Nyt saadaan astefunktion sub-
modulaarisuudesta ja unionin kardinaliteetin kaavasta piirien unionin ja leikkauksen
asteiden summalle ylaraja

r(Cy U Cy) +1r(Cy N Cy) < r(Cy) +1(Co)
=[Ci] =14 |Cy| =1 = [C1] + |Cy| -2
= |CLUCy| + |0y N Cy| — 2.

Toisaalta aksiooman (R2) mukaan r(Cy U Cq) > r((C1 U Co) \ {z}) = |C1 U Cy] — 1,
ja r(Cy N Cy) = |Cy N Oy, silla piirien leikkaus on osajoukkona riippumaton. Néin
saadaan unionin ja leikkauksen summalle alaraja

r(CrUCy) +r(CiNCy) = [CLUC] +|CrNCy| — 1,

joka on ylérajaa suurempi, miké on ristiriita. Nain ollen joukon (C; U Cy) \ {z} on
oltava riippuva ja siséllettava viahintaan yksi piiri. O

Todistetaan jatkoa varten aksioomaa (C2) muistuttava vahvempi tulos.

Lause 8. Jos matroidin piirit Cy # Cy ja alkio v € Cy N Cy, niin jokaiselle alkiolle
y € C1\ Cy on olemassa sellainen piiri C, etti

Todistus. Tehdéan vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset piirit C, Cs ja alkiot z, vy,
ettd y el kuulu mihink&&n joukon (C; U Cy) \ {x} sisdltdméén piiriin. Oletetaan
liséiksi, ettd sellaisilla piireilld, joilla lause ei néin péde, kardinaliteetti |C; U Cy| on
pienin mahdollinen. Aksiooman (C2) mukaan on olemassa joukkoon (C; U Cy) \ {z}
sisaltyva piiri C3, mutta vastaoletuksen mukaan y ¢ C3. Koska y ¢ Cy U Cjs, niin
Cs U C5 on unionin C U Oy aito osajoukko. Ja koska unioni Cy U Cy oli valittu
pienimmaksi mahdolliseksi, jolle lause ei péade, sen taytyy pated piireilld Cy ja Cs.
Piirissé Cj téytyy olla erotuksen Cy \ C alkioita, silla aksiooman (C1) mukaan
C5 ei voi olla piirin C osajoukko, eli C5 N (Cy \ C1) # &. Olkoon z nyt tédmén
leikkauksen alkio z € C3 N (Cy \ C), jolloin z € Cy N C3. Myos piirin C3 valinnan
mukaan = ¢ C3, joten x € Cy \ C3. Lauseen mukaan on siis olemassa piiri Cy, jolla

T € C4 - (CQUC?,)\{Z}

11



Nyt x e CyNCyjay € Cy\Cysillay ¢ Cy C CyUCy. Jélleen Cy U Cy on
unionin C; U Cy aito osajoukko, silld z ¢ C; U Cy. Niin ollen lause pétee piireille Cy
ja Cy, jolloin on olemassa piiri Cj, jolla

y€CsC(CLUCH)\ {2} € (CLUCy) \ {z}.

Tamaé on ristiriita vastaoletuksen kanssa, ettei ole olemassa piiria C' = Cj, johon y
kuuluisi. O

Maaritelladan funktio

p:SCE—=N, pla,....x.) =) ¢ (2)
i=1
missé (x1, ..., x,) on joukon S alkioiden jérjestetty joukko, ja ¢; = 0, jos (x1, ..., x;)

sisaltad sellaisen piirin C' € C, joka siséltda alkion x;, ja muulloin ¢; = 1. Osoitetaan
vélituloksena, ettd funktion arvo ei ole riippuvainen joukon jérjestyksesté.

Lemma 1. p(z1,...,Zp 2, Tn_1,%Tn) = p(T1, ..., T2, Tn, Tp_1)-

Todistus. Olkoon X jérjestetty joukko (x1,...,x,_2) ja merkitdédn funktion arvoja
p(X) =T, p(Xaxnfl) =T, p(X,fﬂn) =T
p(X’ In—h‘rn) = T2, p(Xv T, xn—l) = T91.

Taytyy tarkastella neljaé tapausta:

i) Oletetaan, ettd mikddn piiri joukossa X U {x,_1} ei sisdlld alkiota x,_; eikd
joukossa X U{x,} alkiota x,. Talléin termin ¢; mukaan r; = ro = r+1. Jos joukossa
XU{z,_1}U{z,} on piiri, joka sisdltaa alkiot z,,_; ja x,, niin viimeinen termi ¢,, = 0
kummallakin jarjestyksella, eli

T2 =71 =T7T2 ="T21,

muuten ¢, =1 ja
ro=r1+1=ro+1=ry.

ii) Oletetaan, ettd joukossa X U {z,_1} on piiri Cy, jossa on alkio z,_1, ja
joukossa X U {x,_1} U {z,} on piiri C}, jossa on alkiot x,,_; ja x,. Téll6in lauseen
B mukaan on olemassa piiri C3, jolla

Ty € Cg - (Cl U Cg) \ {[L’n_l} CcC XU {l‘n},
eli kummassakin jéarjestyksessd ¢; = 0 kahden viimeisen alkion kohdalla ja
T2 =71 =T="T2 =T21.

iii) Oletetaan, ettd on olemassa piiri Cs kuten edellisessé tapauksessa, elir; = r,
muttei piirid C. Jos on olemassa piiri C5 C X U {x,}, jossa on alkio x,, niin ry = r
ja piirien Csy, C5 avulla my6s ¢, = 0 molemmilla jarjestyksilla, ja

T2 =71 =T="T2="T21.
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Jos taas ei ole olemassa téallaista piirid Cs, niin o = r 4+ 1 ja r1o = r1 + 1, mutta
¢n = 0, kun viimeinen termi on z,_1, eli

rig=r1+1=r+1=ry=ry.

iv) Vastaavasti, jos on olemassa piiri Cs kuten tapauksessa (iii), mutta ei piiria
(' kuten tapauksessa (ii), niin edellisen kohdan péaéttely pétee edelleen.

Nain saatiin, etta kaikissa mahdollisissa tapauksissa 719 = 791, eli kahden viimei-
sen alkion jarjestyksella ei ole vélia funktion arvon kannalta. O

Seuraus 2. Funktion p(S) arvo ei riipu joukon S jarjestyksesta.

Todistus. Edellisen lemman mukaan kahden viimeisen alkion paikan vaihtaminen ei
vaikuttanut funktion arvoon, ja sama péatee mihin tahansa prefiksiin eli jarjestetyn
joukon alkupédn osajoukkoon. Suffiksien eli jarjestetyn joukon lopun osajoukkojen
jarjestys ei muuttunut, joten sen alkioiden tarkastelu ja funktion arvo pysyivit sa-
mana. Talléin minkd tahansa kahden vierekkéisen alkion paikkaa voidaan vaihtaa
funktion arvon muuttumatta, ja edelleen miké tahansa joukon permutaatio voidaan
muodostaa perakkiisilla kahden vierekkéisen alkion vaihdoilla, joten todistus seuraa
lemmasta [ O

Lause 9. Madritelmdn [5 mukaan mddritelty matroidi M(E,C) on matroidi myés
madritelman [4 mukaan.

Todistus. Olkoot X C FE ja y,z € E. Nyt voidaan todeta, ettd p(&) = 0, silld
funktiossa ei ole ainuttakaan sumattavaa. Toisaalta ¢; € {0, 1}, joten jos joukkoon
lisidtddn yksi alkio, niin p(X) + 1 > p(X,y) = p(X). Lisdksi jos oletetaan, ettéi
p(X,y) = p(X, z) = p(X), niin tiedetddn, etta on olemassa sellaiset piirit Cy, Cy € C,
joilla

yECngU{y}
z€(Cy C XUA{z},

jolloin edellisen lemman mukaan riippumatta alkioiden liséd&misjarjestyksesta
p(X,y,2) = p(X). Eli funktio p toteuttaa siis matroidin astefunktion aksioomat
(R1)—(R3). O

Matroidi M (E,C) on siis matroidi méaritelmén [3| ja vélillisesti my6s kaikkien
muiden esitettyjen maaritelmien mukaan. Téssa luvussa todistettujen lauseiden mu-
kaan milla tahansa esitetylla tavalla maéaritelty matroidi toteuttaa myos minka ta-
hansa muun matroidin méaéritelmén ja esitetyt maaritelmét ovat siis keskenaén ekvi-
valentit.
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2.5 Muita matroidin maaritelmia

Edelld on esitelty matroidille viisi eri méaaritelméaé neljasta eri lahtokohdasta. Esi-
teltyjen liséiksi matroidit voidaan maéritelld esimerkiksi joukkojen sulkeumafunk-
tion (closure), suljettujen joukkojen (flats) tai riippumattomuusfunktion avulla [4].
Matroidin madritelméan valinta kuvastaa kiyttajan taustaa ja sitd, mitkd matroidin
ominaisuudet ovat tyclle oleellisia.

Lisaksi my0s esitettyjen maaritelmien aksioomille on eri muotoiluja. Esimerkik-
si Oxley méérittelee kantojen perheen epétyhjyyden aksioomassa (B1) [I], mutta
Welsh siséllyttad sen perheen B madritelméén ja esittdd vain yhden aksiooman (B2)
[4]. Whitneyn ja Randow’n mééritelmissé taas kantojen ensimméinen aksiooma on
muodossa

(B1) Jos X C Be€ B, jaX # B, niin X ¢ B,
eli kantojen aidot osajoukot eivit ole kantoja [5][2], mikd on muotoilultaan vastaava
kuin piirien aksiooma (C1).

Randow vaatii piirien erillisessé aksioomassa eksplisiittisesti, ettei tyhja joukko
ole piiri, kun taas Whitneyn toinen piirien aksiooma on tassa tutkielmassa esitetty
lause B
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3 Matroidien ominaisuuksia

3.1 Isomorfiset matroidit

Matroidien sanotaan olevan isomorfisia, jos niiden perusjoukkojen vilille voidaan
maéaritella sellainen bijektio, etté joukko on riippumaton matroidissa, jos ja vain jos
sen kuva toisessa matroidissa on riippumaton [I]. Esimerkiksi perusjoukolla E =
{1,2} voisi olla riippumattomat joukot Z; = {&,{1}} ja 7, = {@,{2}}. Kun nyt
maéaarittelladn bijektio o : E — F

{ a({1}) = {2}
a({2}) = {1}

nahdéén, ettd «(Z;) = Zy, eli matroidit ovat isomorfisia ja merkitdan M (E,Z;)
M(E,ZL,).

Isomorfisuus vaatii siis ensinnékin sen, ettd matroidien perusjoukot ovat yhté-
mahtavat eli niiden kardinaliteetit ovat samat. Liséksi riippumattomien joukkojen
taytyy olla rakenteeltaan samat, eli ettd ne siséltavat yhtd monta joukkoa kutakin
kardinaliteettia. Oletetaan esimerkiksi, ettd kuvaus o : E£4 — Ep on bijektio, eli jo-
kaista alkiota a € E4 vastaa yksikésitteinen alkio a(a) = b € Ep ja kaikilla joukon
FEg alkioilla on alkukuva joukossa Fy, siis |E4| = |Eg|. Siten myos kaikille osajou-
koille A C E, pétee |A| = |a(A)|, ja jokaisen riippumattoman joukon kuvajoukko
toisessa matroidissa on yhtdmahtava sen alkukuvan kanssa.

Matroidin kannan méaéritelmésta seuraa, ettd kannan kuva on kanta myos toises-
sa matroidissa ja myoskin piirien kuvat ovat piireja. Samoin isomorfisten matroidien
asteet ovat samat.

[somorfisten matroidien perusjoukkojen alkioiden ei toki tarvitse olla samaa la-
jia (edelld kokonaislukuja). Esimerkiksi myos vektorimatroidi ({a, b}, {&, {a}}) on
isomorfinen edellisten matroidien kanssa.

>~

3.2 Lineaariset matroidit

Matroidia, joka saadaan vektorijoukosta tai matriisin A pystyrivivektoreista, kun
riippumattomat joukot ovat lineaarisesti riippumattomien vektorien joukot, kutsu-
taan vektorimatroidiksi (vector matroid) ja merkitddn M[A]. Edelleen matroidia, jo-
ka on isomorfinen vektorimatroidin kanssa, kutsutaan lineaariseksi matroidiksi (li-
near matroid), vaikka sen ldhtokohtana ei olisikaan ollut matriisi.

Kun matriisin alkiot kuuluvat kuntaan K, niin lineaarista matroidia sanotaan K-
esittyviksi (representable) matroidiksi. Esimerkiksi tdmén tutkielman esimerkeissé
olleet matroidit ovat reaaliesittyvid. Toisaalta voidaan sanoa, ettd matriisi A esittad
matroidin M. [1]

3.3 Graafiset matroidit

Matroidin sanotaan olevan graafinen (graphic/cycle/polygon matroid), jos se on iso-
morfinen jonkin graafin G viivojen (F) ja piirien (C) avulla muodostetun matroidin
kanssa. Télloin merkitddn M(E,C) = M(G). Vaikka matroidit ovat kétevid joi-
denkin graafeihin liittyvien aspektien késittelyssé, on kuitenkin monia graafiteorian
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ongelmia, joihin matroidit eivit sovellu, silla esimerkiksi graafin pisteille ei ole vas-
taavaa kisitettd matroidien teoriassa. [4]

Matroidi ei siis sisélld kaikkea graafin informaatiota. Néin esimerkiksi kaikki met-
sat eli piirittomét graafit, joissa on yhtd monta viivaa, tuottavat isomorfiset mat-
roidit, vaikkeivat itse graafit ole isomorfisia, silla graafien isomorfisuus méaritellaan
niiden pisteiden bijektion kautta. Samoin kuvan (3| graafissa (G on sama maéaaré vii-
voja seké samat piirit kuin kuvan [2| graafissa, jolloin ne tuottavat saman matroidin,
vaikka niiden pisteet ovat hyvin erilaiset. Selkein ero on piste 1, joka on loppupiste
graafissa (G, mutta toisessa graafissa ei ole yhtaan loppupistetta.

Kuva 3: Graafi, joka tuottaa isomorfisen matroidin kuvan [2| graafin kanssa.

Graalfille G5 voidaan luoda insidenssimatriisi eli matriisi, jossa pystyrivit on ni-
metty kuten graafin viivat ja vaakarivit kuten graafin pisteet. Jos viiva on silmukka
eli sen molemmat péaat ovat samassa pisteessa, sen pystyrivin kaikki alkiot ovat nol-
lia. Muuten alkio a;; on 1, jos piste 7 on viivan j paatepiste, ja 0, jos se ei ole. Graafin
(9 insidenssimatriisi on

Ag, =

2

=~ W N =

_ OO 9
OO = =
O—R,~, O O
— O~ O
— o~ O O
oo oo

Insidenssimatriisista ndhdéaéan, ettd sen pystyrivivektorien joukko on lineaarisesti
riippumaton, jos se ei sisélla graafin piirid. Néin ollen graafin piirit ja insidenssimat-
riisin riippumattomat pystyrivit tuottavat saman lineaarisen matroidin M(G) =
M[Ag,]. [1]

Yleisemmin voidaan todeta, ettd kaikki graafiset matroidit ovat lineaarisia. Ta-
mén todistus on esimerkiksi Oxleylla [1].
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