Relativistinen mekaniikka ja relativististen
kappaleiden havaitseminen

LuK-tutkielma
Turun yliopisto
Fysiikka

2024

Jaan Isojarvi

Tarkastaja:
Dos. liro Vilja



Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti tdmén julkaisun alkuperéisyys on tar-

kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla



TURUN YLIOPISTO
Fysiikan laitos

Isojarvi, Jaan Relativistinen mekaniikka ja relativististen kappaleiden havaitsemi-
nen

LuK-tutkielma, 28 s.
Fysiikka
Helmikuu 2024
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Kasitelladn myos siihen liittyvid perustavanlaatuisia ilmioitd sekd suurien makros-
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teellisuusteoriaan. Téama teoria korvaa klassisen mekaniikan, kun nopeudet 1ahesty-
vit valonnopeutta. Keskeisid teorian aiheita ovat koordinaattimuunnokset, energian
uudelleenmaarittely seka ilmiot kuten aikadilataatio ja pituuskontraktio.

Tutkielmassa esitetddn myos suurten kappaleiden havainnointiin tarvittavat yhtéa-
16t seké niiden johtaminen. Késitellain myos kappaleiden tarkasteluun vaikuttavia
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Johdanto

Mekaniikan tarkastelu sai uuden nakokulman vuonna 1905, kun Albert Einstein jul-
kaisi artikkelin liittyen liikkuvien kappaleiden sahkodynamiikkaan. Artikkelissa esi-
tettiin uusia tapoja késitella aikaa, liikettd ja tapahtumia avaruudessa. Néiden aja-
tusten pohjalta syntyi erityinen suhteellisuusteoria, johon myos relativistinen meka-
niikka perustuu [1].

Téassa tutkielmassa perehdytéddn relativistisen mekaniikan muotoiluun ja eroa-
vaisuuksiin klassiseen mekaniikkaan verrattuna. Tarkastellaan aika-avaruuden vai-
kutusta liikkeen ja tapahtumien kuvaamisessa. Késitellddn myos erityisen suhteelli-
suusteorian sisaltamié erikoisia ilmioité ja niiden vaikutuksia. Néiden liséksi tutki-
taan makroskooppisten kappaleiden ulkomuotoa ja miltd ne nayttavit relativististen
vaikutusten lasnéollessa.

Teoriaa on myohemmin laajennettu ja sitd myota on esitetty yleinen suhteel-
lisuusteoria, joka itsessddn laajentaa relativistista mekaniikkaa. Yleiseen suhteelli-
suusteoriaan pohjatuvaan mekaniikkaan ei téssd tutkielmassa perehdytd enempéa
vaan tutkitaan mekaniikkaa juurikin erityisen suhteellisuusteorian pohjalta.

Tutkielman tavoitteena on tarjota kokonaisvaltainen katsaus relativistiseen me-
kaniikkaan ja sen ymmaéartdmiseen. Taméan avulla luonnon perusilmioiden tulkin-
taan saadaan uusia nakokulmia ja saadaan vastauksia kysymyksiin mihin Newtonin
mekaniikka ei pysty vastaamaan. Ndhdaan myos millainen vaikutus relativistisilla

ilmiGillé olisi suuriin mahdollisesti havaittavissa oleviin kappaleisiin.



1 Koordinaattimuunnokset

Relativistisen mekaniikan tarkasteluun tarvitaan koordinaattimuunnoksia, jotka aut-
tavat tapahtumien seké ilmioiden havannoinnissa ja késittelyssa. Koordinaattimuun-
nokset voidaan luokitella kahteen ryhméaéan: Lorentz-muunnoksiin sekd Poincarén
ryhmaan. Jalkimmainen sisdltdd Lorentz-muunnokset kokonaisuudessaan. Néiden
avulla voidaan liikkua kahden koordinaatiston vélilld, jotka liikkuvat toisiinsa nah-

den tasaisella nopeudella. [2]

1.1 Lorentz ja Poincaré

Tarkastellaan aluksi Lorentz-muunnoksia. Yksinkertaisimmassa tapauksessa, kun lii-

kutaan z-akselin suunnassa, koordinaattimuunnokset saavat muodon [2]

ct’ = y(ct — Bx), (1)
' =v(x — Bet), (2)
y =y, (3)
7 =2z, (4)

missé ¢ on valonnopeus, {t, z,y, z} alkuperiiset koordinaatit, {t', 2,7/, 2’} lilkkuvan

koordinaatiston koordinaatit ja /5 seki Lorentz-vakio v on mééritelty [2]

B=-, (5)

Y= \/1?52 (6)

Muunnokset voidaan vield esittdd matriisimuodossa [2]

ct’ v =B 0 0] |[ct

x —B v 0 0f |«

= (7)
Yy 0 0 1 0| |y
2z 0 0 0 1] |z



Tété lineaarista muunnosta kutsutaan nopeussyséykseksi (engl. boost). Sen avul-
la voidaan maérittaa nopeudella v liikkuvan koordinaatiston koordinaatit suhteessa
lepokoordinaatistoon. Yhtdlon (7) mukaisessa muunnoksessa y seké z koordinaatit
pysyvit muuttumattomina, joten nopeussysiys tapahtuu x-akselin suunnassa. Ti-
lanne voidaan yleistad jokaiselle koordinaattiakselin suunnalle jolloin muunnosmat-

riisi voidaan kirjoittaa muodossa [2]

2
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Kyseinen muunnosmatriisi L kuvaa siis nopeussysayksid jokaisen aika-avaruuden
koordinaattiakselin suhteen [2, 3|. Nopeussyséyksien lisdksi muunnosmatriisiin kuu-
luvat rotaatiot eli koordinaattiakselien kierrot [2|. Koordinaattiakselien kiertoja voi-
daan kuvata rotaatiomatriisien R avulla. Rotaatiomatriisi saa esimerkiksi z-akselin

suhteen muodon [2]

1 0 0 O
0 cosf sinf O
0

0 —sinf cosf

0 0 0

—_

Kyseisid koordinaattimuunnoksia, jotka sisaltavit vain boosteja ja rotaatioita kutsu-
taan homogeenisiksi eli rajoitetuiksi Lorentz-muunnoksiksi. Jokainen homogeeninen

Lorentz-muunnos voidaan siten kirjoittaa olevan muotoa [2]
L = RL,, (10)

missé Lo on ainoastaan boosteja sisiltdvia muunnosmatriisi [2].



Homogeenisten Lorentz-muunnosten liséksi koordinaattimuunnoksiin kuuluvat trans-
laatiot eli ajan ja paikan siirtymét. Translaatioiden avulla voidaan muuttaa koor-
dinaatin paikkaa koordinaatistossa siirtamaélla origoa. Nama translaatiot voidaan

lisata yhtdloon (10), jolloin saadaan [2]
L= RL() + a, (11)

missd a on jokin siirto. Tamé koordinaattimuunnos on nimeltédan Poincaré-muunnos

12, 3].

2 Perusperiaatteet ja liikeyhtalot

2.1 Perusoletukset

Relativistinen mekaniikka pohjautuu kahdelle perusoletukselle. Ensimmaéisena ole-
tuksena on fysikaalisten luonnonlakien riippumattomuus havaitsijasta. Kaikki luon-
nonlait ovat siis samanlaisia kaikille havaitsijoille, jotka liikkuvat tasaisella nopeu-
della toistensa suhteen. Toisena oletuksena on valonnopeuden absoluuttisuus. Va-
lonnopeus on vakio kaikille havaitsijoille riippumatta liikkeestad suhteessa valon lah-
teeseen. Namaé oletukset muodostavat pohjan kovariantille esitysmuodolle relativis-
tisesta mekaniikasta, jonka mukaan luonnonlait ovat samoja koordinaatistossa riip-
pumatta koordinaattimuunnoksista. Kyseistd esitysmuotoa voisi siis myos kutsua
invariantiksi relativistiseksi mekaniikaksi. 2]

Klassisessa Newtonin mekaniikassa aikaa ja paikkaa kéasitellddn kahtena toisis-
taan erillién olevana kokonaisuutena [3]. Mutta perusoletusten téyttamiseksi relati-
vistista mekaniikka késitellaan aika-avaruudessa, jossa on yhdistetty aika seké paikka

yhdeksi kokonaisuudeksi [2]. Tatd varten maaritelladn aika-avaruusintervalli [2]

(ds)? = Adt* — da* — dy* — d2?, (12)



missé dt kuvaa infinitesimaalista muutosta ajan suhteen seké dx, dy, dz kuvaa in-
finitesimaalisia muutoksia paikan suhteen. Tédmé&n avulla huomioidaan se, etti eri
havaitsijat voivat mitata ajan ja paikan erisuuruisiksi, mutta aika-avaruusintervalli
pysyy vakiona ja on sama kaikille havaitsijoille [2].

Maaritelladn myos miten ominaisaika 7 seké koordinaatistoaika t eroaa toisis-
taan. Ominaisaika kertoo ajan kulun kahden tapahtuman vélilla riippumatta ha-
vaitsijasta, kun taas koordinaatistoaika voi olla havaitsijoille eri riippuen heidéan
vélisestd nopeudesta. Ominaisajan seké koordinaatistoajan infinitesimaalisten muu-

tosten vélille saadaan yhteys [3|
dr = ~ydt, (13)

mitd késitellidin myohemmin aikadilataation yhteydessd. Yhtélon (12) koordinaa-
tistoajan voi korvata vield ominaisajalla, jolloin paikkakoordinaattien muutokset

héviavét ja saadaan Lorentz-muunnoksille invariantti muoto [3]

ds = cdr. (14)

2.2 Minkowskin avaruus

Aika-avaruuden maérittelyn kautta toimimme nelidimensioisessa vektoriavaruudes-
sa. Tamén seurauksena normaalin kolmivektorin sijaan ilmi6ita ja tapahtumia tar-
kasteltaessa kdytdmme nelivektoreita, joilla on neljé koordinaattia [2]. Jokaisella ta-
pahtumalla on siis olemassa tésméllinen paikka seké aika, jota voidaan kuvata kol-
men paikkakoordinaatin ja yhden aikakoordinaatin avulla [2]. T&té kyseistd vekto-
riavaruutta kutsutaan Minkowskin avaruudeksi ja se on yleisin kiytossa oleva vekto-
riavaruus, jota kiytetadn relativististen tapahtumien matemaattisessa tarkastelussa

[3]. Minkowskin avaruudessa etdisyydet méarittaa Minkowskin metriikka, joka to-



teuttaa yhtélon (12), ja sen metrinen tensori g,, on muotoa [3]

1 0 0 0
0O -1 0 0
Guv = . (15)
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

Kyseisen metrisen tensorin avulla voidaan muuttaa nelivektoreita kovariantin ja

kontravariantin esitysmuodon vélilla eli
vt = g"™* v, (16)

missd v* on kontravariantin vektorin komponentti, jota merkitain yldindeksilla, ja
v, on kovariantin vektorin komponentti, jota merkitdén alaindeksilld [3]|. Ndiden esi-
tysmuotojen vélilla eroavaisuus tulee siitéd, ettd ne muuntuvat eri tavalla vektoria-
varuuden kantavektorien mukaan. Taméan lisdksi niiden koordinaatistomuunnokset
ovat my0s kddnteiset toisiinsa verrattuna. Téssé tapauksessa, kuin myos myohemmin

tulevissa merkinnoissé, indeksit kiyvét lapi arvot 0-3, ellei toisin mainita. 2]

2.3 Lagrange ja Hamilton

Klassisessa mekaniikassa liikeyhtaloita tarkasteltaessa ajan suhteellisuutta ei huo-
mioida ja aika toimii vain parametrina systeemin tilan muutokselle. Relativistisessa
mekaniikassa tilanne muuttuu ja aikaa ei pideta absoluuttisena. Témén vuoksi lii-
keyhtalot ja erityisesti Lagrangen sekd Hamiltonin ldhestymistapa vaativat muuta-
mia muutoksia klassiseen mekaniikkaan nahden. Téssé kappaleessa esitetyt suureet,
joiden ylapuolella on piste, ovat suureen aikaderivaattoja koordinaatistoajan ¢ suh-

teen eli 4. [3]



2.3.1 Lagrangen formalismi

Relativistista Lagrangen mekaniikka voidaan lahteé tarkastelemaan Hamiltonin pe-
riaatteella eli variaatiointegraalilla S sekd Lagrangen funktiolla L [2]

to
55:5/ L dt, (17)

t1

= L(Q(t)vQ(t)vt)7 (18)

dq(t) on nopeusvektori ja q(t) paikkavektori. Variaatiointegraalin tar-

missa q(t) =
koituksena on saada mahdollisimman pieni arvo funktiolle S. Téman johdosta yhtalo

(17) voidaan kirjoittaa muodossa [2]

<w_5ﬁ Qﬁcn)—%gyﬁza (19)

joka toteutuu vain, kun [2]

d [ OL oL
(%)% =0 (20)

Tama on klassisesta mekaniikasta tunnettu Eulerin-Lagrangen yhtéld. Tamén avul-
la voidaan ratkaista liikeyhtéloitd myos relativistisessa mekaniikassa kappaleille, joi-
den Lagrangen funktio tunnetaan. Eroavaisuus klassiseen mekaniikkaan tulee juuri-
kin ilmi néista Lagrangen funktiosta [4]. Klassiselle konservatiivisessa voimakentéssé
olevalle hiukkaselle Lagrangen funktio koostuu liike-energiasta E sekéd potentiaalie-

nergiasta U 3]
L=E-U. (21)

Taméan yhtalon kdyttdminen on ongelmallista relativistisen mekaniikan kannalta,
sillé se ei ole Lorentz-invariantti. Tamaén vuoksi Lagrangen funktio esitetdén relati-

vistiselle hiukkaselle muodossa (3, 5]

L=-""_v (22)



missa V' on potentiaali. Tama yhtalo on Lorentz-invariantti seka toteuttaa liikemaa-
rille p; tarvittavan yhtalon [2]

oL
9

Di (23)

Y114 oleva tarkastelu on itsessdén toimiva relativistisessa mekaniikassa, mutta siita
on jatetty huomioimatta muutamia yksityiskohtia. Aika seké paikka on erotettu toi-
sistaan, silld aikaa on kiytetty vain parametrina. Taman lisdksi kiytetyt koordinaa-
tit eivat ole relativistisen Minkowskin avaruuden mukaisia, eiké Lorentz-muunnoksia
ole mukana tarkastelussa. Jotta kaikki tdméa voidaan huomioida, Eulerin-Lagrangen
yhtélo (19) téaytyy itsessddn muodostaa kovariantissa- eli Lorentz-invariantissa muo-
dossa. Tdmén vuoksi yhtélon (16) variaatiointegraalin parametreja taytyy muuttaa
2].

Maéaritetadn aluksi muuttuja 6, joka on Lorentz-invariantti ja toimii parametrina
systeemin muutokselle. Tamén avulla variaatiointegraali seké kovariantti Lagrangen

funktio A voidaan kirjoittaa muodossa [2]

02
0S = 5/ Adb, (24)
01
A = A", 2™), (25)
missd z# ja 't = % ovat Lorentz-skalaareja, jotka pysyvit muuttumattomina

Lorentz-muunnoksissa. Tamén perusteella Eulerin-Lagrangen yhtalo on [2]

d oA OA
a0 (a) i (26)

Taman lisdksi kovariantin Lagrangen funktion taytyy toteuttaa seuraava yhtalo Min-

kowskin avaruudessa, joka on yleistys Newtonin 2. laista, eli [2]

dp*

- = K~ 27
dr (27)
missa p* on liikkeméara ja K* on Minkowskin voima. Tédmén perusteella, jotta ky-
seinen yhtélo toteutuu voidaan kovariantti Eulerin-Lagrangen yhtélo kirjoittaa yk-

sinkertaisesti ominaisajan suhteen, eli [4]



d (0A OA
dr (Gu”) T o 0 29

dz¥

missd u’ = .
T

Kyseisen yhtélon toimivuus voidaan vield ndhda tarkastelemalla
kovarianttia Lagrangen funktiota vapaalle hiukkaselle. Vapaan hiukkasen Lagrangen
funktio on samaa muotoa kuin yhtdlossd (22), mutta ilman jalkimméistd termid

potentiaalille. Tamaéan lisdksi jos huomioidaan nopeuksien yhteys valonnopeuteen

saadaan [2]
u,u’ = c?, (29)

jolloin Lagrangen funktio saa muodon

A = —me, /@), (30)

Nyt, kun tdmé yhtélo sijoitetaan yhtaloon (26) saadaan

d mex’

— | —=— ] =0, 31

db (Mx&x’“) (31)
joka edelleen voidaan vield muotoilla toisin huomioidessa, etté

, dx dr

joten saadaan

d mcu

e (W) =0, (33)
joka toteuttaa yhtdlon (27). Tdten kovariantin Eulerin-Lagrangen yhtalon voi todel-
la kirjoittaa yhtdlon (28) muodossa. Nyt olemme mééritelleet Lagrangen muotoilun
relativistiselle mekaniikalle klassisessa tapauksessa seké myos kovariantissa muodos-
sa. Y1l&d madaritetty kovariantti muotoilu ei ole aukoton, silla se kisittaéd vain yhden
hiukkasen sisdltdméan systeemin. Téasta syysta systeemit, joissa on monta keskenaan
vuorovaikuttavaa hiukkasta on hankala muotoilla kovariantissa muodossa. Tama joh-
tuu esimerkiksi siité, ettd systemin jokaisella hiukkasella on oma ominaisaika, joten

parametrin valinta on haastavaa. [2]



2.3.2 Hamiltonin formalismi

Hamiltonin mekaniikkaa voidaan myo6s kiyttaa relativistisen mekaniikan tarkaste-
luun. Maéaritetdan aluksi Hamiltonin mekaniikan yhteys Lagrangen mekaniikkaan

Legendre-muunnoksen avulla. Klassisessa mekaniikassa tdmé saa muodon |3|

n

oq" dq
pn=1

missé H on Hamiltonin funktio ja p on liikeméa&ravektori. Yhtalossa esiintyva liike-

maara, p,, on muotoa

(35)

(36)

(37)

Hamiltonin funktion kiyttdmiseen tarvitaan myos siis Lagrangen funktio. Tamén
perusteella Lagrangen funktion relativistisella muodolla saadaan Hamiltonin funk-
tiosta my0s toimiva relativistiselle mekaniikalle. Hamiltonin funktion voi myos esit-
taa kovariantissa muodossa sekd ei kovariantissa muodossa. Tarkastellaan aluksi ei
kovarianttia muotoa relativistiselle hiukkaselle. Télle Lagrangen funktio on yhtélon

(22) mukainen. Yleisesti Hamiltonin funktion voi esittdd muodossa [2]
H=FE+YV, (38)
jossa esiintyvén energian E voi kirjoittaa relativistisesti
E = \/p? + m2ct. (39)

Taman perusteella Hamiltonin funktio on

H=/p*2+m2ct+V. (40)
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Kayttamalla yhtaloita (36) ja (37) voidaan saadun Hamiltonin funktion avulla rat-
kaista litkeyhtélot hiukkaselle. 2]

Hamiltonin mekaniikan kovariantille muotoilulle on samat perustelut kuin La-
grangen mekaniikassa. Hamiltonin yhtélot yhden hiukkasen siséltéaville systeemille

voidaan esittda kovariantissa muodossa

dz¥  O0H,
= — 41
dr opv’ (41)

dp” 0H.,
- ¢ 42
dr Oxv’ (42)
missd H, on vapaan kentdn tapauksessa

Pup”
H.= . 43
2m (43)

Tapauksessa, missd hiukkanen ei ole vapaassa kentéssa vaan esimerkiksi sihkomag-

neettisessa kentéssé, voidaan H, kirjoittaa muodossa

(pu — qA) (" — gAY)

H. =
2m

, (44)

missd A on potentiaali. Kovarianttien Hamiltonin yhtéaléiden muodostamisessa mo-
nihiukkassysteemille paadytadn samoihin haasteisiin kuin Lagrangen mekaniikassa.
Yksikasitteisen parametrin valinta on hankalaa. Sen lisdksi Lorentz-invariantin po-
tentiaalin madrittdminen vuorovaikuttaville voimille on vaikeaa jopa yhden hiukka-
sen systeemille. Kaikesta huolimatta maéaritellyt kovariantit esitysmuodot niin La-
grangen kuin Hamiltonin mekaniikalle ovat hyvid tyckaluja ratkaistaessa yksinker-

taisia systeemeja relativistisessa mekaniikassa. [2]

2.4 Kovariantit esitysmuodot voimille

Monia klassisesta mekaniikasta tunnettuja voimia voidaan esittdd kovarianteissa
muodoissa. Lagrangen mekaniikan yhteydessd méariteltiin kovariantti muotoilu New-

tonin 2. laille yhtélon (27) mukaan. Tamén lisdksi voimme esimerkiksi muodostaa
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Lorentz-invariantin muodon Hooken laille ja Coulombin voimalle liikkeen kuvaami-
seksi. [6]

Relativistisessa tapauksessa Lorentz-voima f#* ilmaistaan yht&lolla
f* = F"u,, (45)
missa F* on Faradayn tensori, joka on yleisesti muotoa
Fr = 9rAY — 0V A", (46)

Yhtalod (45) kiytetadn yleensa tarkasteltaessa hiukkaseen vaikuttavia voimia sdhko-
magneettisessa kentdssa. Nyt halutaan kuitenkin yhdistda yhtalossa esiintyva kent-
tatensori F'*¥ Newtonilaisiin voimiin, silla se vaaditaan itse liikkeen kuvaamiseen.

Tamé on mahdollista, jos Faradyn tensori ilmaistaan muodossa
F* =UFFY —U"F*, (47)

missd U on ajanluonteinen vektori. Tamé& méaaritelladan Minkowskin avaruudessa

olevan
U* =~(1,v), (48)

U? = —1, (49)

missé v on normaali kolmen ulottuvuuden nopeusvektori. [6]
Yhtélon (47) mukaisen méadrittelyn avulla voidaan muodostaa kovariantti muo-
toilu Hooken laille ja Coulombin voimalle. Hooken laki kirjoitetaan klassisessa me-

kaniikassa muodossa
Fn = —kx, (50)

missé k on jousivakio ja x on hiukkasen paikka. Kovariantisti voima voidaan esittia

olevan

F* = —kat, (51)
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Téamén perusteella Faradayn tensori on
F* = k(zHUY — 2"U"). (52)

Yhtélon (51) ja (52) avulla voitaisiin edelleen ratkaista litkeyht&lot systeemille. Cou-
lombin voima on my0s hyvin yleinen voima, jonka avulla tarkastellaan kahden va-
rauksen valistd vuorovaikutusta. Coulombin laki kirjoitetaan klassisessa mekaniikas-
sa muodossa

T
Fy = Qw, (53)

missd ¢ on hiukkasen varaus. Kovariantissa muodossa Coulombin voima on siten

n "
Fl=q————, (54)
|22 4+ (Uz)?|2

jolloin Faradayn tensori saa muodon

Uka? — U”ar
P = ¢———— =, (55)
|22 + (Ux)?|2

missd 2# ilmaistaan varauksen alkuperiisen paikan X' avulla , eli
o=t — X" (56)

Molemmat téssé tarkastellut voimat ovat séilyvid eli konservatiivisia. [6]
My6s dissipatiivisia voimia voidaan ilmaista Lorentz-invariantissa muodossa. Ylei-

sesti monet dissipatiiviset voimat saa klassisessa mekaniikassa muodon

Fn =0U, (57)
missa b on jokin kitkakerroin. Kovariantisti esitettynd taméa voima on

Ft = BU", (58)

missd B on kovariantti kitkakerroin. Tamékin voidaan kirjoittaa Faradayn tensorin

avulla

F™ = Bu'U” — u’U"). (59)
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Newtonilaisia voimia voidaan téiten esittda relativistisessa viitekehyksessa ja vield
Lorentz-invariantissa muodossa. Téssé osiossa mainittujen voimien liséksi kovarian-

tin muotoilun voisi esittdd monelle muullekin voimalle. [6]

3 Poikkeukselliset ilmiot ja ominaisuudet

3.1 Relativistinen kiihtyvyys ja energia

Tarkastellessa liiketté ldhelld valonnopeutta kiihtyvyyden ja energian mééarittely on
erilainen verrattuna klassiseen mekaniikkaan. Kiihtyvyys voidaan esittda kolmivek-
torina relativistisesti, jolloin aikakoordinaattia ei huomioida. Téssé tapauksessa kiih-
tyvyys voidaan esittdd koordinaatistoajan t derivaattana kuten klassisessa mekanii-
kassa, mutta Lorentz-vakio mukaan luettuna. Kuitenkin kiihtyvyys halutaan esittda
nelivektorina, kun ollaan Minkowskin avaruudessa. Silloin koordinaatistoaika vaih-
tuu ominaisaikaan ja derivaatta muuttuu sen mukaisesti. Nelivektorin komponent-

tina kiithtyvyyden a* voi esitad muodossa [7]

w

o — du
)

dr

(60)

missi u* on nopeusnelivektorin komponentti. Nyt kiihtyvyyden komponenteille (a®, @)

voidaan Kkirjoittaa

b.
¥ =i 2T (61)
C
b.
& = 42b + 41 LYY (62)

)
02

missi b on normaali kolmen ulottuvuuden kiihtyvysvektori eli b = 9 [7]. Alaindek-
silld v merkitty Lorentz-vakio on méaaritelty yhtéloiden (5) ja (6) mukaan, mutta
koordinaatistonopeus v on korvattu ominaisnopeudella u eli Z—’T‘ = 7,Vv. Tilanteessa,
jossa kuljetaan jonkin koordinaattiakselin suunnassa yhtalot (61) ja (62) menevét

yksinkertaiseen muotoon. Liikkeen kuvaaminen ja erityisesti kiithtyvyyden méaritta-
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minen muuttuu monimutkaiseksi, kun jokainen koordinaatti pitaa tarkastella erik-
seen. Kiihtyvyys tuo siis lisihaasteita, koska kappaleet tai koordinaatistot eivét liiku
toistensa suhteen vakionopeudella. Esimerkiksi kappaleessa 1 esitetyt yksinkertaiset
koordinaattimuunnokset on mééritelty vain vakionopeuksissa. 7]

Erityisen suhteellisuusteorian tunnetuin yhtalo liittyy energian uudelleenmaéérit-
telyyn. Relativistisen kappaleen energia on suoraan yhteydessd omaan massaansa.

Levossa tamén energian Ey méaritellaan olevan 3|
Ey = mc?. (63)

Kappaleella on siis myo6s levossa energiaa, joka on suoraan seuraus relativistisuudes-
ta. Kyseistd energian maérittelya kiaytetdan ydinfysiikassa, kun muutetaan massaa
ja energiaa toisikseen. Yhtalo on myos lasné, kun tutkitaan massan ja energian yh-
teyttd hiukkaskithdyttimissd. Yhtdlon (63) lepoenergiaan voidaan vield lisdtéa liike-

energia T, jolloin kokonaisenergia E saadaan muotoon |3|
E=FEy+T =v,mc, (64)
missd 1" on madaritelty olevan
T =mc*(y, — 1). (65)

Tama kokonaisenergia on aina séilyva. Kyseisen energian méarittelysta voidaan to-
deta my6s kappaleen nopeuteen ja valonnopeuteen liittyva rajoitus. Nopeus ei voi
ylittda valonnopeutta, silld nopeuden kasvattaminen vie Lorentz-vakion ldahelle d&-
retontéd. Téssd tapauksessa itse kiithtyvyys ja sen synnyttava voima ldhenisi kohti
ddretontd, mikd on mahdotonta. [3|

Relativistisella energialla ja liikemé&aralla on my6s hyvin hyodyllinen yhteys. Kol-

miulotteinen lineaarinen relativistinen liikemééré p on muotoa

P = Ymv. (66)
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Yhdistamalla yhtalo (64) ja (66) saadaan relativistinen dispersiorelaatio
B =g 4 B, (67

joka yhdistéé energian ja litkemadrdn massan avulla. [3]

3.2 Relativistiset ilmiot: aikadilataatio ja Lorentz-kontraktio

Nopeuden kasvaminen ldhelle valonnopeutta tuo esille myos muutaman tarkeén il-
mion. Ajan eteneminen on erilaista kahden kappaleen vélilla, jotka liikkuvat toisten-
sa suhteen. Nopeammin kulkevalla kappaleella aika kulkee hitaammin verrattuna
levossa olevaan. Tata ilmiota kutsutaan aikadilataatioksi. Toinen ilmi6 on liikkuvan
kappaleen ndenndinen ulkomuodon muutos eli Lorentz-kontraktio. Taméa tarkoit-
taa sita, etta liikkkuvan kappaleen pituus on lyhyempi kuin mitéa se olisi lepokoordi-
naatistossa. Molemmat ilmiot voidaan maéaritelld Lorentz-muunnoksista, silla naissé
muunnoksissa ilmitt todetaan. [1]

Maaritelladn aluksi aikadilataatio, jolloin liikkkuvan kappaleen ajatellaan mittaa-
van tapahtumien valilla ajan At’. Levossa oleva kappale mittaa ajan At. Lorentz-

muunnoksia kiayttamalla saadaan aikojen vilille yhteys

br BTy (68)

At =~(t, + — —
’7(1"‘ - c

joka yksinkertaistuu muotoon
At =(ty — 13). (69)

Nyt liikkuvan koordinaatiston aika t' voidaan vield korvata ominaisajalla 7, jolloin

aikadilataatiolle saadaan yhtdlon (13) mukainen muoto
At = yAT. (70)

Téassé maarittelyssa voidaan ajatella liikkuvaan koordinaatistoon kiinnitettyja kello-
ja verrattuna levossa olevaan. Lepokoordinaatistossa olevat kellot ovat ajassa edella

ja tatd havainnollistetaan kuvassa 1. [1]
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Kuva 1. Aikadilataatio ja synkronoidut kellot. [1]

Néhdéaan, ettd jokainen kuvan 1 levossa oleva kello on ajassa tietyn verran edella
lilkkkuvia kelloja. Téssa tapauksessa nopeus pysyy vakiona koordinaatistojen valil-
14, jolloin myo6s aikojen erotus liikkuvien ja levossa olevien kellojen vélilla pysyy
suhteessa samana. Aikadilataation vaikutus kasvaa nopeuden kasvaessa, joka néah-
déan Lorentz-vakiosta. Témaéan lisdksi, jos liikkuva koordinaatisto olisi kiihtyvissa
liikkeessé, kellojen vélinen suhteellinen erotus ajassa ei pysyisi vakiona. [1]

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentz-kontraktiota. Tamé voidaan my0s méaritel-
14 Lorentz-muunnosten avulla. Ajatellaan liikkuvaan koordinaatistoon kiinnitettyé
kappaletta, jonka oikea pituus on Ly. Nyt levossa oleva koordinaatisto mittaa kap-

paleen daripaiden paikat ajanhetkelld ¢. Talloin kappaleen daripaat ovat liikkuvassa
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koordinaatistossa paikkakoordinaateissa [1]

) = y(z — Bety), (71)

xy = y(z — Beta), (72)

jolloin liikkkuvan koordinaatiston paikkakoordinaattien z’ ja levossa olevan koordi-

naatiston paikkakoordinaattien x vilille saadaan erotus

/

zy — a7 = (T2 — T1). (73)

Paikkakoordinaattien vélinen erotus on sama kuin kappaleen pituus tasséd tapauk-

sessa [3]. Tamén seurauksena saadaan siis lorentz-kontraktiolle muoto [1]
L =~Ly. (74)

Tassé kasitelty kappale kokee Lorentz-kontraktion vain x-akselin suunnassa. Havain-
nollistetaan tilannetta kahdessa dimensiossa kuvan 2 mukaisesti, jossa on tasaisella
nopeudella liikkuva polkupyoréd. Katkoviivalla on merkitty polkupyoraa tarkastele-
va havaitsija. Kuvasta nahddan miten pyorda kokee Lorentz-kontraktion ja painuu
kasaan. Talloin pyoran pituus vaakasuunnassa lyhenee ja tiettyjen osien ulkomuo-
to muuttuu kaarevaksi. Pyoran korkeus pysyy samana ja myos liikkeen suuntaiset
pyoran osat pysyvat samansuuntaisina eivatka koe kaareutumista. Namé néennéiset
muutokset kappaleessa johtuvat valon aarellisestd nopeudesta, mité tarkastellaan
enemmén kappaleessa 4. (8]

Nyt olemme méaritelleet ilmiot, jotka ilmenevét liikkuessa lahelld valonnopeutta.
Aikadilataatio ja Lorentz-kontraktio ovat silti ldsnd myos pienemmisséd nopeuksis-
sa mutta ne ovat hyvin mitdattomia ja niitd ei huomioida klassisessa mekaniikassa

liikkeen tarkastelussa. [1]
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Kuva 2. Tasaisella nopeudella liikkuvan polkupyorén ndennéinen ulkomuodon muu-
tos. (8]

3.3 Esimerkki: relativistinen raketti

Raketin liikettd kuvaava rakettiyhtdlo on tarkoin méaaritelty klassisessa mekanii-
kassa. Kuitenkin raketin ollessa tasaisesti kiihtyvéssé liikkeessd myos relativististen
ilmididen vaikutus kasvaa. Taméan perusteella myo6s liikeyhtalo tarvitsee muuttaa
relativistiseen muotoon. Téassa késiteltava rakettiyhtdlé on méaritelty lineaariselle
liikkeelle. [9]

Tasaisesti kiihtyva raketti menettdd osan massastaan polttoaineen palamisen
vuoksi. Polttoaine palaa nopeudella v, ja raketti kulkee nopeudella u. Raketin alku-
massa polttoaineen kanssa on my ja raketin massa itsessién on m [9]. Nyt raketin

energian voidaan kirjoittaa olevan 3|

Y (M — dm)c? + v, mec = mc?, (75)
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missd mg on polttoaineen massa. Koska liike on lineaarista, saadaan liikem&aaran

avulla [3]
Yur (m — dm)du’ — ~, vsdmg = 0. (76)
Nama kaksi yhtaloa yhdistamalla saadaan
mdu' = vidm. (77)

Muuttamalla nopeus v’ takaisin alkuperiiseen nopeuteenn u' saadaan differentiaa-

livhtAls
(78)

jonka ratkaisu on muotoa

F T T (79)

Néahdéén, ettd tavanomainen rakettiyhtdlo massojen suhteelle relativistisesti on [9]

mo

o

m 1-—

1-0—% 2us

) e .

(80)

ol

4 Suuren relativistisen kappaleen havaitseminen ja

tarkastelu

4.1 Havaintoon ja tarkasteluun vaikuttavat ilmiot

Relativistisen mekaniikan ilmiot vaikuttavat makroskooppisen kappaleen visuaali-
seen havannointiin. Valonnopeudella kulkeva kappale kokee Lorentz-kontraktion ja
kappaleen ulkomuoto muuttuu. Valonnopeuden tuomat erot kappaleen havaitsijan
nékohavainnon ja kappaleen mittaamisen vélilla on myos huomioitava. Méaritellaan
aluksi nédiden kahden eroavaisuus sekd myos miten darellinen valonnopeus vaikuttaa

tilanteeseen. [10]
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Ajatellaan lahes valonnopeudella liikkuvaa pistetté, joka liikkuu paikallaan ole-
van havaitsijan koordinaatistossa z-akselin suunnassa. Pisteen ohitettua origon ha-
vaitsijan koordinaatistossa ajanhetkella t = 0, havaitsija mittaa tietyn paikan pis-
teelle hetkelld t,. Nyt pisteen paikaksi télla ajanhetkelld mitataan olevan xj ha-
vaitsijan mukaan. Havaitsija silti ndkee pisteen etdisyydelld, joka on pienempi kuin
mitattu paikka x;,. Mitattu paikka on pisteen todellinen sijainti, mutta aarellises-
té valonnopeudesta johtuen pisteesté lahtevit valonséteet ajanhetkelld ¢, kohtaavat
havaitsijan hieman ennen aikaa t;. Tésta johtuen ndkéhavainto pisteen paikasta on

eri sen todelliseen paikkaan verrattuna. Tamén perusteella saadaan yhtalo

c(th — to) = [ (L), (81)

joka kertoo pisteen ndkohavaintoon perustuvan sijainnin x(t¢,). Tétd havaitsijan ja
valonsiteiden erotusta ajassa kutsutaan valon aikaviiveeksi. [10]

Tarkasteltaessa kappaletta pisteen sijaan tilanne on hieman erilainen. Kolmiulot-
teisen kappaleen tarkasteluun voitaisiin kayttdaa hyodyksi myos montaa pistetté, joi-
den jokaisen pisteen muunnos laskettaisiin erikseen. Tamaé ei kuitenkaan antaisi tay-
dellista kuvausta kappaleen ulkomuodosta. Taydellisen kuvauksen saavuttamiseksi
voidaan kiyttad hoydyksi parametrisoituja kiyria. Kappaleille, joille ei voi muodos-
taa parametrisoituja kiyria, taytyy kayttad hyodyksi montaa yhdistettya pistetta.
10)

Valon aérellisen nopeuden liséksi kappaleen ulkomuodon havaitsemiseen vaikut-
taa Lorentz-kontraktio. Kuten kappaleessa 3.2 mainittiin, ulkomuoto muuttuu kap-
paleen kulkiessa ldhelld valonnopeutta. Ulkomuodon muutos tapahtuu liikkeen suun-
nassa ja vield siten, etta aluksi kappale venyy ja sitten painuu kasaan. Taméa voidaan
niahda kuvasta 3 ja 4, kun tarkastellaan pallonmuotoista kappaletta ja sen ulkomuo-
don muutosta liikkeen suunnassa. Havaitsijan ndkohavainto ei todellisuudessa ole
kuitenkaan tédma. Havaitsija origossa nakisi, ettd pallo pyorisi liikkkeen suunnassa

sailyttden muotonsa, kuten ndhddan kuvassa 5. [10]



[10]

Kuva 4. Kuvan 3. ympyrdnmuotoisen kappaleen ulkomuodon nédennédinen muutos,
kun kappaleen nopeus on suurempi. [10]

Kuva 5. Ympyranmuotoisen kappaleen ulkomuoto havaitsijan nédkokulmasta, joka
on origossa. [10]

4.2 Nakohavainto relativistisella nopeudella

Tarkasteltaessa kappaletta, joka kulkee tasaisella relativistisella nopeudella, taytyy

maéaritella havaitsijan seké liikkuvan kappaleen koordinaatistojen véliset erot. Tahan

voidaan kiyttdd Poincaré-muunnosta, jolloin huomioidaan myos koordinaatistojen

vélinen vélimatka a yhtélon (11) mukaan. Havaitsija on levossa koordinaatistossa S

ja kappale on levossa liikkuvassa koordinaatistossa S’ kuvan 6 mukaisesti. Molem-
0

pien koordinaatistojen kellot on myds synkronoitu, jolloin z° = 2°. Nyt Poincaré-

muunnos on |11]

ot = A" 2" + a”, (82)
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Y | X

x'2

Kuva 6. Levossa oleva Koordinaatisto S ja sen suhteen tasaisella nopeudella g liik-
kuva koordinaatisto S’. Kuvaa muokattu ldhteesté [11]

jossa A* , on yhtdlon (8) mukaisen muunnosmatriisin komponentti. Erona yht&loon

(8) on se, ettd jos nopeus on positiivinen, niin matriisin komponentit ovat

AO 0="7, (83)
A =18, (84)
Aj:5j+7+155i- (86)

Yhtalossd (86) esiintyva Kroneckerin delta 5; saa arvon 1, kun ¢ = j ja arvon 0,
kun i # j. Indeksit i ja j saavat arvon 1-3. Nopeudet §3; ja 3" on médritelty olevan
BiB° = B - B. Lisiksi merkitdén, ettd valonnopeuden arvo on ¢ = 1. [11]

Nyt ajatellaan pistetta, joka on levossa koordinaatistossa S’, joka itsessddn liik-
kuu tiettyé reittid pitkin. Tamaé reitti voidaan méaérittad koordinaatistossa S kéyt-
tamaéalla hyvéksi mainittuja Poincaré-muunnoksia. Halutaan siis maarittadda milloin

pisteesté lahteva valo saavuttaa havaitsijan. Tamé yhtalo voidaan kirjoittaa olevan
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[10]
3
(af —a0)? =) (@'(a)))? (87)
i=1
Nyt Poincarén muunnosten mukaan saadaan, etta
3
(xh — A ,a™)? =D (A 2" +a'). (83)
i=1

Tami yhtilo voidaan ratkaista, jolloin saadaan kaksi arvoa muuttujalle 2”0 mutta
vain toinen niistd on oikein valon #irellisestd nopeudesta johtuen. Ratkaisuksi 2/

saadaan siten [10]

2’ =4 +B-d)—v2p(B-d)+(B-d)?+(8-B)(p* — (d-d)) +d-d, (89)

missé on kiytetty apumuuttujia [11]

dox+ 288X (90)
v+1
p=—x, —7(B-%). (91)

Nyt siis pisteen paikka voidaan kirjoittaa muodossa [11]
x =28 +d. (92)

Yhtélsiden (89) ja (92) avulla seké apumuuttujien avulla saadaan laskettua pisteen
nienniinen paikka ajanhetkelld z). Samoja yhtélsitd voidaan kiyttdd myds erilais-
ten kappaleiden ndenndisen paikan sekd ulkomuodon ratkaisemiseen. Yhtélon (89)
neliGjuuren sisalla olevan lausekkeen voisi kirjoittaa eri tavalla, jolloin néhtéisiin
suoraan kappaleen alkuperaisestd muodosta riippuva termi. Tamén lisdksi voitaisiin
huomioida havaitsijan paikka omassa koordinaatistossaan vektorilla apumuuttujas-

sa d, mutta tissa tutkielmassa kasitellyissé tapauksissa havaitsija on aina origossa.

[10]
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4.2.1 Nelionmuotoinen kappale

Maaritelladn nelionmuotoisen kappaleen nakohavainto ja siihen liittyvét yhtalot, kun
kappale on kaksidimensioinen. Kéytetaan muodostettuja yhtéloita (89) ja (92). Ne-
lio on koordinaatistossa S’ ja koordinaatisto liikkuu z-akselin suunnassa koordi-
naatistoon S verrattuna nopeudella § ja kokee Lorentz-kontraktion. Kyseinen nelié

voidaan parametrisoida koordinaatistossa S’ muodossa

v
X', = (an, Em) (93)

missé n,m € [—1, 1]. Havaitsija seké kappaleen keskipiste ovat omien koordinaatis-
tojensa origoissa. Koordinaatistojen vélinen etaisyys on myos a = 0. Nyt kappaleen
ndenndinen paikka saadaan ratkaistua sijoittamalla yht&lén (93) mukaiset nelion

parametrit yhtaloon (92), jolloin saadaan

, ! ,7252 !
x= (908 + gul 2 + 1), g (94

Néhdéan, ettd nelion y-koordinaatti pysyy muuttumattomana. Huomioimalla viela
xy yhtélon (89) mukaisesti voidaan muodostaa kuvat kappaleesta tietyilla ajanhetkil-
14. Muodostetaan kaksi kuvasarjaa neliostd ajanhetkilld 29 = —10, 2% = —5, 29 = 0,
29 =5 ja x) = 10 kahdella eri nopeudella, kun a = 0. Nelién ulkomuodon muutos
on esitetty kuvissa 7 ja 8. Kuvista ndhdéaén, ettd nopeuden kasvaessa my6s Lorentz-
kontraktio pituussuunnassa kasvaa. Pituuskontraktion lisédksi nelion pystysivut ovat
hieman kaareutuneet johtuen aikaerosta, jolla sivuista ldhtevéit valonsdteet kohtaa-
vat havaitsijan. Muodostetaan myos kaksi kuvasarjaa, jossa koordinaatistojen véli-
nen etaisyys on a = (0, —1). Huomataan eroavaisuus sivujen kaareutumisessa, silld
kappale kulkee havaitsijan alapuolella. Kuvassa 9 nelié on kuvattu samoilla ajanhet-
killd kuin kuvissa 7 ja 8. Kuvassa 10 nelic on kuvattu ajanhetkilld z) = —3, z) = 0,

0 _
Ty = 3.
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-10 -5 0

Kuva 7. Nelionmuotoisen kappaleen ulkomuodon muutos sen kulkiessa nopeudella
g = 0.5ja kun a = 0.

~ooo=
ouvouno

25 —20 -15 -10

Kuva 8. Nelionmuotoisen kappaleen ulkomuodon muutos sen kulkiessa nopeudella
g = 0.7 ja kun a = 0.

-5 0 5

-15 -10 -5 0 5

Kuva 9. Nelionmuotoisen kappaleen ulkomuodon muutos sen kulkiessa nopeudella
f = 0.6 ja kun a = (0, —1).

iy A JE

-30 25 20 -15 -10 -5 0

Kuva 10. Nelionmuotoisen kappaleen ulkomuodon muutos sen kulkiessa nopeudella
f=0.9 jakun a = (0, —1).
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5 Yhteenveto

Téamén tutkielman kohteena oli relativistinen mekaniikka seké relativististen kappa-
leiden havaitseminen. Tuotiin esille relativistisen mekaniikan matemaattinen muo-
toilu ja myos erityisen suhteellisuusteorian mukaiset ilmitét ja niiden vaikutukset.
Tutkielman loppuosassa tarkasteltiin erityisesti makroskooppisia kappaleita naiden
relativististen ilmididen vaikutusten alaisina.

Kappaleen 2 ja 3 yhtéloista ndhdaéan valonnopeuden vaikutus liikkeen kuvaami-
seen ja tapahtumien tarkasteluun. Liséksi voidaan huomata erityisesti eroavaisuus
energian maaritellyssa klassisen ja relativistisen mekaniikan vélilla, kun energiaa ja
massaa kéasitellddn yhtend kokonaisuutena. Osa maéritellyistd yhtéloistd muuttu-
vat my0s rajatapauksissa klassisen mekaniikan vastineisiin, kun nopeus pienenee ja
Lorentz-vakion arvo ldhenee arvoa yksi.

Relativististen kappaleiden nédennaistd ulkomuotoa késiteltiin ja havainnoitiin
kappaleessa 4, jossa tuotiin esille my6s darellisen valonnopeuden merkitys. Ulko-
muodon havainnointiin kdytettyja yhtaloita voidaan kiyttda myos monen muunlai-
sen kappaleen tarkasteluun, kuin mitd kappaleessa on esitetty. Lahteista [10] ja [11]
loytyy lisdd ulkomuodon havainnointia monelle erilaiselle parametriselle kayrille ja
kappaleelle.

Relativistisen mekaniikan tutkiminen on térkedd luonnonilmididen ymmaértami-
sessd erityisissa olosuhteissa. Se antaa vastauksia seké selittda ilmioita, mita ei klas-
sisella mekaniikalla pysty selittdméaén. Sen tutkiminen mahdollistaa myos kdytannon
sovellusten toimivuuden, kun kuljetaan suurilla nopeuksilla. Tamén lisdksi energian
uudelleenmadrittely on ollut ja on edelleen térkeéssé roolissa esimerkiksi ydinfysii-
kassa. Relativistinen mekaniikka itsessdédn on myos vahvasti ldsnd kosmologiassa ja

sen tutkimisessa, vaikkakin yleisen suhteellisuusteorian pohjalta.
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