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1 Johdanto

Téssé tyossa perehdytadan kiyraviivaisten koordinaattien perusteisiin ja nii-
té sovelletaan kahteen kidyréviivaiseen koordinaattijarjestelméaén. Sylinteri- ja
pallokoordinaatistot ovat yleisemmin kiytetyt kiyraviivaiset koordinaattijar-
jestelmat ja ne pystyvat esittamaan selkeasti kayrédviivaisten koordinaattien
perusominaisuuksia. Murray R Spiegelin teos [1] esittdd myos muita kiyra-
viivaisia koordinaattijarjestelmid kuten parabolinen sylinterikoordinaatisto,
elliptinen sylinterikoordinaatisto ja bipolaarinen koordinaatisto.

Tyon alussa méaritetddn koordinaattien muuntaminen suorakulmaisten
koordinaattien ja kdyréviivaisten koordinattien vélilla. Tassa luvussa kasitel-
lddn myos koordinaattipinnat, koordinaattikdyrat ja ortogonaalisuus. Naité
ominaisuuksia havainnollistetaan sylinteri- ja pallokoordinaatiston avulla.

Tyossé kasitelladn lisdksi yksikkovektoreita kdyraviivaisissa jarjestelmis-
sé ja osoitetaan esimerkiksi sylinterikoordinaatiston ortogonaalisuus. Lopus-
sa esitetdan madritelméat kaaren pituus- ja tilavuuselementeille. Kaaren pi-

tuuselementisté kidydaan soveltava esimerkki.

2 Koordinaattien muuntaminen ja ortogonaa-

lisuus

2.1 Koordinaattien muuntaminen

Maaritelma 2.1. Olkoon mielivaltaisen pisteen suorakulmaiset koordinaatit

(x,y, z) funktiona (uj, us, us) siten, etta
r = x(uy, us, u3), y = y(ui, us, us), z = z(u, us, us). (1)
Oletetaan, ettd (1) voidaan ratkaista (uq,us, uz) suhteen (z,y, 2), jolloin
uy = ui(x,y, 2), ug = us(x,y, 2), us = uz(z,y,2). (2)

Funktioiden (1) ja (2) oletetaan olevan yksikésitteisia ja jatkuvasti derivoi-
tavia, joten (x,y,z) ja (u1,us,u3) ovat myos keskenddn yksikésitteisid. On

kuitenkin huomioitava, ettd tdmé oletus ei péde kaikissa olosuhteissa.



Kun on annettu piste P, jolla on suorakulmaiset koordinaatit (x,y, z), voi-
daan yhtalosta (2) liittda yksikésitteisen joukon koordinaatteja (uq,us, us).
Niita koordinaatteja kutsutaan P:n kdyrdviivaisiksi koordinaateiksi. Yhtalot

(1) ja (2) maéarittelevit koordinaattien muuntamisen.

Esitetdan seuraavaksi kaksi yleisemmin kéytettyé erityista ortogonaalista

kiyraviivaista koordinaattijarjestelméad koordinaattien muuntamisesta.
Lause 2.2. Sylinterikoordinaatit (p, ¢, z).

T =pcoso, y=psing, z = z, (3)
missa

p=20, 05 ¢p<2m, —c0<z<00

hy=1, hg=p, h,=1.

)=
Lause 2.3. Pallokoordinaatit (7,6, ¢).

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z = rcosé, (4)
missa

r20,05¢p<2r, 0S60< 7

hy =1, hg =1, hgy =rsinb.

2.2 Ortogonaaliset kiayraviivaiset koordinaatit

Maiaritelma 2.4. Pintoja u; = ¢1, us = ¢, u3 = c3, mMissa ¢y, ¢y, c3 ovat
vakioita, kutsutaan koordinaattipinnoiksi. Jokainen néaiden pintojen pari leik-
kaa kayria, joita kutsutaan koordinaattikdyriksi tar viivoiksi. Jos koordinaat-
tipinnat leikkaavat suorassa kulmassa, talloin kayraviivaista koordinaattijar-
jestelméad kutsutaan ortogonaaliksi. Kaarevan koordinaattijarjestelman -,
uo- ja ug-koordinaattikdyrat ovat yhdenmukaisia suorakulmaisen koordinaat-

tijarjestelméan x-, y- ja z-koordinaattiakseleiden kanssa.



Kuva 1: Sylinterikoordinaatisto



Kuva 2: Pallokoordinaatisto



Ratkaistaan esimerkkind kaksi tehtavaa, jotka liittyvit ortogonaalisiin

kéyraviivaisiin koordinaatteihin.

Esimerkki 2.5. Kuvaa koordinaattipinnat ja koordinaattikdyrét a) sylinte-
rikoordinaateille ja b) pallokoordinaateille.

a) Koordinaattipinnat sylinterikoordinaateille :

p = cy, z-akseli jos c; = 0.
¢ = cq, tasot z-akselin lapi.

z = c3, tasot ovat kohtisuorassa z-akselia vastaan.
Koordinaattikdyrat sylinterikoordinaateille:

p =1 ja ¢ = cy (2-kiyrd) leikkauspiste on suora.
p =y jaz = c3 (¢-kiyrd) leikkauspiste on ympyré (tai piste).
¢ = c3 ja z = c3 (p-kiyrd) leikkauspiste on suora.

b) Koordinaattipinnat pallokoordinaateille:

r = c1, origo jos c¢; = 0.
T
0 = ¢y, viivat jos co = 0 tai m, ja xy taso jos ¢y = 5
¢ = c3, tasot z-akselin lapi.
Koordinaattikdyrat pallokoordinaateille:
r=c; jaf = cy (¢-kityrd) leikkauspiste on ympyré (tai piste).
r=c; ja ¢ = cg (0-kiyrd) leikkauspiste on puoliympyré (¢ # 0).
0 = ¢y ja ¢ = c3 (r-kiyrd) leikkauspiste on suora.
Esimerkki 2.6. Méarittele ja muunna sylinterikoordinaatit suorakulmaisiin
koordinaatteihin.

Muuntamista suorakulmaisista koordinaateista sylinterikoordinaatteihin

kuvaavat yhtalot

T = pcosg, (5)



y=psing (6)
ja
2=z (7)
Kun nelitidéén ja lisétédén yhteen yhtélot (5) sekd (6) saadaan
22 +y? = p?*(cos® ¢ + sin’ @)
tai
)= VTR ®

koska cos? ¢+sin® ¢ = 1 ja p > 0. Jaetaan nyt yhtild (6) yhtilolla (5), jolloin

y_psno
r  pcoso
tal
¢ = arctan Y. 9)
x

Té&ll6in on saatu siis halutut muunnokset (7), (8) ja (9). On huomattava, ettéa
¢ on maédritelty z-akselin pisteiden (z = 0, y = 0) osalta. Téllaisia pisteita

kutsutaan muunnoksen singulaaripisteiksi.

3 Yksikkovektorit seka kaaren pituus- ja tila-

vuuselementit

3.1 Yksikkovektorit kayraviivaisissa jarjestelmissa

Maaritelma 3.1. Olkoon r = xi + yj + zk pisteen P paikkavektori. Tal-

16in kaavan (1) mukaan voidaan kirjoittaa r = r(ui,ug, us), ja uj-kiyrén

tangenttivektori kohdassa P (missd us ja ug ovat vakioita) on 88—7;. Siten yk-
or T

9 . .. 9
8—m/|a—ul| niin, ettd 5 = hies
misséd hy = 8‘9—1:’1|. Vastaavasti, jos e; ja ez ovat yksikkotangenttivektoreita uso-

ja usz-kéyrille kohdassa P, niin 887’; = hoes ja 86—7; = hgzes missi hy = |é‘?7r2

sikkotangenttivektori tdssé suunnassa on e; =

| ja

7



| | Suureita hy, hy ja hs kutsutaan skaalaustekijoiksi. Yksikkovektorit
e1, e ja eg ovat up, uy ja us kasvusuunnissa.

Koska Vu; on vektori kohdassa P, joka on normaali pinnan u; = ¢; suh-
teen, saadaan yksikkovektori tdhén suuntaan E; = Vu,/|Vu,|. Vastaavasti
yksikkévektorit Ey = Vus/|Vus| ja E5 = Vus/|Vus| kohdassa P ovat nor-
maaleja pinnoille us = ¢5 ja uz = c3.

Néin ollen kiyraviivaisen jarjestelméan jokaisessa pisteesséd P on olemassa
yleensé kaksi joukkoa yksikkovektoreita eq, es, e3, jotka ovat tangentteja koor-
dinaattikdyrille, ja Fy, Es, Fj3, jotka ovat normaaleja koordinaattipinnoille.
Joukoista tulee identisié, jos ja vain jos kaareva koordinaatisto on ortogo-
naalinen. Molemmat joukot ovat analogisia suorakulmaisissa koordinaateissa
olevien i—, j— ja k—yksikkovektorien kanssa, mutta ne eroavat toisistaan sii-

na, etta ne voivat muuttaa suuntaa pisteesta toiseen. Téaten voidaan osoittaa,

or_

ettéd joukot 2 au ) By au3

ja Vuy, Vug, Vus muodostavat kiadnteisvektoriryh-
mié.
Vektori A voidaan esittdd yksikkokantavektoreiden ey, es, e3 tai Ey, Es,

FEs5 avulla
A= A1€1 + A2€2 + A3€3 = (Z1E1 + CLQEQ + CL3E3

missd Ay, As, Az ja aq, as, ag ovat A:n vastaavia komponentteja kussakin

jarjestelmassa.
Voimme esittdd A:n myos kantavektoreilla ﬁ, Or O tai Vg, Vug
’LL1 6u2 8’u ’ ’

Vug, joita kutsutaan unitaarisiksi kantavektoreiksi, mutta jotka eivit ole

yleensé yksikkovektoreita. Talloin

0 or 0
A= Cl—r + 02 + 03 ! C’lal + CQOZQ + 03053
3u1 8 8”3

ja
A= 01Vu1 + CgVUg + CgV’LLg = 0161 + 0262 + 0363

missd C7, Cs, C5 kutsutaan A:n kontravariantti komponenteiksi ja cq, co, c3
ovat Am kovariantteja komponenteja. Huomaa, ettd o, = 88—1;, Bp = Vu,,

missa p = 1,2, 3.
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Kuva 3: Yksikkovektorit kiyraviivaisessa jarjestelméssé



Esitetddn seuraavaksi kaksi tehtavaa, joissa hyodynnetdaan yksikkovekto-

reiden ominaisuuksia kaarevissa jarjestelmissé.

Esimerkki 3.2. Osoita, ettd sylinterikoordinaatisto on ortogonaalinen.

Sylinterikoordinaateissa olevan pisteen paikkavektori on

r=uxt+yj+ zk = pcos i + psin ¢pj + zk.

p-, ¢- ja z-kdyrien tangenttivektorit ovat g—;, g—; ja %, missa
0
9T — cos @1 + sin ¢7,
dp
or L .
— = —psingt + pcos
50~ "’ ¢i + pcos@j
ja
0
Z k.
0z
Néiden suuntien yksikkévektorit ovat
ar e
e =e, =2 = & Pt i ‘bj = cos ¢i + sin ¢, (10)
|a_p| V/cos? ¢ + sin? ¢
o —psin @i + pcos ¢
62 :€¢: gf —= p p j = —Sin¢i+COS¢j (11)
|a—¢| Vp?sin? ¢ + p? cos? ¢
ja
or
€y = €y = gj =k
|52
Télloin

e1 - €3 = (cos @i +sin@j) - (—sin ¢i + cos ¢j) = 0,
e1 - e3 = (cos ¢t +sin¢gj) - (k) =0,

ey - e3 = (—singi + cos@j) - (k) =0

ja siten ey, es, eg ovat keskenédén kohtisuorassa ja koordinaatisto on ortogo-

naalinen.
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Esimerkki 3.3. Esitd vektori A = zi — 2xj + yk sylinterikoordinaateissa.
Maarité siis A,, Ay ja A..
Ratkaisemalla yhtalot (10) ja (11) saadaan

i = cos e, — sin e,

ja
J = sin ¢e, + cos ¢ey.
Talloin
A=zi—2xj+yk
= z(cos ¢e, — sin ge,,) — 2p cos ¢ (sin ge, + cos pey) + psin e,
= (2cos ¢ — 2pcos psing)e, — (2sin ¢ + 2pcos® p)ey + psin ge,
ja

A, = zcos¢p —2pcos ¢sin ¢,
Ay = —zsing —2p cos? ¢,
A, = psin¢.

3.2 Kaaren pituus- ja tilavuuselementit

Maaritelmé 3.4. Olkoon r = r(uy, ug, uz), jolloin

B
dr = i+ 0w+ 0wy = hyduser + haduges - haduses.
8u1 8u2 (9u3

Madiritetdin kaaren pituuden ds differentiaali ds®> = dr - dr. Talldin ortogo-

naalisille jarjestelmille patee e -5 = ey -e3 =e3-€; =0 ja
ds® = hidu? + h3du3 + h3du3.

Kayralla uy, missd us ja uz ovat vakioita, dr = hidu,e;. Téalloin kaaren

pituuden ds; differentiaali u; suuntaisesti pisteessd P on hidu;. Vastaavasti
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Kuva 4: Ortogonaalisen kdyraviivaisen koordinaatiston tilavuuselementti

differentiaalikaaren pituudet us ja w3 suuntaisesti pisteessd P ovat dso
thUg ja ng = h3dU3.

Kuviossa (4) ortogonaalisen kidyraviivaisen koordinaatiston tilavuusele-
mentti on

dV = |(h1du161) . (hgdUg@g) X (h3dU3€3)| = h1h2h3U1UQ'LL3,

koska |e - €5 - e3] = 1.
Ratkaistaan esimerkki kaaren pituuteen liittyen.

Esimerkki 3.5. Etsi kaaren pituuden alkion neli6 a) sylinterikoordinaateille
ja b) pallokoordinaateille. M&&rita niita vastaavat skaalauskertoimet.
a) Sylinterikoordinaatteista (3) saadaan

dx = —psin ¢do + cos ¢dp,
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dy = pcos ¢pdo + sin ¢dp
ja
dz =dz.
Jolloin kaaren pituuden alkion nelio

ds* = da® + dy? + dz*
= (—psin ¢dg + cos ¢pdp)* + (pcos ¢pdg + sin ¢dp)? + (dz)?
= (dp)* + p*(d¢)* + (dz)’
= hi(dp)* + h3(d¢)® + h3(dz)?,

ja skaalauskertoimet hy = h, =1, hg = hg =1 ja hs = h, = 1.

b) Pallokoordinaateista (4) saadaan

dx = —rsin 0 sin ¢pdo + r cos 0 cos ¢pdf + sin 0 cos ¢dr

dy = rsin 0 cos ¢d¢ + r cos 0 sin ¢pdf + sin 0 sin ¢dr
ja
dz = —rsin 0df + cos Odr
Jolloin kaaren pituuden alkion nelio
(ds)?* = (dz)? + (dy)* + (dz)* = (dr)? + r2(df)* + r*sin® 0(dg)*

ja skaalauskertoimet hy = h, =1, ho = hg =1 ja hs = hy = rsinf.
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