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Perinteisessd kvanttimekaniikassa fysikaaliset suureet samaistetaan Hilbertin ava-
ruuden itseadjungoitujen operaattorien, tai yhtapitavasti niitd vastaavien spektraa-
limittojen kanssa. Suureet ovat samanaikaisesti mitattavissa silloin, kun on olemassa
kolmas suure, ns. yhdistetty suure, jonka marginaaleina ndmé saadaan. Paikka- ja
liikeméaardsuureiden tapauksessa téllaista yhdistetty suuretta ei ole, ja Heisenber-
gin epatarkkuusperiaatteen erds muotoilu onkin, etti paikka ja liikeméadra voidaan
mitata samanaikaisesti vain, jos mittauksessa sallitaan tietty epatarkkuus.

Onkin mahdollista konstruoida mittaus, jossa tarkan paikan ja liikemé&#ran sijaan
mitataan niiden sumeita eli epatarkkoja versioita siten, ettd yhteismittaus on mah-
dollinen. Téll6in fysikaalinen suure pitdd méaritelld yleisempénd normoituna po-
sitiivioperaattorina eli semispektraalimittana. Tamén lisdksi pitda olla jokin keino
karakterisoida sitd, miten hyvin ndmé sumeat suureet kuvaavat vastaavia tarkkoja
suureita.

Téssé tutkielmassa tarkastellaan paikan ja liikeméaédrin yhteismittausten problema-
titkkaa. Approksimaatiosta johtuvaa virhettd kuvaamaan annetaan kolme mittaa:
standardimitta, geometrinen mitta ja virheen kaistanleveys. Pédpaino on geometri-
sen mitan matemaattisessa tarkastelussa. Geometrisen mitan ja virheen kaistanle-
veyden tapauksessa johdetaan epiyhtélot kuvaamaan rajoja, joiden puitteissa tark-
kaa paikkaa ja liikemadrda voidaan approksimatiivisesti mitata samanaikaisesti.

Asiasanat: epatarkkuusperiaate, epatarkkuusrelaatio, yhteismittaus
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Johdanto

Heisenbergin epédtarkkuusperiaate on ehkd tunnetuin yksittdinen kvanttimekaniik-
kaan liittyva késite. Epatarkkuusperiaatetta voidaan intuitiivisesti luonnehtia kol-

mella lauseella:

1. Paikalla ja liikemaéralla ei voi samanaikaisesti olla mielivaltaisen tarkkoja ar-

voja.
2. Paikkaa ja liikeméaérié ei voida samanaikaisesti mitata.
3. Paikan mittaus muuntaa valttdméatta systeemin litkemaérad, ja pdinvastoin.

Vaikka perinteisesti niilld lauseilla kuvataankin rajoituksia, joita paikan ja liike-
médrin mittaukset sisiltdvit, niin niille voidaan antaa myds positiivinen tulkinta.

Vuoden 1927 artikkelissaan [I] Werner Heisenberg keksi epayhtalon
Ag-ApZ h (1)

kuvaamaan mahdollisuuksia, joita kvanttimekaniikka néista rajoituksista huolimatta
pitad sisalladn.

Ensimméinen lause liittyy kysymykseen systeemin preparoimisesta. Koska paik-
ka ja liikkemé&dra ovat jatkuvia suureita, niin niilla ei voida sanoa olevan tarkkoja ar-
voja. Systeemi voidaan kuitenkin preparoida tilaan, jossa esimerkiksi paikan toden-
nakoisyyden keskiarvo on haluttu luku ja hajonta AQ) mielivaltaisen pieni. Paikan
ja litkemadrin Fourier'n-Plancherelin yhteydesta seuraa, etti talloin litkkemairin to-
dennékoisyyden hajonta AP on suuri. Tarkemmin sanottuna paikan ja liikem&aran

hajonnat toteuttavat epayhtalon

AQ-AP > (2)

B | St

Tama preparoiteja koskeva epayhtalo viittaa erikseen suoritettuihin paikan ja liike-

médran mittauksiin. Tilannetta voidaan ajatella niin, ettd suuri joukko identtisii,



toisistaan riippumattomia kvanttiobjekteja preparoidaan samalla tavalla. Tamé&n
jalkeen puolelle objekteista suoritetaan paikan mittaus ja toiselle puolelle liikem&a-
ran mittaus, jolloin epayhtalo sitoo mittaustulostilastot toisiinsa.

Toinen lause koskee paikan ja liikemaérin yhteismittauksia. Téallaisen mittauksen
mahdottomuus on seurausta siitéi, ettd ei ole olemassa faasiavaruussuuretta, jonka
marginaaleina saataisiin paikka- ja litkeméirisuureet E9 ja E¥. On kuitenkin mah-
dollista konstruoida mittaustilanne, jossa tarkan paikan ja liikemé&dran sijaan mita-
taankin néiden suureiden approksimaatioita. Approksimaatiosta johtuvaa virhetté
voidaan karakterisoida usealla eri tavalla. Jos Aq ja Ap ovat paikkaan ja litkemé&a-
raan liittyvien virheiden mittoja, niin epayhtilo kuvaa rajaa, jonka puitteissa
paikkaa ja liikeméa&rds voidaan approksimatiivisesti mitata yhdessa.

Kolmas lause liittyy jonomittauksiin, eli tilanteisiin, joissa esimerkiksi paikan
mittausta seuraa valittomasti litkeméardn mittaus. Kvanttimekaniikan mittausteo-
rian mukaan jokainen epétriviaali mittaus muuntaa systeemin tilaa. Esimerkiksi mi-
tattaessa tarkkaa paikkaa menetetdén kaikki informaatio systeemin liikemé&arajakau-
masta ennen mittausta. Jonomittaus voidaan kuitenkin suorittaa, kun ensin mitat-
tava suure on paikan approksimaatio. Talloin epayhtalo kuvaa jonomittauksessa
esiintyvaa virherajaa, kun Ag kuvaa paikan approksimaatiosta aiheutuvaa virhetté
ja Ap paikan mittauksen liikemédralle aiheuttamaa h&iriota.

Tama tutkielma kasittelee paikan ja liilkemédran likiméaraisia yhteismittauksia.
Péddpaino on virheen geometrisen mitan matemaattisessa tarkastelussa.

Luvussa [I| luodaan matemaattiset perusteet tutkielman loppuosalle. Luku koos-
tuu neljasti osasta. Ensimmaéisessé osassa esitetdan téissi esityksessi tarvittavia Hil-
bertin avaruuden operaattoriteorian méaaritelmia ja tuloksia ilman todistuksia. Toi-
sessa osassa tarkastellaan lineaarisia funktionaaleja. Kolmas osa késittelee itsead-
jungoitujen operaattorien spektraaliteoriaa. Neljdnnen osan péddtulos on lause, joka

antaa riittavat ehdot rajoitetun operaattorin kompaktiudelle.



Luvussa [2| méaritelldén tarvittavat fysikaaliset suureet niiden symmetriaominai-
suuksien avulla. Paikkasuureen eksplisiittistd muotoa tarkastellaan, ja erityisesti to-
distetaan siitd seuraava dilaatiosymmetriaa koskeva lause. Luvun lopussa esitelldédn
lyhyesti kaksi karakterisointia fysikaalisen suureen siséiselle epiatarkkuudelle.

Luku [3| kiisittelee tunnettua systeemin preparointia koskevaa epétarkkuusrelaa-
tiota. Relaatiota tarkastellaan Hilbertin avaruudessa L?(R):ssa paikka- ja liikkemii-
ridsuureita vastaavien multiplikatiivi- ja differentiaalioperaattorien avulla, sekd ab-
straktissa Hilbertin avaruudessa nosto- ja laskuoperaattorien avulla. Molemmissa
tapauksissa tarkastellaan lisiksi minimiepétarkkuustiloja.

Luku [4] kisittelee paikan ja liilkemddrdn samanaikaista mitattavuutta. Luvun
tarkein tulos on lause, jonka mukaan (sumeat) paikka- ja liikem&édrdsuureet ovat
samanaikaisesti mitattavissa tarkalleen silloin, kun niilld on yhdistetty suure, joka
on kovariantti faasiavaruussuure.

Luvussa [o| tarkastellaan kolmea eri karakterisointia paikan ja liikkemaarian yhteis-
mittauksissa esiintyvélle virheelle. Kussakin tapauksessa johdetaan epatarkkuusre-
laatio mittaustarkkuuksille. Luvun pé#paino on virheen geometrisen mitan tarkas-

telussa.



1 Matemaattisia perusteita

1.1 Hilbertin avaruus -esityksen perusta

Esitetdan aluksi tarvittavia mééiritelmid ja tunnettuja tuloksia ilman todistuksia.
Tama& osio perustuu péadosin kirjaan [2].

Kvanttimekaniikan Hilbertin avaruus -esityksessi fysikaaliseen systeemiin S liite-
taan kompleksinen, separoituva Hilbertin avaruus H. Separoituvuus on yhtapitivaa
sen kanssa, ettd H:ll4 on korkeintaan numeroituva ortonormaali kanta K. T#ssé esi-
tyksessa tarkastellaan eparelativistista spin-0 hiukkasta yksiulotteisessa tapaukses-
sa, jolloin Hilbertin avaruus on nelidllisesti integoituvien funktioiden muodostama

vektoriavaruus, Lebesquen funktioavaruus

H = L*(R) :{f:R—>C|/R|f(x)|2dx<oo}.

Merkintojen yksinkertaistamiseksi tassé esityksessi on valittu A = 1.

Merkitdén L(H):1la rajoitettujen lineaarioperaattorien 7' : H — H joukkoa. Ope-
raattorin 7' € L(H) adjungaatti on rajoitettu lineaarioperaattori 7, jolle (T*p|¢) =
(p|T) kaikilla ¢,1 € H. Operaattori T' € L(H) on itseadjungoitu, jos 7% = T ja
unitaarinen, jos T*T = TT* = I. Itseadjungoitujen operaattorien joukolle kiyte-
tdan merkintdd L4(H). T € L(H) on positiivinen, merkitddn T° > 0, jos (p|Typ) >0
kaikilla ¢ € H. Positiivisten operaattorien joukolle kiytetdén merkintdd Lg(H)™.
Operaattoreille S;T € L (H) merkitddn S < T jos ja vain jos T — S > 0. Néin
tulee méiriteltyd osittainen jérjestys Ls(H):ssa. L(H) on vektoriavaruus, jossa on

médritelty normi

ITIl = sup{[IToll| € H, llo]l <1},

kaikilla T € L(H). Hilbertin avaruuden yksikkovektorien ¢ € H, ||¢|| = 1 joukkoa

merkitadn H;:lla. Olkoon K Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta. Jokaiselle



T € L,(H)T merkitdén
or[T] =Y (€|T¢).

e

Jokaiselle T € L£(H) operaattoria (T*T)z = |T'| sanotaan T:n itseisarvoksi ja joukkoa
T(H) = {T € L(H)|tr[|T|] < oo} kutsutaan jélkiluokaksi. Jos T' € T (H), niin (or-
tonormaalin kannan valinnasta riippumatonta) lukua tr[T] = 3. (£|T¢) sanotaan
T':n jaljeksi. Projektioiden P : H — M, missd M C 'H on suljettu aliavaruus, jouk-
koa merkitdan P(H):l4. Kaikilla ¢, ¢ € H madritelladn kuvaus |@)(¢¥| : H — H,
lo) (W)€ = (P|€)p, kaikilla £ € H, jolloin |)(p|, ¢ € Hi on projektio yksiulotteiselle
aliavaruudelle.

Yleisemmin operaattoriksi kutsutaan jokaista lineaarikuvausta 7', jonka mééarit-
telyjoukko D(T") on ‘H:n lineaarinen aliavaruus ja jolle R(T) = {Tp|¢ € D(T)} C H.
Operaattorin T kuvaaja on G(T') = {(¢, T'¢)|¢ € D(T)}. Operaattoreille T' ja S mer-
kitdin 7' C S jos ja vain jos G(T) C G(S). T on tihedisti médritelty, jos D(T) = H.
Tiheéisti madritellyn operaattorin T adjungaatti on operaattori 7%, jolle D(T*) on
niiden ¢ € H joukko, joille lineaarifunktionaali ¢ — (¢|Tp) on jatkuva D(T'):ssé
ja aina, kun ¢ € D(T*), niin T*¢ on H:n vektori, jolle (¢|Ty) = (T*¢|p) kaikilla
¢ € D(T). T on symmetrinen jos T'C T* ja itseadjungoitu jos T = T*.

Operaattorin 7' resolventtijoukoksi sanotaan niiden lukujen A € C joukkoa, joita
kohti on olemassa sellainen S € L(H), ettd S(T — X)) = I|D(T) ja (T'— \I)S = 1.
T:n resolventtijoukolle kdytetddn merkintad p(7'). Jokaista A € p(T') kohti on siis
médritelty operaattori (T'— )~ = (T'— A\)7!, jota kutsutaan T':n resolventtiope-
raattoriksi. Jos A\, u € p(T'), niin niitd vastaavat resolventtioperaattorit toteuttavat

ns. resolventtiyhtdlon [3, Theorem VIIL.2, s.254]
(K=N" = (K —p) === p)(K =N (K—p". (3)

T':n resolventtijoukon komplementtia kutsutaan 7:n spektriksi, jota merkitdan o (7):114.

Niiden A € o(T) joukkoa, joille (T' — Al )p = 0 vektorille ¢ € D(T') vain, jos ¢ = 0,



kutsutaan T:n pistespektriksi o,(7), ja sen alkioita T:n ominaisarvoiksi. Vektoreita
¢ € D(T) \ {0}, joille (T — AI) = 0, sanotaan ominaisarvoon A liittyviksi ominais-
vektoreiksi, jotka yhdessd 0:n kanssa muodostavat A:aan liittyvan ominaisavaruu-
den. Ominaisavaruuden dimensiota sanotaan ominaisarvon kertaluvuksi eli degene-
raatioksi. Joukkoa o(7T) \ 0,(T") = 0.(T) sanotaan T:n jatkuvaksi spektriksi. 7:n
oleellinen spektri o.s5(7") koostuu jatkuvasta spektristé sekd ominaisarvoista, joiden
kertaluku on direton. Itseadjungoitua operaattoria T sanotaan positiiviseksi, mer-
kitadn T > 0, jos (¢|Ty) > 0 kaikilla ¢ € D(T). Tdmé on yhtédpitdvid sen kanssa,
ettd o(T) C [0, 00).

Systeemin S tilat esitetdin positiivisina jiljen yksi operaattoreina
TeSH)={T€T(H)|T >0,tr[T] =1}.

Tilajoukko S(H) on konveksi, ts tT) + (1 — )T, € S(H) aina kun Ty, T € S(H)
jat € [0,1]. S(H) on jopa o-konveksi, ts. aina, kun (7;) on jono S(H):ssa ja (t;)
on jono lukuja, joille ¢t; € [0,1] kaikilla ¢ € N ja > oo, ¢; = 1, niin sarja > .o, t,T;
suppenee S(H):ssa normin || - ||y, = tr[| - |] suhteen. Jokainen tila 7" voidaan esitt&a
muodossa T = > 7 ti|¢i) (|, missi (p;) on ortonormaali jono H:ssa, t; € [0,1],
> t; = 1 ja sarja suppenee normin || - ||;; suhteen. Jos T' = |¢) (1|, jollakin ¢ € H;,
niin puhutaan lyhyesti vektoritilasta ¢ € H;.

Fysikaalinen suure FE on (téssi esityksessd) R:n tai R?n Borelin o-algebrassa
médritelty normitettu positiivioperaattorimitta eli semispektraalimitta, ts. £ : B(2) —
L(H) (© =R tai R?) on operaattoriarvoinen joukkofunktio, joka toteuttaa ehdot

(i)  E(X) >0 kaikilla X € B(),
(17) EQ)=1ja
(¢73)  kaikilla ¢, € H joukkofunktio £, : B(Q2) — C, jolle
E, = (WE(X)p), X € B(2), on kompleksimitta.
Tésté seuraa, ettd kuvaus X — (Y|E(X)Y) = pJ(X) on todenndkdisyysmitta kai-

killa vektoritiloilla ¢ € H. Yleisemmin jokainen suureen ja tilan pari (E,7T) méii-



rittelee todennékdisyysmitan p% : B(Q) — [0,1], X — pZ(X) = tr[TE(X)] ja luku
pZ(X) on todenniksisyys sille, ettd suureen E mittaus tuottaa tuloksen joukosta X,
kun systeemi on tilassa T'. Suuretta E kutsutaan tarkaksi, jos se on spektraalimitta,
ts. jos E(X) on projektio kaikilla X € B(Q2). Tamé& on yhtépitivid sen kanssa, ettd
E(XNY)=EX)E(Y) kaikilla X,Y € B(Q).

Jos B : B(R) — L(H) on suure, niin kiytetddn merkint6ja E[1] ja E[2] ensim-
méiselle ja toiselle momenttioperaattorille, jotka mééritelladn heikkoina integraalei-
na Elk] = [2"dE(x) (k = 1,2). Operaattorin E[k] médrittelyalueen D(E[k]) muo-

dostavat ne vektorit ¢ € H, joille funktio z +— z*

on integroituva kompleksimitan
X — (Y|E(X)p) suhteen kaikilla ¢ € H. E[k]:n méarittelyalue ei siis valttdmétta
ole tihed H:ssa. Kaytetddn merkintdd A(F, 1) todennikoisyysjakauman pi hajon-
nalle

aEwp= [ (o= [ x’dp5<x’>)2czp{;3<x>. (@)

R

Jos ¢ € D(E[1]) N D(E[2)), niin

A(E, ) = (Y| E[21) — (] E[1y)*. (5)

1.2 Funktionaaliteoriaa

Tamén osio on perdisin artikkelista [4], missd tulokset on todistettu yleisen lokaalis-
ti kompaktin separoituvan metrisen avaruuden tapauksessa. Téssa esityksessa rajoi-
tutaan tarkastelemaan R:44, jota pidetdan varustettuna tavanomaisella itseisarvon
madradmalld metriikalla.

Kéytetaan merkintdd BC(R) rajoitettujen jatkuvien funktioiden f : R — C
muodostamalle Banachin avaruudelle, jonka normi on || [l = sup{M € R||f(z)| <
M melkein kaikkialla}. Koska tarkastellaan jatkuvia funktioita, niin itse asiassa || f|| =
sup,eg | f(2)|. Kompaktitukisten jatkuvien funktioiden muodostamaa lineaarista ali-

avaruutta merkitaan C.(R):114. BC™(R):1l4 ja BC™(R):lla tarkoitetaan BC(R):n re-



aaliarvoisten ja positiivisten funktioiden osajoukkoja. Vastaavia merkintoja kéiyte-
taan myos C.(R):n tapauksessa.

Olkoon m : BC(R) — C lineaarinen funktionaali, joka toteuttaa ehdot

(i) m(f) >0jos f € BCH(R),
(id) m(1) = 1.

Tallaisen funktionaalin tapauksessa kiytetdin merkintda
m(oo) = 1 —sup{m(f)|f € CS(R), f <1} € [0,1].

Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa yksikasitteinen sadnnoéllinen R:ssd méaari-

- / F(@)dmo ()

kaikilla f € C.(R) [5, Theorem 6.19, s. 130].

telty Borelin mitta myq siten, etti

Osoitetaan seuraavaksi, ettd mg on rajoitettu. Olkoon K mielivaltainen R:n kom-
pakti osajoukko. Silloin on olemassa sellainen positiivinen M € R, etté (—oo, —M]U
[M,00) C R\ K. Urysonin lemman nojalla on olemassa jatkuva funktio f : R — [0, 1]
siten, ettd f(z) = 1 aina, kun 2 € K ja f(z) = 0 aina, kun z € (—oo, —M|U[M, c0).

Nyt f € CH(R) ja xx < f <1, joten
my(K) Z/XK )dmo(z /f Jdmo(z) = m(f).
Téastd seuraa, etta
sup{mo(K)|K C R, K kompakti} < sup{m(f)|f € C.(R), f < 1}.

Olkoon nyt f € CF(R), f < 1, mielivaltainen. Talloin m(f) = [ f(x)dmo(z) <

I Xsupp(p) (x)dmg () = mg(supp(f)), joten

sup{m(f)|f € CH(R), f <1} < sup{mo(K)|K C R, K kompakti}.



Siis mg:n sddnnollisyyden nojalla

mo(R) = sup{mo(K)|K C R, K kompakti}
=sup{m(f)|f € CI(R), f <1}

=1-—m(o0) < 1.

Erityisesti jokainen funktio f € BC(R) on integroituva mg:n suhteen. Kaikilla f €

BC(R) kiytetddn merkintdd

molf) = [ F()dmo(a),
R
eli samaistetaan mitta mg ja yo. integraalikaavalla madraytyva funktionaali.
Lause 1.1. Jos m(o0) = 0, niin m(f) = mo(f) kaikilla f € BC(R).

Todistus. Tarkastellaan kiintedd pistettd xqg € R. Jokaisella R > 0 méaritelldédn

funktio
1 jos & — zo| < &,
gr(®) =4 3 =1l jos § <o —aof < 3,
0 jos |z — wo| > 4.

Nyt gr € CF(R) ja gr < 1, joten

sup{m(f)|f € CF(R), f < 1} > sup{m(gr)|R > 0}.

Lisaksi jokaista f € CF(R), f < 1 kohti on olemassa sellainen luku R > 0, etta

f S 9R, jOten

sup{m(f)|f € C7(R), f < 1} < sup{m(gr)|R > 0}.
Siis
1= m(oo) =sup{m(f)|f € CF(R), f <1}
= sup{m(gr)|R = 0}

= limp—.oo M(gR)-
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Olkoot f € BCH(R) ja R > 0. Koska grf € C.(R), niin

m(f) = m(grf + (1 —gr)f)
= m(grf) +m((1 - gr)[)

= mo(grf) + m((1 - gr)f). (6)

Nyt 0 < grf < f, f on mg-integroituva ja limg_,o gr(x) f(x) = f(x) kaikilla z € R,

joten dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

lim | ga(@)f(@)dmo(z) = / F(@)dmo(2).

R—o0 R

Koska (1 — gr)f < ||fllec(1 — gr), niin

[ fllo( —gr) = (L —gr)f >0
= m(|fle(l—9gr)— (1 —gr)f) >0
= fllwm(1 = gr) —m((1—gr)f) =0.

Toiselle termille yhtalGssa (@ saadaan nain

m((1=gr)f) < fllem(l = gr) = [flloc(1 = m(gr)) = || fllocm(co) =0,

kun R — oo. Siis ottamalla yhtélossé @ puolittain raja-arvo, kun R — oo, saadaan
m(f) =mo(f).

Jos f € BC(R), niin kirjoitetaan f muodossa f = fi+ifs, missé f1, fo € BC"(R),
ja fi = fir = f7, missd fi = 3(|f:| £ fi) € BCT(R), i = 1,2. Nyt viite seuraa

aikaisemmasta tuloksesta.
O

Olkoon i € {1,2}. Jokaista f € BC(R) kohti méaaritellizn funktio f; : R? —
C, kaavalla fi(l'l,xg) = f(x;) kaikilla xy,25 € R. Selvisti fi € BC(R?) ja jos
f € BCT(R) niin f; € BCT(R?). Jos m : BC(R?) — C on ehdon (i) tdyttivi

lineaarinen funktionaali, niin mésritellizn m;(f) = m(f;) kaikilla f € BC(R), jolloin
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kaikilla f € BCT(R) on m;(f) = m(f;) > 0. Jos m tiyttdd lisiksi ehdon (i),
niin m;(1) = m(1) = 1. Lineaarinen funktionaali m; : BC(R) — C siis toteuttaa
ehdot (7) ja (i7), jos m toteuttaa molemmat ehdot. Funktionaalia m; kutsutaan m:n

1:nneksi marginaaliksi.

Lause 1.2. Olkoon m : BC(R?) — C ehdot (i) ja (it) toteultava lineaarinen funk-

tionaali. Silloin m(00) = ma(o0) = 0 jos, ja vain jos m(oco) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd my(co) = ma(oco) = 0. Madritellddn jokaista R > 0
kohti funktio gr € CF(R) kuten lauseessa Madritelladn funktio hg kaavalla
hr(z1,22) = gr(x1)gr(z2), kaikilla 1,29 € R, jolloin hr € CF(R?). Jokaista h €

CF(R?), h < 1 kohti on olemassa R > 0 siten, ettid h < hg. Koska
1 —hp(r,22) = (1—gr(z1)) + gr(z1)(1 — gr(72))
< (1= gr(21)) + (1 = gr(22)),
niin m(1 — hr) < my(1 — gr) + ma(l — gr). Tdmén johdosta

< hmRHoo m1<1 - gR) + hmRHoo m2<1 - 9R>

=my(00) + ma(c0) =0

Oletetaan nyt, etti m(oo) = 0. Olkoot funktiot gr € CF(R) ja hp € CH(R?)

kuten edelld. Kaikilla x1, 22 € R on
1 — hp(zy,22) =1 = gr(@1)gr(z2) 2 1 — gr(7:),
i =1,2, joten m(1 — hr) > m;(1 — gg). Tasta seuraa, ettd
0=m(oc0) = I%glgo m(l —hg) > Bltglgo m;(1 — gr) = m;(c0),

mistd vaite seuraa.
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Jos my on positiivinen sdsinnollinen R?:n Borelin mitta, niin kiiytetdin merkintii

(mg)i, @ = 1,2, mo:n marginaaleille.

Lause 1.3. Olkoon m : BC(R) — C ehdot (i) ja (i) tayttdva lineaarinen funktio-

naali. Jos m(oo) =0, niin (m;)o = (mo)s, @ = 1,2.

Todistus. Olkoon f € BC(R). Lauseen nojalla on mo(f;) = m(f;). Koska
m(oo) = 0, niin lauseen [1.2] mukaan my6s m;(oo) = 0, i = 1,2, ja siis lauseen
nojalla (m;)o(f) = m;(f). Tésté seuraa, ettd

(mo)i(f) = mo(fi) = m(fo) = mi(f) = (mi)o(f)-

1.2.1 Operaattoriarvoisista funktionaaleista

Olkoon M : BC(R) — L(H) operaattoriarvoinen lineaarikuvaus, joka toteuttaa

ehdot
() M(f) > O jos f € BCT(R),

(i) M(1) = 1.

Talloin merkitaan
M(oo) = I —sup{M(f)|f € CI(R), f < 1}.

Tam& supremum on aina olemassa [2, Lause 1.2.2, s.22|.

Olkoon M ehdot (¢') ja (ii") tdyttéva lineaarikuvaus. Kaikilla f € BC"(R) on
M(f = lfllse) < 0ja M(f+|fllec) 2 0, joten [M(f)|| < ||flco- TllSin on olemassa
vksikésitteisesti mééritty positiivioperaattorimitta My : B(R) — L(H) siten, etti
kaikilla f € C.(R) on

M) = [ Fw)idha),
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missi integraali on mééritelty heikossa mielessi [6, Theorem 19, s. 39]. M, on séén-

nollinen siind mielessé, etta [6, Theorem 18, $.38|

My(X) = sup{My(K)|K C X, K kompakti},
My(X) = inf{My(U)|U D X,U avoin}.

Samoin kuin skalaaritapauksessa saadaan
My(R)=1—- M(x) < I. (7)

Lisaksi kaikilla f € BC(R) mééritelladn

My(f) = / F(2)dMo(2).

Annettua ehdot (7') ja (i7’) tdyttavad lineaarikuvausta ja yksikkovektoria ¢ kohti
médritelld&n kuvaus my : BC(R) — C kaavalla my(f) = (Y| M(f)y). Sisdtulon
lineaarisuudesta seuraa, ettd m, on BC(R):ssd mééritelty lineaarinen funktionaali.
Koska M(f) > O kaikilla f € BC*(R), niin my(f) = (M (f)y) > 0 kaikilla
f € BC*(R). Lisdksi my (1) = (| M (1)) = (¢|p) = 1, joten my, siis tdyttad luvun
alussa esitetyt ehdot (i) ja (ii). Nyt M(f) — M (oo) heikosti joukossa {M(f)|f €
CF, f <1} |2, Lause 1.2.2, s. 22|, joten my(00) = ()| M (c0)1)).

Lause 1.4. Olkoon M ehdot (') ja (ii') tayttdva operaattoriarvoinen lineaarikuvaus.

Jos M(o0) = O, niin M(f) = My(f) kaikilla f € BC(R).
Todistus. Kaikilla ¢ € H; ja f € C.(R) on

(me)o(f) = (L[ Mo(f)¥),

ja yhtilo on voimassa myos kaikilla f € BC(R). Koska my,(00) = (1| M (c0)y) = 0,
niin lauseen [I.1 nojalla

(WIMo(f)) = (my)o(f) = my(f) = (WIM(f)e).
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Jos M : BC(R*) — L(H) on ehdot (') ja (i7') tdyttivi operaattoriarvoinen

lineaarikuvaus, niin M:n marginaalit maaritelldén kuten skalaaritapauksessa.

Lause 1.5. Olkoon M : BC(R?*) — L(H) ehdot (i) ja (ii') tiyttivi operaattoriar-
voinen lineaarikuvaus. Silloin

(1)  jos My(oc0) = Ms(o0) =0, niin M(co) =0,

(17) jos M(oc0) =0, niin (My); = (M;)o.
Todistus.

(1) Olkoon ¢ € H;. Médritelméin nojalla on
(my)i(f) = mu(fi) = (WIM([:)0) = (LIM(F)Y)

kaikilla f € BC(R) ja (my);(00) = (¢|M;(00)1). Lauseestal[l.2]seuraa, ettd my(co) =
0. Koska tdmé pétee kaikilla yksikkGvektoreilla v, niin M (oco) = 0.

(i1) Kuten skalaaritapauksessa, lauseesta [1.5] seuraa, etti

(Mo)i(f) = Mo(fi) = M(f;) = (Ma)o(f)-

1.3 Spektraaliteoriaa

Tamén osion padtulos on lause [1.9] joka karakterisoi positiivisen itseadjungoidun
operaattorin K spektrin siind tapauksessa, etti resolventtioperaattori (K + 1)71
on kompakti. Tulosta kiytetdin myohemmin, kun geometriselle virheelle etsitdén
alarajaa. Seuraavat lauseet ovat todistuksineen periisin Daviesin kirjasta [7].
Olkoon p : B(R™) — [0,00) mitta ja E' € B(R"™). Tarkastellaan Hilbertin ava-

ruutta L?(E, 1) = {f : E — C| [, |f(x)]Pdu(x) < oo}, jossa on médritelty sisétulo

(o) = [ Foialx)dut)
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Olkoon a : E — R mitallinen funktio, jonka rajoittuma a|F on rajoitettu kaikilla
rajoitetuilla joukoilla ' C E. Olkoon D(A) niiden funktioiden f € L?(E, ) joukko,
joille

[+ atP) £GP dutx) < o
Nyt D(A) on tihed L*(E,u):ssi, silld esimerkiksi rajoitettujen joukkojen karakte-
ristiset funktiot kuuluvat D(A):han. Mééritellddn operaattori A : D(A) — L*(E, p)

kaavalla
(Af)(x) = a(x) f(x)

kaikilla f € D(A) jax € E.
Lemma 1.1. Operaattori A on itseadjungoitu.

Todistus. Koska a on reaaliarvoinen funktio, niin selvésti (f|Ag) = (Af|g) kaikilla
f,g € D(A). Siis A on symmetrinen.

Osoitetaan vield, ettd R(A 4+ 4I) = L?(E,u). Koska a on reaaliarvoinen, niin
jokaista f € L?(E, i) kohti voidaan méritell funktiot fi kaavalla fi(x) = (a(x)+

)71 f(x) kaikilla x € E. Nyt

S+ ax)?)fex)Pdu(x) = [+ a(x)?)|(a(x) £1) 7" F(x)Pdu(x)
= J(L+a(x)*)(1 + a(x)*) 7 f (%) [Pdp(x)
= [ 1f(x)]*du(x) < oo,
joten fy € D(A). Lisiksi (A +iI)fL)(x) = f(x) kaikilla x € E, joten L2(E, p) C
R(A £ 4I). Koska triviaalisti R(A +iI) C L*(E,u), niin R(A +4I) = L*(E, p).

Téstd seuraa, ettd A on itseadjungoitu |2, Lemma II1.7.3, s.71].

Lemma 1.2. A:n spektri o(A) on niiden X € R joukko, joille

p{x € Ella(x) — A| < e} >0
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kaikilla € > 0. Jos A\ ¢ o(A), niin

(A =A)7N)x) = (A —ax)" f(x)
kaikilla f € L*(E,p) jax € E.
Todistus. Olkoon A € R sellainen, etté u{x € Ella(x) — A|] < €} = 0 jollakin
¢ > 0. T&llsin funktio ry(x) = (A — a(x))~! on rajoitettu melkein kaikkialla, joten
se midrad rajoitetun multiplikatiivisen operaattorin Ry : L*(E,u) — L*(E,u),

(RAf)(x) = ra(x) f(x) kaikilla f € L*(F, ) ja melkein kaikilla x € E.
Nyt R(Ry) = D(A) ja kaikilla f € L*(E, i) ja melkein kaikilla x € F on

(A= AR\ f)(x) = (A = a(x)) (A — a(x)) " f(x) = f(x).

Samoin kaikilla f € D(A) ja melkein kaikilla x € £ on

(A = A)f)(x) = (A = a(x)) " (A — a(x)) f(x) = f(x).

Siis A ¢ o(A).
Olkoon nyt A € R sellainen, ettd u{x € E|la(x) — A| < ¢} > 0 kaikilla ¢ > 0 ja

madritellddn jokaisella m € N
Spm={x € E||X —a(x)| <27}

Nyt p4(Sy,) > 0 kaikilla m € N. Kaikilla m € N on 0 # xs, € L*(F, ) ja

m

1= Ay, || = ( [ - a<x>12\><sm|2du<x>)2 <2y, |

Osoitetaan, ettd (A — A):lla ei ole rajoitettua kddnteisoperaattoria. Tehdddn vas-
taoletus. Oletetaan, ettd on olemassa B € L(H) siten, ettd B(A — A) = I|D(A) ja

(A—A)B = I. Kaikilla m € N on

X0 |l = [BOA = A)xs,, | < [IBIIIA = A)xs,a

mista seuraa, etti

1B = llxs,. 1A = A~ = 2™,
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miké on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. (A — A):lla ei siis ole rajoitettua kéan-

teisoperaattoria, eli A € o(A).
[

Lemma 1.3. Olkoon pu : B(R) — [0,00) mitta ja olkoon E € B(R). Avaruus
L*(E, 1) on m-ulotteinen, missi m < 0o, jos ja vain jos on olemassa sellaiset pis-
teet x1,...,Tm € B, ettd x; # x; aina kun i # j, p({z;}) > 0 kaikilla i = 1,...,m

Ja M(E\ (Ugl{xl})> = 0.

Todistus. Jos edelld mainitut pisteet ovat olemassa, niin karakteristiset funktio
X{z:}, missé ¢ = 1,..., m, muodostavat L*(E, p):n ortogonaalisen kannan ja L*(E, )

on tallsin m-ulotteinen. Oletetaan nyt, ettd L*(FE, 1) on m-ulotteinen, missi m < oo.

t t+1)
)

Jokaista € N kohti R voidaan ilmaista erillisten puoliavointen vélien I, , = [57, 5

t € Z numeroituvana unionina. Nyt p(E N 1;,) > 0 korkeintaan m:lla luvulla t € Z.
Kun r kasvaa rajatta, niin ndmé epétriviaalit joukot kutistuvat yksioiksi {x;}, missé
i=1,...,k<mjap(E\ (Ule{xz})) = 0. Todistuksen alkuosan nojalla pisteité

pitda olla tarkalleen m kappaletta.
O

Olkoon K itseadjungoitu operaattori ja o(K) C R K:n spektri. Merkitdén
Co(R):114 jatkuvien ddrettomyydessd hividvien funktioiden f : R — C avaruut-
ta varustettuna normilla || - ||o. Jos siis f € C(R), niin jokaista € > 0 kohti on
olemassa luku M > 0 siten, ettd |f(z)| < € aina, kun |z| > M. Seuraava lause on
eriis versio spektraalilauseesta. Tulos on klassinen, joten sen todistus sivuutetaan |7,

Theorem 2.3.1, 5.32].

Lause 1.6. On olemassa yksikdsitteinen lineaarikuvaus Coo(R) — L(H), f —
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f(K), joka tayttid seuraavat ehdot:

(1)  fgr— f(K)g(K) kaikilla f,g € Co(R).

(i1)  f(K) = f(K)* kaikilla f € Cs(R).

(i) | fE) < [[flloo kaikilla | € Coo(R).

(iv) Josz€ C\R jar,(s)=(z—s)"" kaikilla s € R, niinr,(K) = (z — K)™..

(v)  Jos supp(f)No(K) =10, niin f(K)=0.

Olkoon L Hilbertin avaruuden H suljettu lineaarinen aliavaruus. L on invariantti

K:n suhteen, jos (z — K)™'L C L kaikilla z € C \ R. Jos K on rajoitettu, niin
tdma on ekvivalentti sen kanssa, ettd KL C L. Térked erikoistapaus invariantista

aliavaruudesta saadaan, jos

L=1in{(z — K) 'p|z € C\ R}

jollakin ¢ € H. Télloin sanotaan, ettd L on vektorin ¢ € H generoima operaattoriin

K liittyvé syklinen aliavaruus, ja vektoria ¢ kutsutaan sykliseksi vektoriksi. Jos

H =lin{(z — K)"'p|z € C\ R},
niin sanotaan lyhyesti, ettd H:lla on operaattoriin K liittyva syklinen vektori ¢.

Lemma 1.4. Jokaista itseadjungoitua operaattoria K kohti on olemassa ortogonaa-
liset sykliset aliavaruudet L,, n € N, joita vastaavat sykliset vektorit @, € H siten,

etti H on (algebrallisen) suoran summan Y >, ®L, sulkeuma.

Todistus. Olkoon {p,|n € N} H:n ortonormaali kanta, ja olkoon L; (;1:n generoi-
ma syklinen aliavaruus. Induktiivisesti oletetaan, ettd H:lla on vektorien ¢, ..., ¢,
generoimat ortogonaaliset sykliset aliavaruudet Li,...,L,. Olkoon ny € N pienin
luku, jolla ¢,, ¢ L1 ®...® L,. Olkoon 1, ¢,,:n komponentti, joka on kohtisuorassa
avaruutta L, @ ... @ L, vastaan, ja olkoon L, ; vektorin v,, generoima syklinen

aliavaruus. Nyt L, L Ly kaikilla K <n ja ¢,, € L1 ®...® Ly41.
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Jos jossain induktion vaiheessa lukua ny € N ei ole olemassa, niin ‘H on dérellinen
suora summa. Jos taas téllainen luku 16ytyy joka vaiheessa, niin ¢, € > 07 @®L,

kaikilla £ € N, joten suora summa on tihed H:ssa.
O

Seuraavat lauseet osoittavat, ettd jokainen itseadjungoitu operaattori on uni-
taarisesti ekvivalentti multiplikatiivisen operaattorin kanssa. Tarkastellaan ensin ta-

pausta, jossa H:lla on syklinen vektori.

Lause 1.7. Olkoon K itseadjungoitu operaattori ja o(K) K :n spektri. Oletetaan, et-
tdi H:lla on operaattoriin K listtyvd syklinen vektori w. Silloin on olemassa rajoitettu

mitta p: B(o(K)) — [0,00) ja unitaarinen operaattori
U H = [X(o(K), ),

jolla on seuraavat ominaisuudet: Jos h : o(K) — R on funktio, jolle h(s) = s,
niin ¢ € D(K) jos ja vain jos hUvy € L*(o(K), ). Lisiksi UKU ¢ = he kaikilla
6 € U(D(K)).

Todistus. Mairitellddn lineaarinen funktionaali ® : Co(R) — C kaavalla

O(f) = (@l f(K)p).

Nyt lauseen [I.6] nojalla

kaikilla f € Coo(R). Jos f > 0, niin lauseen [1.6| mukaan f(K) = f'/2(K)f"/?(K) ja
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fP(K)* = f'(K), joten
o(f) = (elf(K)p)
= (gl fP(E) 12 (K)g)
= (fY2(K)plf*(K)p)
= ||/ (K)epll?
> 0.

Lauseen ja Cauchyn-Schwarzin epéayhtélon nojalla saadaan

2NN = Kl ()
< [lsplHlr (Bl
< el ()]
< Nelllflloe

joten Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa yksikasitteinen sdannollinen Borelin

mitta p : B(R) — [0, 00), jolle

(o F(K / F(@)du(a

kaikilla f € Co(R). Jos f € C(R) on sellainen, ettd supp(f) N o(K) = ), niin
lauseen nojalla f(K) =0, joten pu(X) # 0 vain, jos X € B(R) on sellainen, ettd
X No(K) # 0.

Osoitetaan vield, ettd p on rajoitettu. Jokaisella n € N merkitdén I, = [—n,n]
ja valitaan d,e > 0 siten, ettd u((—(n+46),—n) U (n,n+3J)) < e. Urysonin lemman
nojalla jokaista n € N kohti on olemassa jatkuva funktio f,, : R — [0, 1] siten, ett&
f(z) =1 kaikilla = € [-n,n] ja f(x) = 0 kaikilla € (—o0, —(n + d)] U [n + §, 00).
Nyt fn € Cx(R), || fnll = 1 ja f,, > 0 kaikilla n € N, joten

,M(R) :SUPneNq)(fn)
= suP,en (] fu(K) )]
< suPpen [ fallollo|I?

= [lell?

< Q.
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Koska [ ) [f(2)|dp(z) < || fllsopt(o(K)) < oo kaikilla f € Co(R), niin voidaan
mééritelld lineaarikuvaus T : Co(R) — L*(0(K), p) kaavalla T'f = flo(K), jolloin

(TfITg) = [, x)dp ()

= @(fg)

= (plf(K)"g(K)p)

= (f(K)elg(K)p)
kaikilla f,g € C(R). Merkitdsin M = {f(K)p € H|f € Cx(R)} ja méiritelldan
lineaarinen kuvaus Uy : M — L*(o(K),u), jolle Uy(f(K)p) = Tf kaikilla f €
Cx(R). Koska ¢ on syklinen vektori, niin M on tihed H:ssa, ja koska edellisen
nojalla Uy on isometrinen, niin se laajenee unitaariseksi operaattoriksi U : ' H —
L2(o(K), p)-

Olkoot nyt f, f1, fo € Co(R) ja merkitaédn ¢; = f;(K)p € H, jolloin

(o] F(E 1) 2(K)elf(K) f1(K)g)
fa(K )w!(ffl)( )¥)

= Jotey F@) 1(2) fo(x)dps()
<sz\fo1>

= (U(HL(K))fUH(K)e)
= (Utha| fU).

Jos nyt f = r, kuten lauseessa niin

= (f
=

Ur.(K)U™ o =r.p (8)

kaikilla ¢ € L?*(0(K),p) ja z € C\ R.

Jos ¢ € R(r.(K)), niin ¢ = (2 — K)~1¢ jollakin € € L?(0(K), i), misti seuraa,
ettd ¢ € D(K) ja & = (2 — K)yp. Vastaavasti, jos ¢ € D(K), niin merkitsemalla
£ = (22— K)p € L*(0(K),u) saadaan ¢ = (z — K)7'¢&, eli ¢ € R(r.(K)). Siis
R(r.(K)) = D(K). Kaikilla ¢ € D(K) on Up € L*(o(K), i) vektori, jolle .Uy €
L*(0(K), ), ts. U kuvaa joukon D(K) niiden vektorien ¢ € L*(o(K), 1) joukoksi,
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joilla
| levie)Pduo)
o(K)
Olkoon ¢ € L*(0(K),u) ja h : o(K) — R funktio, jolle h(s) = s. Merkitiin
1 = r,¢, jolloin ¢ € D(h). Nyt

Kr (K)U 'y =z2r,(K)U o — (2 — K)r,(K)U 'y
= ZTZ([QU_ISO - U_l%

joten kiyttamallid yhtilos (8) saadaan

UKU YW =UKU 'r,p
— UKU-Ur.(K)U ¢
=UKr,(K)U ' —UU 1y
=R -9
= zrr; =
= (z—rY
= hi,

silla (z — ;1) (s) = 2 — (2 — s) = s kaikilla s € o(K).

Todistetaan seuraavaksi edellinen lause yleisemmaéssé tapauksessa.

Lause 1.8. Olkoon K itseadjungoitu operaattori ja o(K) K:n spektri. Silloin on

olemassa rajoitettu mitta p: B(o(K) x N) — [0, 00) ja unitaarinen operaattori
U:H— L*o(K) x N, p),

jolla on seuraavat ominaisuudet: Jos h : o(K)xN — R on funktio, jolle h(s,n) = s,
niin p € D(K) jos ja vain jos hUp € L*(o(K) x N, ). Lisiksi UKU ' = ha)
kaikilla b € UD(K)) ja U f(K)U~¢ = f(h)¢ kaikilla f € Coo(R) ja ¢ € L2(a(K)x

N, p).
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Todistus. Lauseen mukaan H voidaan kirjoittaa suorana summana ortogonaa-
lisista syklisistd aliavaruuksista L,, n € N, joita vastaavat sykliset vektorit ¢,.
Oletetaan, ettd ||¢,|| = 27" kaikilla n € N. Lauseen nojalla on olemassa mitat
i : B(a(K)) — [0,00), joille u,(R) = [|p,||> = 272" kaikilla n € N, ja unitaariope-
raattorit U, : L, — L*(c(K), p,,) siten, ettd K:n rajoittuma K|L, = K,, on unitaa-
risesti ekvivalentti funktiolla z — x kertomisen kanssa avaruudessa L?(o(K), p,).
Olkoon p : B(o(K) x N) sellainen mitta, ettd sen rajoittuma u|B(o(K) x {n}) = u,

kaikilla n € N. Yhdistamalld naméa kuvaukset saadaan viite.
O

Lause 1.9. Olkoon K : D(K) — H rajoittamaton itseadjungoitu operaattori, jonka

spektri o(K) C [0,00). Silloin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvat:

(i)  Resolventtioperaattori (K +1)~' on kompakti.

(1)  K:n oleellinen spektri o.s5(K) on tyhjd.

(1ii)  On olemassa tdydellinen ortonormaali joukko {p, € H|n € N} K:n ominais-

vektoreita, joita vastaaville ominaisarvoille N, > 0 pdtee A\, — 0o, kun n — oo.

Todistus. Oletetaan (7). Lauseen mukaan K on unitaarisesti ekvivalentti ava-
ruudessa L*(0(K) x N, u) rajoittamattomalla ei-negatiivisella funktiolla h(s,n) = s
kertomisen kanssa. Samoin lemman nojalla (K + 1)~! on unitaarisesti ekviva-
lentti funktiolla k(s,n) = (h(s,n)+1)"! kertomisen kanssa. Olkoon jokaisella n € N

E,, niiden pisteiden (s,n) € o(K) x N joukko, joilla
27K + )7 < Jk(s,n)] < 27 (K + 1)1

Jos L*(E,, i) on direténulotteinen jollakin n € N, niin kyseisessé aliavaruudessa on

adreton ortonormaali jono (1);). Jos nyt ¢ # j, niin

G + 17 = ) = i, (om0 (sm) = (5. m) (s, )
> 22 DK 1) f, [ (sm) = 2 (5.m) Pla(s.m)
> 22 D) (K 1)
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TAmé on ristiriidassa oletuksen kanssa, silld (K +1)"!:n kompaktiuden nojalla jonol-
la ((K 4 1)~"4;) on suppeneva osajono. Siis L*(E,, yt) on dérellisulotteinen kaikilla

n € N. Lemmasta [1.3] seuraa, ettd joukossa
(=27 (K + )7, =27V + 1)) w7V D] 27"+ 1))

on dérellinen mééra (K +1)~'m spektrin alkioita, ja jokainen niistd on (K+1)"':n 4-
rellisasteinen ominaisarvo. (K +1)~!:n ominaisvektoreista saadaan siis L*(E,, u):le
ddrellinen ortonormaali kanta {!'|i = 1,...,m,}. Merkitdén vield E:ll4 niiden pis-
teiden (s,n) € o(K)xN joukkoa, joilla k(s,n) = 0, jolloin yhdistdmalla ortonormaa-
lit joukot {¢™} ja E:n mahdollisesti ddreton ortonormaali kanta saadaan téydelli-
nen ortonormaali joukko (K +1)~':n ominaisvektoreita {¢,|n € N}, joita vastaaville
ominaisarvoille pdtee A, — 0, kun n — oo. Koska oletuksen nojalla o(K) C [0, 00),

niin 1 — A\, > 0 kaikilla n € N. Nyt ¢,, € D(K) ja

(K= (£ = 1))pn = (K+1)pn— 0
= 5, (K + DK + 1) on — 3-¢n
= 3.%n — 3 ¥n
=0
kaikilla n € N, eli ¢,,:t ovat K:n ominaisarvoihin ()\in —1) liittyvid ominaisvektoreita.
Aikaisemman nojalla ¢,:t muodostavat taydellisen ortonormaalin joukon ja (ﬁ —
1) — oo, kun n — oo.
Oletetaan (zii). Jarjestetdéin ominaisvektorit ja niitd vastaavat ominaisarvot siten

ettd \,11 > \,. Médritelladn kullakin k£ € N dérellistasteinen operaattori

Kaikilla v € ‘H on nyt

(K+D)" =AY = > (at D enlt)en,
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joten Cauchyn-Schwarzin epiyhtdlon nojalla

HE + D)7 = A ¥l < 30k Qa4+ D7 el o]l
<tk A+ D7

Siis
o

I+ 1) = Al < ) A+ 1D)7 =0,
n=k+1
kun k — oo. Koska direllisasteiset operaattorit ovat tihedssd kompaktien operaat-

torien joukossa, niin (K + 1)~ on kompakti.

Oletetaan (ii). Nyt Km spektri o(K) koostuu aérellisesti degeneroituneista omi-
naisarvoista A, > 0, n € N, joita vastaavat ominaisvektorit ¢, € H;. Oletetaan
ominaisarvot jarjestetyiksi siten, ettd A\,.1 > A,. Oletetaan nyt, ettd K:n ominais-

vektorien joukko ei ole tdydellinen ja tarkastellaan lineaarista aliavaruutta
L = {¢ € H|{¢|¢n) = 0 kaikilla n € N}.
Olkoon ¢ € L. Télloin kaikilla z € C\ R jan € N on

((z = K)lon) = AN (z = K) 7' Ken)

=\ (2 = K)7Wlegn) — (2 = K)7'l(2 = K)pn)

— £{(z - K) ).
Koska A, € Rjaz € C\R, niin {(z—K)~'9|¢,) = 0. L on siis invariantti K:n suhteen
siind mielessd, ettd (z — K)"!L C L kaikilla z € C C R joten K:n rajoittuman K|L
spektri on epatyhja. Talléin K:lla on siis muita ominaisarvoja edelld mainittujen
liséiksi, mikd on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis (iii) pétee.

Oletetaan lopuksi (iii). Koska A\, — oo, kun n — oo, niin jokaista M > 0 kohti

on olemassa sellainen ny € N, ettd A\, > 0 aina, kun n > ng. Siis A, € [0, M]
vain airellisen monella indeksilli n. Erityisesti siis yhtd suuria ominaisarvoja on
vain adrellinen méaara, eli ominaisarvot ovat aarellisesti degeneroituneet. Koska K
on itseadjungoitu, niin o(K) = {A|n € N} = {\|n € N}, missii jalkimmiinen

yvhtdsuuruus seuraa oletuksesta, joten K:n oleellinen spektri on tyhjé.
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1.4 Harmonista analyysia faasiavaruudessa

Tarkastellaan Hilbertin avaruutta L?*(R) ja faasiavaruutta R2. Olkoot U ja V translaatio-
ja nopeussysaysryhmiin liittyvat H:n yksiparametriset unitaariesitykset. Paikkaesi-
tyksessi niille saadaan kaavat [U(q)¢](z) = p(z — q) ja [V(p)¢](z) = eP p(x).

Kaikilla (g, p) € R?* méiritelldin
Wi(g.p) = ¢ U(a)V (p)-

Kuvaus W : R* — L(H), (¢,p) — W(q,p) on faasiavaruuden translaatioryhmin
redusoitumaton projektiivinen esitys H:ssa. Kaikilla ¢ € H, z € R ja (¢,p) € R?

saadaan

Kaikilla ¢ € H, € R ja (¢,p), (u,v) € R? on

— (q+u)2(P+v) ei(p-‘rv)iﬁ

(Wlg+up+o)plx) =e pleamu)
— e alaptutauiun) pivt give o (1 g qy)

ap
2e

—3 1 —guv 4 _gv_up
— et ipz z2ez(vx 5 Q)QO(ZL‘—C]—U,)

9P ipx —i%Y ju

; ; (qu—up)
= ¢ 17 eiPTe i g (1) it

p(z—q—u)
.(qu—up) _ .qp .
=e" 2 e 2P [W(u,v)pl(x —q)

3 (qv—up)

=e =z [W(qg,p)W(u,v)pl(z),

eli kuvaus ((¢,p), (u,v)) — e on ryhmén kertojafunktio. Madritelldén pari-

teettioperaattori Il : ' H — ‘H kaavalla
[Hp](z) = (=),

kaikilla ¢ € H ja x € R. Pariteettioperaattorille pitee II = IT* ja I1> = I.
Olkoon
L®°(R?*) = {f : R* — C|f mitallinen ja || f|lc < oo},
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missé || ]l = sup{M € R||f(q,p)] < M melkein kaikkialla}, ja
LY(R?*) = {f : R* — C|f mitallinen ja || f| < o},

missi || f|li = [ |f(q.p)|dgdp. Jélkiluokkaa 7 (H) pidetdén varustettuna normilla
T = 6T, ja £(H)ta normilla A = supcp, |AG] = supy er, (014G,
Merkitdin jatkuvien ddrettomyydessi hividvien funktioiden f : R? — C joukkoa
Coo(R?):11a, ts. f € Coo(R?) jos ja vain jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen
M > 0, ettd |f(q,p)| < € aina, kun \/m > M. Jatkuvien kompaktitukisten
funktioiden f : R? — C joukkoa merkitiéin C,(R?):lla ja kompaktien operaattorien
joukkoa C(H):1la.

1.4.1 Fourier-muunnos ja konvoluutio

Seuraavaksi esitettiavit Fourier-muunnoksen mééritelmé ja siihen liittyvit tulokset
ovat perdisin kirjasta [8]. Konvoluutiot on méaéritelty Wernerin mukaan [9)].

Olkoon CP°(R") nopeasti viihenevien dérettdmén monta kertaa differentioituvien
funktioiden f : R® — C muodostama vektoriavaruus. Maéritelladn funktion f €
CP°(R") Fourier-muunnos Fyf = f integraalilla

1
(2r)3

(Fof)(x) = f(x) = / I f(y)dy,

ja kiifinteinen Fourier-muunnos on Fy ' f = f integraalilla

1

0 = Fy) = g [ e S

Riemannin-Lebesquen lemman nojalla Fy:lla on yksikisitteinen laajennus Fj : LY(R") —

Coo(R™), ja kaikilla f € L'(R?) on (Fyf)(x) = —Lw [e > f(y)dy. Tésti syys-

(2m)%

ti kiiytetdin myds tdmin laajennuksen yhteydessi merkitid Fpf = f Planche-
relin teoreeman nojalla Fj laajenee yksikisitteisesti myos unitaariseksi Fourierin-
Plancherelin operaattoriksi F : L?(R") — L?*(R"), jonka adjungaatti F* = F!
on Fjy'n yksikisitteinen laajennus. F:lle ei kuitenkaan saada eksplisiittistii inte-

graaliesitystii. i unitaarisuudesta seuraa, etti kaikilla f,g € L*(R"™) on (f|g) =
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(Ff|Fg), missd (f|g) = [ f(x)g(x)dx on sisdtulo L*(R"):ssi. Erityisesti siis kaikilla
f € L*(R?) pitee || Ff]| = || f||- Jatkossa tarvitaan vain tapauksia n = 1, 2.
Seuraava lemma luo perustan konvoluutioiden maéérittelylle. Lemman todistus

on Wernerin artikkelista [9]

Lemma 1.5. Olkoot T\, Ty € T(H). Kuvaus (q,p) — tr[T1W(q,p)ToaW (q,p)*] on

ntegroituva ja

% / tr(TyW (q, p)ToW (q, p)"|dgdp = tr[Th]tr[T5].

Todistus. Koska kuvaus (71,73) — tr[T1W(q,p)ToW (q,p)*] on bilineaarinen ja
jokainen T € 7 (H) voidaan kirjoittaa neljin positiivisen operaattorin lineaari-
kombinaationa niin riittdd tarkastella tapausta 7; > 0. Téalloin Ti:lla ja Th:lla on
spektraalihajotelmat 771 ) t;|¢:) (@i| ja To = > sj|1;)(¢;]. Toisaalta kuvaus 7; —
tr[ 1YW (¢, p)ToW (q,p)*], i = 1,2, on jatkuva, joten riittdd tarkastella tapausta
T = lgi)(pil, pi € Ha, 1 =1,2.

Madaritellaan kaikilla ¢ € R funktio v, kaavalla ¢ () = @a(z)p1(z + q). Koska

lp2(@)llr(z+)] < 5(l02(2)*+pr(z+4)|?), niin ¥, € L'(R) ja kaikilla (¢, p) € R?
on
(ol W (g, p) 1) = 7% (0| V(p)*U(q) 1)
= 7% [ e py(2) 1 (x + q)da
= e*"%\/ﬂ\/#ﬂf@*mpwq(m)dm
= V2me g (p).

Koska nyt ¢, € L*(R) melkein kaikilla ¢ € R, niin kiyttdméalld hyviiksi yhtdlod
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fll = HfH ja Fubinin lausetta saadaan

ox J [ (g, p)TaW (g, p)*Jdgdp = 5= [{21]W (4. p)2) (02| W (q, p)*p1)dgdp
= 5= | {2l W (g, p)* 1) [*dgdp
= o [ [V2re % 4y (p)*dadp

= [ [tby(p)Pdgdp

= [ [1hq(p)[Pdpdg

= [ 1¢q(p)*dpdq

= [ [g(p)|*dgdp

= [1e2(p)r(p + q)[Pdqdp
= lle2llPllall?

= tI’[Tg]tI‘[Tl]

Maaritellddn seuraavaksi konvoluutiot.

Midritelmi 1.1. Olkoot f1, fo € L'(R?) inlegroituvia funktioita ja Ty, Ty € T (H).

Niiden valiset konvoluutiot madaritellaan kaavoilla:

(fr* f)(x,y) = [ filg,p)fo(x — g,y — p)dgdp,
(Tl * TQ)(q7p) = tr[le(Qap)HTQH*W(qvp)*]a

kaikilla (z,y) € R%

Nyt f1 * f2, T1 * T2 € Ll(RZ)
Seuraavat lauseet ovat perustana funktioiden ja operaattorien vilisten konvoluu-

tioiden méarittelyille.

Lause 1.10. Kaikilla integroituvilla f € L*(R?), A € L(H) ja 1, € H on

| / £(a, p) (W (g, ) AW (g, p)"0)ddadp| < | FILIANIG Il
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Todistus. Suoralla laskulla ndhd&in, ettd kaikilla ¢, ¢ € H; on

| [ F(q,0) (W (q,p) AW (g, p)*p)dqdp)

J 1 (@ D)W (g, p)* | AW (g, p) ") |dgdp

< [ @)W (g, p)¢[IIAIIW (g, p)*plldgpdp
= I/l Al

IN

O

Miééritelmi 1.2. Olkoon f € LY(R?) integroituva ja A € L(H). Funktion f ja
operaattorin A vilinen konvoluutio on rajoitettu lineaarioperaattori f x A H — H,

jolle
(WI(f * A)g) = / £(0, ) (6 |W (¢, p) AW (¢, p)" 0} dqdp,

kaikilla 1, o € 'H.

Edellisen méaéritelmén tapauksessa kirjoitetaan muodollisesti

frxA= /f(q,p)W(q,p)AW(q,p)*dqdp

Lauseesta [1.10| seuraa lisdksi, ettd

1f+ All = sup [{o|(f * A))[ < [ FIIL[IAll (9)

50»1/’67'(1
Seuraavissa lauseissa on joitakin tarvittavia konvoluutioiden perusominaisuuksia.

Lauseet ovat periisin Wernerin artikkelista [9].
Lause 1.11. Konvoluutio on kommutatiivinen ja assosiatiivinen.
Todistus. Olkoot fi, f2, f3 € L'(R?) integroituvia. Kaikilla (z,y) € R? on

(fr* fo)(z,y) = [ fila,p)fo(z — q,y — p)dgdp
= [ file —q y—p)fo(d,p)dg dp’
= (fo* f1)(z,y)
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ja

(fr=(fox f3))(xy) = (fi* (fsx f3))(z,y)
= Jge J1(¢, ) (fs * fo)(x — ¢,y — p)dgdp
= f]R‘l fi(q,p) f3(u,v) fo(x — ¢ — u, y — p — v)dudvdqdp
= fR? fs(u,v)(f1 * f2)(x — u,y — v)dudv
= (fs* (fr* f2))(z,y)
= ((fi * fo) * f3)(,y).

Olkoot Ty, Ty, T3 € T (H). Kaikilla f € L*(R), (¢,p) € R? jaz € R on

P

(W(g,p)IIf)(x) = e T e D(IIf)(x—q) = e Te? f(q— )
= (W(g,p)*f) (=) = ("W (q, p)* f) (),

joten W (q, p)II = IT*W(q, p)*. Nyt kaikilla (¢,p) € R? on

(Tl * TZ)(va) = tr[TIW(Q7p)HT2H*W(Qap)*]
= tr[ToW (g, p) ITAIT* W (¢, p)*]
= (Ty * T1)(q, p)-

Kéyttamélla hyvéksi lemmaa [1.5] edellistd kohtaa ja Fubinin lausetta saadaan kai-
killa o, ) € H
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(W[(T1 * (T2 = T3)) )
= (W[(Th = (T3 T2))p)
= tr[(Th * (T5 * 13))|@) (V]
= Jpo trW(a, p)TiW (¢, p)* ) (¥ [Jt2[T5W (¢, p) ITI1* W (g, p)*]dgdp
= 5 Jas eV (g, D)TIW (4, 9)"[i0) (VIW (1, 0) T5W (1, 0)*
Wiq+ u,p+ v)IITLIFW (q + u, p + v)*|dgdpdudv
= o S t1ll@) (W (w0, ) T5W (1w, 0) W (g, p) W (u, 0) I T5IT"
W (u, v)*TyW (q, p)|dgdpdudv
= Joo trl|@) (P|W (u, v) TsW (u, v)*Jtr[W (u, v) IITLITW (u, v)* T} Jdudv
= trle)(W(T5 = (T1 x T3))]
= tr[To((Th * Ty) = T3)]

= (W[((Th * T3) x T3)yp).

Lause 1.12. Konwvoluutio sdilyttid posititvisuuden.

Todistus. Olkoot fi, f» € L'(R?) integroituvia, f;, fo > 0. Silloin

(fi* f2)(g,p) = /fl(rr, y) f2(q — z,p — y)dady > 0

kaikilla (¢, p) € R?, joten f; x fo > 0.
Olkoot Ty, Ty € T(H), T1, T2 > 0 ja olkoon {p, € H|n € N} H:n ortonormaali

kanta. Silloin

(T * To)(q,p) = tx[I1W (q, p)IIT5IT*W (¢, p)*]
= t[T, I W (¢, p)* T, * T} W (q, p) T}
= 3% {a| Ty PTFW (g, p) TP T W (g, )T, P 0)
= S0 (TP W (g, p)ITY 0, T W (. p)IT P 0,)
= 3 TP W (q, )T, 0, |2

>0
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kaikilla (¢, p) € R?, joten Ty * T > 0.
Olkoot f € L'(R?), f >0ja A€ L(H), A> 0. Silloin kaikilla ¢ € H on

(ol(f*A)o) = [ fq,p){elW(q,p)AW (¢, p)*¢)dgdp

= [ f(g,p)(W(q.p)* 0| AW (q,p)"¢)dgqdp
>0

joten fx A > 0.
O

Tarkastellaan vield joitakin funktion ja operaattorin vilisen konvoluution omi-

naisuuksia.

Koska kaikilla ,1 € H ja (q,p) € R? on

(IW (g, p)(f = AW (q,p)")
= (W(g,p)*o|(f* A)W (g, p)*¥)
fu,v){e|W (g, )W (u, v) AW (u, v)* W (q, p)* ) dudv
f(u,v){p|W (u, v)W (q,p) AW (g, p)* W (u, v)*¢)dudv
= (pl(f * (W(q,p) AW (g, p)*))¥),

niin W(q,p)(f * A)YW(q,p)* = f* (W(q,p)AW (q,p)*). Kaikilla p,1 € H on

(ol(f = A)v) = W[(f = A)p)
= [ f(a.p)(¥|W(q,p) AW (¢, p)*0)dqdp
= [ f(a.p){e|W (g, p)A*W (g, p)*))dqdp

= (ol (f + A")),

joten adjungaatiksi saadaan (f * A)* = f * A*.
Jos T € T(H), T >0, f € L"(R?), f > 0ja (¢;) L*(R):m ortonormaali kanta,

niin monotonisen konvergenssin lauseesta ja operaattorin f x T positiivisuudesta
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seuraa, etta

te[f =« T] =327 (@il (f « T)ei)

=21 J Ha.p){eilW(a, p)TW (q.p)* i) dgdp

= [ fa.p) 2721 (il W (q, p)TW (g, p) i) dgdp

= [ f(a.p)tr[W (g, p)TW (q.p)*dgdp

= [ f(a;p)tx[T)dgdp < oo
Koska jokainen T' € 7 (H) voidaan kirjoittaa positiivisten jilkiluokkaoperaattorien
lineaarikombinaationa ja jokainen f € L'(R?) neljéin positiivisen funktion lineaari-
kombinaationa, niin konvoluution lineaarisuudesta seuraa, ettd f+7 € 7 (H) kaikilla
T € T(H).

Seuraava lause ilmaisee yhteyden konvoluution ja Fourier-muunnoksen vélilla.

Todistus on peréisin Reedin ja Simonin kirjasta |8, Theorem 1X.3, s. 6].

Lause 1.13. Kaikilla f,g € C{°(R?) on

Fy(fg) = 5 (Fof) * (Fog),

Fo(f*g) =2n(Fyf)(Fog).

Todistus. Olkoon (z,y) € R? kiinted. Miéritelldéin funktio f(zyy) kaavalla f(w) (q,p) =

@t f(q, p), jolloin f,.,) € C7°(R?). Nyt

Fomlg) = / e~ £(q. p)g(q, p)dadp = 2n(Fol(f9)) (. y).

ja

(FofienlFog) = [ (& J e iemeim) fu,v)dudv ) (Fog)(a, p)dadp
= [ (55 [ e om0+ ) £ (u, v)dudv) (Fog) (g, p)dgdp
= [(Fof)(x — ¢,y — p)(Fog)(q, p)dqdp
= ((Fof) * (Fog))(x,y),
mutta namai sisitulot ovat yhtidsuuret, joten viitteen ensimméinen yhtilé on voi-

massa. Kéayttamalld hyviksi konvoluution kommutatiivisuutta ja Fubinin lausetta
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saadaan

(Fo(f*9)(x,y) = (Fo(g* f))(z,y)
— L [emil ) ([ f(u,0)g(q — u,p — v)dudv) dgdp
— L [ fu,0) (f e @t g(q — u, p — v)dgdp) dudv
= o [ fu,v) (f e7 "W H0t G0 g (g pl)dg'dp') dudu
= [e7i@utw) £y v) (L [e @t g(q, p')dq'dp') dudv
= [ 7w f(u, v) (Fog) (x, y)dudv
=2 (Fo f) (2, y)(Fog) (@, y).

O

Kun edellisen lauseen ensimmiistéi kaavaa sovelletaan funktioithin F;1f, Fy'lg €
C°(R?), niin saadaan f * g = omE(Ey f)(Eytg)). Jokaisella f € C°(R?) ku-
vaus g — [ * g on siis kddnteisen Fourier-muunnoksen, funktiolla kertomisen ja
Fourier-muunnoksen yhdistetty kuvaus, ja siis jatkuva. Erityisesti lauseen jalkim-

miinen kaava pitee kaikilla f,g € L'(R?).

Lause 1.14. Olkoon A € L(H). Jos

lim |[[W(q,p)AW (¢q,p)* — A| =0,

(g,p)—(0,0)

niin on olemassa funktiojono (f,) C L'(R?) siten, ettd
lim [|f, * A— A = 0.
Todistus. Olkoon € > 0 ja A € L(H) sellainen, etté

lim [[W(q,p)AW (¢, p)" — A| = 0.

(¢:)—(0,0)
Valitaan ng € N siten, ettd ||[W(q, p)AW (q,p)* — Al| < €, kun ¢* + p* < nlg Téalloin
[{(| (W (q,p) AW (q,p)* — A)p)| < € kaikilla 1), ¢ € H;. Valitaan jokaista n € N kohti
funktio f, € L'(R?) siten, etti f, > 0, supp(f.) C {(¢,p) € R?|¢*> +p* < #}, fn on

integroituva ja [ f,.(q,p)dgdp =1
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Kun n > ng, niin kaikilla ¢, ¢ € H; on

[(I(fn x A= A)p)|
= | [ fala, p){@IW (q,p) AW (g, p)*@)dgdp — (| Ap)]
= | [ fala, p)(@IW (q,p) AW (g, p)*@)dgdp — [ fo(q, p)(¢|Ap)dgdp)
= | [ fala,p) ((0|W (g, p) AW (g, p)*) — (| A))dgdp|
J fala, D) (1 (W (g, p) AW (¢, p)" — A)p)|dgdp.

Nyt [(&[ (W (g, p)AW (¢,p)* — A)p)| < € kaikilla (¢, p) € supp(f,), joten

IN

@lth = A= D@ < ¢ [ fulap)dadp =
Siis myds || fr ¥ A — All = supy, ,en, {Q|(fn * A= A)p)| < €, kun n > ny, joten

lim ||f, *x A— Al = 0.

1.4.2 Sainndlliset ja kompaktit operaattorit

Miéritelmi 1.3. Olkoon T € T(H). Jos tr[TW (q,p)] # 0 kaikilla (g, p) € R?, niin

sanotaan, ettd T' on sdaanndllinen.

Maaritelméasta seuraa valittomasti, ettd jos 1" on sddnnéllinen, niin my6s IITTI*

on sdannollinen, silla
tr[[ITIW (g, p)] = tx[TTIW (q, p)II] = tx[TTI* "W (q, p)*] = tx[TW (g, p)"].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd Gaussin tila on sddnnollinen.
Olkoon T' = |¥)(¥| € T(H), missi ¥(z) = —ixe _17, jolloin T on tila. Nyt

kaikilla (¢, p) € R? on

(L'

t[TW(g, p)] = (¥|W(q,p)¥)

2
= \%ff:oe P(r=a) e=5 o~ dx
— %e éf eP@=a) g=(=4)% 1o
2
= %e %f fqp +qu:n( ))dz,
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missé
fap(@) = (cos(L) cos(p(z — q)) — sin(L) sin(p(z — q)))e" @2’
= cos(pzr — %)g(%%)i
gop(x) = (sin(%) cos(p(z — q)) — cos(L) sin(p(z — q)))e—(m—%)2
= sin(pz — L)e” (z—%)*
Sijoitetaan o' = z — 1, jolloin

/2

fap(@') = cos(pz’)e ™",

_x/2

Ggp(2') = sin(pz)e

Nyt g, on parillisen ja parittoman funktion tulona pariton, joten

/ gq,p(x>dx = / gq,p(xl)dx/ =0.

Toisaalta f,, on kahden parillisen funktion tulona parillinen, joten saadaan

2
Py ffooo (:os(px’)(ff’“"/2 dx’

N

q

tr[TW(q,p)] =

1
7
— \%e T cos(px’)e™*" da’
2
7=
-

kaikilla (¢, p) € R% Siis Gaussin tila 7' = |¥)(¥| on sddnnollinen.
On huomattava, ettd kaikki tilat eivit kuitenkaan ole sdannollisid. Esimerkiksi

tilalle ’X[%,%}MX[%,%” on

[|X[75,5>< fg,g]’W(q ) ={x 75,51\W(q P)X X[-1 })
=[e” TP WX[“ 7}(93 —q)dzx
= [P (O (2
Jos nyt |g| > 1, niin [—1, 21N [g — 3,¢+ 3] = 0, joten t&ll5in
trllxp 1 {1, Wig,p)] = 0.
Stis [x(_1 1) {X(—1 1| el ole sééinndllinen.

Esitetddn seuraavaksi ilman toditusta klassinen Wienerin aproksimaatiolause

[10]. Lauseen todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [11, Theorem 4.1, s. §].
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Lause 1.15. Olkoon f € L'(R?) ja jokaista paria (z,y) € R? kohti merkitddin

f@Y):lla funktiota, jolle f@¥) (q,p) = f(q+x,p+y) kaikilla (¢,p) € R%. Silloin

LY(R?) = lin{ f@¥)|(z,y) € R?}
silloin, ja vain silloin kun f(q,p) # 0 kaikilla (q,p) € R2.

Tisté seuraa, etti jos f € L*(R?) on sellainen, ettd f(g,p) # 0 kaikilla (¢, p) €
R?, niin jokaista g € L'(R?) ja € > 0 kohti on olemassa luvut ci,...,cy € C ja

(x1,91), ..., (TN, yn) € R? siten, etti

N
/ l9(a,p) = eif(q — i, p — yi)ldgdp < e.
=1

Lause 1.16. Olkoon T € T (H) sddnnéllinen. Silloin T*T (H) = {TxS|S € T(H)}

on tihei L'(R?):ssd.
Todistus. Kiyttamalld hyviksi lemmaa nihdéin, ettd kaikilla (¢,p) € R? on

(Fo(T *T))(q,p)
= & [e (T % T (z,y)dzdy
= & [e @ P [TW (2, y) IITIW (2, y)*]dzdy
= o [T @G [TW (—p, q) W (—p, @)W (z, y) ITTI*W (2, y)*|dady
= g [ e PO [ TW (—p, q) W (2, y)* W (—p, ) ITTTFW (2, y)*|ddy
= o Jul(TW(=p,a)" )W (z,y)" (W (=p, ) IITIT*) W (2, )*|dzdy
= tr[TW(=p,q)"]tr[W(=p, ) IITTI"]
= t[TW(=p,q)tr[TW(-p,q)]
# 0,

Nyt Wienerin approksimaatiolauseen nojalla jokaista f € L'(IR?) ja € > 0 kohti

on olemassa luvut ¢; € C ja (z;,v;) € R%, i =1,..., N siten, etti

/If(qp Z (T*T)(q — xi,p — yi)ldgdp < €
=1
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kaikilla (¢, p) € R. Koska W (z,y)*Il = ITW (z, y) ja jilki on lineaarinen, niin saadaan

Sy (T T) (g — i, p — 4i)
= Y ate[TW (g — i, p — y) ITTIW (g — 23, p — 4i)']
= S8, ate[TW (g p)W (i, 4a) TTIW (24, )W (g, p)*)
= valcltr[TW(

¢, p)IW (24, ys ) TW (23, y:) " T"W (q, p)*]
= TW q p H < i=1 Cz mzayl)TW(xlayz>*> H*W(Q7p)*]

Valitsemalla S = SN | ;W (25, 4:)TW (25, y;)* € T(H) néhdidn, ettd jokaista f €

L'(R?) ja € > 0 kohti on olemassa S € T (H) siten, etti
If =T 5] <e
kaikilla (¢,p) € R%
U

Laajennetaan vield konvoluutioiden mééritelmid kahdessa tapauksessa. Koska
7 (H) on suljettu £(H):n alkioilla kertomisen suhteen, niin voidaan mééritelld ope-

raattorien T' € 7 (H) ja A € L(H) konvoluutio samalla kaavalla:
(T = A)(g,p) = tx[TW (g, p)ILATT"W (g, p)"]

kaikilla (q,p) € R? Myds tissi tapauksessa konvoluutio on kommutatiivinen ja
sailyttdd positiivisuuden. On kuitenkin huomattava, ettd funktio T x A ei yleensa
ole integroituva.

Olkoon nyt S, T € T(H) ja A € L(H), jolloin (S*T) € L'(R?) jasiis (S*T)*A €
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L(H). Samoin kuin lauseen [[.11] todistuksessa, saadaan kaikilla ¢, ) € H
(l((S*T) * A))
= {l((T *5) x A)y)
= Je(T'% S)(a, p) (W (q,p) AW (¢, p)*¥))dqdp
= Jpe r[TW (q, p)IISTI*W (g, p)*]tx[W (g, p) AW (¢, p)*[¥) (0| | dqdp
= o Joa 0 [W (g, p) AW (g, p)*[) (W (w, v) SW (u, v)* X
W (q + u, p + v)ITIF*W (g + u, p + v)*]dudvdgdp
= 5x Jrs t[0) (0| W (w, 0) SW (w0, 0)* W (g, p) W (u, )
HTTHW (u, v)* AW (g, p)*|dgdpdudv
= fRQ tr[|) (| W (u, v) SW (w, v)*[tr[W (w, 0)IITTH*W (u, v)* Aldudv
= fRQ tr[W (w, 0)IITTHW (u, v)* Al {p|W (u, v) SW (u, v)*))dudv
= fRQ(T x A)(u, v){(p|W (u, ) SW (u, v)*)dudv,

joten voidaan méadritella S* (T % A) rajoitettuna lineaarioperaattorina H — H, jolle

(@1(S * (T + A))p) = / (T 5 A) (u, 0) (gl W (11, 0) SW (11, 0)" o) s
kaikilla ¢, € H, jolloin S (T x A) = (S *T) * A.

Lause 1.17. Olkoot A € L(H), T € T(H) sddnnéllinen ja S € T(H). Jos T x A

hévidd adrettomyydessd, niin S * (T = A) on kompakti.

Todistus. Olkoon € > 0. Koska T'* A € C(R?) ja C.(R?) on normin || - ||, suhteen
tihed Cx(R):ssa, niin on olemassa f € C.(R?) siten, ettd [|T * A — f|lo < €. Nyt

kaikilla ¢, € ‘H; on

[{|(S (T + A) = S f)i)]
= | JUT = A)(q,p) = f(q,p))(eIW (g, p)SW (¢, p)*)dgdp|
ST = A)(a,p) — fa, p)I[{oIW (g, p)SW (g, p)* ) |dgdp
JIT % A= fllool{@IW (g, p)SW (g, p)*4)|dgdp
e [ [trl|v) (eIW (g, p)SW (¢, p)*]|dgdp.

IA - IA

IN
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Osoitetaan, ettd yo. integraalilla on vektoreista ¢ ja ¢ riippumaton darellinen yla-
raja.
Koska jokainen S € 7 (H) voidaan kirjoittaa muodossa S = Zizl CnSp, missi

S, >0 kaikillan=1,...,4 ja

()l =3 [[) W]+ 518Xl + o)D) — 5 [[¥) W] = 319Xl + o) ()]
+3 [0l + 5(1e) (W] = [¥){eD] = 5[I)W1 = 3l W] = [¥) ()]
= %Tl - %TQ + %Tg - %T4,

missi T; € T(H), T; > 0 ja tr[T;] < 2 kaikilla ¢ = 1,...,4, niin kolmioepédyhtalon

nojalla
J1tel) (elW (g, p)SW (¢, p)*]|dgdp
< 3300 S e[TW (g, p)SW (g, p)*]|dgdp
< 23 Yone leal [ 16 [T3W (g, p) S W (g, p)*]|dgdp.
Koska nyt

tr[T;W (g, p)SuW (g, p)*] > 0,
niin soveltamalla lemmaa saadaan

[ 1e[l9) (oW (g, p)SW (g, p)*]ldgdp < 3 -2m 30 S0 |eqltr[Ti]tr[S,]
< 8-y lealtr[S).

Nyt siis
[{pl(S* (T % A) = S % )| < -8 |ealtr[S,]

kaikilla v, ¢ € Hy, joten

4
IS (T A) = S fl| < €8 Y |en|tr[S]
n=1

Koska f*S € T(H) C C(H), niin S * (T x A) € T(H) C C(H) ja koska lisiksi
C(H) on normin ||-|| suhteen suljettu |2, Lause IV.3.3, s. 103], niin Sx(T'xA) € C(H).

0
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Lause 1.18. Olkoon A € L(H). Jos lim -0 W (g, p)AW (¢,p)* — Al = 0 ja
funktio (q,p) — tr{TW(q,p)AW (q,p)*] héiviid ddrettomyydessd jollakin sddnnolli-
selli T € T(H), niin A on kompakti.

Todistus. Funktio (¢,p) — tr[TW(q,p)AW (q,p)*] havidd darettomyydessi silloin,
ja vain silloin kun funktio (¢, p) — tr[TW (q, p)* AW (¢, p)] havidd ddrettomyydessa.

Koska lisdksi

tr[TW(q, p)* AW (q,p)] = tr[TW (g, p)" II"IIAW (g, p)1I"11]
= tr[TT*W (q, p)ILAI'W (¢, p) 1]
= tr[HITI*W (g, p)ITAIT*W (g, p)*]
= ((IITTI") * A)(q, p)

ja HTII* = Ty on sddnndllinen, niin yhtapitava ehto edelld mainittujen kanssa on,
ettd Ty x A € Co(R?) jollakin siénnolliselld Ty € T (H).

Olkoon € > 0. Koska limg)—0,0) W (g, ) AW (¢, p)* — Al| = 0, niin lauseen [1.14]
mukaan voidaan valita f € L'(R?) siten, ettd ||f * A — A|| < §. Lisiiksi lauseen

1.16| mukaan voidaan valita S € 7 (H) siten, ettd ||f — Ty = S|y < §[|A[~". Nyt

konvoluution transitiivisuuden ja lineaarisuuden, kolmioepdyhtilon seké epayhtialon

([©) nojalla

[A=(S*To) « Al <[[A—=fxAl+|f*A—-(5xTp) Al
= [[A= A+ [I(f =5+ To) Al
<A = fx AL+ 1f = S+ Toll[|Al

<5+ sllAITAll =«

Lauseen nojalla (S *Tp) x A = S * (Ty x A) € C(H) ja C(H) on normin || - ||
suhteen suljettu |2, Lause IV.3.3, s. 103], joten A € C(H).
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2 Fysikaalisista suureista

2.1 Paikka- ja liikkemaarasuureet

Olkoot jilleen H = L*(R) sekéi U ja V translaatio- ja nopeussysiysryhmiin liity-
vit H:n yksiparametriset unitaariesitykset. Olkoot ) ja P vastaavasti U:n ja V:n
generoivat itseadjungoidut operaattorit, ts. U(q) = e % ja V(p) = P9 kaikil-
la ¢,p € R. Kéytetddin merkintoji E? ja ET operaattoreita () ja P vastaaville
spektraalimitoille. Spektraalimitoilla E? ja E¥ on [EQ(X)y|(z) = xx(2)p(z) ja
EP(X) = F1EQ(X)F, kaikilla X € B(R). Nyt kaikilla ¢,p € R, X € B(R),

¢ € L*(R) jaxr € R on

[U(@)E?(X)U(q)*¢l(x) = [E}(X)U(g)"¢](z —q)
= xx(@ = q)[U(g)"¢l(z — q)
= Xxq(z)p()
= [E°(X + q)¢]()

ja
[V(p)EQ(X)V (p)*¢l(z) = eP"xx(x)e P p(x) = [EQX)y|(z).

Néin on saatu paikkasuureelle symmetriaominaisuudet

U(q)E?(X)U(q)" = E®(X +q), (10)
V(p)E?(X)V(p)" = E4(X), (11)

kaikilla ¢,p € R ja X € B(R).
Ensimmaéinen yhtilo tarkoittaa, etté tarkka paikkasuure E% on kovariantti trans-

laatioiden suhteen ja jilkimmdiinen, etti £9 on invariantti nopeussysiysten suhteen.

Néméa symmetriaominaisuudet otetaankin yleisen paikkasuureen méaéritelmaksi.

Maéaritelmi 2.1. Suure E : B(R) — L(H) on paikkasuure, jos kaikilla q,p € R ja
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X € B(R) on

Ulq)E(X)U(q)" = E(X +q) (12)

Vp)E(X)V(p)" = E(X) (13)

Vastaavasti litkeméaardsuure méaritellddn suureena, joka on kovariantti sysdysten

suhteen ja invariantti translaatioiden suhteen.

Méiritelma 2.2. Suure E : B(R) — L(H) on liikkeméarasuure, jos kaikilla g,p € R
ja X € B(R) on

U(g)E(X)U(q)" = E(X) (14)

V(p)E(X)V(p)" = E(X +p) (15)
Kaikilla ¢,p € R, ¢ € C°(R) ja z € R on

[FU(@)¢l(x) = 7= [ e (Ula)e)(y)dy
= 7= [ e "oy — q)dy
= 7= [ e W Dp(y)dy
= e [ e oy )dy'
= [V(=a)F¢l(x)
ja
[PV (p)el(x) = 5= [ e e f(y)dy
= 5= [ ey dy
= [Fel(z —p)
= [U(p)Fe]().
Koska C°(R) on tihedissd L*(R):ssd, niin téstd seuraa, ettd FU(q) = V(—¢)F ja
FV(p) = U(p)F. Tarkalle liikeméarisuureelle E” = F~'EQF saadaan nyt
U(q)E"(X)U(q)* = U(q)F ' E®(X)FU(q)*
= (FU(=q)) ' E?(X)FU(~q)
= F V(=g E®(X)V(9)F
= F1EQ(X)F = EP(X)
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ja
V(p)E(X)V(p)* = (FV(=p)) ' EY(X)FV(-p)
=F U (p)EY(X)U(-p)F
= FlE9X +p)F
= FEP(X +p)
kaikilla ¢,p € R ja X € B(R), eli ET toteuttaa edelld annetut liikem#irisuureen
symmetriachdot. Suureita E9 ja ET kutsutaan kanonisiksi paikka- ja litkemddrd-

suuretkst.

Lause 2.1. Suure E : B(R) — L(H) on paikkasuure jos ja vain jos FE(-)F on

litkemadrdsuure.

Todistus. Edelli esitetyn nojalla ! F(-)F on liikkeméirdsuure, jos E on paikkasuu-
re. Oletetaan nyt, ettd F~'FE(-)F on lilkeméirisuure, ts. se toteuttaa méaaritelmin

ehdot. Kaikilla ¢,p € R ja X € B(R) on

ja

= (X)7

joten E toteuttaa médritelmén [2.1) ehdot ja on siis paikkasuure.
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[l

Lause 2.2. Olkoon p : B(R) — [0,1] todenndkdisyysmitta. Kuvaus q — fix(q) =
w(X — q) on Borel-mitallinen kaikilla X € B(R).

Todistus. Jokaista rajoitettua Borel-mitallista funktiota f : R — C kohti mééritel-

ladn funktio Fy : R — C kaavalla

ﬂ@%=/f@+xMM@,

kaikilla ¢ € R. Talloin

WX =) = [ora@)dnte) = [ xxe +a)duta) = Foo)

Olkoon M = {X € B(R)|F), on Borel-mitallinen}. Osoitetaan, ettd M = B(R).
Olkoon f € C.(R) ja € > 0. Valitaan ¢ > 0 siten, ettd |f(q1) — f(q2)| < € aina,

kun |¢; — ¢2| < 9. Nyt

[Fr(q) = Fr(a)| = | [ (Flar+ ) = flg2 + 2))dp(z))|
< [1f(q + ) — flga + x)|dp(x)

< €,
kun |(¢1 + ) — (g2 + 2)| = |1 — q2| < 0. F on siis jatkuva, joten myds mitallinen.
Olkoon nyt f = x4 jollakin avoimella joukolla A C R. Koska A on o-kompakti,
niin voidaan valita nouseva jono (K,) kompakteja joukkoja siten, ettd K, C A
kaikilla n € N ja |, K, = A. Urysonin lemman nojalla jokaista n € N kohti on
olemassa jatkuva funktio f, : R — [0, 1] siten, ettd f(¢) = 1 aina kun ¢ € K, ja
f(g) = 0 aina kun ¢ € R\ A. Siis f,, € C.(R) kaikilla n € N. Jono (f,) suppenee

pisteittiin kohti funktiota y 4, joten dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

F (@) = [ xa(q + z)du(x)
= [limy, oo ful@ + ¢)dp()
= limy oo | fu(z + ¢)dp(z)

= lim,, . F,(q),



47

joten F) , on mitallisten funktioiden rajafunktiona mitallinen. M siis sisiltdd avoi-
met joukot.

Olkoon A niiden joukkojen X C R kokoelma, joille xx = > | ¢ixa, joillakin
avoimilla joukoilla A; ja luvuilla ¢; = +1. Nyt A on algebra. Koska Fyn .. 0 =
> o CiFYy,, ja jokainen F, on mitallinen, niin A C M.

Olkoon (A;) nouseva jono M:ssi. Nyt
Pz, @) = (Ui =) = fim (s =) = Jim £y (0,
i=1

joten F, on mitallinen eli J;°, A; € M. Vastaavasti jos (B;) on laskeva jono

Uioil A

M:ssé, niin

Fype. o, (@) = p([ | Bi —q) = lim u(Bi — q) = lim Fy, (q),

i=1

joten Fy ., . on mitallinen ja siis Niz, Bi € M. M on siis monotoninen luokka.
=117

Koska A:n generoima monotoninen luokka M, on sama kuin A generoima o-

algebra B(R) [2, Lemma I1.3.9, s. 37|, ja koska toisaalta My C M C B(R), niin

M = B(R).
]

Kaikilla X € B(R) kuvaus ¢ — u(X — ¢q) on siis rajoitettu ja mitallinen, joten
yvhtilo

BR(X) = [ u(X ~ B (16)

madrittelee rajoitetun positiivisen operaattorin. Selvisti EE?(R) = [. Kaikilla p, ¢ €

H on (|EZ(D)p) = 0 ja jos (A;) on jono erillisid B(R):n joukkoja, niin dominoidun
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konvergenssin lauseen nojalla

WIEQUZ, A)e) = [ (U2, A — 9)dEL,(q)

= [ 3232 wA: = 9)dES ()
= [limy oo 1y p(As — @)dEZ (g)
= limy, oo [ o1, p(As — @)dEZ,
= lim,, oo Sy [ 1(As — q)dEZ,,
= limy oo 327 (VIER (Ai))
= 3 (WIEZ (A)e).

Kuvaus

B(R) > X — E?(X) € L(H)

on siis suure. Kaikilla ¢ € R, X € B(R) ja i) € H on

(W|U(q)EZ(X)U = Jan(X - Ei ()
= Ju u(X = q)dp) T ()
= Jp (X - dpw (q+4q)
= Jo (X +q—q)dpE" (¢
= (VIEZ(X + q)v)

Vastaavasti kaikilla p € R, X € B(R) ja ¢ € H on

WIV)EZ(X)V(p)Y) = [p (X = ¢)dpi,).,(d)
= Jp (X —¢')dp EQV ()
= Jpu(X — Q’)d “(¢)
= (Y|E2(X)¥)

Siis E;? toteuttaa ehdot ja ja on siten paikkasuure. Kaytetddn merkintaé
0; pisteeseen t € R keskittyneelle pistemitalle, jolloin E5Q0 on kanoninen paikkasuure,

siis kaikilla X € B(R) on

E9(X) = / 50(X — q)dE%(q).
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Yhtélon (16) mukainen paikkasuure voidaan siten tulkita kanonisen paikkasuureen
epatarkaksi tai sumeaksi versioksi. Voidaan osoittaa, ettd jokainen paikkasuure E
on muotoa £ = E, jollekin todennékdisyysmitalle o : B(R) — [0, 1] [12], Proposition
1].

Kanonisella paikkasuureella on translaatiokovarianssin ja nopeussyséysinvarians-
sin lisdksi myos skaalaukseen liityvd symmetriaominaisuus, dilaatiokovarianssi. Jat-
kossa R :lla tarkoitetaan positiivisten reaalilukujen muodostamaa multiplikatiivista

ryhméa.

Maaritelmi 2.3. Suure E : B(R) — L(H) on kovariantti dilaatioiden suhteen, jos

on olemassa Ry :n unitaariesitys A siten, ettd kaikilla a € R ja X € B(R) on
A(a)E(X)A(a)" = E(aX). (17)

Dilaatiokovarianssi tarkoittaa sité, ettd suure on riippumaton skaalauksesta. Seu-
raava lause osoittaa, ettd paikkasuureen dilaatiokovarianssi on yhtapitavaa sen kans-
sa, ettd suure on tarkka. Koska jokaisen realistisen paikkamittauksen tarkkuus on
rajallinen, niin tdllainen mittaus ei pysty madrdaméaédn dilaatiokovarianttia paikka-
suuretta. Lause ja sen todistuksen pédpiirteet ovat perdisin artikkelista [12, Propo-
sition 2|. Todistuksen alkuosassa kdytetty menetelmé on perdisin artikkelista |13,

Lemma 3.

Lause 2.3. Olkoon E : B(R) — L(H) paikkasuure. Seuraavat ehdot ovat yhtdpita-
vat:

(1) E on dilaatiokovariantti

(17) ||EU)| =1 kaikilla epityhjilla avoimilla joukoilla U C R
(i1i) E = Es, jollekint € R

(iv) E on tarkka.

Todistus. Oletetaan, ettd E on dilaatiokovariantti paikkasuure. Olkoon r >

0. Tarkastellaan valid (—r,r) = Jo,. Nyt (nJo,)nen on nouseva jono joukkoja ja
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U2, nJo,r = R, joten E(nJy,) — E(R) = I vahvasti. Olkoon € > 0 ja ¢y € Hy,
jolloin on olemassa ny € N siten, ettd ||E(nJo.)po — @oll < € kun n > ny. Koska

triviaalisti || E(nJo)poll < |l¢oll =1 ja kolmiepdyht&lon nojalla

[1E(nJosr)poll = lloll| < 1B (o) 0 — ol < e,
niin [|E(nJo,)poll > 1 — €, kun n > ny. Siis

[E(nJo)|| = sup [[E(ndos)ell = [[E(noq)pol| =1 €,

pEH1

kun n > ng. Téstd seuraa, ettd lim, . [|[E(nJy,)|| = 1. Toisaalta oletuksen nojalla
E(ndo,) = A(n)E(Jo,) A(n)*, joten [|E(Jo,)l| = [[E(nJo,)l|. Siis [|E((=r, 7))} = 1

kaikilla » > 0. Paikkasuureen translaatiokovarianssista seuraa, etta
[E((z =7z +7))| = [[E(=r,r)] =1

kaikilla x € R ja r > 0, ja koska jokainen epétyhji avoin joukko U C R sisiltdédn
jonkin téllaisen vélin, niin (i) = (7).

Oletetaan nyt, ettd |E(U)|| = 1 kaikilla epétyhjilld avoimilla joukoilla U C R.
Olkoon € > 0 ja t € R siten, ettd pu((—e,e) —t) > 0, missd p on E:hen yhtdlon
(16) mukaisesti liittyvé todennikoisyysmitta. Osoitetaan, ettd kaikilla z € R, joilla
|z —t| > 4e, on u((—e,€) — x) = 0. Tehdddn vastaoletus. Oletetaan ettd on ole-
massa sellainen xy € R, ettd |t — zo| > 4e ja u((—e,€) —xp) > 0. Merkitddn mg =
min{u((—¢,e) —t), u((—e€,€) — zo)}. Nyt kaikilla z € R on p((—¢,e) —x) <1 —myg
silld aina on joko ((—e, ) —t) N ((—€,€) —x) = (0 tai ((—e, €) —z0) N ((—€,€) —x) = 0.

Valitaan ¢ € H; siten, ettd

(PlE((=€,€))p) > [E((—€ €))l| = mo,
jolloin
IE((—e. )l < [ ul(—€ €) —x)dpd(x) + mo
< [(1 —mo)dp% () +mqg
=1—mog+mg

=1,
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miké on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten u((—e¢, €) —z) = 0 aina, kun |z —t| > 4e.
Téstd seuraa, ettd p((—3¢,3¢) —t) = 1 kaikilla € > 0. Pitaé siis olla p = d;, eli
Oletetaan seuraavaksi, ettd £ = FEj,, jollakin ¢t € R. Télloin kaikilla X € B(R)

on
Es(X) = /5t(X — 2)dE9(z) = /XX_t(x)dEQ(x) = E9X —1).
Nyt {A;|t € R} on perhe R :n unitaariesityksid, kun mééritelldan

1
\/a
kaikilla f € L*(R), a € R, ja x € R, jolloin

[Ae(a) fl(x) = (a™ (@ — 1) +1),

[Ai(a)" fl(z) = Vaf(alz —t) —t).
Tarkastellaan esitystd A_;. Suoralla laskulla nihdéin, ettd kaikilla f € L*(R), a €
Ri, z e Rja X € B(R) on
[A-i(a) Es, (X)Ai(a)* fl(x) = Z[EYX — ) Ai(a)" fl(a  (z +1) — 1)
= Zoxx—i(a (@ +1) —t)[Ao(a)* fl(a  (z + 1) — 1)
1

= il @+ 1) — )af(ala (o +1) — t 1) 1)

Siis A_4(a)Es, (X)A_(a)* = Es,(aX), eli Ej, on dilaatiokovariantti, joten (iii) = (7).
Toisaalta kaikilla X,Y € B(R) on

=E°((X —t)n (Y — 1))
= EQ9(X —t)E9(Y —t)
= E(;t(X)E(;t(Y),

joten Ej, on tarkka paikkasuure. Siis (iii) = (iv).
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Oletetaan lopuksi, ettd F on tarkka paikkasuure. Olkoon U C R avoin, jolloin

voidaan valita vektoritila ¢ € H siten, ettd pZ(U) = 1. Siis
IEU)] = sup [{0| E(U)p)| = 1,
joten (iv) = (ii).
U

Tarkastellaan nyt kanonista paikkasuuretta E<. R, :lla on unitaariesitys Ay, kun
maéadritelldan
1
[Ao(a) () = —=f(a" ), (18)
\/_

kaikilla f € L*(R), jolloin siis
[Ao(a)" f](z) = Vaf(az). (19)
Suoralla laskulla nihdéén, etti kaikilla f € L?(R), a € Ry, z € R ja X € B(R) on

=[E9(X)Ag(a)" f](a™ z)

Xx(a~'x)[Ao(a)" fl(a™ x)
Xx(a~'x)/af(x)

( )f(x)

E9(aX)f](x).

Siis Ag(a)E?(X)Ag(a)* = E9(aX), eli tarkka paikkasuure on dilaatiokovariantti.

[AO(G)EQ(X)AO(G)*f]($) =

5 >< o3 s

Tarkastellaan seuraavaksi, mitd tarkalle litkeméaarasuureelle tapahtuu vastaavas-

sa muunnoksessa. Kaikilla a € Ry, f € Ly jax € R on

[FAo(a) fl(2) = 7= [ e = f(a""y)dy
= 7= [ e af(y)dy
= ValF f](ax)
= [Ao(a™")F f](2),
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joten FAg(a) = Ag(a™1)F. Nyt saadaan

Ap(a) EP(X) Ag(a)* = Ag(a)F~EQ(X)F A}
= [FAo(a )] T E?(X)F Ag(a™)
= [Ao(a)F] 1 E(X) Ag(a) F
= F 1 Ag(a ") EQ(X) Ag(a™)* F
= FEQa ' X)F
= EP(a71X).

2.2 Kovariantit faasiavaruussuureet

Tarkastellaan jilleen faasiavaruuden translaatioryhmén redusoitumatonta projektii-
vista esitystd W : (q,p) — Wi(g,p) = eZU(¢)V(p). Suuretta G : B(R?) — L(H)
sanotaan kovariantiksi faasiavaruussuureeksi, jos kaikilla (q,p) € R? ja Z € B(R?)

W(q,p)G(Z)W (q.p)" = G(Z + (¢,p)) (20)

Kaikki kovariantit faasiavaruussuureet ovat muotoa

G'(Z) = %/ZW(q,p)TW(q,p)*dqdp (21)

jollekin T € S(H) [14, 24]. Operaattoria T" kutsutaan generoivaksi operaattoriksi.
Kovariantin faasiavaruussuureen marginaaleina saadaan paikka- ja liikem&arasuu-

reet, ts. kaikilla X, Y € B(R) on

GT(X x R) = [ u(X — q)dE9(q) = E2(X),
GT(RxY) = [v(Y —p)dE”(p) = EE(Y),

2.3 Fysikaalisen suureen sisainen epatarkkuus

Osoittautuu, ettd epidkommutatiivisten suureiden yhteismittaukset ovat mahdolli-

sia vain, jos suureet ovat epdtarkkoja. Seuraavaksi esitelldén kaksi eri méaaritelmaé
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suureen epitarkkuuden karakterisoinnille. Nama ovat sisdinen kohina ja resoluutio-
leveys.
Olkoon E : B(R) — L(H) suure. Mééritellddn F:n sisdistd kohinaa kuvaava

operaattori N;(F) kaavalla
N;(E) = E2] — E[1]%. (22)

Tamé& on positiivinen operaattori. Jos E:n ensimméiinen momentti E[1] on itsead-
jungoitu, niin N;(F) = 0 tarkalleen silloin, kun E on tarkka suure [15, Theorem
5|. Sisdinen kohina N;(F;1) vektoritilassa ¢ € D(E[2]) N D(E[1]?) miiritelldin

operaattorin N;(FE) keskiarvona ko. tilassa:

Ni(E; ) = (YINi(E)Y). (23)

Sisdisen kohinan mitta N;(E) maédaritelliin supremumina yli vektoritilojen 1) €

D(E[2)) N D(E[1]?):
Ni(E) = sup{N;(E; )l € D(E[2]) N D(E[1]*)}. (24)

Oletetaan seuraavaksi, ettd E:n tuki on koko R, ts. jokaista vilia J C R kohti
on olemassa vektoritila ¢ € H; siten, ettd pfi(J) # 0. Olkoon € € 3,1). Em

resoluutioleveys ((1 — €):in luotettavuusrajalla) v.(E) méaritelldén kaavalla [16]
Ye(Er) = inf{w >0V z € R 3 p € H; s.e pfl(Jx;w) >1—€}. (25)

Maéaritelméstd seuraa vilittomaésti, ettd tarkalle paikalle ja liikemaérille resoluutio-
leveydet ovat v.(E9) = 0 ja v.(E?) = 0. Hiviivd resoluutioleveys ei kuitenkaan
tarkoita, ettd suure olisi tarkka. Voidaan osoittaa |16, Proposition 16|, ettd sumealle
paikkasuureelle %(Eﬁ?) = 0 jos ja vain jos on olemassa ro € R ja todenndkoisyys-

mitta A : B(R) — [0, 1], jolle zy € supp() siten, ettd u = (1 — €)d,, + €.
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3 Epatarkkuusrelaatio preparoinnille ja minimiepéa-

tarkkuustilat

3.1 Epitarkkuusrelaatio Hilbertin avaruudessa L?(R)

Olkoon T' € L(L*(R)) tila, jolloin se voidaan kirjoittaa muodossa T = >_>7 ¢, |¢n) (@],
missé {¢,} on ortonormaali jono, ¢, > 0 kaikilla n € N ja Y ° ¢, = 1. Olkoon
A ja B itseadjungoituja operaatoreita ja E4 ja EP niiti vastaavat spektraalimitat.

Merkitddn A:lla ja p:lld ndiden odotusarvoja tilassa T, ts.
\ = Exp(A,T) = [ wdpi(a),

p =Exp(B,T) = [ xdpf(z).
Koska

pA(X) = r[TEA(X Z tatr]|n) (on] EA(X Z tapi (X

n=1

kaikilla X € B(R), niin A = > 7 t,Exp(A4,¢,) ja p = > o0 t,Exp(B,¢,). An
varianssille saadaan lauseke
Var(4,T) = [(x — \)2dpi(x)

= 3t f(x = Adp (@)

=D oy talonl (A — A)?pn)

= > ol tall(A = Nenll?,
joka on adrellinen jos ja vain jos ¢, € D(A) kaikilla n € N ja sarja suppenee.
Vastaavasti B:n varianssille saadaan Var(B,T) = Y0 t,,]|(B — p)¢m||*. Cauchyn-

Schwarzin epiyhtilon ja epayhtilon (3 anb,)” < 3 a2 302 nojalla saadaan.

Var(A, T)Var(B, T) (Zt (A=A gan2> (Ztmﬂ B — 1)l )
> (Zth(A—A)sonllll(B—u)sonH)

n=1

> <Z tl (A= Npnl(B — 1)en) |> )
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Merkitadn

= ((A = Nen|(B = p)en)
= (Apn|Bon) — 11 (Apnlen) — Al Ben) + Aullenll*.

Lausekkeen kolme viimeista termié ovat reaalisia, koska A ja B ovat itseadjungoituja,

joten saadaan
1 _ 1
cul > [Tm(c,)| = §|Cn — &l = §| (Apn|Bpn) — (Bepn|Apn) |
Siis
2
Var(A, T)Var(B, T) (Zt | (Apn|Ben) — (Bpn|Apn) |> (26)

Olkoon nyt A = @ ja B = P, jolloin paikkaesityksessa (Qy)(z) = zp(z) kaikilla
v € D(Q) ja (Py)(x) = —i¢/(z) kaikilla ¢ € D(P). Operaattorien valilld pétee
relaatio (QP — PQ)yp = ip edellyttien, ettd ¢ € D(Q) N D(P), Py € D(Q) ja
Q¢ € D(P). Nyt

’ <Q90n|P90n> - <P(Pn|Q<Pn> ’ = | <90n|(QP - PQ)¢H> ‘ =1L

Koska ) t, = 1, niin saadaan

0o 2
Var(Q,T)Var(P,T)Z( %”) :i.

n=

1
Epéyhtélo pitee kaikilla tiloilla T = >"° | |¢n)(@nl, silld jos toinen variansseista
on adreton, niin epayhtdlo on triviaalisti voimassa, ja jos molemmat ovat darellisii,
niin ¢, € D(Q) N D(P) kaikilla n € N. Niin on saatu epétarkkuusrelaatio, joka
antaa alarajan paikka- ja liikemédrajakaumien variansseille missé tahansa tilassa.
Toisin sanoen systeemié ei voida preparoida tilaan, jossa seké paikan etté liikemadrian

hajonnat olisivat samanaikaisesti mielivaltaisen pienia.

3.1.1 Minimiepatarkkuustilat

Oletetaan seuraavaksi, ettid 7' on minimiepatarkkuustila, ts. Var(Q,T)Var(P,T) =

}1. Silloin kaikissa aikaisemmin esiintyneissd epdyhtéloissid on yhtdsuuruus voimassa.
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Erityisesti

D 6all(@ = Neallll(P = weall = > tal (Q = Npul (P = p)pn) |

n=1 n=1

Koska [[(Q = N@nll[[(P = m)enll 2 [ (@ = M@u| (P = p)n) | 2 0, on vilttamitts

1(Q = Neull| (P — w)enll = [ (@ = N)pn|(P — 1)en) |

kaikilla n € N. Nyt siis Cauchyn-Schwarzin epayhtilossa on yhtdsuuruus voimassa,
misté seuraa, etta jokaista n € N kohti on olemassa ¢, € C siten, ettd ¢, (Q —\)p, =

(P — p)py,. Tasta saadaan paikkaesityksessé differentiaaliyhtdlo

cn(x = N)n(x) = —ipy, (x) — ppn(), z € R

/
éwn—m:i(cnx—cn)\%—u),

on(z)

jonka ratkaisuna saadaan @, (z) = Re@e2ien® ¢ili—enNe missi R 6 € R.

Kiinnitetddn nyt n € N ja merkitaidn

Pn = @
Cn, = a + 1b.

Koska ic, = ia — b, niin differentiaaliyhtélon ratkaisu voidaan kirjoittaa muodossa
o(z) = Re—%b(z—/\)Qe%b)\Q e’i(ﬁa’g(l’)’

missé

Gap(r) =0 + (%axQ + (u— aX) :c)

Normituksesta seuraa, etta

1= [o| =/|g0(x)\2dx — RQ€b>\2/€—b(;c_,\)2dx _ Rzebm\/g

1
joten Re3® = (9)4. Siis
™
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Merkitééin x = (£)*. Lisiksi

(@ = Ngasall® = [(z = A)e(x)[*dz
=r? [(x— A)Ze @V gy
26
ja
1P = )papell* = [ | =i (x) — pp(a)]®
— [ = M?la + ibPlp(a)ds
— o b (@ — NPlp(a)Pds
= |a + b5

a?+4b2
2b

Nyt siis jokainen ¢,, on muotoa ¢, joillekin a, b, 8 € R. Mutta

(PavslPa o) ~ [e 2@ il0 —0) 5 (0" ~a)z® Ao’ ~a)a] g,

— ¢Ce—1W+b—i(a'~a))?

70,
ja koska ¢,,:t ovat ortogonaalisia, niin niité voi olla vain yksi. Siis T = |@a.p.0) (Pab.0l
joillekin a,b,6. Nyt

1a? +b?
4 p2 7

1= Var(Q T)WVar(P.T) = (Q ~ NasolPI(@ — m)eusll* =

misti seuraa, ettd a® 4+ b> = b2, eli a = 0. Miniepatarkkuustilat ovat siis muotoa
T = |pu9) (o], missd

b\ i .
Sobﬁ(x) _ (_) 6—%b(z—)\)2€z(0+uz)7 b,@ cR (27)

™

Lasketaan vield (Q:n ja P:n varianssit minimiepatarkkuustilassa. Kaikilla X €
B(R) on
b Cb(an?
pgb,e(X) = <90b,9‘EQ<X)QDb,9> = \/;/Xx(l’)e b(z=2) dgj,



ja koska
(Fepve)(2)

5
3

J e o 9(y)dy

[ e~ o Hliz—in—b\y+ (303 =i0) g

NI

ERC NS
I

—

27 o= ((im—ip—bX)2 —2b($bA2—i0))

1
)z eﬁ(—(x—ﬂ)Q—2i(z—u)b+b2,\2—b2A2+2¢b9)

s

(.7:—;1,)2 i(0—(—
b 62( (= N))7

I
—~~ —~~ —~

s
~—
=
9™
|
N|=

niin kaikilla X € B(R) on
P (X)) = (Fong BOX) Fong) = —— [ e “a
Py, ,(X) = (Fpe| ¥ (X)F o) = N Xe boodw.
Koska A\ = Exp(Q, ¢pg) = fxdpgw(x) ja = Exp(P, ¢pg) = fwdpgb’e(m), niin

Var(Q, prg) = / (z — \)2dp2,, (x)

= \/E/(x — )\)Qe_b(x_’\)zcm
T

= \/E/IQG_bede‘
T
b Vm

7 2b3/2
. (28)
2
Vastaavasti P:n varianssiksi saadaan
1 (z—p)? b
Var(P. = — —u)’e” de = —. 29
ar( 7@01779) \/E/("E :u) € b x 9 ( )

Nyt siis Var(Q, vpg)Var(P, gpg) = %, eli ¢y todella on minimiepatarkkuustila.

3.2 Epatarkkuusrelaatio abstraktissa Hilbertin avaruudessa

Tarkastellaan vield epatarkkuusrelaatiota ja minimiepatarkkuustiloja abstraktin Hil-
bertin avaruuden tapauksessa.

Olkoon H Hilbertin avaruus ja K = {|n)|n € N} sen ortonormaali kanta. M&éri-
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telladn lasku- ja nosto-operaattorit A ja A* kaavoilla
Aln) = /nln — 1), kun n > 1
Al0) =0,
Afln) = v/n+1ln+1), kun n > 0.

Nyt D(A) = D(A") = {¢ = 307 jculn) € H| D07 lealn < oo} ja kaikilla ¢ €
D(A) on

Ap = ch\/mn —1) = chA|n>
n=1 n=0
ja
A% = ch\/n +1ln+1) = chA*]n).
n=0 n=0

Operaattorien A ja A* kommutaattori on identiteettioperaattori, AA* — A*A =
Yoo o In)(n| = I, jonka médrittelyalue D(A)NR(A) on tihed H:ssa. Lisdksi ndhdaén,
ettd mielivaltainen tila |n) saadaan vakuumista |0) nosto-operaattorilla A*, |n) =

7 (A)"[0).

Maiaritelladn operaattorit Q ja P seuraavasti:

missé esim. (A* 4+ A) tarkoittaa operaattorin A* + A sulkeumaa. Q ja P ovat itsead-
jungoituja ja niiden kommutaattoriksi saadaan QP — PQ = iI. Operaattorit Q ja P
muodostavat Schrodingerin parin, eli ne ovat unitaarisesti ekvivalentit yksiulotteisen
vapaan hiukkasen paikka- ja liikkeméadrdoperaattorien @ ja P kanssa [I7]. Operaat-

toreita Q ja P kutsutaan kvadratuureiksi. Operoimalla kantavektoreihin saadaan

Qln) = \/ii(\/n—l— Iln+1)++/njn—1)), kunn > 1,
Gl0)y = /1),
Pln) = i2(\/n+ Iln+1) —y/nln—1)), kunn > 1,

P|0) I1).

I
s 8



61

Tarkastellaan yhtaloa . Nyt

(@Il Pl = (vl = 1+ VF T+ D) T+ 1) = Vi = 1))

kun n > 1 ja <C~2|O>}]5|O>> L, joten tilassa T =3 °  t,|n)(n| on

Var(Q,T)Var(P,T) > (Zt - ) :%.

3.2.1 Koherentit ja puristetut tilat

Téssi osiossa on kiytetty lihteind kirjoja [18] ja [19].
Olkoot ¢, p € R faasiavaruusparametreja ja madritellddn z = %(q + ip). Faasia-

varuustranslaatiot voidaan nyt esittdd muodossa
D(Z) _ ezA*—ZA _ 6—@'415—1-1';0(2 — W(q’p)

Operaattori D(z) on unitaarinen ja D*(z) = D7'(z) = D(—z2). Koska [zA* —
ZA Al = =21, [zA*—ZA A = —Z ja [zA*—ZA, [zA* —ZA A]] = [zA*—ZA, [z A*—

zZA, A*]] = 0, niin kdyttamélla kaavaa

e Be ™ = B + z[A, B] + T 2?[A,[A, B] + ... (30)

saadaan D(z):lle ominaisuudet
D(2)AD Y (z) = A — 2, (31)
D(2)A*D7'(2) = A* — 1. (32)

Koska [A*, [A*, A]] = [A, [A*, A]] = O, niin soveltamalla Baker-Campbell-Hausdorffin
kaavaa

AP = ¢3WBleACP | un [A,[A, B]] = B, [A, B]] = O,

D(z) saadaan muotoon

D(z) = e 2l 2424, (33)
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Olkoon 1 A:n degeneroitumattomaan ominaisarvoon z liiittyva normitettu omi-
naisvektori, ts. Ay = 29, ||¢|| = 1. Yhtilon avulla tdmé voidaan kirjoittaa
muodossa D(z)AD™(2) = 0, joten D~(2)1) on verrannollinen vakuumitilaan |0).

Niin on saatu koherenttien tilojen joukko {|z)|z € C}. Niille tiloille pétee

|2) = D(2)]0),
Alz) = z|z).
Téstd seuraa, ettd |z) € D(AF) kaikilla k € N. Kéyttamalld yhtilod (33), saadaan

koherentit tilat ilmaistua sarjana

_,ZQOO 1 ——z2 P
|2) = D(2)|0) = 2 '%n, "(A)"[0) = e HZ\/— n).

Lasketaan seuraavaksi Q:m ja P:n varianssit koherentissa tilassa. Kayttdmalla

hyviksi kommutaatiorelaatiota AA* — A*A = I saadaan

(21Q%2) = (2](L5(A" + A>)2|z>

= L({2]A2]2) + (2] (A"2)2) + 22| A A]2) + (2]2)
=12 +22+22)2+1)
=11+ (2+2)?)
~ (14 2 Re()))
= % + ¢
Koska lisdksi
(21012) = —= (2] A]2) + (2]A*]2)) = = (2 + 2) = —— -2 Re(z) = ¢
NG NG > ’

niin

—_

Var(Q, |2)) = (21Q°|z) — (21Ql2)* =

O |
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Vastaavasti P:lle saadaan

(2] P?|z) = <zr<— —A>)2|z>
— L ((1A%]2) + (21(A%)212) — 20| A" AJ2) — (2]2))
=—-1(2+22 - 2\z|2 —1)
=—1(-1+(z—-2)?%
= —3(— 1+ (2i Im(2))?)
=5+
ja
CIP1) = (G471 = (A1) = J=(2=2) = Z5- (<20 Im(z) =
joten
Var(P, |2)) = {£lP%]2) — (21 PJ2)? = &

Nyt siis Var(Q, |z))Var(P, |2)) = 1, joten |z) on minimiepitarkkuustila. Katsomalla

1
1
yhtiloiti ja nihdiin, ettii koherentti tila antaan samat varianssit, kuin
yhtélon (27) mukainen vektoritila avaruudessa L?*(R) parametrin arvolla b = 1.

Koherentit tilat ovat erikoistapauksia yleisemmista ns. puristetuista tiloista, jotka

saadaan generoitua puristusoperaattorilla

S(E) _ e%(EAQ—e(A*)Q)

Y

missi € = re?®, r >0, ¢ € [0,7). S(€) on unitaarinen ja S*(¢) = S71(e) = S(—e).
Lasketaan seuraavaksi S(e):lle yht#loita ja vastaavat ominaisuudet. Koska
[3€A2 — 1e(A%)?, A] = eA* ja [3€A? — 2e(A%)?, eA*] = |¢|A, niin kaavan nojalla

1 1
S(e)AS™He) = A+ eA* + —|e|2A + —'e|e|2A* +

:0 Z 2n+

= Acoshr + A* —smhr

el
= Acoshr + A*e*@sinh . (34)
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Vastaavasti saadaan A*:lle
S(e)A*S™ () = A*coshr + Ae™*?sinhr. (35)

Operaattorin S(e) ominaisuudet ja voidaan yhtépitiviisti ilmaista muo-

dossa

S*(e)AS(¢) = Acoshr — A*e ??sinhr, (36)

S*(e)A*S(e) = A*coshr — Ae*® sinhr. (37)
Puristettu tila |z, €) saadaan siirtdmélld puristettua vakuumia,

|2,€) = D(2)5(€)|0),

missé luku € € C on puristusparametri.
Tarkastellaan seuraavaksi Q:n ja P:n variansseja puristetussa tilassa. Niiden las-

kemiseksi lasketaan ensin joitakin odotusarvoja.

(z,€elAlz,e) = (0|S*(e) D*(2)AD(2)S(€)]0) = (0]S*(€) (A + 1) S(€)[0) = =
(z,elA"[z,€) = (0]S*(e)D*(2)A*D(2)S(€)|0) = (0]S*(€) (A" + ZI) S(e)[0) = 2
(z,€[A%|z,€) = (0]S*(€) D*(2)AD(2)S(e)S*(e) D*(2) AD(2) S (€)|0)
= (0|[S*(e)(A + 2D)S(€)] |0)
= 22 — e 2ginhr coshr
(z,€[(A*)2]z,€) = (0|[S*(€) (A" + 2I)S(€)]*|0) = 22 — €%®sinh 7 cosh 7
(z, €| AA*|2,€) = (0]S*(€)(A + 21)S(€)5*(e)(A* + 21)S(€)|0) = |2[? + cosh®r

(z,e|A*Alz,€) = (01S*(e)(A* + ZI)S(€)S*(€)(A + 2I)S(€)|0) = |z|? + sinh®r.
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Niistd saadaan Q:lle ja P:lle

(el ) = G5({e ATz, (2,2, 6) = (e +2) =g

(5,1 Q12 €) = L ({2, el(A)212,€) + (2, el 205, ) + (2, | A% 2, €) + (2, €| A° Az, )
= 2(2% + 22 + 2|z|® — 2sinhr coshr cos(2¢) + sinh® r + cosh® r)
= ¢* + $(sinh® r + cosh® r — 2sinh r cosh r cos(2¢))

= ¢* + 5(cosh(2r) — sinh(2r) cos(2¢))

—3((z,€|l(A")?z, €) + (2, €| A%|z,€) — (2, €| AA*|z,€) — (z,€|A*Alz,€))
—1(2% 4+ 22 — 2|2|? — 2sinhr cosh 7 cos(2¢) — sinh? r — cosh®r)

= p* + 1(sinh® r 4 cosh® r + 2 sinh 7 cosh r cos(2¢))

= p* + 1(cosh(2r) + sinh(2r) cos(2¢))
Nyt saadaan Q:n ja P:n varianssit

Var(Q, |z, €)) = (z,€|Q%|z, €) — (2,€Q|z,€)* = 1(cosh(2r) — sinh(2r) cos(2¢)),
Var(P, |z, €)) = (z,€|P?|z,€) — (z,€|P|ze)®> = 1(cosh(2r) + sinh(2r) cos(2¢)),

joiden tuloksi saadaan

Var(Q, |z, €))Var(P, |z, €)) = j(cosh?(2r) — sinh’(2r) cos?(26))
= L(1 + sinh?(2r) — sinh?(2r) cos?(2¢))
= 1(1 + sinh?(2r)(1 — cos®(29)))
= 1/(r,9).

Selvasti f(r,¢) > 1 kaikilla r > 0 ja ¢ € [0,7), ja f(r,¢) = 1 silloin, ja vain
silloin kun 7 = 0 tai ¢ € {0,5}. Jos = 0, niin puristusparametri ¢ = 0, joten
kyseessé on siirretty vakuumi, eli koherentti tila. Jos ¢ € {0,5}, niin € = £r, eli
puristusparametri on reaalinen. Voidaan siis todeta, ettd puristettu tila |z,€) on
minimiepdtarkkuustila tarkalleen silloin, kun se on muotoa |z, r), missd r € R.

Tapauksessa € = (¢ = 0) saadaan Q:n ja P variansseiksi

Var(@, |z,7)) = %e‘r,
Var(]-:’, |z,7)) = %
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mikd vastaa tilannetta, jossa paikkajakauma on puristettu ja liikkemaara vastaavasti

venytetty. Pdinvastainen tilanne on tapauksessa ¢ = —r (¢ = 7), jolloin
Var(Q, |z, —r)) = e’
Var(P, |z, —r)) = te .

Jéilleen katsomalla yhtdloita ja nihdéin, ettd vastaavat varianssit L?(R):n
tapauksessa saadaan parametrin arvoilla b = e*".

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta e € C. Osoittautuu, ettd myd6s talléin puris-
tettu tila on minimiepatarkkuustila, jos kvadratuurikomponentteja kierretdén sopi-
van kulman 6 verran.

Midritelldsin kierto-operaattori U(#) = €A™ jolloin U(#)|n) = ¢*"|n). Suoralla

laskulla saadaan
U*(0)AU(0)|n) = em@U*(G)Aln)

= /ne™U*(9)|n — 1)
_ \/ﬁeinﬁefi(nfl)ﬂn _ 1>
= e Aln),

kaikilla |n) € K. Vastaavasti saadaan

U*(0)A*U()|n) = U~ A*|n)
= /n+ le=™U*(0)|n)
= /n+ 1ein06—i(n+1)9|>

= e Y A*|n),
kaikilla |n) € K. A:lle ja A*:lle saadaan siis muunnoskaavat

U(0)AU(0) = e 04 A4 =320 (WA = ¢if 4,

n=0 n!

U*(0) AU (6) = e— A A f#ei® — 5~ (IO 4o _ if g

n=0 n!

Maéaritellaan kierretyt kvadratuurit

-

X(0) = U*(0)QU(0) = L (=P A + ¢ A),

Y (0) = U*(0)PU(0) = (e A" — ¢ A).

2

S
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Tarkastellaan nyt kierrettys kompleksista amplitudia X (8)+iY () = ¢"(Q+iP),

missd 0 € [—m, ). Télle saadaan muunnoskaava

S*(€)(X () + 1Y (6))S(e) = S*(e) (V2 A) S(e)
= v/2¢e"(Acoshr — A*e™%%sinhr)
= \%e "(e?eT0 A" 4 e A) + f e (iefe 20 A — e A).

Valitsemalla 6 = ¢ nihdaén, etta
S*(e)(X(9) +iY(9))S(e) = e7"X(¢) +ie"Y (),

ts. S(€) puristaa kierretyn kompleksisen amplitudin toista komponenttia ja vastaa-
vasti venyttia toista.

Kierretyille kvadratuurien variansseiksi saadaan

Var(X(0), |z,€)) = (2, €| X(0)*|z,€) — (z,¢[X(0)|2, €)”

— L(cosh(2r) — sinh(2r) cos(2(¢ — 0))),
2, €lY(0)*]2,€) — (2,€|Y(0) ]2, €)°

— L(cosh(2r) + sinh(2r) cos(2(¢ — 0))),

N =

Var(Y (0), |z,¢€)) =

/\

N[ —=

joiden tuloksi tulee

Var(X (), |z, €))Var(Y (0),|z,€)) = L(cosh?(2r) — sinh?(2r) cos?(2(¢ — 6))
(1 + sinh?(2r) — sinh®(2r) cos?(2(¢ — 6))
(1 + sinh?(2r)(1 — cos?(2(¢ — 0)))

g(r,¢,0).

[N L N N > L

Nyt g(r,¢,0) > 1 ja g(r,¢,0) = 1 silloin, ja vain silloin kun r = 0 tai ¢ — 0 = £nm,
missd n € N. Kiintedlld puristusparametrin arvolla varianssien tulo saadaan siis
minimoitua, kun kierretddn kvadratuureja kulman 0 = ¢ + nw, n € N verran.

Erityisesti valinta § = ¢ minimoi tulon.
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4 Paikan ja litkemiaran yhteismittaukset

Miédritelmi 4.1. Olkoot My, M, : B(R) — L(H) suureita. Suure M : B(R?) —
L(H) on niiden yhdistetty suure, jos kaikilla X, Y € B(R) on

Mi(X) = M(X xR)
My(Y)=MRxY).

Talloin My ja My ovat M :n marginaalit.

Suureiden M; ja M, sanotaan olevan samanatkaisesti mitattavissa, jos niilld on
vhdistetty suure.

Osoittautuu, ettd jos toinen M:n marginaaleista on tarkka suure, niin M on
tulomitta, ts. kaikilla X, Y € B(R) on M(X xY) = M;(X)My(Y). Tamén todista-

miseksi tarvitaan joitakin lemmoja.

Lemma 4.1. Olkoot A € L,(H)" ja P € P(H) siten, ettc A < P. Silloin A = PAP.
Todistus. Olkoon ¢ € H sellainen, etti Py = 0. Koska A € L,(H)™T, niin kaikilla
.6 € H, joilla (] A) # 0 on

0 < (=i + €l — tag AV +49)

(
WLOR (1) Ag) — U149 (] Ag) — (80 ) Ag) + (€] AL),

joten

0 < [(V]AG)I* — (A (ALW) — (AL[) (P AE) + (Y| Ap) (] AE)
= —[(]A + (V[ AV)(§|AL).

Jos taas (| A) = 0, niin ||AY24]|2 = (AV2p|AY2) = (Y| A) = 0, eli AYV%) = 0.
T#lldin myds |(|AL) |2 = [(A/2p| AV2E)|? = 0, joten kaikilla v, & € H on

[(PIAE)|* < (] Ap) (€] AS).

Erityisesti
(W[ Ap)|? < (| A) (@l Ap) < (| P){p|Pe) = 0,
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kaikilla ¢y € H. Siis valitsemalla v = Ay ndhdain, ettd Ap = 0. Koska kaikilla
Y € H on P(I — P)y = 0, niin my6s A(/ — P)y = 0. Siis A( — P) = 0, ja koska
A(H) C P(H) |2, Lause 1.3.6, s. 27|, niin A = PA = PAP.

0

Seuraava lemma on perdisin kirjasta [20)]. T#ssa esityksessé riittad jilleen olettaa,

ettd QO = R tai R2.

Lemma 4.2. Olkoon E : B(Q) — L(H) sellainen suure, ettd E(By) on projektio
jollakin By € B(2). Silloin E(B) kommutoi E(By):n kanssa kaikilla B € B(S).

Todistus. Kaikilla B € B(2) on B = (B \ (BN By)) U (B N By), missd joukot
B\ (BN By) ja (BN By) ovat erillisid. Siis

E(B) = E(B\ (BN By)) + E(BN By). (38)

Toisaalta BU By = ByU(B\ (BN By)), missé joukot By ja B\ (BN By) ovat erillisii,
joten

E(B\ (BN By)) + E(By) = E(BUBy) < E(R) = 1I.

Siis E(B \ (BN By)) < I — E(By), missd I — F(By) on projektio. Koska lisdksi
E(B N By) < E(By), niin lemman [{.1] mukaan

E(B\ (BN By)) = (I - E(By))E(B\ (BN By))(I - E(By)),
E(B N By) = E(By)E(B N By)E(By),

Sijoittamalla ndmé yht&loon saadaan
E(B) = (I = E(Bo))E(B\ (BN Boy))(I = E(Bo)) + E(Bo)E(B N By) E(By). (39)

Kertomalla yhtilo E(By):lla vuoroin oikealta ja vasemmalta, ja kiyttaméalla

hyviksi sité, ettd F(By)* = F(By), saadaan lopulta

E(B)E(By) = E(By)E(B N By)E(By) = E(By)E(B).
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Seuraava lause on perdisin artikkelista [21].

Lause 4.1. Olkoon M : B(R?) — L(H) suure, jonka toinen marginaali on tarkka
suure. Tdlloin kaikilla XY € B(R) on M(X xY) = M;(X)My(Y).

Todistus. Tarkastellaan tapausta, jossa M; on tarkka suure, ts. M;(X) on projektio
kaikilla X € B(R). Siis M (X x R) on projektio kaikilla X € B(R), joten lemman
nojalla M(Z) kommutoi M (X x R):n kanssa kaikilla Z € B(R?). Kaikilla X,Y €
B(R) on nyt

Mi(X)My(Y) = M(X x R)M(R x Y) = M(R x V)M (X x R) = My(Y) M (X),

eli marginaalit M; ja My kommutoivat. Kuvaus (X,Y) — M;(X)Ms(Y) on positii-
vioperaattorikaksoismitta, joten se laajenee yksikésitteiseksi semispektraalimitaksi
G : B(R?) — L(H), jolle G(X xY) = M;(X)My(Y) kaikilla X,Y € B(R) [22,
Theorem 1.10].

Olkoot X, Y € B(R). Koska M;(X) on projektio, joka kommutoi M(Y"):n kanssa,
niin G(X xY) = My(X)My(Y) = M (X) A My(Y) [23, Corollary 2.3]. Toisaalta
koska M;(X) = M(X x R) ja My(Y) = M(R x Y), niin M(X x Y) on Mj:n ja
My:n erds alaraja, joten M(X x Y) < G(X x Y). Merkitdan A:lla algebraa, jonka
muodostavat muotoa X x Y, X|Y € B(R), olevien joukkojen #érelliset unionit.
Nyt M(Z) < G(Z) kaikilla Z € A. Olkoon M = {Z € B(R?)|M(Z) < G(Z)}.
Osoitetaan, ettd M on monotoninen luokka.

Olkoon (A,) nouseva jono M:ssi. Kaikilla ¢ € H on

w!M

n—oo

||C8

—{elG(| An)p) = lim ((p|M(An)p) — (p|G(An)g)) <0,

joten Un:1 A, € M. Vastaavasti, jos (B,) on laskeva jono M:ssi, niin kaikilla ¢ € H

on

(PIM (1) Ba)e) = (0lG([) Ba)e) = lim ((p|M(B,)p) — (¢|G(Ba)g)) <0,



71

joten (2, B, € M. Siis M on monotoninen luokka.

Koska A:n generoima o-algebra B(R?) on sama kuin .A:n generoima monotoninen
luokka |2, Lemma I1.3.9, s. 37|, ja koska toisaalta A C M, niin M (Z) < G(Z) kaikilla
Z € B(R?).

Olkoot Z € B(R?) ja ¢ € H;. Koska M, , ja G, ovat todennékdisyysmittoja,
niin

L= My, (Z) = My p(R*\ Z) < Gup(R*\ Z) =1 = Gy (2),
ts. (p|G(2)e) < (p|M(Z)p). Koska ¢ oli mielivaltainen, niin G(Z) < M(Z). Siis
M(Z) = G(Z) kaikilla Z € B(R?).

4

Seuraava tulos on perdisin Werneriltd [24]. Lauseen todistus on téssd muodossa

esitetty artikkelissa [4].

Lause 4.2. Olkoon EP paikka- jo Ef likemdirisuure. Jos E:li ja EJ :lli on
yhdistetty suure, niin niilld on myds yhdistetty suure, joka on kovariantti faasiava-

TUUSSUUTE.
Todistus. Jokaista funktiota f : R x R — C ja pistettd (¢,p) € R x R kohti
merkitdsin f(@P):114 funktiota, jolle kaikilla z,y € R on

FP(,y) = f(x + ¢,y +p).

R xR on yhteenlaskun suhteen Abelin ryhmé, joten on olemassa luvun [1.2] mukainen

lineaarinen funktionaali m : BC(R x R) — C, jolle

m(f4) = m(f)

kaikilla f € BC(R x R) ja (¢,p) € R x R [25].
Olkoon M, Eﬁ?:n ja EP:n yhdistetty suure. Miiritelldéin kaikilla f € BC(R x R),

o, e Hjag,peR

OLf; ¢, ¥(g.p) = (W (g, p) | Mo(f YW (g, p)* ).
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Koska [|Mo(fP)|| = || [ f@P (2, y)dMo(z,y)ll < 1/ ]loc = || fllo ja W(g,p) on

unitaarinen operaattori, niin |O[f; v, ¥](¢, p)| < || flleollll¢lll]?] ja siis O[f; ¢, ] on

rajoitettu funktio. Tarkastellaan seuraavaksi jatkuvuutta. Koska

Olf; o, ¥)(x + ¢,y + p) = OLF P W(g, p)", W (g, p)"¥](2, y),
niin riittda tarkastella jatkuvuutta origossa. Saadaan

O1f; ¢, 9] (a,p) — OLf;0,4](0,0)] < (W(g, p)* | Mo(f @) (W (q,p)"¢ — )]
+H{((W (g, p)* e — @) Mo(f4)1))]|
Hp Mo (£ — )|
< [ Flloo (e 1 (g, 2)* % — &l + W (g, )" — ¢ll[¢]])
+H{pl Mo(f@? — ),

missd kaksi ensimmaistd termid lahestyy nollaa, kun (¢,p) — (0,0), W:m vahvan
jatkuvuuden nojalla ja kolmas termi dominoidun konvergenssin lauseen nojalla. Siis
O[f; ¢, 1] on jatkuva ja siten O[f; ¢, 1] € BC(R x R).

Kaikilla f € BC(R x R) mééaritelldén rajoitettu lineaarioperaattori M*(f) kaa-

valla
(lM*(f)p) = m(O[f;¢,¢])

Jos nyt f € BCH(RxR), niin kaikilla ¢, p € R My(f(®P)) on positiivinen operaattori,
jasiis ©[f; ¢, ¢l(q,p) = (W (g, p)*¢| Mo(f“")W (g,p)* ) > 0. Kaikilla ¢ € H on nyt
OLf; . 9] = 0, joten (p[M*(f)p) = m(O[f;¢,¢]) 2 0, eli M*(f) > 0. Téméin li-
siksi Kaikilla i, € H on (| M* (1)) = m(O[1; 0, ]) = m((¢[)) = {plhm(1) =
(pl1), joten M*(1) = I. Vastaavuus M* : BC(R x R) — L(H) on siis luvun

mukainen operaattoriarvoinen lineaarinen funktionaali. Kaikilla ¢, € ‘H jag,p € R
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on

(oW (g, p) M (fOPYW (g, p)*) = (W (g, p)" | M*(f 9P )W (g, p)*1))
= m(O[f ), W(q,p)*p, W(q,p)*¥])
=m(QUP)[f;p,¢))
=m(O[f;¢,v])
= (@M (f)¥),

joten

M®(f) = W(q,p)M*(f "YW (q,p)". (40)

Jos f € BC(R) ja (q,p) € R x R, niin saadaan

OLfi; 0. v)(a.p) = (W (q.p)" | Mo( /"W (q, p)*0)
= (W(q,p)* W (q,p)*EZ(f)W (q,p)W (¢, p)*)
= (Pl EZ(f)¥)-
Erityisesti ©[ f1; o, ] on vakiofunktio. Vastaavasti saadaan O[fa; ¢, ¥](q,p) = (0| EL(f)1).
Nyt siis kaikilla ¢, 9 € R on (| M (f1)) = m({g| EZ(f)¥)) = (@l EZ(f)eym(1) =
(PlEZ(F)) ja (el M™(f1)) = (| EL(f)1), joten

Mt (f) = EZ(f)
Ms*(f) = E;/(f).
Koska E?(R) = EF'(R) = I, niin yhtélon (7) nojalla M{*(co) = M5 (00) = 0, joten
lauseen mukaan M(R x R) =1 ja
(M), = B
(Mg*), = EJ

Yhtélon (40) mukaan suure MY toteuttaa kovarianssichdon (20)).
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5 Virheiden karakterisointeja ja epatarkkuusrelaa-
tioita

Jokainen mittaus riippumatta siitd, onko se luonteeltaan klassinen vai kvanttime-
kaaninen, altistuu kohinalle. Tamén seurauksena suure, jota todellisuudessa mita-
taan (E7) poikkeaa siitd, mita haluttiin mitata (E). Tastd poikkeamasta tai mista
tahansa téllaisen poikkeaman mitasta kiytetddn nimitystd wvirhe tai epdatarkkuus.
Yleisesti ottaen mittauksessa voi ilmeté systemaattisia virheité, joiden seurauksena
mittaustulosjakuma on siirtynyt. Lisdksi voi olla satunnaisia virheitd, jota aiheut-
tavat jakauman levenemistéd. Jotta mittauksessa esiintyvin kohinan mitta olisi mie-
lekis, pitdd sen maaraytya tdysin todennikoisyysjakaumista pil ja pf . Seuraavaksi

esitellddn kolme eri mittaa mittauksessa esiintyville epatarkkuudelle.

5.1 Standardimitta

Standardimitta ilmaisee virheen mittalaitteesta luettavan suureen ja mitattavan suu-
reen vilisené keskiméiriisend poikkeamana. TaAméa vastaa klassisen statistisen ana-
lyysin tilannetta, missi todennékoisyysjakaumien momentteja kiytetddn mittaus-
virheen kuvaamisessa. Téssé osiossa on kiytetty ldhteend artikkelia [26].

Olkoon H tarkasteltavaan systeemiin liittyvd Hilbertin avaruus ja A € L(H) mi-
tattavaa fysikaalista suuretta vastaava rajoitettu itseadjungoitu operaattori. Olkoon
(K, €&, Z,U) mittausprosessi, jolla A:ta yritetddn mitata. Téssd IC on mittalaittee-
seen liittyvd Hilbertin avaruus, £ € K, [|£]| = 1, on mittalaitteen vektoritila ennen
mittausta, Z € L(K) asteikkosuuretta vastaava rajoitettu itseadjungoitu operaatto-
rijalU:H®K — H® K on mittausvuorovaikutusta kuvaava unitaarinen kuvaus.

Maéritelladn nyt virheen standardimitta [27]:

e(Z, A, 0) = () @ E|(Z2°% — A2 @ €)3, (41)

missi, Z°" = U] ®@ ZU ja A" = A® 1.
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Olkoon FE suure, jota todellisuudessa mitataan. £/ maardytyy tdysin ehdosta
WIE(X)) = (p @ U T @ B (X)Uy ®€)

kaikilla X € B(R) ja ¢ € H. Koska Z oletetaan rajoitetuksi, niin momenttioperaat-

torit E[1] ja E[2] ovat ne rajoitetut itseadjungoidut operaattorit, joille

WIEN) = (¥ @ €U @ ZUY ® €),
WIERIY) = (p @ U] @ 22Uy ® €)
kaikilla ¢ € H. Nyt
(W @ E)(27)*y @ €) = (Y| E[2])
(W@ E(AM Y RE) = (B|A%)
Koska A™ kommutoi I ® P[¢]m kanssa ja I ® P[¢€]Z°"] ® P[¢] = E[1] ® P¢] niin
saadaan
(1) ® €| 27 A  €) = (v ® €|] ® PEJZ" A™ © Plely @ €)
= (v ® €I @ PlEJZ°"] ® P[g|A") @ €)
= (Y @ ¢|E[1] ® PE]A™y ® €)
= (V| E[1]Ay).

Vastaavasti saadaan
(W @ EARZ) @ £) = (Y|AE[1]p).
Virheen standardimitan lauseke voidaan siis kirjoittaa muodossa
(B, Ay)? = (@|(B[1] — A)*¢) + (¥[(B[2] - E[1]*)y)
= (YINH(B, A)*) + (Y| Ni(E)), (42)

missid N,(F,A) = E[1] — A on suhteellinen kohina. e(E, A;v) = 0 kaikilla ¢ € H
silloin ja vain silloin kun E on tarkka suure ja E[1] = A.

Tarkastellaan seuraavaksi yhtilon ensimmaistd termii. Siind esiintyvii ope-

raattoria N,.(E, A) = E[1] — A ei voida mitata samanaikaisesti F[1]:n tai A:n kanssa

ellei v kuulu niiden kommutointialueeseen. Kun termi kirjoitetaan muodossa

(WI(E] = A)*) = (| E[*Y) + (V|A%) — (V|(E[1]A + AE[1])¢),
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niin n&hd&in, ettd siini esiintyy operaattori F[1]A+ AFE[1], jonka mittausta ei ylei-
sesti voida palauttaa E[1]:n ja A:n mittauksiin. Tésté seuraa, ettd termié ei yleisessé
tapauksessa voida maarittaa pelkistdan E:n ja A:n mittaustulosstatistiikoista.
Virheen standardimitta riippuu tilasta 1, miké on ristiriidassa sen kanssa, etta
mittalaitteen kalibroinnista saatavia virheiden arviointeja pitéisi pystya soveltamaan
useisiin eri tiloihin. Tamaéan takia méaaritelladnkin tilasta riippmaton mitta, suureen
E virheen globaali standardimitta A:n suhteen kaavalla
€(E,A) = sup e(E, A;). (43)
PYeEH:

Suuretta E kutsutaan A:n standardiapproksimaatioksi, jos €(E, A) < cc.

5.2 Geometrinen mitta

Tarkastellaan seuraavaksi Wernerin esittdmaéd virheen geometrista mittaa. Maéri-
telmét ja lauseet ovat perdisin artikkelista [24].

Tarkastellaan aluksi todennékdisyysmittoja p,v : B(R) — [0, 1]. Kaikilla rajoi-
tetuilla mitallisilla funktioilla f : R — R integraali | f(z)du(z) médrittelee p:hyn
liittyvin odotusarvofunktionaalin, jolle kdytetdain merkintdan p(f). Luonnollinen
tapa maaritelld mittojen vilinen etdisyys olisi tarkastella suurinta eroa niiden méaa-
ri@imien todenniikdisyyksien vililld, ts. tarkastella lukua supyep) [#(X) — v(X)].
Tama ei kuitenkaan ole kdyttokelpoinen méiritelma, silla esimerkiksi kahdelle pis-
temitalle 0, ja d,, missd x # y, on supyepr) [0-(X) — 6,(X)| = 1, koska on mi-
tallisia joukkoja, jotka sisaltdvit vain toisen pisteen. Tama médritelméa ei siis ota
huomioon pisteiden vélistd etdisyyttd. Etdisyys médritellddnkin suurimpana erona
odotusarvofunktionaalien arvojen vélilld, kun funktionaalien arvot lasketaan hitaasti
muuttuville funktioille.

Merkitddn A:lla sellaisten rajoitettujen Borel-mitallisten funktioiden h: R — R
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joukkoa, joille |h(x) — h(y)| < |z — y| kaikilla z,y € R. Lukua

d(p,v) = sup lu(f) —v(f)l

kutsutaan todennikoisyysmittojen p ja v véliseksi etédisyydeksi. Jos nyt u, v ja n

ovat todennékoisyymittoja, niin kaikilla f € A on

u(f) —v()] = !ff(m)du(w) — J f(@)dv(z)]
<[ f@)dp(e) = [ fz)dn(z)| + [ f (= - [ (@)
= [u(f) =n(Hl + In(f) = vl

Siis d(u,v) < d(u,n) +d(n,v) eli ndin madritelty etdisyys toteuttaa kolmioepdyhta-

16n.

Lause 5.1. Olkoon v : B(R) — [0, 1] todenndkdisyysmitta ja y € R. v:n ja pistemi-

tan 0, vdlinen etdisyys on

.8,) = [ o = yldv(a) (44)
Todistus. Kaikilla f € A on

v (f) = 6,(f)l = !ff(x)dV(fv) —f)l
= 1] (f(z) = f(y))dv(z)]

< flo- y|du<x>.
Siis my6s d(v,6,) < [ |x — y|dv(z). Médritellddn kaikilla n € N funktio g, : R — R

seuraavasti:

[z —yl, kun [z —y[<n
gu(T) =
n, muulloin.

Nyt g, € A kaikilla n € N, joten sup,,cy [v(gn) — 0y(gn)| < supsep [V(f) — 0, (f)]-
Toisaalta koska ¢,,(y) = 0,(g,) = 0, niin

/ "l = yldv(e) < / " gu(@)dv(a) = |v(g) — by (g0).

—n o



78

joten
S e = yldv(z) = sup,en [, |2 — yldv(2)
< SUPpen [V(9n) — 0y(gn)|
< supgep [V(f) = 6y(f)]
< 2 o = yldv(z).
Siis d(v,6,) = [ |« — yldv(z).

O

Lause 5.2. Olkoot u,v : B(R) — [0, 1] todenndkdisyysmittoja. Tdlloin on voimassa

(o5 ) < / yldv(y)

missa o x v on mittojen konvoluutio

epayhtdlo

(u*v)( / f(z+y)du(x)dv(y).
Todistus. Kaikilla f € A on

u(f) = () ()l = | [ f@)du(z) = [[ f@+y)dp(z)du(y)|
=[] (f(x) = f(z +y))dp(z)dv(y)]
< [J1f(z) = f(z +y)|du(z)dv(y)
< [[ & = (z + y)|du(x)dv(y)
= [ lyldp(x)dv(y)
= [ lyldv(y)

Sits myds d(p, o+ v) = supseq [u(f) — (w*v) () < [ lyldv(y)

O

Olkoon E : B(R) — L (H)" positiivioperaattorimitta. Talloin jokaista rajoitet-
tua Borel-mitallista funktiota f : R — R kohti integraali [, fdE méérittelee (hei-

kossa mielessd) rajoitetun itseadjungoidun operaattorin, jolle kiytetdéin merkint&a
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E(f). Siis kaikilla vektoritiloilla ¢, luku (Y|E(f)y) = [ fdpg on hyvin maéritelty.

Lukua
d(Er, Ey) = supyey, supsep |(WI(E1(f) — Ea(f)))]

= supsep | E2(f) — Eo(f)|

kutsutaan suureiden E; ja FE, viliseksi etdisyydeksi. Téssa jialkimmainen yhtasuu-
ruus seuraa siitd, ettd itseadjungoidulle operaattorille A € L (H) normi voidaan
kirjoittaa muodossa || Al = sup,cyy, [(|A9)]. Suureen E; sanotaan olevan Eym geo-
metrinen approksimaatio jos d(Ey, Fy) < oco. Etaisyys voidaan kirjoittaa myos suu-

reita vastaavien todennékoisyysjakaumien avulla, silla kaikilla f € A ja ¢ € H; on

[(@I(EL(F) = E2(N))0)| = [Pyt (f) =Py (f)], joten d(Ex, Es) = supyeyy, APy, Py)-

Lause 5.3. Olkoon GT kovariantti faasiavaruussuure, jonka marginaalit siis ovat

sumeat paikka- ja litkemddrdsuureet

GY = B9 ur = E9 png* (45)

GT = EP xvp = E¥ % ph .. (46)
Talloin marginaalien etaisyydet tarkoista paikka- ja litkemdadrdsuureista ovat

d«?waQ)==j/LﬂduT(x) (47)
d&%}EP>=1/NMdumy> (48)
Todistus. Riittdd todistaa yhtilo . Kaikilla f € A javy € H; on

|(WI(GT(f) = EQN) )| = |07 * pr)(f) = P (f)]
= | [[ f(z +y)dp}(x)dpr(y) — [ f(z)dpy (z)]
=[] (fz+y) - f@»ﬁw@Mmﬁm
< [[ 1z +y — z|dp3 (x)dpr(y)
< [ lyldpr(y)

Siis myds d(GT, E9) < [ |y|dur(y). Seuraavaksi kiytetiisin hyviksi tietoa, ettd on

vektoritiloja, joiden paikkajakaumat ovat mielivaltaisen ldhelld pistemittaa.
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Olkoon € > 0. Valitaan vektoritila ¢ € H; siten, ettd pg([—g, £]) = 1. Téllin

kaikilla f € A on

IPP(f) = 0o = | [ (f(z) = £(0))dpg ()
< [|zldpf(z)
= [*. |oldp(x)
< % f_ég dpg(x)

<

Y

N

joten myos d(dy, pg) < 5. Nyt kolmioepdyhtélon ja yhtdlén 1} nojalla

€

d(pr,py) = d(pr, 6o) — (0o, p]) > / [eldpr(z) = 5.

Lemman (5.2)) ja kolmioepéayhtdlon nojalla

d(p * pr, pG) > d(pF, pr) — d(PS * i, i)
> [leldpr(z) = [ l2ldpg (z) - 5
> [|a|dpr(x) — d(pS, 60) — 5
> [ |zldpr(z) —

€

Lopulta saadaan

AGY B9 2 dpd 5 ir.p9) = [ laldur(a) ~ e — [ laldur(z)
kun € — 0.
U

Sumeat paikka- ja liikemadridsuureet ovat siis vastaavien tarkkojen suureiden geo-
metrisii approksimaatioita silloin ja vain silloin kun yhtéldiden ja inte-
graalit ovat dérellisind olemassa.

Seuraavaksi pitdi selvittéd, mitkd pareista (d(GT, E9),d(GY, ET)) voidaan saa-
vuttaa varioimalla generoivaa operaattoria 7. Kutsutaan néiden pisteiden joukkoa

sallituksi alueeksi.
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Olkoot T1,T5 positiivisia jéljen yksi operaattoreita. T&lloin ndiden konveksikom-
binaatio "= AT} 4+ (1 —\)T5, A € (0,1), on my6s positiivinen jiljen yksi operaattori.
Kaikilla X € B(R) on

pr(X) = par+a-nr(X)

= pg(ATl—s-(l—)\Tz)H* (X)

= tr[II(AT} + (1 — A)T3)II* EQ(X)]

— Mr[IT3 T EQ(X)] + (1 — A\)tr [HTL1T* E(X)]

= Ay (X) 4+ (1 = A)pr, (X),

joten
d(GT, E9) = [ |z|dpsr+a—xr (@)

=\ [|a|duz, (z) + (1 = X) [ |2|dpr, ()
— M(GT EQ) + (1 — N (G, EQ),

ja vastaavasti
d(Gy, B7) = M(Gy', BY) + (1= \d(Gy*, E).

Luvut (d(GT, E9),d(G%, E)) muodostavat siis R?n konveksin osajoukon, ts. jos
sallittu alue sisdltda kaksi eri pistettd, niin se sisdltdd myos néditd yhdistdvin janan.

Kaytetadn seuraavaksi hyviksi luvussa tarkasteltua dilaatiosymmetriaa. Ol-
koon Ap(a) Ri:n unitaariesitys, jolle [Ao(a)f](x) = \/Laf(a’%) kaikilla f € L%*(R)
ja x € R. Tallsin siis Ag(a)E9(X)Ap(a)* = E%(aX) ja Ag(a)EF(X)Ag(a)* =
Ef(a™'X). Kaikilla f € L*(R), a € R, jax € R on

Ao (a)" f](z) = [Ao(a)" f](—2) = Vaf(—ax) = Va[llf](azx) = [Ao(a) TLf](x),

joten IT ja Ag(a)* kommutoivat. Korvataan nyt generoiva operaattori 7' unitaarisesti



82

muunnetulla operaattorilla Ag(a)*T' Ag(a), jolloin kaikilla X € B(R) on

sty o (X) = 1[I Ag(0) T Ao o)1 EQ(X)
= tr[Ag(a) TITTI* Ag(a) E?(X)]
= tr[IITT1* Ag(a) E9(X) Ag(a)*]
= tr[[IT*E?(aX)]
= NT(aX>7

ja

VAg(a)TAo(a)(X) = tr[IIAg(a)*T Ag(a)I*ET (X))
= tr[Ag(a)* TITII* Ag(a) EP (X)]
= tr[[ITI* Ay (a) EY (X) Ag(a)*]
— [[ITT EP (0 X))
= vr(a ' X).

Nyt saadaan

d(GfO(a)*TAO(a),EQ) = f |z|dpr(ax) = af |z|dp(x) = ad(GT, E9),
d(G° T BPY = [yldvr(a~ty) = a7t [ |yldv(y) = a'd(GE, ET),

joten etdisyyksien tulo pysyy vakiona, kun a kily lapi R, :n. Téstd seuraa, ettd jos T’
on jotain sallittua pistetti vastaava generoiva operaattori, niin unitaarisesti muun-
netut operaattorit Ag(a)*T Ag(a) piirtdvit ko. pisteen kautta kulkevan hyperbelin,
kun a kiy lapi R, :n. Koska sallitut pisteet muodostavat konveksin joukon, niin myos
kaikki hyperbelin yldpuolelle jaavat pisteet kuuluvat sallittuun alueeseen.

Seuraava lause osoittaa, etté etdisyyksien tulolla on aidosti positiivinen alaraja.
Lause 5.4. infresp) d(GT, E9) - d(GL, E”) > 0.

Todistus. Tehdiidn vastaoletus: infrespy) d(GT, E9)-d(G3, E¥) = 0. Tilloin jokais-

ta n € N kohti on olemassa T,, € S(H) siten, etti

1
d(G?n7EQ) = d(ng7EP) = Ea
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ts. ldhestytdin origoa suoraa d(GT, EQ) = d(GY, ET) pitkin. Nyt siis

1
[ teldun, () = [ ldor, () =
R R n
kaikilla n € N. Koska

Hr, (R\ [_17 1]) = fR\[_lJ] dMTn (ZL’)
< fR\[fl,l] |x|d:uTn (I)

< Jz lxldpr, (x)

1
=z,

ja pr, on todennédkoisyysmittana additiivinen, niin

pr((1,10) = 1= pr, (R\ [-1,1]) 21—

Vastaavasti saadaan, ettd vg, ([—1,1]) > 1 — 1. Nyt siis

pa (=1, 1)) + v, ([=1,1]) > 2 — % 9

kun n — oo, miké on ristiriita, silla

[’[’Tn([_]" ”) + VT,;([_L 1]) <1l+ \/a_O < 27

missi ag on operaattorin E¢([—1,1])EF([-1,1]) E¥([~1, 1]) suurin ominaisarvo [28].
Siis

in

f T gey. T gr .
inf (G, B9) - d(GF, BT) > 0

O

Mééritelldin C' = infresp) d(GT, E9)-d(GY, ET), jolloin siis (d(GT, E),d(G5 , ET))-
tasossa voidaan operaattoria T varioimalla saavuttaa kaikki hyperbelin d(GT, E9) -
d(GY, EP) = C ylipuolelle jiiviit pisteet. Osoitetaan vield, ettd kyseinen hyper-
beli saavutetaan. Tatd varten tarkastellaan operaattoria K = |Q| + |P|, missi
Q| = [|z|dE®(z) ja |P] = [ |y|dEF(y). Lauseen mukaan riittivi ehto sille,
ettd K:lla on pienin ominaisarvo, ja etté se on &ddrellisesti degeneroitunut on, etté

-1

resolventtioperaattori (K + 1)~' on kompakti. Osoitetaan kompaktius seuraavassa

lauseessa.
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Lause 5.5. Olkoon K = |Q| + |P|. Tdlloin resolventtioperaattori (K + 1)™' on

kompakti.

Todistus. K:n spektri o(K) C [0,00), joten (K+1)~! on hyvin méaritelty rajoitettu
lineaarioperaattori. Vastaavasti (K + 14 ¢)™' € £(H) on hyvin midritelty kaikilla
0<e<l

Olkoon € € (0,1) ja (¢q,p) € R? siten, ettd |¢| +|p| < e. Kaikilla ¢ € D(K), joilla
W(g,p)") € D(K) on

(VW (g, p) KW (q,p)") = (W(q, )" |(|Q[ + |P)W (¢, )" )
_ Q
o f ‘x|dEW(q7p)*¢,W(q,p)*w(m) ™ f |y‘dE§/(q7p)*w,W(q7p)*w(y>‘
Kayttamalla hyviksi mairitelmissa, ja esiintyvid paikka- ja litkem&adarasuu-

reiden symmetriaominaisuuksia saadaan kaikilla X € B(R)

ES amrotviamoX) = (W(g,p) | E(X)W (g, p)*¢)
= (V[W(q, p) E?(X)W (q,p)*¢)
= (Y|E?(X + q)¥)
= B3 ,(X +q).

ja vastaavasti
Bl tamy o wiapy-(X) = (W(g,p)* Y| E" (X)W (q,p)*¥)
= (V|W(q,p)EX (X)W (q,p)* )

= (VIET(X + p)¢)

joten

(WIW (g, p) KW (q,p)*¢)) = [ |a|ldES ,(x + q) + [ ly|dEL ,(y + p)
- f |z — q,dE$¢(x) + f ly — P|dE11pD,¢(?J)'

Kolmioepiyhtilon nojalla [z — g| > [|z] — |g|| > |z| — |g], joten integraalin lineaari-
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suudesta seuraa, etta

(VW (g, p) KW (q,p)")
> [|aldE] (@) = [|gldES (x) + [ |y|dEL ,(y) — [ IpldE] ,(y)
= (¥[|QIY) + (V[IPlY) — q| — [p]
= (V[(K — g — [p))¥),

joten W(q,p)KW(q,p)* > K —|q|—|p|. Koska ki#inteisoperaattorin ottaminen kdén-

tda operaattorien jarjestyksen, niin
W(g,p)(K +1)"'W(q,p)" = (W(g,p) KW (g, p)" + 1)7" < (K +1—|g| = [p])".

Toisaalta kolmioepéyhtdlon toisen puolen nojalla |x —q| < |z|+|q|, joten saadaan

(Y|W (g, p) KW (q,p)"1)
< [|2dES y(2) + [ laldE] (@) + [1yldEL ,(y) + [ pldEL ,(y)
= (¥[|QI¥) + (W[[PlY) + |q| + [p|
= (WI(K + lg| + [p))¥),

joten W(q,p)KW(q,p)* < K + |q| + |p|, mistd seuraa, ettd
W (g, p)(K +1)""W(q,p)* > (K + 1+ q| + |p|) "

Koska siis W (g, p)(K + 1)"'W(q,p)* — (K + 1+ |g| + [p|)~* > 0, niin kaikilla

@ € H on

0 < [pl(W(gp)(K +1)"'W(g,p)* = (K + 1+ lg| + [p) "))
= (el (W (g, p)(K +1)""W(g,p)* = (K + 1+ |g| + [p]) "))
< (@l(K+1—q| = Ip)™" = (K + 1+ gl + p])"")e)
=—(=1+lgl+Ipl+ 1+ gl + [pD{el (K + 1 — g — [p)) " (K + 1+ |g] + [p]) ")
= 2(|gl + IPD KLl (K + 1 = |g| = [p) " (K + 1+ |a| + [p]) "o
< 2¢[|(K + 1 —|q| — [p)"HIII(K + 1+ gl + [p) Il

missi on kilytetty Cauchyn-Schwarzin epéyhtilod, sekd resolventtiyhtalod (3)).
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Tarkastellaan seuraavaksi resolventtioperaattorien normeja. Maaritellddn kaikilla
¢ € [0,3) funktio fe : R — R, f(z) = (Jz| + 1 — ¢)~*. Nyt siis flo(K)(z) =
(x+1—¢€)71 joten f(K) = (K+1—¢)™? lauseenmielessé. Koska supee(q 1) || fell =
supse[oé)(l—e)*l = Qjalauseenmukaan | (K| < || fell, niin [[(K+1—¢)7]] <2

kaikilla € € [0, 3). Kéyttamalld titd hyviiksi saadaan
W (g, p)(K +1)""W(g,p)" — (K +1+q| + Ip) 7| < 8e.

Toisaalta kiayttamalla resolventtiyhtiloa saadaan

(K + 1+ g +[p))~ = (K +1)71|
= || = (=1—=lq| = Ip| + YK + 1+ [q| + |p}) " (K + 1)~
< (lgl + [pDII(K + 1+ |g| + [p)) " II(K + 1)~

< de,

joten kolmioepayhtélon nojalla

W (q,p)(K +1)"'W(q,p)* — (K +1)7"]
< W (g, p)(K +1)7'W(q,p)* — (K + 1+ |q| + [p]) |
HI(K + 1+ gl +Ip) = (K+1)7|

< 12¢,

kun |g] + |p] <€, ts.

lim |[|[W(g,p)(K +1)""W(g,p)* — (K+1)7"|| =0.
(g,p)—(0,0)

Olkoon
k(q,p) = tx[[W)(¥|W (g, p)(K +1)"'W(q, p)*]

= (YW (g, p)(K +1)7'W(q,p)*¥)

= (W(g,p)"V|(K +1)7'W(q,p)"¥),
missid |U)(¥| on Gaussin tila. Koska (K +1)7! < (|Q| + 1)t ja (K +1)7' <
(|P| 4+ 1)~%, niin tarkastellaan ensin lausekkeita (W (q, p)*¥|(|Q| + 1)~'W (q, p)* )

ja (W(g, p)*O|(|P| +1)"'W(q,p)* V).
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Koska kaikilla X € B(R) on

Ejy(z) = (V|EQ(X))

= [ xx ()| V() [*dx

= o= [ xx(@)e ™,
niin
(W (q,p)(1Q + 1) W (q,p)*¥) = [ LdEG y(z + )
= fde\g\p(l’)
= \%fme_”'jdx

Merkitisn f,(z) = - e Nyt lim, oo f,(x) = 0 kaikilla 2 € R ja |f,(z)] <

1
VT lz—q|+1

e‘wz, joka on integroituva, joten dominoidun konvergenssin lauseen nojalla
Jim (B[ (q.p)(1Q] + 1) "W (qp)" W) = limn [ fy(a)dx =0,

Koska

I
-
@

niin kaikilla Y € B(R) on

Eyo(Y) = (P|EP(Y)T)
— (FU|EP(Y)FU)

M

Yy

= ﬁ [xy(y)e =
Samoin kuin operaattorin |@)| tapauksessa, saadaan nyt

lim (W[W (g, p)(IP]+1)""W(q,p)"¥) =0,

ts. lim, .0 k(q,p) = 0.

Operaattori (K+1) ! siis toteuttaa lauseen ehdot, eli (K+1)~! on kompakti.
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[l

Seuraus 5.1. Olkoon K = |Q|+|P|. K:n oleellinen spektri o.s(K) = (. Erityisesti

K:lla on pienin ominaisarvo.

Kéyttamaélld seurauksen antamaa tietoa K:n pienimmén ominaisarvon ole-
massaolosta saadaan johdettua epatarkkuusrelaatio kovariantin faasiavaruussuureen

marginaaleille.

Lause 5.6. Olkoon GT kovariantti faasiavaruussuure. Silloin marginaalit GT' ja GT
toteuttavat epayhtdlon

2
AT, B9)-d(GE B > 20, (19)

missi Ey on operaattorin K = |Q| + | P| pienin ominaisarvo.

Todistus. Olkoon 1y € H operaattorin K pienimpéddn ominaisarvoon Fy liittyva

ominaisvektori, jolloin siis

Ey = (Yo Ko)
= (Yol|Qv00) + (ol Plto)
= f !x\dEfo,wo (z) + f \y!qufo’%(y)-

Koska kaikilla X € B(R) on

B ,(X) = (%ol (X )o)
= tr“%><¢o‘EQ(X)]
= tr[TIIT*|1bg ) (1o | TIIT* B9 (X)]
= J1+ o) apo 11 (X)
Ja vastaavasti E50,¢0(X> = Vn*|¢o><¢0|n(X), niin merkitsemalld Ty = TT*|1)g) (¢o|TT

saadaan
Ey = [ |zldpm, () + [ lyldve, (y)
= d(G°, EQ) +d(GP, EP).
Tarkastellaan nyt tilannetta (d(GT, E?),d(GY, ET))-tasossa. Aikaisemman no-

jalla operaattoria T varioimalla voidaan saavuttaa kaikki hyperbelin d(GT, E9) -
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d(GT, E?) = C ylipuolelle jiivit pisteet. Koska Ey on lineaarikombinaation d(GT, E9)+
d(GT, E?) pienin arvo, niin suora d(GT, E9) + d(GY, ET) = E, leikkaa sallitun alu-
een tarkalleen yhdessa pisteessa. Téastd seuraan, etta kyseinesséd suoran ja hyperbelin
leikkauspisteessd T' = Tj. Liséksi aikaisemmin késitellyn dilaatiosymmetrian nojalla
kaikki reunahyperbelin pisteet voidaan saavuttaa. Lasketaan nyt vakion C arvo, ts.

suoran ja hyperbelin leikkauspisteen koordinaattien tulo.

Sijoittamalla d(G%, ET) = C - d(GT, E?)~! suoran yht#loon saadaan

d(GT,E9) + C -d(GT,E?)™! = E
= d(GT,E9)? — Ey-d(GT,E9) +C =0
= d(GT E?) = %(EO +\/E2 —4C).
Leikkauspisteitid on tarkalleen yksi, kun T' = Ty, joten diskriminantin E2 —4C' pitéi

héavitd, mistd saadaan

2
- % (50)

O

Lasketaan nyt etdisyyksien tulo siinid tapauksessa, etté kovariantin faasiavaruus-

suureen generoi Gaussin tila.

z2
Olkoon T' = |¥)(¥|, missd ¥(z) = —7e” = . Kaikilla X € B(R) on nyt

| (X) = [T W) (P E9(X)]
— (ITV|EQ(X)ITT)
= [ xx(@)|¥(~2)|dx
— ﬁfXX(x)e_Ide,

joten paikkasuureelle saadaan

d(GYEQ) = [ |z]duy w («)
W1—1/4 ffooo \x|e‘x2da:

_ 2 oo x2
- el

1
NG
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Koska kaikilla z € R on

(FIW)(2) = = [ e (—y)dy

2
v _y
o [e Ve T dy

- 5
3

|
—
N

®

—T

3

[
=
=

niin
Yy (X) = (T EX(X)ITW)
= (FIIV|EQ(X)FIIV)
= (V|E9T)
= \/%ferX(:z:)e’””de
kaikilla X € B(R), joten d(G‘;’Mm, ET) = \/LE Etaisyyksien tuloksi siis saadaan

1
A, B9) a6 BT = -

™

On huomattava, etté % ei ole alaraja etdisyyksien tulolle. K:n pienin ominai-

sarvo voidaan laskea numeerisesti, ja Wernerin mukaan néin saatu alaraja on C' =~
0,304745 < % [24]. Liséksi K:n perustila osoittautuu olevan lihelld harmonisen os-
killaattorin perustilaa.

Osoitetaan vield, lause pitee myo6s siind tapauksessa, ettd paikka- ja liike-

méadrasuureiden yhdistetty suure ei (vélttamatté) ole kovariantti faasiavaruussuure.

Lause 5.7. Olkoon M paikka- ja litkemddrdsuureiden Ef ja EV yhdistetty suure.

Silloin marginaalit My ja My toteuttavat epdyhtdlon

E2
d(My, E9) - d(M,, E?) > IO’ (51)

missi Ey on operaattorin K = |Q| + | P| pienin ominaisarvo.

Todistus. Lauseen mukaan Eff:lléi ja ET:1ld on yhdistetty suure M*, joka on
kovariantti faasiavaruussuure, ja siten yhtilon antamaa muotoa jollakin positii-

visella jiljen yksi operaattorilla 7". Nyt M; = M’ = EfL2 ja My = Mg® = ET | joten
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d(My, E9) = d(M®, E?) ja d(My, EY) = d(M$*, ET). Koska M® on kovariantti
faasiavaruussuure, niin lauseen nojalla saadaan

E2
d(Mi, E) - d(My, B”) = d(M;", B?) - d(Mg", E”) > =,

missd, g on operaattorin K pienin ominaisarvo.

5.3 Kaistanleveys

Madritelladn lopuksi virheen kaistanleveys (error bar width), joka liittyy l&heises-
ti mittalaitteen kalibrointiin. Tarkastellaan ainoastaan sellaisia tarkkoja suureita,
joiden tuki on koko R. Mééaritelmét ja tulokset ovat perdisin artikkeleista [29] ja
[30].

Olkoot Ey, E : B(R) — L(H) suureita joista F on tarkka. Jokaiselle ¢ € (0,1),

6 > 0 méadritelladn F,:n virhe E:n suhteen kaavalla

Wes(E1, E) = inf{w > 0|V € R, p € H; : pf(ng) =1= pfl(JI;w) >1— €},
(52)
missd J,.5 = [x—g, x—l—%]. E1:té sanotaan F:n e-approksimaatioksi, jos W, s(E1, E) <
oo kaikilla 6 > 0. Koska virhe on d:n kasvava funktio, niin voidaan mééritelld E;:n

virheen kaistanleveys E:n suhteen:
W.(EL, E) = i%f Wes(E1 E) = (lsin(l) Wes(EL E). (53)

Jos W, s(Er, E) = oo kaikilla 6 > 0, niin merkitdéin W,(E;, E) = oco. Suuretta E;
kutsutaan E:n approksimaatioksi (&drellisen virheen kaistanleveyden mielessi), jos
We(E1, E) < oo kaikilla € € (0,1). Vastaavasti suuretta M : B(R?) — L(H) kut-

sutaan suureiden Fy ja Ey likimadrdisekst yhdistetyksi suureekst jos sen marginaalit



92

My ja M, ovat Ej:n ja Fo:n approksimaatioita. Jos Fq on E:n approksimaatio, niin

kuvaus € — W, 5(E1, E) on e vihenevi funktio kaikilla 6 > 0.

Lause 5.8. Olkoot F, ja E suureita, joista E on tarkka. Ey:n virheen kaistanleveys

E:n suhteen toteuttaa epdyhtdilon
W€<E17 E) 2 Ve(El)u (54)
missd Ye.(E1) on yhtdldssd mddritelty E1:n resoluutioleveys.

Todistus. Jos W.(E;, E) = oo, niin epayhtald on triviaalisti voimassa, joten voidaan
olettaa, ettd W,.(E;, E) < oco. Téll6in on olemassa dy > 0, jolle W, 5,(E4, E) < 0.
Toisaalta W, s(E;, E) on d:n kasvava funktio, joten W, s(E1, £) < 0 my6s kaikilla
§ < dp. Olkoon w > W, 5(Eh, E) jollekin ¢ € (0, do]. Télloin kaikilla z € R ja ¢ € H;,
joilla pZ(Ja;5) = 1 on pJ* (Jasw) > 1—e. Koska Em tuki on koko R, niin téstd seuraa,
ettd jokaista € R kohti on olemassa vektoritila ¢ € H; siten, etté pfl((]z;w) > 1.
Siis w > ~.(F1), mistd seuraa, ettd W, s(E1, E) > ~.(F1) kaikilla 6 > 0, joten myos

We(El, E) = hmgﬂo We,é(Ela E) Z ’Ye(El)
L]

Tama tarkoittaa, ettd suureen F; resoluutioleveys, joka on positiivioperaattorimitan
sisdinen ominaisuus, asettaa alarajan F':n virheen kaistanleveydelle minké tahansa
tarkan suureen F suhteen. Lemman seurauksena nihdéan lisdksi, ettéd jos F on suure,
jonka tuki on koko R, niin jokaisen F:n e-approksimaation F; resoluutioleveys on

ddrellinen, v.(E) < oo.

Lause 5.9. Sumeat paikka- ja litkemddrdsuureet Eff ja E¥ ovat tarkkojen paikka-
ja litkeméddrdisuureiden E ja E¥ approksimaatioita kaikilla todenndkdisyysmitoilla

w,v: B(R) — [0,1].

Todistus. Riittdd todistaa viite paikkasuureelle. Olkoot € € (0,1) ja § > 0 an-

nettuja. Pitdd osoittaa, ettd on olemassa darellinen w > 0, jolle kaikilla ¢ € R



93

on pg“(Jq;w) > 1 — € aina, kun pg(Jq;(;) = 1. Olkoon ¢y, wy € R siten, etti

p(Jgowe) > 1 — €. Kaikilla © € Jy ., ja y € Jys 00
0 Wy
ly—(g—2)| <|y—q| + |z —qo| + |q] < §+7+|%|'

Siis aina, kun w > 2|qo| + wo + 0, niin J5 C Jy — @ kaikilla € Jy 4. Téll6in

P (Jyw — x) = 1 kaikilla x € Jg, . Nyt saadaan

pg“(t]q; ) = ffoJq;w Pg(y — z)p(x)drdy = f]R pg(*]q;w — z)dp()

> quo;wO pg(Jq;w —x)dp(r) = p(Jgpm,) =1 — €
-1

O
Lause 5.10. Sumeat paikka- ja lithemddrdsuureet Ef? ja EY toteuttavat epiyhtilit

Wa (B2, E?) 2 74(B2) = W (n) (55)

We,(EF EY) > 7, (EF) =W, (v), (56)

missi We(p) = inf{w > 0lon olemassa v € R s.e. u(Jp) > 1 — €} on mitan p

kokonaisleveys.

Todistus. Epiyhtilot seuraavat lauseesta . Osoitetaan yhtasuuruus paikkasuu-
reen tapauksessa.

Olkoon w > 0 sellainen, ettd w > v, (Eg) Tallsin kaikilla ¢ € R ja vektoritiloilla
© € Hyon pg“(Jq;w) = [ 1(Jgw—2)dp%(z) > 1—e;. Pitédd siis olla pu( Jy—1) > 1—€;
jollakin z € R, mistd seuraa, ettd w > W, (u). Siis v, (E?) > W, ().

Olkoon nyt w > 0 sellainen, ettd w > W, (u). Silloin p(Jy0) > 1 — € jollakin
y € R. Olkoon u > w. Tarkastellaan véleja J,,, missd x € J,,. Merkitddn J, =
merq;w o Nyt Jo C Jyy, kaikilla € Jg,, ja Jo:n pituus on positiivinen. Olkoon
¢ € H; tila, jonka paikkajakauma on keskittynyt Jy:aan, ts. pg(Jo) = 1. Tall6in

myos pg(Jx;u) = 1 kaikilla z € Jg,,. Nyt

P (Jaw) = Ju P (T — 0)dn(y) > [, PP (Jasu — y)dpi(y)

= w(Jgw) = 1 — €1,
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joten w > ., (EY). Koska w > W, (1) oli mielivaltainen, niin We, (1) > ¢, (ES).
U

Paikka- ja lilkemadrasuureet Ef;? ja EF ovat yhdessi mitattavia tarkalleen silloin,
kun ne ovat kovariantin faasiavaruussuureen G’ marginaaleja. Tilléin niiden reso-
luutioleveydet saadaan todennédkoisyysmittojen pr ja vp kokonaisleveyksistd. Namé

toteuttavat epiyhtialon W, (ur) - We,(vr) > 2wh - (1 — €; — €3)?, joten
Ve <E§T> *Vea (EIZ) = WEl (NT) ’ W€2<VT> > 27h - (1 — € — 62>27 (57)
kaikilla €1, €5 > 0, joille € + €5 < 1.

Lause 5.11. Jokainen kovariantti faasiavaruussuure GT on E9:m ja ET mn likimdd-
riinen yhdistetty suure. GT :n marginaalien virheen kaistanleveydet paikan ja liike-

mddrdan suhteen toteuttavat epdtarkkuusrelaation
W (GT,E9) - W, (G3, EY) > 21h - (1 — €1 — &)? (58)
kaikilla €1,€e5 > 0, joille €1 + €5 < 1.

Todistus. Koska kovariantin faasiavaruussuureen marginaalit ovat sumeat paikka-

ja liikem&&rasuureet, niin lauseen ensimméinen viite seuraa lauseesta (5.10). Epdyh-

talo seuraa yhtéloista , ja .

O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd paikan ja liikeméaérin yhdistettyd suuretta M vas-
taavan kovariantin faasiavaruussuureen M’ marginaalien resoluutioleveydet ja vir-
heen kaistanleveydet ovat korkeintaan yhtd suureet kuin vastaavat arvot M:n mar-
ginaaleille. Talloin voidaan jilleen rajoittua tarkastelemaan kovariantteja suureita.
Suure M : B(R?) — L(H) on paikan ja liikkem&érin (e;, €3)-approksimaatio, jos sen

ensimméinen marginaali M; on E%:m e -approksimaatio ja toinen marginaali M, on
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EP:n ey-approksimaatio. Eksplisiittisesti ilmaistuna timi tarkoittaa sité, ettd jo-
kaista 0 > 0 kohti on olemassa positiiviset luvut w,w’ < oo siten, ettd seuraavat

ehdot ovat voimassa:

(i) kaikilla ¢ € R ja o € Hy, joilla p9(Jys) =1, on p) (Jpw) > 1 — €

(i) kaikilla p € R ja ¢ € Hy, joilla pL(Jps) = 1, on p)*(Jpw) > 1 — €
Koska yhdistettyd suuretta M vastaavan kovariantin faasiavaruussuureen M*’
tapauksessa joudutaan tarkastelemaan muotoa M(f) = [ f(x)dM(z) olevia funk-

tionaaleja, niin (e, €3)-approksimaation madritelma pitdéd ilmaista siithen sopivassa

muodossa. Tamé on tehty seuraavassa lemmassa.

Lemma 5.1. Olkoot €,¢; € (0,3) annettuja. Suure M : B(R*) — L(H) on E9:m
ja EY:n (€1, €)-approksimaatio jos ja vain jos jokaista & > 0 kohti on olemassa

positiiviset luvut w,w’ < oo siten, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

() kaikilla ¢ € R ja f € BC(R), joille xs,., < f <1, sekd kaikilla ¢ € H;,

)
(17") kaikilla p € R ja g € BC(R), joille Xdyw <9 <1, sekd kaikilla p € H,

Mo

)
joille p2(Jgs) =1, on pii(f) >1—¢
o (

joille pl(Jps) =1, on pl2(g) > 1— e

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M on E%m ja E¥:n (1, €2)-approksimaatio. Olkoon
9 > 0. Silloin on olemassa positiiviset luvut w, w’ siten, ettd ehdot (i) ja (i7) toteu-

tuvat. Nyt jokaisella Borel-mitallisella funktiolla f : R — R, jolle x,,., < f <1 on

J(f(@) = X, (2)dpY1 (z) > 0, joten
Py () = / Xy ()R () < / f@)dpl (z) = P2 (f) <1,

ja vastaavasti My:lle. Siis ehdot (i) ja (#i') ovat voimassa.
Oletetaan seuraavaksi, ettd M on sellainen suure, ettd annettuja e, es € (0, %)
ja & > 0 kohti on olemassa luvut w,w’ < oo siten, ettd ehdot (i) ja (i) ovat

voimassa. Riittdd osoittaa, ettd ehto (i) toteutuu. Madritellddn jokaisella n € N
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funktio f,, : R — [0, 1] seuraavasti:

(

nr+1—-n(qg—3) jos

SIS

§q—x<%—|—%
1 jos lg—z| < %
—nx+1+n(g+3)jos E<zr—g<%+2

0 muulloin

\
Nyt f. € BC(R) ja x,,., < fo < 1 kaikilla n € N sekd f,, — xy,,, tasaisesti, joten
limy oo || [ frdMy — [ X0y, dMi]| = 0 ja siis erityisesti [ fodpl" — [ xu,.dpL"
kun n — oo. Jokaista € > 0 kohti on siis olemassa no € N siten,ettd |p)" (Jguw) —
Py (fa)l < € kun n > ng. Koska kaikilla ¢ € Hy, joilla p2(Jgw) = 1 on pii(f,) >
1 — ey, niin p)* (Jgw) > PY(fn) — DY (Jgw) — DY (fa)] > 1 — €1 — €, kun n > ny.

Téma on voimassa kaikilla € > 0, joten myds pL" (Jgw) > 1 — €.

0

Tarkistetaan seuraavaksi, ettd M todella toteuttaa namé ehdot. Jos M on
E9m ja E¥:n (e, €2)-approksimaatio, niin jokaista €; ja d > 0 kohti on olemassa
positiivinen luku w < oo siten, ettd M; toteuttaa ehdon (i'). Jos f € BC(R) on
sellainen, ettd x;,., < f < 1, niin funktio fi : R2 = C, fi(q,p) = f(q) kaikilla
(¢,p) € R? on rajoitettu ja jatkuva, eli f; € BC(RR?). Liséiksi Xgw xR < f1 < 1. Ehto
(") voidaan nyt ilmaista seuraavasti: kaikilla ¢ € R ja f; € BC(R?), joilla Xy xR <
f1 < 1, seki kaikilla vektoritiloilla ¢ € Hy, joilla pg(Jq;(;) =1on pg/[(fl) >1—¢.

Tarkastellaan seuraavaksi termeja (W (¢, p')* | M ( ~1(q/’pl))W(q’,p’)*g0>, missi ¢ €
Hi, (¢,7) € R? ja f; € BC(R?) ovat mielivaltaisia. Jos nyt XJgwxR < fi <1,

niin funktiolle fl(q/’pl) on voimassa X, _ ., xR < fl(q/’pl) < 1. Jos vektoritilalle ¢ on

—q’,w

voimassa pg(Jq;w) = 1, niin

Py (o Jamas) = WG D) OIEC(Jggs)W ()" 0) = (21 EQ(Jyis) )
= pg(Jq;cS) =1
Siis

0L 0, 0l(dp) = (W (. p) | M(FT" YW (g ) o) > 1— e,
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joten pg ' (f) = (| M®(fi)e) = m(@Lfi: 0, 0]) > 1 — e

Lause 5.12. Olkoon M E®:n ja ET :n likimddrdinen yhdistetty suure. Sitd vastaava
kovariantti faasiavaruussuure M on myds E9:n ja E¥ :n likimddrdinen yhdistetty

suure, ja se toteuttaa epdyhtaldt

WEMS(MlvEQ) > WEMS(MIM}’EQ) (59)

W, s(My, EP) > W, s(Mg*, E?). (60)

Todistus. Riittdd todistaa epayhtild (59). Olkoot € € (0,1) ja 6 > 0 annettuja.
Olkoon w < oo sellainen positiivinen luku, ettd kaikilla ¢ € R ja ¢ € H;y, joilla
pg(Jq;(;) =1on pffl(Jq;w) > 1—¢. Nyt kaikilla f € BC(R?), joille x,.,xr < f <1

on

pU(5) = [ )bl (@) 2 [ X )dB (@) = B () = B () = 161

Kuten edelld, téstd seuraa, ettd myos py’ (f) > 1 — €. Olkoon f, kuten lemmassa
. Madiritelldin funktio f,, : R? — [0,1] kaavalla f,1(z,y) = fa(z). Nyt fu1 €
BC(R?) ja Xj,uxk < fn,l < 1 kaikilla n € N, seki fn,1 — XJyoxR basaisesti. Siis
[ faadp}™ — [ Xj,.x=, kun n — oco. Siis jokaista € > 0 kohti on olemassa ng € N
siten, ettd P2 (X,..xr) — P (fa1)] < € kun n > no. Koska kaikilla ¢ € H, joilla

DY (Jyw) =1 on pY"(fu1) > 1 — €1, niin
Mav av av , ¥ av av , ¥
Py ! (Jq;w) = qupw (XJq;wle) > pf\f (fn,l) - ‘pf\f (XJq;wa) _pfpv (fn,l)‘ > 1—e€ —¢,

kun n > ng. Koska € on mielivaltainen, niin pfylw(Jq;w) > 1 — ¢;. On siis osoitettu,

ettil jos w > W,, s(M;, E9), niin w > W,, s(M®, E9).

Seuraava lause antaa vastaavat epdyhtalot resoluutioleveyksille.
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Lause 5.13. Olkoon M E®:n ja E¥ :n likimddrdinen yhdistetty suure. Sité vastaava

kovariantti faasiavaruussuure M toteuttaa epdyhtdlot

’761(M1) Z VEI(M{“}) (61)

VGQ(MZ) 2 7€2<M2av)' (62)

Todistus. Todistetaan epéyhtils (61). Olkoon e € (0,1) annettu. Olkoon w > 0
sellainen luku, ettd jokaista x € R kohti on olemassa vektoritila ¢ € H; siten, etté
pf}fh(Jx;w) > 1 — €. Samoin kuin edellisen lemman todistuksessa tdstd seuraa, etté

pyilv(]ﬁw) > 1 — €. Siis aina kun w > 7., (My), niin w > 7., (M{).
U

Edelld todistetut lauseet voidaan nyt koota lauseeksi, joka ilmaisee virheen kais-

tanleveyteen ja resoluutioleveyteen liittyvit epatarkkuusrelaatiot.

Lause 5.14. Olkoon M E®:n ja ET n likimddrdinen yhdistetty suure. Silloin kaikilla
€1,€ € (0,1), joille pitee €1 + €5 < 1, M :n marginaalien virheen kaistanleveydet ja

resoluutioleveydet toteuttavat epdatarkkuusrelaatiot

We, (M) - We,(My) > 2wh - (1 — €1 — €3)? (63)

Voo (M1) - ey (M) > 27h - (1 — €1 — ) (64)
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