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Perinteisessä kvanttimekaniikassa fysikaaliset suureet samaistetaan Hilbertin ava-
ruuden itseadjungoitujen operaattorien, tai yhtäpitävästi niitä vastaavien spektraa-
limittojen kanssa. Suureet ovat samanaikaisesti mitattavissa silloin, kun on olemassa
kolmas suure, ns. yhdistetty suure, jonka marginaaleina nämä saadaan. Paikka- ja
liikemääräsuureiden tapauksessa tällaista yhdistetty suuretta ei ole, ja Heisenber-
gin epätarkkuusperiaatteen eräs muotoilu onkin, että paikka ja liikemäärä voidaan
mitata samanaikaisesti vain, jos mittauksessa sallitaan tietty epätarkkuus.

Onkin mahdollista konstruoida mittaus, jossa tarkan paikan ja liikemäärän sijaan
mitataan niiden sumeita eli epätarkkoja versioita siten, että yhteismittaus on mah-
dollinen. Tällöin fysikaalinen suure pitää määritellä yleisempänä normoituna po-
sitiivioperaattorina eli semispektraalimittana. Tämän lisäksi pitää olla jokin keino
karakterisoida sitä, miten hyvin nämä sumeat suureet kuvaavat vastaavia tarkkoja
suureita.

Tässä tutkielmassa tarkastellaan paikan ja liikemäärän yhteismittausten problema-
tiikkaa. Approksimaatiosta johtuvaa virhettä kuvaamaan annetaan kolme mittaa:
standardimitta, geometrinen mitta ja virheen kaistanleveys. Pääpaino on geometri-
sen mitan matemaattisessa tarkastelussa. Geometrisen mitan ja virheen kaistanle-
veyden tapauksessa johdetaan epäyhtälöt kuvaamaan rajoja, joiden puitteissa tark-
kaa paikkaa ja liikemäärää voidaan approksimatiivisesti mitata samanaikaisesti.
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Johdanto

Heisenbergin epätarkkuusperiaate on ehkä tunnetuin yksittäinen kvanttimekaniik-

kaan liittyvä käsite. Epätarkkuusperiaatetta voidaan intuitiivisesti luonnehtia kol-

mella lauseella:

1. Paikalla ja liikemäärällä ei voi samanaikaisesti olla mielivaltaisen tarkkoja ar-

voja.

2. Paikkaa ja liikemäärää ei voida samanaikaisesti mitata.

3. Paikan mittaus muuntaa välttämättä systeemin liikemäärää, ja päinvastoin.

Vaikka perinteisesti näillä lauseilla kuvataankin rajoituksia, joita paikan ja liike-

määrän mittaukset sisältävät, niin niille voidaan antaa myös positiivinen tulkinta.

Vuoden 1927 artikkelissaan [1] Werner Heisenberg keksi epäyhtälön

∆q ·∆p & ~ (1)

kuvaamaan mahdollisuuksia, joita kvanttimekaniikka näistä rajoituksista huolimatta

pitää sisällään.

Ensimmäinen lause liittyy kysymykseen systeemin preparoimisesta. Koska paik-

ka ja liikemäärä ovat jatkuvia suureita, niin niillä ei voida sanoa olevan tarkkoja ar-

voja. Systeemi voidaan kuitenkin preparoida tilaan, jossa esimerkiksi paikan toden-

näköisyyden keskiarvo on haluttu luku ja hajonta ∆Q mielivaltaisen pieni. Paikan

ja liikemäärän Fourier'n-Plancherelin yhteydestä seuraa, että tällöin liikemäärän to-

dennäköisyyden hajonta ∆P on suuri. Tarkemmin sanottuna paikan ja liikemäärän

hajonnat toteuttavat epäyhtälön

∆Q ·∆P ≥ ~
2
. (2)

Tämä preparoiteja koskeva epäyhtälö viittaa erikseen suoritettuihin paikan ja liike-

määrän mittauksiin. Tilannetta voidaan ajatella niin, että suuri joukko identtisiä,
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toisistaan riippumattomia kvanttiobjekteja preparoidaan samalla tavalla. Tämän

jälkeen puolelle objekteista suoritetaan paikan mittaus ja toiselle puolelle liikemää-

rän mittaus, jolloin epäyhtälö (2) sitoo mittaustulostilastot toisiinsa.

Toinen lause koskee paikan ja liikemäärän yhteismittauksia. Tällaisen mittauksen

mahdottomuus on seurausta siitä, että ei ole olemassa faasiavaruussuuretta, jonka

marginaaleina saataisiin paikka- ja liikemääräsuureet EQ ja EP . On kuitenkin mah-

dollista konstruoida mittaustilanne, jossa tarkan paikan ja liikemäärän sijaan mita-

taankin näiden suureiden approksimaatioita. Approksimaatiosta johtuvaa virhettä

voidaan karakterisoida usealla eri tavalla. Jos ∆q ja ∆p ovat paikkaan ja liikemää-

rään liittyvien virheiden mittoja, niin epäyhtälö (1) kuvaa rajaa, jonka puitteissa

paikkaa ja liikemäärää voidaan approksimatiivisesti mitata yhdessä.

Kolmas lause liittyy jonomittauksiin, eli tilanteisiin, joissa esimerkiksi paikan

mittausta seuraa välittömästi liikemäärän mittaus. Kvanttimekaniikan mittausteo-

rian mukaan jokainen epätriviaali mittaus muuntaa systeemin tilaa. Esimerkiksi mi-

tattaessa tarkkaa paikkaa menetetään kaikki informaatio systeemin liikemääräjakau-

masta ennen mittausta. Jonomittaus voidaan kuitenkin suorittaa, kun ensin mitat-

tava suure on paikan approksimaatio. Tällöin epäyhtälö (1) kuvaa jonomittauksessa

esiintyvää virherajaa, kun ∆q kuvaa paikan approksimaatiosta aiheutuvaa virhettä

ja ∆p paikan mittauksen liikemäärälle aiheuttamaa häiriötä.

Tämä tutkielma käsittelee paikan ja liikemäärän likimääräisiä yhteismittauksia.

Pääpaino on virheen geometrisen mitan matemaattisessa tarkastelussa.

Luvussa 1 luodaan matemaattiset perusteet tutkielman loppuosalle. Luku koos-

tuu neljästä osasta. Ensimmäisessä osassa esitetään tässä esityksessä tarvittavia Hil-

bertin avaruuden operaattoriteorian määritelmiä ja tuloksia ilman todistuksia. Toi-

sessa osassa tarkastellaan lineaarisia funktionaaleja. Kolmas osa käsittelee itsead-

jungoitujen operaattorien spektraaliteoriaa. Neljännen osan päätulos on lause, joka

antaa riittävät ehdot rajoitetun operaattorin kompaktiudelle.
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Luvussa 2 määritellään tarvittavat fysikaaliset suureet niiden symmetriaominai-

suuksien avulla. Paikkasuureen eksplisiittistä muotoa tarkastellaan, ja erityisesti to-

distetaan siitä seuraava dilaatiosymmetriaa koskeva lause. Luvun lopussa esitellään

lyhyesti kaksi karakterisointia fysikaalisen suureen sisäiselle epätarkkuudelle.

Luku 3 käsittelee tunnettua systeemin preparointia koskevaa epätarkkuusrelaa-

tiota. Relaatiota tarkastellaan Hilbertin avaruudessa L2(R):ssa paikka- ja liikemää-

räsuureita vastaavien multiplikatiivi- ja di�erentiaalioperaattorien avulla, sekä ab-

straktissa Hilbertin avaruudessa nosto- ja laskuoperaattorien avulla. Molemmissa

tapauksissa tarkastellaan lisäksi minimiepätarkkuustiloja.

Luku 4 käsittelee paikan ja liikemäärän samanaikaista mitattavuutta. Luvun

tärkein tulos on lause, jonka mukaan (sumeat) paikka- ja liikemääräsuureet ovat

samanaikaisesti mitattavissa tarkalleen silloin, kun niillä on yhdistetty suure, joka

on kovariantti faasiavaruussuure.

Luvussa 5 tarkastellaan kolmea eri karakterisointia paikan ja liikemäärän yhteis-

mittauksissa esiintyvälle virheelle. Kussakin tapauksessa johdetaan epätarkkuusre-

laatio mittaustarkkuuksille. Luvun pääpaino on virheen geometrisen mitan tarkas-

telussa.
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1 Matemaattisia perusteita

1.1 Hilbertin avaruus -esityksen perusta

Esitetään aluksi tarvittavia määritelmiä ja tunnettuja tuloksia ilman todistuksia.

Tämä osio perustuu pääosin kirjaan [2].

Kvanttimekaniikan Hilbertin avaruus -esityksessä fysikaaliseen systeemiin S liite-

tään kompleksinen, separoituva Hilbertin avaruus H. Separoituvuus on yhtäpitävää

sen kanssa, että H:llä on korkeintaan numeroituva ortonormaali kanta K. Tässä esi-

tyksessä tarkastellaan epärelativistista spin-0 hiukkasta yksiulotteisessa tapaukses-

sa, jolloin Hilbertin avaruus on neliöllisesti integoituvien funktioiden muodostama

vektoriavaruus, Lebesquen funktioavaruus

H = L2(R) = {f : R→ C|
∫

R
|f(x)|2dx <∞}.

Merkintöjen yksinkertaistamiseksi tässä esityksessä on valittu ~ = 1.

Merkitään L(H):lla rajoitettujen lineaarioperaattorien T : H → H joukkoa. Ope-

raattorin T ∈ L(H) adjungaatti on rajoitettu lineaarioperaattori T ∗, jolle 〈T ∗ϕ|ψ〉 =

〈ϕ|Tψ〉 kaikilla ϕ, ψ ∈ H. Operaattori T ∈ L(H) on itseadjungoitu, jos T ∗ = T ja

unitaarinen, jos T ∗T = TT ∗ = I. Itseadjungoitujen operaattorien joukolle käyte-

tään merkintää Ls(H). T ∈ L(H) on positiivinen, merkitään T ≥ 0, jos 〈ϕ|Tϕ〉 ≥ 0

kaikilla ϕ ∈ H. Positiivisten operaattorien joukolle käytetään merkintää Ls(H)+.

Operaattoreille S, T ∈ Ls(H) merkitään S ≤ T jos ja vain jos T − S ≥ 0. Näin

tulee määriteltyä osittainen järjestys Ls(H):ssa. L(H) on vektoriavaruus, jossa on

määritelty normi

‖T‖ = sup{‖Tϕ‖
∣∣ϕ ∈ H, ‖ϕ‖ ≤ 1},

kaikilla T ∈ L(H). Hilbertin avaruuden yksikkövektorien ϕ ∈ H, ‖ϕ‖ = 1 joukkoa

merkitään H1:llä. Olkoon K Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta. Jokaiselle
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T ∈ Ls(H)+ merkitään

tr[T ] =
∑
ξ∈K

〈ξ|Tξ〉.

Jokaiselle T ∈ L(H) operaattoria (T ∗T )
1
2 = |T | sanotaan T :n itseisarvoksi ja joukkoa

T (H) = {T ∈ L(H)|tr[|T |] < ∞} kutsutaan jälkiluokaksi. Jos T ∈ T (H), niin (or-

tonormaalin kannan valinnasta riippumatonta) lukua tr[T ] =
∑

ξ∈K〈ξ|Tξ〉 sanotaan

T :n jäljeksi. Projektioiden P : H → M , missä M ⊂ H on suljettu aliavaruus, jouk-

koa merkitään P(H):llä. Kaikilla ϕ, ψ ∈ H määritellään kuvaus |ϕ〉〈ψ| : H → H,

|ϕ〉〈ψ|ξ = 〈ψ|ξ〉ϕ, kaikilla ξ ∈ H, jolloin |ϕ〉〈ϕ|, ϕ ∈ H1 on projektio yksiulotteiselle

aliavaruudelle.

Yleisemmin operaattoriksi kutsutaan jokaista lineaarikuvausta T , jonka määrit-

telyjoukkoD(T ) onH:n lineaarinen aliavaruus ja jolleR(T ) = {Tϕ|ϕ ∈ D(T )} ⊂ H.

Operaattorin T kuvaaja on G(T ) = {(ϕ, Tϕ)|ϕ ∈ D(T )}. Operaattoreille T ja S mer-

kitään T ⊂ S jos ja vain jos G(T ) ⊂ G(S). T on tiheästi määritelty, jos D(T ) = H.

Tiheästi määritellyn operaattorin T adjungaatti on operaattori T ∗, jolle D(T ∗) on

niiden ψ ∈ H joukko, joille lineaarifunktionaali ϕ 7→ 〈ψ|Tϕ〉 on jatkuva D(T ):ssä

ja aina, kun ψ ∈ D(T ∗), niin T ∗ψ on H:n vektori, jolle 〈ψ|Tϕ〉 = 〈T ∗ψ|ϕ〉 kaikilla

ϕ ∈ D(T ). T on symmetrinen jos T ⊂ T ∗ ja itseadjungoitu jos T = T ∗.

Operaattorin T resolventtijoukoksi sanotaan niiden lukujen λ ∈ C joukkoa, joita

kohti on olemassa sellainen S ∈ L(H), että S(T − λI) = I|D(T ) ja (T − λI)S = I.

T :n resolventtijoukolle käytetään merkintää ρ(T ). Jokaista λ ∈ ρ(T ) kohti on siis

määritelty operaattori (T − λI)−1 = (T − λ)−1, jota kutsutaan T :n resolventtiope-

raattoriksi. Jos λ, µ ∈ ρ(T ), niin niitä vastaavat resolventtioperaattorit toteuttavat

ns. resolventtiyhtälön [3, Theorem VIII.2, s.254]

(K − λ)−1 − (K − µ)−1 = −(λ− µ)(K − λ)−1(K − µ)−1. (3)

T :n resolventtijoukon komplementtia kutsutaan T :n spektriksi, jota merkitään σ(T ):llä.

Niiden λ ∈ σ(T ) joukkoa, joille (T − λI)ϕ = 0 vektorille ϕ ∈ D(T ) vain, jos ϕ = 0,
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kutsutaan T :n pistespektriksi σp(T ), ja sen alkioita T :n ominaisarvoiksi. Vektoreita

ϕ ∈ D(T ) \ {0}, joille (T − λI) = 0, sanotaan ominaisarvoon λ liittyviksi ominais-

vektoreiksi, jotka yhdessä 0:n kanssa muodostavat λ:aan liittyvän ominaisavaruu-

den. Ominaisavaruuden dimensiota sanotaan ominaisarvon kertaluvuksi eli degene-

raatioksi. Joukkoa σ(T ) \ σp(T ) = σc(T ) sanotaan T :n jatkuvaksi spektriksi. T :n

oleellinen spektri σess(T ) koostuu jatkuvasta spektristä sekä ominaisarvoista, joiden

kertaluku on ääretön. Itseadjungoitua operaattoria T sanotaan positiiviseksi, mer-

kitään T ≥ 0, jos 〈ϕ|Tϕ〉 ≥ 0 kaikilla ϕ ∈ D(T ). Tämä on yhtäpitävää sen kanssa,

että σ(T ) ⊂ [0,∞).

Systeemin S tilat esitetään positiivisina jäljen yksi operaattoreina

T ∈ S(H) = {T ∈ T (H)|T ≥ 0, tr[T ] = 1}.

Tilajoukko S(H) on konveksi, ts tT1 + (1 − t)T2 ∈ S(H) aina kun T1, T2 ∈ S(H)

ja t ∈ [0, 1]. S(H) on jopa σ-konveksi, ts. aina, kun (Ti) on jono S(H):ssa ja (ti)

on jono lukuja, joille t1 ∈ [0, 1] kaikilla i ∈ N ja
∑∞

i=1 ti = 1, niin sarja
∑∞

i=1 tiTi

suppenee S(H):ssa normin ‖ · ‖tr = tr[| · |] suhteen. Jokainen tila T voidaan esittää

muodossa T =
∑∞

i=1 ti|ϕi〉〈ϕi|, missä (ϕi) on ortonormaali jono H:ssa, ti ∈ [0, 1],∑
ti = 1 ja sarja suppenee normin ‖ · ‖tr suhteen. Jos T = |ψ〉〈ψ|, jollakin ψ ∈ H1,

niin puhutaan lyhyesti vektoritilasta ψ ∈ H1.

Fysikaalinen suure E on (tässä esityksessä) R:n tai R2:n Borelin σ-algebrassa

määritelty normitettu positiivioperaattorimitta eli semispektraalimitta, ts. E : B(Ω)→

L(H) (Ω = R tai R2) on operaattoriarvoinen joukkofunktio, joka toteuttaa ehdot

(i) E(X) ≥ 0 kaikilla X ∈ B(Ω),

(ii) E(Ω) = I ja

(iii) kaikilla ϕ, ψ ∈ H joukkofunktio Eϕ,ψ : B(Ω)→ C, jolle

Eϕ,ψ = 〈ψ|E(X)ϕ〉, X ∈ B(Ω), on kompleksimitta.

Tästä seuraa, että kuvaus X 7→ 〈ψ|E(X)ψ〉 = pEψ (X) on todennäköisyysmitta kai-

killa vektoritiloilla ψ ∈ H. Yleisemmin jokainen suureen ja tilan pari (E, T ) mää-
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rittelee todennäköisyysmitan pET : B(Ω)→ [0, 1], X 7→ pET (X) = tr[TE(X)] ja luku

pET (X) on todennäköisyys sille, että suureen E mittaus tuottaa tuloksen joukosta X,

kun systeemi on tilassa T . Suuretta E kutsutaan tarkaksi, jos se on spektraalimitta,

ts. jos E(X) on projektio kaikilla X ∈ B(Ω). Tämä on yhtäpitävää sen kanssa, että

E(X ∩ Y ) = E(X)E(Y ) kaikilla X, Y ∈ B(Ω).

Jos E : B(R) → L(H) on suure, niin käytetään merkintöjä E[1] ja E[2] ensim-

mäiselle ja toiselle momenttioperaattorille, jotka määritellään heikkoina integraalei-

na E[k] =
∫
xkdE(x) (k = 1, 2). Operaattorin E[k] määrittelyalueen D(E[k]) muo-

dostavat ne vektorit ϕ ∈ H, joille funktio x 7→ xk on integroituva kompleksimitan

X 7→ 〈ψ|E(X)ϕ〉 suhteen kaikilla ψ ∈ H. E[k]:n määrittelyalue ei siis välttämättä

ole tiheä H:ssa. Käytetään merkintää ∆(E,ψ) todennäköisyysjakauman pEψ hajon-

nalle

∆(E,ψ)2 =

∫
R

(
x−

∫
R
x′dpEψ (x′)

)2

dpEψ (x). (4)

Jos ψ ∈ D(E[1]) ∩ D(E[2]), niin

∆(E,ψ)2 = 〈ψ|E[2]ψ〉 − 〈ψ|E[1]ψ〉2. (5)

1.2 Funktionaaliteoriaa

Tämän osio on peräisin artikkelista [4], missä tulokset on todistettu yleisen lokaalis-

ti kompaktin separoituvan metrisen avaruuden tapauksessa. Tässä esityksessä rajoi-

tutaan tarkastelemaan R:ää, jota pidetään varustettuna tavanomaisella itseisarvon

määräämällä metriikalla.

Käytetään merkintää BC(R) rajoitettujen jatkuvien funktioiden f : R → C

muodostamalle Banachin avaruudelle, jonka normi on ‖f‖∞ = sup{M ∈ R
∣∣|f(x)| <

M melkein kaikkialla}. Koska tarkastellaan jatkuvia funktioita, niin itse asiassa ‖f‖ =

supx∈R |f(x)|. Kompaktitukisten jatkuvien funktioiden muodostamaa lineaarista ali-

avaruutta merkitään Cc(R):llä. BCr(R):llä ja BC+(R):lla tarkoitetaan BC(R):n re-
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aaliarvoisten ja positiivisten funktioiden osajoukkoja. Vastaavia merkintöjä käyte-

tään myös Cc(R):n tapauksessa.

Olkoon m : BC(R)→ C lineaarinen funktionaali, joka toteuttaa ehdot

(i) m(f) ≥ 0 jos f ∈ BC+(R),

(ii) m(1) = 1.

Tällaisen funktionaalin tapauksessa käytetään merkintää

m(∞) = 1− sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1} ∈ [0, 1].

Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa yksikäsitteinen säännöllinen R:ssä määri-

telty Borelin mitta m0 siten, että

m(f) =

∫
R
f(x)dm0(x)

kaikilla f ∈ Cc(R) [5, Theorem 6.19, s. 130].

Osoitetaan seuraavaksi, ettäm0 on rajoitettu. OlkoonK mielivaltainen R:n kom-

pakti osajoukko. Silloin on olemassa sellainen positiivinenM ∈ R, että (−∞,−M ]∪

[M,∞) ⊂ R\K. Urysonin lemman nojalla on olemassa jatkuva funktio f : R→ [0, 1]

siten, että f(x) = 1 aina, kun x ∈ K ja f(x) = 0 aina, kun x ∈ (−∞,−M ]∪ [M,∞).

Nyt f ∈ C+
c (R) ja χK ≤ f ≤ 1, joten

m0(K) =

∫
χK(x)dm0(x) ≤

∫
f(x)dm0(x) = m(f).

Tästä seuraa, että

sup{m0(K)|K ⊂ R, K kompakti} ≤ sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1}.

Olkoon nyt f ∈ C+
c (R), f ≤ 1, mielivaltainen. Tällöin m(f) =

∫
f(x)dm0(x) ≤∫

χsupp(f)(x)dm0(x) = m0(supp(f)), joten

sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1} ≤ sup{m0(K)|K ⊂ R, K kompakti}.
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Siis m0:n säännöllisyyden nojalla

m0(R) = sup{m0(K)|K ⊂ R, K kompakti}

= sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1}

= 1−m(∞) ≤ 1.

Erityisesti jokainen funktio f ∈ BC(R) on integroituva m0:n suhteen. Kaikilla f ∈

BC(R) käytetään merkintää

m0(f) =

∫
R
f(x)dm0(x),

eli samaistetaan mitta m0 ja yo. integraalikaavalla määräytyvä funktionaali.

Lause 1.1. Jos m(∞) = 0, niin m(f) = m0(f) kaikilla f ∈ BC(R).

Todistus. Tarkastellaan kiinteää pistettä x0 ∈ R. Jokaisella R > 0 määritellään

funktio

gR(x) =


1 jos |x− x0| ≤ R

2
,

3
2
− |x−x0|

R
jos R

2
< |x− x0| ≤ 3R

2
,

0 jos |x− x0| > 3R
2
.

Nyt gR ∈ C+
c (R) ja gR ≤ 1, joten

sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1} ≥ sup{m(gR)|R > 0}.

Lisäksi jokaista f ∈ C+
c (R), f ≤ 1 kohti on olemassa sellainen luku R > 0, että

f ≤ gR, joten

sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1} ≤ sup{m(gR)|R > 0}.

Siis

1−m(∞) = sup{m(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1}

= sup{m(gR)|R ≥ 0}

= limR→∞m(gR).
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Olkoot f ∈ BC+(R) ja R > 0. Koska gRf ∈ Cc(R), niin

m(f) = m(gRf + (1− gR)f)

= m(gRf) +m((1− gR)f)

= m0(gRf) +m((1− gR)f). (6)

Nyt 0 ≤ gRf ≤ f , f on m0-integroituva ja limR→∞ gR(x)f(x) = f(x) kaikilla x ∈ R,

joten dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

lim
R→∞

∫
R
gR(x)f(x)dm0(x) =

∫
R
f(x)dm0(x).

Koska (1− gR)f ≤ ‖f‖∞(1− gR), niin

‖f‖∞(1− gR)− (1− gR)f ≥ 0

⇒ m
(
‖f‖∞(1− gR)− (1− gR)f

)
≥ 0

⇒ ‖f‖∞m
(
1− gR

)
−m

(
(1− gR)f

)
≥ 0.

Toiselle termille yhtälössä (6) saadaan näin

m((1− gR)f) ≤ ‖f‖∞m(1− gR) = ‖f‖∞(1−m(gR))→ ‖f‖∞m(∞) = 0,

kun R→∞. Siis ottamalla yhtälössä (6) puolittain raja-arvo, kun R→∞, saadaan

m(f) = m0(f).

Jos f ∈ BC(R), niin kirjoitetaan f muodossa f = f1+if2, missä f1, f2 ∈ BCr(R),

ja fi = f+
i − f−i , missä f

±
i = 1

2
(|fi| ± fi) ∈ BC+(R), i = 1, 2. Nyt väite seuraa

aikaisemmasta tuloksesta.

�

Olkoon i ∈ {1, 2}. Jokaista f ∈ BC(R) kohti määritellään funktio f̃i : R2 →

C, kaavalla f̃i(x1, x2) = f(xi) kaikilla x1, x2 ∈ R. Selvästi f̃i ∈ BC(R2) ja jos

f ∈ BC+(R) niin f̃i ∈ BC+(R2). Jos m : BC(R2) → C on ehdon (i) täyttävä

lineaarinen funktionaali, niin määritelläänmi(f) = m(f̃i) kaikilla f ∈ BC(R), jolloin
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kaikilla f ∈ BC+(R) on mi(f) = m(f̃i) ≥ 0. Jos m täyttää lisäksi ehdon (ii),

niin mi(1) = m(1) = 1. Lineaarinen funktionaali mi : BC(R) → C siis toteuttaa

ehdot (i) ja (ii), jos m toteuttaa molemmat ehdot. Funktionaalia mi kutsutaan m:n

i:nneksi marginaaliksi.

Lause 1.2. Olkoon m : BC(R2) → C ehdot (i) ja (ii) toteuttava lineaarinen funk-

tionaali. Silloin m1(∞) = m2(∞) = 0 jos, ja vain jos m(∞) = 0.

Todistus. Oletetaan, että m1(∞) = m2(∞) = 0. Määritellään jokaista R > 0

kohti funktio gR ∈ C+
c (R) kuten lauseessa 1.1. Määritellään funktio hR kaavalla

hR(x1, x2) = gR(x1)gR(x2), kaikilla x1, x2 ∈ R, jolloin hR ∈ C+
c (R2). Jokaista h ∈

C+
c (R2), h ≤ 1 kohti on olemassa R > 0 siten, että h ≤ hR. Koska

1− hR(x1, x2) = (1− gR(x1)) + gR(x1)(1− gR(x2))

≤ (1− gR(x1)) + (1− gR(x2)),

niin m(1− hR) ≤ m1(1− gR) +m2(1− gR). Tämän johdosta

m(∞) = 1− limR→∞m(hR)

≤ limR→∞m1(1− gR) + limR→∞m2(1− gR)

= m1(∞) +m2(∞) = 0

Oletetaan nyt, että m(∞) = 0. Olkoot funktiot gR ∈ C+
c (R) ja hR ∈ C+

c (R2)

kuten edellä. Kaikilla x1, x2 ∈ R on

1− hR(x1, x2) = 1− gR(x1)gR(x2) ≥ 1− gR(xi),

i = 1, 2, joten m(1− hR) ≥ mi(1− gR). Tästä seuraa, että

0 = m(∞) = lim
R→∞

m(1− hR) ≥ lim
R→∞

mi(1− gR) = mi(∞),

mistä väite seuraa.

�
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Josm0 on positiivinen säännöllinen R2:n Borelin mitta, niin käytetään merkintää

(m0)i, i = 1, 2, m0:n marginaaleille.

Lause 1.3. Olkoon m : BC(R) → C ehdot (i) ja (ii) täyttävä lineaarinen funktio-

naali. Jos m(∞) = 0, niin (mi)0 = (m0)i, i = 1, 2.

Todistus. Olkoon f ∈ BC(R). Lauseen 1.1 nojalla on m0(f̃i) = m(f̃i). Koska

m(∞) = 0, niin lauseen 1.2 mukaan myös mi(∞) = 0, i = 1, 2, ja siis lauseen 1.1

nojalla (mi)0(f) = mi(f). Tästä seuraa, että

(m0)i(f) = m0(f̃i) = m(f̃0) = mi(f) = (mi)0(f).

�

1.2.1 Operaattoriarvoisista funktionaaleista

Olkoon M : BC(R) → L(H) operaattoriarvoinen lineaarikuvaus, joka toteuttaa

ehdot

(i′) M(f) ≥ O jos f ∈ BC+(R),

(ii′) M(1) = I.

Tällöin merkitään

M(∞) = I − sup{M(f)|f ∈ C+
c (R), f ≤ 1}.

Tämä supremum on aina olemassa [2, Lause I.2.2, s.22].

Olkoon M ehdot (i′) ja (ii′) täyttävä lineaarikuvaus. Kaikilla f ∈ BCr(R) on

M(f −‖f‖∞) ≤ 0 jaM(f +‖f‖∞) ≥ 0, joten ‖M(f)‖ ≤ ‖f‖∞. Tällöin on olemassa

yksikäsitteisesti määrätty positiivioperaattorimitta M0 : B(R) → L(H) siten, että

kaikilla f ∈ Cc(R) on

M(f) =

∫
R
f(x)dM0(x),
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missä integraali on määritelty heikossa mielessä [6, Theorem 19, s. 39]. M0 on sään-

nöllinen siinä mielessä, että [6, Theorem 18, s.38]

M0(X) = sup{M0(K)|K ⊂ X,K kompakti},

M0(X) = inf{M0(U)|U ⊃ X,U avoin}.

Samoin kuin skalaaritapauksessa saadaan

M0(R) = I −M(∞) ≤ I. (7)

Lisäksi kaikilla f ∈ BC(R) määritellään

M0(f) =

∫
R
f(x)dM0(x).

Annettua ehdot (i′) ja (ii′) täyttävää lineaarikuvausta ja yksikkövektoria ψ kohti

määritellään kuvaus mψ : BC(R) → C kaavalla mψ(f) = 〈ψ|M(f)ψ〉. Sisätulon

lineaarisuudesta seuraa, että mψ on BC(R):ssä määritelty lineaarinen funktionaali.

Koska M(f) ≥ O kaikilla f ∈ BC+(R), niin mψ(f) = 〈ψ|M(f)ψ〉 ≥ 0 kaikilla

f ∈ BC+(R). Lisäksi mψ(1) = 〈ψ|M(1)ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 = 1, joten mψ siis täyttää luvun

alussa esitetyt ehdot (i) ja (ii). Nyt M(f) → M(∞) heikosti joukossa {M(f)|f ∈

C+
c , f ≤ 1} [2, Lause I.2.2, s. 22], joten mψ(∞) = 〈ψ|M(∞)ψ〉.

Lause 1.4. OlkoonM ehdot (i′) ja (ii′) täyttävä operaattoriarvoinen lineaarikuvaus.

Jos M(∞) = O, niin M(f) = M0(f) kaikilla f ∈ BC(R).

Todistus. Kaikilla ψ ∈ H1 ja f ∈ Cc(R) on

(mψ)0(f) = 〈ψ|M0(f)ψ〉,

ja yhtälö on voimassa myös kaikilla f ∈ BC(R). Koska mψ(∞) = 〈ψ|M(∞)ψ〉 = 0,

niin lauseen 1.1 nojalla

〈ψ|M0(f)ψ〉 = (mψ)0(f) = mψ(f) = 〈ψ|M(f)ψ〉.

�
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Jos M : BC(R2) → L(H) on ehdot (i′) ja (ii′) täyttävä operaattoriarvoinen

lineaarikuvaus, niin M :n marginaalit määritellään kuten skalaaritapauksessa.

Lause 1.5. Olkoon M : BC(R2) → L(H) ehdot (i′) ja (ii′) täyttävä operaattoriar-

voinen lineaarikuvaus. Silloin

(i) jos M1(∞) = M2(∞) = 0, niin M(∞) = 0,

(ii) jos M(∞) = 0, niin (M0)i = (Mi)0.

Todistus.

(i) Olkoon ψ ∈ H1. Määritelmän nojalla on

(mψ)i(f) = mψ(f̃i) = 〈ψ|M(f̃i)ψ〉 = 〈ψ|Mi(f)ψ〉

kaikilla f ∈ BC(R) ja (mψ)i(∞) = 〈ψ|Mi(∞)ψ〉. Lauseesta 1.2 seuraa, ettämψ(∞) =

0. Koska tämä pätee kaikilla yksikkövektoreilla ψ, niin M(∞) = 0.

(ii) Kuten skalaaritapauksessa, lauseesta 1.5 seuraa, että

(M0)i(f) = M0(f̃i) = M(f̃i) = (Mi)0(f).

�

1.3 Spektraaliteoriaa

Tämän osion päätulos on lause 1.9, joka karakterisoi positiivisen itseadjungoidun

operaattorin K spektrin siinä tapauksessa, että resolventtioperaattori (K + 1)−1

on kompakti. Tulosta käytetään myöhemmin, kun geometriselle virheelle etsitään

alarajaa. Seuraavat lauseet ovat todistuksineen peräisin Daviesin kirjasta [7].

Olkoon µ : B(Rn) → [0,∞) mitta ja E ∈ B(Rn). Tarkastellaan Hilbertin ava-

ruutta L2(E, µ) = {f : E → C|
∫
E
|f(x)|2dµ(x) <∞}, jossa on määritelty sisätulo

〈f |g〉 =

∫
f(x)g(x)dµ(x).
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Olkoon a : E → R mitallinen funktio, jonka rajoittuma a|F on rajoitettu kaikilla

rajoitetuilla joukoilla F ⊂ E. Olkoon D(A) niiden funktioiden f ∈ L2(E, µ) joukko,

joille ∫
(1 + a(x)2)|f(x)|2dµ(x) <∞.

Nyt D(A) on tiheä L2(E, µ):ssä, sillä esimerkiksi rajoitettujen joukkojen karakte-

ristiset funktiot kuuluvat D(A):han. Määritellään operaattori A : D(A)→ L2(E, µ)

kaavalla

(Af)(x) = a(x)f(x)

kaikilla f ∈ D(A) ja x ∈ E.

Lemma 1.1. Operaattori A on itseadjungoitu.

Todistus. Koska a on reaaliarvoinen funktio, niin selvästi 〈f |Ag〉 = 〈Af |g〉 kaikilla

f, g ∈ D(A). Siis A on symmetrinen.

Osoitetaan vielä, että R(A ± iI) = L2(E, µ). Koska a on reaaliarvoinen, niin

jokaista f ∈ L2(E, µ) kohti voidaan määritellä funktiot f̃± kaavalla f̃±(x) = (a(x)±

i)−1f(x) kaikilla x ∈ E. Nyt

∫
(1 + a(x)2)|f̃±(x)|2dµ(x) =

∫
(1 + a(x)2)|(a(x)± i)−1f(x)|2dµ(x)

=
∫

(1 + a(x)2)(1 + a(x)2)−1|f(x)|2dµ(x)

=
∫
|f(x)|2dµ(x) <∞,

joten f̃± ∈ D(A). Lisäksi ((A ± iI)f̃±)(x) = f(x) kaikilla x ∈ E, joten L2(E, µ) ⊂

R(A ± iI). Koska triviaalisti R(A ± iI) ⊂ L2(E, µ), niin R(A ± iI) = L2(E, µ).

Tästä seuraa, että A on itseadjungoitu [2, Lemma III.7.3, s.71].

�

Lemma 1.2. A:n spektri σ(A) on niiden λ ∈ R joukko, joille

µ{x ∈ E
∣∣|a(x)− λ| < ε} > 0
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kaikilla ε > 0. Jos λ /∈ σ(A), niin

((λ− A)−1f)(x) = (λ− a(x))−1f(x)

kaikilla f ∈ L2(E, µ) ja x ∈ E.

Todistus. Olkoon λ ∈ R sellainen, että µ{x ∈ E
∣∣|a(x) − λ| < ε} = 0 jollakin

ε > 0. Tällöin funktio rλ(x) = (λ − a(x))−1 on rajoitettu melkein kaikkialla, joten

se määrää rajoitetun multiplikatiivisen operaattorin Rλ : L2(E, µ) → L2(E, µ),

(Rλf)(x) = rλ(x)f(x) kaikilla f ∈ L2(E, µ) ja melkein kaikilla x ∈ E.

Nyt R(Rλ) = D(A) ja kaikilla f ∈ L2(E, µ) ja melkein kaikilla x ∈ E on

((λ− A)Rλf)(x) = (λ− a(x))(λ− a(x))−1f(x) = f(x).

Samoin kaikilla f ∈ D(A) ja melkein kaikilla x ∈ E on

(Rλ(λ− A)f)(x) = (λ− a(x))−1(λ− a(x))f(x) = f(x).

Siis λ /∈ σ(A).

Olkoon nyt λ ∈ R sellainen, että µ{x ∈ E
∣∣|a(x) − λ| < ε} > 0 kaikilla ε > 0 ja

määritellään jokaisella m ∈ N

Sm = {x ∈ E
∣∣|λ− a(x)| < 2−m}.

Nyt µ(Sm) > 0 kaikilla m ∈ N. Kaikilla m ∈ N on 0 6= χSm ∈ L2(E, µ) ja

‖(λ− A)χSm‖ =

(∫
|λ− a(x)|2|χSm|2dµ(x)

) 1
2

≤ 2−m‖χSm‖.

Osoitetaan, että (λ − A):lla ei ole rajoitettua käänteisoperaattoria. Tehdään vas-

taoletus. Oletetaan, että on olemassa B ∈ L(H) siten, että B(λ − A) = I|D(A) ja

(λ− A)B = I. Kaikilla m ∈ N on

‖χSm‖ = ‖B(λ− A)χSm‖ ≤ ‖B‖‖(λ− A)χSm‖,

mistä seuraa, että

‖B‖ ≥ ‖χSm‖‖(λ− A)‖−1 ≥ 2m,
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mikä on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. (λ − A):lla ei siis ole rajoitettua kään-

teisoperaattoria, eli λ ∈ σ(A).

�

Lemma 1.3. Olkoon µ : B(R) → [0,∞) mitta ja olkoon E ∈ B(R). Avaruus

L2(E, µ) on m-ulotteinen, missä m < ∞, jos ja vain jos on olemassa sellaiset pis-

teet x1, . . . , xm ∈ E, että xi 6= xj aina kun i 6= j, µ({xi}) > 0 kaikilla i = 1, . . . ,m

ja µ
(
E \

(⋃m
i=1{xi}

))
= 0.

Todistus. Jos edellä mainitut pisteet ovat olemassa, niin karakteristiset funktio

χ{xi}, missä i = 1, . . . ,m, muodostavat L2(E, µ):n ortogonaalisen kannan ja L2(E, µ)

on tällöinm-ulotteinen. Oletetaan nyt, että L2(E, µ) onm-ulotteinen, missäm <∞.

Jokaista r ∈ N kohti R voidaan ilmaista erillisten puoliavointen välien It,r = [ t
2r
, t+1

2r
),

t ∈ Z numeroituvana unionina. Nyt µ(E ∩ It,r) > 0 korkeintaan m:llä luvulla t ∈ Z.

Kun r kasvaa rajatta, niin nämä epätriviaalit joukot kutistuvat yksiöiksi {xi}, missä

i = 1, . . . , k ≤ m ja µ
(
E \

(⋃k
i=1{xi}

))
= 0. Todistuksen alkuosan nojalla pisteitä

pitää olla tarkalleen m kappaletta.

�

Olkoon K itseadjungoitu operaattori ja σ(K) ⊂ R K:n spektri. Merkitään

C∞(R):llä jatkuvien äärettömyydessä häviävien funktioiden f : R → C avaruut-

ta varustettuna normilla ‖ · ‖∞. Jos siis f ∈ C∞(R), niin jokaista ε > 0 kohti on

olemassa luku M > 0 siten, että |f(x)| ≤ ε aina, kun |x| ≥ M . Seuraava lause on

eräs versio spektraalilauseesta. Tulos on klassinen, joten sen todistus sivuutetaan [7,

Theorem 2.3.1, s.32].

Lause 1.6. On olemassa yksikäsitteinen lineaarikuvaus C∞(R) → L(H), f 7→



18

f(K), joka täyttää seuraavat ehdot:

(i) fg 7→ f(K)g(K) kaikilla f, g ∈ C∞(R).

(ii) f(K) = f(K)∗ kaikilla f ∈ C∞(R).

(iii) ‖f(K)‖ ≤ ‖f‖∞ kaikilla f ∈ C∞(R).

(iv) Jos z ∈ C \ R ja rz(s) = (z − s)−1 kaikilla s ∈ R, niin rz(K) = (z −K)−1.

(v) Jos supp(f) ∩ σ(K) = ∅, niin f(K) = 0.

Olkoon L Hilbertin avaruuden H suljettu lineaarinen aliavaruus. L on invariantti

K:n suhteen, jos (z − K)−1L ⊂ L kaikilla z ∈ C \ R. Jos K on rajoitettu, niin

tämä on ekvivalentti sen kanssa, että KL ⊂ L. Tärkeä erikoistapaus invariantista

aliavaruudesta saadaan, jos

L = lin{(z −K)−1ϕ|z ∈ C \ R}

jollakin ϕ ∈ H. Tällöin sanotaan, että L on vektorin ϕ ∈ H generoima operaattoriin

K liittyvä syklinen aliavaruus, ja vektoria ϕ kutsutaan sykliseksi vektoriksi. Jos

H = lin{(z −K)−1ϕ|z ∈ C \ R},

niin sanotaan lyhyesti, että H:lla on operaattoriin K liittyvä syklinen vektori ϕ.

Lemma 1.4. Jokaista itseadjungoitua operaattoria K kohti on olemassa ortogonaa-

liset sykliset aliavaruudet Ln, n ∈ N, joita vastaavat sykliset vektorit ϕn ∈ H siten,

että H on (algebrallisen) suoran summan
∑∞

n=1⊕Ln sulkeuma.

Todistus. Olkoon {ϕn|n ∈ N} H:n ortonormaali kanta, ja olkoon L1 ϕ1:n generoi-

ma syklinen aliavaruus. Induktiivisesti oletetaan, että H:lla on vektorien ϕ1, . . . , ϕn

generoimat ortogonaaliset sykliset aliavaruudet L1, . . . , Ln. Olkoon n0 ∈ N pienin

luku, jolla ϕn0 /∈ L1⊕ . . .⊕Ln. Olkoon ψn0 ϕn0 :n komponentti, joka on kohtisuorassa

avaruutta L1 ⊕ . . . ⊕ Ln vastaan, ja olkoon Ln+1 vektorin ψn0 generoima syklinen

aliavaruus. Nyt Ln+1 ⊥ Lk kaikilla k ≤ n ja ϕn0 ∈ L1 ⊕ . . .⊕ Ln+1.
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Jos jossain induktion vaiheessa lukua n0 ∈ N ei ole olemassa, niinH on äärellinen

suora summa. Jos taas tällainen luku löytyy joka vaiheessa, niin ϕk ∈
∑∞

n=1⊕Ln

kaikilla k ∈ N, joten suora summa on tiheä H:ssa.

�

Seuraavat lauseet osoittavat, että jokainen itseadjungoitu operaattori on uni-

taarisesti ekvivalentti multiplikatiivisen operaattorin kanssa. Tarkastellaan ensin ta-

pausta, jossa H:lla on syklinen vektori.

Lause 1.7. Olkoon K itseadjungoitu operaattori ja σ(K) K:n spektri. Oletetaan, et-

tä H:lla on operaattoriin K liittyvä syklinen vektori ϕ. Silloin on olemassa rajoitettu

mitta µ : B(σ(K))→ [0,∞) ja unitaarinen operaattori

U : H → L2(σ(K), µ),

jolla on seuraavat ominaisuudet: Jos h : σ(K) → R on funktio, jolle h(s) = s,

niin ψ ∈ D(K) jos ja vain jos hUψ ∈ L2(σ(K), µ). Lisäksi UKU−1φ = hφ kaikilla

φ ∈ U(D(K)).

Todistus. Määritellään lineaarinen funktionaali Φ : C∞(R)→ C kaavalla

Φ(f) = 〈ϕ|f(K)ϕ〉.

Nyt lauseen 1.6 nojalla

Φ(f) = 〈ϕ|f(K)ϕ〉

= 〈ϕ|f(K)∗ϕ〉

= 〈f(K)ϕ|ϕ〉

= 〈ϕ|f(K)ϕ〉

= Φ(f)

kaikilla f ∈ C∞(R). Jos f ≥ 0, niin lauseen 1.6 mukaan f(K) = f 1/2(K)f 1/2(K) ja
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f 1/2(K)∗ = f 1/2(K), joten

Φ(f) = 〈ϕ|f(K)ϕ〉

= 〈ϕ|f 1/2(K)f 1/2(K)ϕ〉

= 〈f 1/2(K)ϕ|f 1/2(K)ϕ〉

= ‖f 1/2(K)ϕ‖2

≥ 0.

Lauseen 1.6 ja Cauchyn-Schwarzin epäyhtälön nojalla saadaan

‖Φ(f)‖ = |〈ϕ|f(K)ϕ〉|

≤ ‖ϕ‖‖f(K)ϕ‖

≤ ‖ϕ‖2‖f(K)‖

≤ ‖ϕ‖2‖f‖∞,

joten Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa yksikäsitteinen säännöllinen Borelin

mitta µ : B(R)→ [0,∞), jolle

〈ϕ|f(K)ϕ〉 =

∫
R
f(x)dµ(x)

kaikilla f ∈ C∞(R). Jos f ∈ C∞(R) on sellainen, että supp(f) ∩ σ(K) = ∅, niin

lauseen 1.6 nojalla f(K) = 0, joten µ(X) 6= 0 vain, jos X ∈ B(R) on sellainen, että

X ∩ σ(K) 6= ∅.

Osoitetaan vielä, että µ on rajoitettu. Jokaisella n ∈ N merkitään In = [−n, n]

ja valitaan δ, ε > 0 siten, että µ((−(n+ δ),−n) ∪ (n, n+ δ)) ≤ ε. Urysonin lemman

nojalla jokaista n ∈ N kohti on olemassa jatkuva funktio fn : R → [0, 1] siten, että

f(x) = 1 kaikilla x ∈ [−n, n] ja f(x) = 0 kaikilla x ∈ (−∞,−(n + δ)] ∪ [n + δ,∞).

Nyt fn ∈ C∞(R), ‖fn‖ = 1 ja fn ≥ 0 kaikilla n ∈ N, joten

µ(R) = supn∈N Φ(fn)

= supn∈N |〈ϕ|fn(K)ϕ〉|

≤ supn∈N ‖fn‖∞‖ϕ‖2

= ‖ϕ‖2

<∞.
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Koska
∫
σ(K)
|f(x)|dµ(x) ≤ ‖f‖∞µ(σ(K)) <∞ kaikilla f ∈ C∞(R), niin voidaan

määritellä lineaarikuvaus T : C∞(R)→ L2(σ(K), µ) kaavalla Tf = f |σ(K), jolloin

〈Tf |Tg〉 =
∫
σ(K)

f(x)g(x)dµ(x)

= Φ(fg)

= 〈ϕ|f(K)∗g(K)ϕ〉

= 〈f(K)ϕ|g(K)ϕ〉

kaikilla f, g ∈ C∞(R). Merkitään M = {f(K)ϕ ∈ H|f ∈ C∞(R)} ja määritellään

lineaarinen kuvaus U0 : M → L2(σ(K), µ), jolle U0(f(K)ϕ) = Tf kaikilla f ∈

C∞(R). Koska ϕ on syklinen vektori, niin M on tiheä H:ssa, ja koska edellisen

nojalla U0 on isometrinen, niin se laajenee unitaariseksi operaattoriksi U : H →

L2(σ(K), µ).

Olkoot nyt f, f1, f2 ∈ C∞(R) ja merkitään ψi = fi(K)ϕ ∈ H, jolloin

〈ψ2|f(K)ψ1〉 = 〈f2(K)ϕ|f(K)f1(K)ϕ〉

= 〈f2(K)ϕ|(ff1)(K)ϕ〉

=
∫
σ(K)

f(x)f1(x)f2(x)dµ(x)

= 〈Tf2|fTf1〉

= 〈U(f2(K)ϕ)|fU(f1(K)ϕ)〉

= 〈Uψ2|fUψ1〉.

Jos nyt f = rz kuten lauseessa 1.6, niin

Urz(K)U−1ϕ = rzϕ (8)

kaikilla ϕ ∈ L2(σ(K), µ) ja z ∈ C \ R.

Jos ϕ ∈ R(rz(K)), niin ϕ = (z −K)−1ξ jollakin ξ ∈ L2(σ(K), µ), mistä seuraa,

että ϕ ∈ D(K) ja ξ = (z − K)ϕ. Vastaavasti, jos ϕ ∈ D(K), niin merkitsemällä

ξ = (z − K)ϕ ∈ L2(σ(K), µ) saadaan ϕ = (z − K)−1ξ, eli ϕ ∈ R(rz(K)). Siis

R(rz(K)) = D(K). Kaikilla ϕ ∈ D(K) on Uϕ ∈ L2(σ(K), µ) vektori, jolle rzUϕ ∈

L2(σ(K), µ), ts. U kuvaa joukon D(K) niiden vektorien ψ ∈ L2(σ(K), µ) joukoksi,
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joilla ∫
σ(K)

|xψ(x)|2dµ(x).

Olkoon ϕ ∈ L2(σ(K), µ) ja h : σ(K) → R funktio, jolle h(s) = s. Merkitään

ψ = rzϕ, jolloin ψ ∈ D(h). Nyt

Krz(K)U−1ϕ = zrz(K)U−1ϕ− (z −K)rz(K)U−1ϕ

= zrz(K)U−1ϕ− U−1ϕ,

joten käyttämällä yhtälöä (8) saadaan

UKU−1ψ = UKU−1rzϕ

= UKU−1Urz(K)U−1ϕ

= UKrz(K)U−1ϕ− UU−1ϕ

= zrzϕ− ϕ

= zrzr
−1
z ψ − r−1

z ψ

= (z − r−1
z )ψ

= hψ,

sillä (z − r−1
z )(s) = z − (z − s) = s kaikilla s ∈ σ(K).

�

Todistetaan seuraavaksi edellinen lause yleisemmässä tapauksessa.

Lause 1.8. Olkoon K itseadjungoitu operaattori ja σ(K) K:n spektri. Silloin on

olemassa rajoitettu mitta µ : B(σ(K)× N)→ [0,∞) ja unitaarinen operaattori

U : H → L2(σ(K)× N, µ),

jolla on seuraavat ominaisuudet: Jos h : σ(K)×N→ R on funktio, jolle h(s, n) = s,

niin ϕ ∈ D(K) jos ja vain jos hUϕ ∈ L2(σ(K) × N, µ). Lisäksi UKU−1ψ = hψ

kaikilla ψ ∈ U(D(K)) ja Uf(K)U−1φ = f(h)φ kaikilla f ∈ C∞(R) ja φ ∈ L2(σ(K)×

N, µ).
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Todistus. Lauseen 1.4 mukaan H voidaan kirjoittaa suorana summana ortogonaa-

lisista syklisistä aliavaruuksista Ln, n ∈ N, joita vastaavat sykliset vektorit ϕn.

Oletetaan, että ‖ϕn‖ = 2−n kaikilla n ∈ N. Lauseen 1.7 nojalla on olemassa mitat

µn : B(σ(K))→ [0,∞), joille µn(R) = ‖ϕn‖2 = 2−2n kaikilla n ∈ N, ja unitaariope-

raattorit Un : Ln → L2(σ(K), µn) siten, että K:n rajoittuma K|Ln = Kn on unitaa-

risesti ekvivalentti funktiolla x 7→ x kertomisen kanssa avaruudessa L2(σ(K), µn).

Olkoon µ : B(σ(K)×N) sellainen mitta, että sen rajoittuma µ|B(σ(K)×{n}) = µn

kaikilla n ∈ N. Yhdistämällä nämä kuvaukset saadaan väite.

�

Lause 1.9. Olkoon K : D(K)→ H rajoittamaton itseadjungoitu operaattori, jonka

spektri σ(K) ⊂ [0,∞). Silloin seuraavat ehdot ovat yhtäpitävät:

(i) Resolventtioperaattori (K + 1)−1 on kompakti.

(ii) K:n oleellinen spektri σess(K) on tyhjä.

(iii) On olemassa täydellinen ortonormaali joukko {ϕn ∈ H|n ∈ N} K:n ominais-

vektoreita, joita vastaaville ominaisarvoille λn ≥ 0 pätee λn →∞, kun n→∞.

Todistus. Oletetaan (i). Lauseen 1.8 mukaan K on unitaarisesti ekvivalentti ava-

ruudessa L2(σ(K)×N, µ) rajoittamattomalla ei-negatiivisella funktiolla h(s, n) = s

kertomisen kanssa. Samoin lemman 1.2 nojalla (K + 1)−1 on unitaarisesti ekviva-

lentti funktiolla k(s, n) = (h(s, n)+1)−1 kertomisen kanssa. Olkoon jokaisella n ∈ N

En niiden pisteiden (s, n) ∈ σ(K)× N joukko, joilla

2−(n+1)‖(K + 1)−1‖ < |k(s, n)| ≤ 2−n‖(K + 1)−1‖.

Jos L2(En, µ) on ääretönulotteinen jollakin n ∈ N, niin kyseisessä aliavaruudessa on

ääretön ortonormaali jono (ψi). Jos nyt i 6= j, niin

‖(K + 1)−1(ψi − ψj)‖2 =
∫
En
k(s, n)2|ψi(s, n)− ψj(s, n)|2dµ(s, n)

≥ 2−2(n+1)‖(K + 1)−1‖2
∫
En
|ψi(s, n)− ψj(s, n)|2dµ(s, n)

≥ 2−2(n+1)‖(K + 1)−1‖2.
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Tämä on ristiriidassa oletuksen kanssa, sillä (K+1)−1:n kompaktiuden nojalla jonol-

la
(
(K + 1)−1ψi

)
on suppeneva osajono. Siis L2(En, µ) on äärellisulotteinen kaikilla

n ∈ N. Lemmasta 1.3 seuraa, että joukossa

[−2−n‖(K + 1)−1‖,−2−(n+1)‖(K + 1)−1‖) ∪ (2−(n+1)‖(K + 1)−1‖, 2−n‖(K + 1)−1‖]

on äärellinen määrä (K+1)−1:n spektrin alkioita, ja jokainen niistä on (K+1)−1:n ää-

rellisasteinen ominaisarvo. (K+ 1)−1:n ominaisvektoreista saadaan siis L2(En, µ):lle

äärellinen ortonormaali kanta {ϕni |i = 1, . . . ,mn}. Merkitään vielä E:llä niiden pis-

teiden (s, n) ∈ σ(K)×N joukkoa, joilla k(s, n) = 0, jolloin yhdistämällä ortonormaa-

lit joukot {ϕni} ja E:n mahdollisesti ääretön ortonormaali kanta saadaan täydelli-

nen ortonormaali joukko (K+1)−1:n ominaisvektoreita {ϕn|n ∈ N}, joita vastaaville

ominaisarvoille pätee λn → 0, kun n→∞. Koska oletuksen nojalla σ(K) ⊂ [0,∞),

niin 1− λn ≥ 0 kaikilla n ∈ N. Nyt ϕn ∈ D(K) ja

(K − ( 1
λn
− 1))ϕn = (K + 1)ϕn − 1

λn
ϕn

= 1
λn

(K + 1)(K + 1)−1ϕn − 1
λn
ϕn

= 1
λn
ϕn − 1

λn
ϕn

= 0

kaikilla n ∈ N, eli ϕn:t ovat K:n ominaisarvoihin ( 1
λn
−1) liittyviä ominaisvektoreita.

Aikaisemman nojalla ϕn:t muodostavat täydellisen ortonormaalin joukon ja ( 1
λn
−

1)→∞, kun n→∞.

Oletetaan (iii). Järjestetään ominaisvektorit ja niitä vastaavat ominaisarvot siten

että λn+1 ≥ λn. Määritellään kullakin k ∈ N äärellistasteinen operaattori

Ak =
k∑

n=1

(λn + 1)−1|ϕn〉〈ϕn|.

Kaikilla ψ ∈ H on nyt

(
(K + 1)−1 − Ak

)
ψ =

∞∑
n=k+1

(λn + 1)−1〈ϕn|ψ〉ϕn,
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joten Cauchyn-Schwarzin epäyhtälön nojalla

‖ ((K + 1)−1 − Ak)ψ‖ ≤
∑∞

n=k+1(λn + 1)−1|〈ϕn|ψ〉|‖ϕn‖

≤
∑∞

n=k+1(λn + 1)−1‖ψ‖.

Siis

‖(K + 1)−1 − Ak‖ ≤
∞∑

n=k+1

(λn + 1)−1 → 0,

kun k → ∞. Koska äärellisasteiset operaattorit ovat tiheässä kompaktien operaat-

torien joukossa, niin (K + 1)−1 on kompakti.

Oletetaan (ii). Nyt K:n spektri σ(K) koostuu äärellisesti degeneroituneista omi-

naisarvoista λn ≥ 0, n ∈ N, joita vastaavat ominaisvektorit ϕn ∈ H1. Oletetaan

ominaisarvot järjestetyiksi siten, että λn+1 ≥ λn. Oletetaan nyt, että K:n ominais-

vektorien joukko ei ole täydellinen ja tarkastellaan lineaarista aliavaruutta

L = {ψ ∈ H|〈ψ|ϕn〉 = 0 kaikilla n ∈ N}.

Olkoon ψ ∈ L. Tällöin kaikilla z ∈ C \ R ja n ∈ N on

〈(z −K)−1ψ|ϕn〉 = λ−1
n 〈(z −K)−1ψ|Kϕn〉

= λ−1
n (〈(z −K)−1ψ|zϕn〉 − 〈(z −K)−1ψ|(z −K)ϕn〉)

= z
λn
〈(z −K)−1ψ|ϕ〉.

Koska λn ∈ R ja z ∈ C\R, niin 〈(z−K)−1ψ|ϕn〉 = 0. L on siis invarianttiK:n suhteen

siinä mielessä, että (z −K)−1L ⊂ L kaikilla z ∈ C ⊂ R joten K:n rajoittuman K|L

spektri on epätyhjä. Tällöin K:lla on siis muita ominaisarvoja edellä mainittujen

lisäksi, mikä on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis (iii) pätee.

Oletetaan lopuksi (iii). Koska λn →∞, kun n→∞, niin jokaista M ≥ 0 kohti

on olemassa sellainen n0 ∈ N, että λn ≥ 0 aina, kun n ≥ n0. Siis λn ∈ [0,M ]

vain äärellisen monella indeksillä n. Erityisesti siis yhtä suuria ominaisarvoja on

vain äärellinen määrä, eli ominaisarvot ovat äärellisesti degeneroituneet. Koska K

on itseadjungoitu, niin σ(K) = {λn|n ∈ N} = {λn|n ∈ N}, missä jälkimmäinen

yhtäsuuruus seuraa oletuksesta, joten K:n oleellinen spektri on tyhjä.

�
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1.4 Harmonista analyysia faasiavaruudessa

Tarkastellaan Hilbertin avaruutta L2(R) ja faasiavaruutta R2. Olkoot U ja V translaatio-

ja nopeussysäysryhmiin liittyvät H:n yksiparametriset unitaariesitykset. Paikkaesi-

tyksessä niille saadaan kaavat [U(q)ϕ](x) = ϕ(x − q) ja [V (p)ϕ](x) = eipxϕ(x).

Kaikilla (q, p) ∈ R2 määritellään

W (q, p) = ei
qp
2 U(q)V (p).

Kuvaus W : R2 → L(H), (q, p) 7→ W (q, p) on faasiavaruuden translaatioryhmän

redusoitumaton projektiivinen esitys H:ssa. Kaikilla ϕ ∈ H, x ∈ R ja (q, p) ∈ R2

saadaan

[W (q, p)ϕ](x) = ei
qp
2 [U(q)V (p)ϕ](x)

= ei
qp
2 [V (p)ϕ](x− q)

= ei
qp
2 eip(x−q)ϕ(x− q)

= e−i
qp
2 eipxϕ(x− q).

Kaikilla ϕ ∈ H, x ∈ R ja (q, p), (u, v) ∈ R2 on

[W (q + u, p+ v)ϕ](x) = e−i
(q+u)(p+v)

2 ei(p+v)xϕ(x− q − u)

= e−
i
2

(qp+uv+qv+up)eipxeivxϕ(x− q − u)

= e−i
qp
2 eipxe−i

uv
2 ei(vx−

qv
2
−up

2
)ϕ(x− q − u)

= e−i
qp
2 eipxe−i

uv
2 eiv(x−q)ei

(qv−up)
2 ϕ(x− q − u)

= ei
(qv−up)

2 e−i
qp
2 eipx[W (u, v)ϕ](x− q)

= ei
(qv−up)

2 [W (q, p)W (u, v)ϕ](x),

eli kuvaus ((q, p), (u, v)) 7→ ei
(qv−up)

2 on ryhmän kertojafunktio. Määritellään pari-

teettioperaattori Π : H → H kaavalla

[Πϕ](x) = ϕ(−x),

kaikilla ϕ ∈ H ja x ∈ R. Pariteettioperaattorille pätee Π = Π∗ ja Π2 = I.

Olkoon

L∞(R2) = {f : R2 → C|f mitallinen ja ‖f‖∞ <∞},
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missä ‖f‖∞ = sup{M ∈ R
∣∣|f(q, p)| < M melkein kaikkialla}, ja

L1(R2) = {f : R2 → C|f mitallinen ja ‖f‖1 <∞},

missä ‖f‖1 =
∫
|f(q, p)|dqdp. Jälkiluokkaa T (H) pidetään varustettuna normilla

‖T‖tr = tr[|T |], ja L(H):ta normilla ‖A‖ = supϕ∈H1
‖Aϕ‖ = supψ,ϕ∈H1

|〈ψ|Aϕ〉|.

Merkitään jatkuvien äärettömyydessä häviävien funktioiden f : R2 → C joukkoa

C∞(R2):lla, ts. f ∈ C∞(R2) jos ja vain jos jokaista ε > 0 kohti on olemassa sellainen

M > 0, että |f(q, p)| ≤ ε aina, kun
√
q2 + p2 ≥ M . Jatkuvien kompaktitukisten

funktioiden f : R2 → C joukkoa merkitään Cc(R2):lla ja kompaktien operaattorien

joukkoa C(H):lla.

1.4.1 Fourier-muunnos ja konvoluutio

Seuraavaksi esitettävät Fourier-muunnoksen määritelmä ja siihen liittyvät tulokset

ovat peräisin kirjasta [8]. Konvoluutiot on määritelty Wernerin mukaan [9].

Olkoon C∞↓ (Rn) nopeasti vähenevien äärettömän monta kertaa di�erentioituvien

funktioiden f : Rn → C muodostama vektoriavaruus. Määritellään funktion f ∈

C∞↓ (Rn) Fourier-muunnos F0f = f̂ integraalilla

(F0f)(x) = f̂(x) =
1

(2π)
n
2

∫
e−iy·xf(y)dy,

ja käänteinen Fourier-muunnos on F−1
0 f = f̌ integraalilla

(F−1
0 f)(y) = f̌(y) =

1

(2π)
n
2

∫
eix·yf(x)dx.

Riemannin-Lebesquen lemman nojalla F0:lla on yksikäsitteinen laajennus F̃0 : L1(Rn)→

C∞(Rn), ja kaikilla f ∈ L1(R2) on (F̃0f)(x) = 1

(2π)
n
2

∫
e−iy·xf(y)dy. Tästä syys-

tä käytetään myös tämän laajennuksen yhteydessä merkitää F̃0f = f̂ . Planche-

relin teoreeman nojalla F0 laajenee yksikäsitteisesti myös unitaariseksi Fourierin-

Plancherelin operaattoriksi F : L2(Rn) → L2(Rn), jonka adjungaatti F∗ = F−1

on F−1
0 :n yksikäsitteinen laajennus. F :lle ei kuitenkaan saada eksplisiittistä inte-

graaliesitystä. F :n unitaarisuudesta seuraa, että kaikilla f, g ∈ L2(Rn) on 〈f |g〉 =
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〈Ff |Fg〉, missä 〈f |g〉 =
∫
f(x)g(x)dx on sisätulo L2(Rn):ssä. Erityisesti siis kaikilla

f ∈ L2(R2) pätee ‖Ff‖ = ‖f‖. Jatkossa tarvitaan vain tapauksia n = 1, 2.

Seuraava lemma luo perustan konvoluutioiden määrittelylle. Lemman todistus

on Wernerin artikkelista [9]

Lemma 1.5. Olkoot T1, T2 ∈ T (H). Kuvaus (q, p) 7→ tr[T1W (q, p)T2W (q, p)∗] on

integroituva ja

1

2π

∫
tr[T1W (q, p)T2W (q, p)∗]dqdp = tr[T1]tr[T2].

Todistus. Koska kuvaus (T1, T2) 7→ tr[T1W (q, p)T2W (q, p)∗] on bilineaarinen ja

jokainen T ∈ T (H) voidaan kirjoittaa neljän positiivisen operaattorin lineaari-

kombinaationa niin riittää tarkastella tapausta Ti ≥ 0. Tällöin T1:lla ja T2:lla on

spektraalihajotelmat T1

∑
ti|ϕi〉〈ϕi| ja T2 =

∑
sj|ψj〉〈ψj|. Toisaalta kuvaus Ti 7→

tr[T1W (q, p)T2W (q, p)∗], i = 1, 2, on jatkuva, joten riittää tarkastella tapausta

Ti = |ϕi〉〈ϕi|, ϕi ∈ H1, i = 1, 2.

Määritellään kaikilla q ∈ R funktio ψq kaavalla ψq(x) = ϕ2(x)ϕ1(x + q). Koska

|ϕ2(x)||ϕ1(x+q)| ≤ 1
2

(
|ϕ2(x)|2 + |ϕ1(x+q)|2

)
, niin ψq ∈ L1(R) ja kaikilla (q, p) ∈ R2

on

〈ϕ2|W (q, p)∗ϕ1〉 = e−i
qp
2 〈ϕ2|V (p)∗U(q)∗ϕ1〉

= e−i
qp
2

∫
e−ipxϕ2(x)ϕ1(x+ q)dx

= e−i
qp
2

√
2π 1√

2π

∫
e−ipxψq(x)dx

=
√

2πe−i
qp
2 ψ̂q(p).

Koska nyt ψq ∈ L2(R) melkein kaikilla q ∈ R, niin käyttämällä hyväksi yhtälöä
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‖f‖ = ‖f̂‖ ja Fubinin lausetta saadaan

1
2π

∫
tr[T1W (q, p)T2W (q, p)∗]dqdp = 1

2π

∫
〈ϕ1|W (q, p)ϕ2〉〈ϕ2|W (q, p)∗ϕ1〉dqdp

= 1
2π

∫
|〈ϕ2|W (q, p)∗ϕ1〉|2dqdp

= 1
2π

∫
|
√

2πe−i
qp
2 ψ̂q(p)|2dqdp

=
∫
|ψ̂q(p)|2dqdp

=
∫
|ψ̂q(p)|2dpdq

=
∫
|ψq(p)|2dpdq

=
∫
|ψq(p)|2dqdp

=
∫
|ϕ2(p)ϕ1(p+ q)|2dqdp

= ‖ϕ2‖2‖ϕ1‖2

= tr[T2]tr[T1].

�

Määritellään seuraavaksi konvoluutiot.

Määritelmä 1.1. Olkoot f1, f2 ∈ L1(R2) integroituvia funktioita ja T1, T2 ∈ T (H).

Niiden väliset konvoluutiot määritellään kaavoilla:

(f1 ∗ f2)(x, y) =
∫
f1(q, p)f2(x− q, y − p)dqdp,

(T1 ∗ T2)(q, p) = tr[T1W (q, p)ΠT2Π∗W (q, p)∗],

kaikilla (x, y) ∈ R2.

Nyt f1 ∗ f2, T1 ∗ T2 ∈ L1(R2).

Seuraavat lauseet ovat perustana funktioiden ja operaattorien välisten konvoluu-

tioiden määrittelyille.

Lause 1.10. Kaikilla integroituvilla f ∈ L1(R2), A ∈ L(H) ja ψ, ϕ ∈ H on

∣∣ ∫ f(q, p)〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp
∣∣ ≤ ‖f‖1‖A‖‖ψ‖‖ϕ‖.
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Todistus. Suoralla laskulla nähdään, että kaikilla ψ, ϕ ∈ H1 on∣∣ ∫ f(q, p)〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp
∣∣

≤
∫
|f(q, p)||〈W (q, p)∗ψ|AW (q, p)∗ϕ〉|dqdp

≤
∫
|f(q, p)|‖W (q, p)∗ψ‖‖A‖‖W (q, p)∗ϕ‖dqpdp

= ‖f‖1‖A‖‖ψ‖‖ϕ‖.

�

Määritelmä 1.2. Olkoon f ∈ L1(R2) integroituva ja A ∈ L(H). Funktion f ja

operaattorin A välinen konvoluutio on rajoitettu lineaarioperaattori f ∗A : H → H,

jolle

〈ψ|(f ∗ A)ϕ〉 =

∫
f(q, p)〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp,

kaikilla ψ, ϕ ∈ H.

Edellisen määritelmän tapauksessa kirjoitetaan muodollisesti

f ∗ A =

∫
f(q, p)W (q, p)AW (q, p)∗dqdp.

Lauseesta 1.10 seuraa lisäksi, että

‖f ∗ A‖ = sup
ϕ,ψ∈H1

|〈ϕ|(f ∗ A)ψ〉| ≤ ‖f‖1‖A‖. (9)

Seuraavissa lauseissa on joitakin tarvittavia konvoluutioiden perusominaisuuksia.

Lauseet ovat peräisin Wernerin artikkelista [9].

Lause 1.11. Konvoluutio on kommutatiivinen ja assosiatiivinen.

Todistus. Olkoot f1, f2, f3 ∈ L1(R2) integroituvia. Kaikilla (x, y) ∈ R2 on

(f1 ∗ f2)(x, y) =
∫
f1(q, p)f2(x− q, y − p)dqdp

=
∫
f1(x− q′, y − p′)f2(q′, p′)dq′dp′

= (f2 ∗ f1)(x, y)



31

ja

(f1 ∗ (f2 ∗ f3))(x, y) = (f1 ∗ (f3 ∗ f3))(x, y)

=
∫

R2 f1(q, p)(f3 ∗ f2)(x− q, y − p)dqdp

=
∫

R4 f1(q, p)f3(u, v)f2(x− q − u, y − p− v)dudvdqdp

=
∫

R2 f3(u, v)(f1 ∗ f2)(x− u, y − v)dudv

= (f3 ∗ (f1 ∗ f2))(x, y)

= ((f1 ∗ f2) ∗ f3)(x, y).

Olkoot T1, T2, T3 ∈ T (H). Kaikilla f ∈ L2(R), (q, p) ∈ R2 ja x ∈ R on

(
W (q, p)Πf

)
(x) = ei

qp
2 eip(x−q)(Πf)(x− q) = e−i

qp
2 eipxf(q − x)

=
(
W (q, p)∗f

)
(−x) =

(
Π∗W (q, p)∗f

)
(x),

joten W (q, p)Π = Π∗W (q, p)∗. Nyt kaikilla (q, p) ∈ R2 on

(T1 ∗ T2)(q, p) = tr[T1W (q, p)ΠT2Π∗W (q, p)∗]

= tr[T2W (q, p)ΠT1Π∗W (q, p)∗]

= (T2 ∗ T1)(q, p).

Käyttämällä hyväksi lemmaa 1.5, edellistä kohtaa ja Fubinin lausetta saadaan kai-

killa ϕ, ψ ∈ H
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〈ψ|(T1 ∗ (T2 ∗ T3))ϕ〉

= 〈ψ|(T1 ∗ (T3 ∗ T2))ϕ〉

= tr[(T1 ∗ (T3 ∗ T2))|ϕ〉〈ψ|]

=
∫

R2 tr[W (q, p)T1W (q, p)∗|ϕ〉〈ψ|]tr[T3W (q, p)ΠT2Π∗W (q, p)∗]dqdp

= 1
2π

∫
R4 tr[W (q, p)T1W (q, p)∗|ϕ〉〈ψ|W (u, v)T3W (u, v)∗×

W (q + u, p+ v)ΠT2Π∗W (q + u, p+ v)∗]dqdpdudv

= 1
2π

∫
R4 tr[|ϕ〉〈ψ|W (u, v)T3W (u, v)∗W (q, p)W (u, v)ΠT2Π∗×

W (u, v)∗T1W (q, p)]dqdpdudv

=
∫

R2 tr[|ϕ〉〈ψ|W (u, v)T3W (u, v)∗]tr[W (u, v)ΠT2Π∗W (u, v)∗T1]dudv

= tr[|ϕ〉〈ψ|(T3 ∗ (T1 ∗ T2))]

= tr[T0((T1 ∗ T2) ∗ T3)]

= 〈ψ|((T1 ∗ T2) ∗ T3)ϕ〉.

�

Lause 1.12. Konvoluutio säilyttää positiivisuuden.

Todistus. Olkoot f1, f2 ∈ L1(R2) integroituvia, f1, f2 ≥ 0. Silloin

(f1 ∗ f2)(q, p) =

∫
f1(x, y)f2(q − x, p− y)dxdy ≥ 0

kaikilla (q, p) ∈ R2, joten f1 ∗ f2 ≥ 0.

Olkoot T1, T2 ∈ T (H), T1, T2 ≥ 0 ja olkoon {ϕn ∈ H|n ∈ N} H:n ortonormaali

kanta. Silloin

(T1 ∗ T2)(q, p) = tr[T1W (q, p)ΠT2Π∗W (q, p)∗]

= tr[T 1/2
2 Π∗W (q, p)∗T

1/2
1 T

1/2
1 W (q, p)ΠT

1/2
2 ]

=
∑∞

n=1〈ϕn|T
1/2
2 Π∗W (q, p)∗T

1/2
1 T

1/2
1 W (q, p)ΠT

1/2
2 ϕn〉

=
∑∞

n=1〈T
1/2
1 W (q, p)ΠT

1/2
2 ϕn|T 1/2

1 W (q, p)ΠT
1/2
2 ϕn〉

=
∑∞

n=1 ‖T
1/2
1 W (q, p)ΠT

1/2
2 ϕn‖2

≥ 0
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kaikilla (q, p) ∈ R2, joten T1 ∗ T2 ≥ 0.

Olkoot f ∈ L1(R2), f ≥ 0 ja A ∈ L(H), A ≥ 0. Silloin kaikilla ϕ ∈ H on

〈ϕ|(f ∗ A)ϕ〉 =
∫
f(q, p)〈ϕ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp

=
∫
f(q, p)〈W (q, p)∗ϕ|AW (q, p)∗ϕ〉dqdp

≥ 0

joten f ∗ A ≥ 0.

�

Tarkastellaan vielä joitakin funktion ja operaattorin välisen konvoluution omi-

naisuuksia.

Koska kaikilla ϕ, ψ ∈ H ja (q, p) ∈ R2 on

〈ϕ|W (q, p)(f ∗ A)W (q, p)∗ψ〉

= 〈W (q, p)∗ϕ|(f ∗ A)W (q, p)∗ψ〉

=
∫
f(u, v)〈ϕ|W (q, p)W (u, v)AW (u, v)∗W (q, p)∗ψ〉dudv

=
∫
f(u, v)〈ϕ|W (u, v)W (q, p)AW (q, p)∗W (u, v)∗ψ〉dudv

= 〈ϕ|(f ∗ (W (q, p)AW (q, p)∗))ψ〉,

niin W (q, p)(f ∗ A)W (q, p)∗ = f ∗ (W (q, p)AW (q, p)∗). Kaikilla ϕ, ψ ∈ H on

〈ϕ|(f ∗ A)∗ψ〉 = 〈ψ|(f ∗ A)ϕ〉

=
∫
f(q, p)〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp

=
∫
f(q, p)〈ϕ|W (q, p)A∗W (q, p)∗ψ〉dqdp

= 〈ϕ|(f ∗ A∗)ψ〉,

joten adjungaatiksi saadaan (f ∗ A)∗ = f ∗ A∗.

Jos T ∈ T (H), T ≥ 0, f ∈ L1(R2), f ≥ 0 ja (ϕi) L
2(R):n ortonormaali kanta,

niin monotonisen konvergenssin lauseesta ja operaattorin f ∗ T positiivisuudesta
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seuraa, että

tr[f ∗ T ] =
∑∞

i=1〈ϕi|(f ∗ T )ϕi〉

=
∑∞

i=1

∫
f(q, p)〈ϕi|W (q, p)TW (q, p)∗ϕi〉dqdp

=
∫
f(q, p)

∑∞
i=1〈ϕi|W (q, p)TW (q, p)∗ϕi〉dqdp

=
∫
f(q, p)tr[W (q, p)TW (q, p)∗]dqdp

=
∫
f(q, p)tr[T ]dqdp <∞.

Koska jokainen T ∈ T (H) voidaan kirjoittaa positiivisten jälkiluokkaoperaattorien

lineaarikombinaationa ja jokainen f ∈ L1(R2) neljän positiivisen funktion lineaari-

kombinaationa, niin konvoluution lineaarisuudesta seuraa, että f ∗T ∈ T (H) kaikilla

T ∈ T (H).

Seuraava lause ilmaisee yhteyden konvoluution ja Fourier-muunnoksen välillä.

Todistus on peräisin Reedin ja Simonin kirjasta [8, Theorem IX.3, s. 6].

Lause 1.13. Kaikilla f, g ∈ C∞↓ (R2) on

F̃0(fg) = 1
2π

(F̃0f) ∗ (F̃0g),

F̃0(f ∗ g) = 2π(F̃0f)(F̃0g).

Todistus.Olkoon (x, y) ∈ R2 kiinteä. Määritellään funktio f̃(x,y) kaavalla f̃(x,y)(q, p) =

ei(qx+py)f(q, p), jolloin f̃(x,y) ∈ C∞↓ (R2). Nyt

〈f̃(x,y)|g〉 =

∫
e−i(qx+py)f(q, p)g(q, p)dqdp = 2π(F̃0(fg))(x, y),

ja

〈F̃0f̃(x,y)|F̃0g〉 =
∫ (

1
2π

∫
e−i(qu+pv)ei(xu+yv)f(u, v)dudv

)
(F̃0g)(q, p)dqdp

=
∫ (

1
2π

∫
e−i(u(x−q)+v(y−p))f(u, v)dudv

)
(F̃0g)(q, p)dqdp

=
∫

(F̃0f)(x− q, y − p)(F̃0g)(q, p)dqdp

= ((F̃0f) ∗ (F̃0g))(x, y),

mutta nämä sisätulot ovat yhtäsuuret, joten väitteen ensimmäinen yhtälö on voi-

massa. Käyttämällä hyväksi konvoluution kommutatiivisuutta ja Fubinin lausetta
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saadaan

(F̃0(f ∗ g))(x, y) = (F̃0(g ∗ f))(x, y)

= 1
2π

∫
e−i(qx+py)

(∫
f(u, v)g(q − u, p− v)dudv

)
dqdp

= 1
2π

∫
f(u, v)

(∫
e−i(qx+py)g(q − u, p− v)dqdp

)
dudv

= 1
2π

∫
f(u, v)

(∫
e−i((q

′+u)x+(p′+v)y)g(q′, p′)dq′dp′
)
dudv

=
∫
e−i(xu+yv)f(u, v)

(
1

2π

∫
e−i(q

′x+py)g(q′, p′)dq′dp′
)
dudv

=
∫
e−i(xu+yv)f(u, v)(F̃0g)(x, y)dudv

= 2π(F̃0f)(x, y)(F̃0g)(x, y).

�

Kun edellisen lauseen ensimmäistä kaavaa sovelletaan funktioihin F̃−1
0 f, F̃−1

0 g ∈

C∞↓ (R2), niin saadaan f ∗ g = 2πF̃0((F̃−1
0 f)(F̃−1

0 g)). Jokaisella f ∈ C∞↓ (R2) ku-

vaus g 7→ f ∗ g on siis käänteisen Fourier-muunnoksen, funktiolla kertomisen ja

Fourier-muunnoksen yhdistetty kuvaus, ja siis jatkuva. Erityisesti lauseen jälkim-

mäinen kaava pätee kaikilla f, g ∈ L1(R2).

Lause 1.14. Olkoon A ∈ L(H). Jos

lim
(q,p)→(0,0)

‖W (q, p)AW (q, p)∗ − A‖ = 0,

niin on olemassa funktiojono (fn) ⊂ L1(R2) siten, että

lim
n→∞

‖fn ∗ A− A‖ = 0.

Todistus. Olkoon ε > 0 ja A ∈ L(H) sellainen, että

lim
(q,p)→(0,0)

‖W (q, p)AW (q, p)∗ − A‖ = 0.

Valitaan n0 ∈ N siten, että ‖W (q, p)AW (q, p)∗ − A‖ < ε, kun q2 + p2 ≤ 1
n2

0
. Tällöin

|〈ψ|(W (q, p)AW (q, p)∗−A)ϕ〉| < ε kaikilla ψ, ϕ ∈ H1. Valitaan jokaista n ∈ N kohti

funktio fn ∈ L1(R2) siten, että fn ≥ 0, supp(fn) ⊂ {(q, p) ∈ R2|q2 + p2 ≤ 1
n2}, fn on

integroituva ja
∫
fn(q, p)dqdp = 1
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Kun n > n0, niin kaikilla ψ, ϕ ∈ H1 on

|〈ψ|(fn ∗ A− A)ϕ〉|

=
∣∣ ∫ fn(q, p)〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp− 〈ψ|Aϕ〉

∣∣
=

∣∣ ∫ fn(q, p)〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉dqdp−
∫
fn(q, p)〈ψ|Aϕ〉dqdp

∣∣
=

∣∣ ∫ fn(q, p)
(
〈ψ|W (q, p)AW (q, p)∗ϕ〉 − 〈ψ|Aϕ〉

)
dqdp

∣∣
≤

∫
fn(q, p)|〈ψ|

(
W (q, p)AW (q, p)∗ − A

)
ϕ〉|dqdp.

Nyt |〈ψ|
(
W (q, p)AW (q, p)∗ − A

)
ϕ〉| < ε kaikilla (q, p) ∈ supp(fn), joten

|〈ψ|(fn ∗ A− A)ϕ〉| < ε

∫
fn(q, p)dqdp = ε.

Siis myös ‖fn ∗ A− A‖ = supψ,ϕ∈H1
|〈ψ|(fn ∗ A− A)ϕ〉| ≤ ε, kun n > n0, joten

lim
n→∞

‖fn ∗ A− A‖ = 0.

�

1.4.2 Säännölliset ja kompaktit operaattorit

Määritelmä 1.3. Olkoon T ∈ T (H). Jos tr[TW (q, p)] 6= 0 kaikilla (q, p) ∈ R2, niin

sanotaan, että T on säännöllinen.

Määritelmästä seuraa välittömästi, että jos T on säännöllinen, niin myös ΠTΠ∗

on säännöllinen, sillä

tr[ΠTΠ∗W (q, p)] = tr[TΠ∗W (q, p)Π] = tr[TΠ∗Π∗W (q, p)∗] = tr[TW (q, p)∗].

Osoitetaan seuraavaksi, että Gaussin tila on säännöllinen.

Olkoon T = |Ψ〉〈Ψ| ∈ T (H), missä Ψ(x) = 1
π1/4 e

−x
2

2 , jolloin T on tila. Nyt

kaikilla (q, p) ∈ R2 on

tr[TW (q, p)] = 〈Ψ|W (q, p)Ψ〉

= 1√
π

∫∞
−∞ e

i qp
2 eip(x−q)e−

x2

2 e−
(x−q)2

2 dx

= 1√
π
e−

q2

4

∫∞
−∞ e

i qp
2 eip(x−q)e−(x− q

2
)2dx

= 1√
π
e−

q2

4

∫∞
−∞(fq,p(x) + igq,p(x))dx,
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missä

fq,p(x) =
(

cos( qp
2

) cos(p(x− q))− sin( qp
2

) sin(p(x− q))
)
e−(x− q

2
)2

= cos(px− qp
2

)e−(x− q
2

)2 ,

gq,p(x) =
(

sin( qp
2

) cos(p(x− q))− cos( qp
2

) sin(p(x− q))
)
e−(x− q

2
)2

= sin(px− qp
2

)e−(x− q
2

)2 .

Sijoitetaan x′ = x− q
2
, jolloin

fq,p(x
′) = cos(px′)e−x

′2
,

gq,p(x
′) = sin(px′)e−x

′2
.

Nyt gq,p on parillisen ja parittoman funktion tulona pariton, joten∫ ∞
−∞

gq,p(x)dx =

∫ ∞
−∞

gq,p(x
′)dx′ = 0.

Toisaalta fq,p on kahden parillisen funktion tulona parillinen, joten saadaan

tr[TW (q, p)] = 1√
π
e−

q2

4

∫∞
−∞ cos(px′)e−x

′2
dx′

= 2√
π
e−

q2

4

∫∞
0

cos(px′)e−x
′2
dx′

= 2√
π
e−

q2

4

√
π

2
e−

p2

4

= e−
q2+p2

4 6= 0,

kaikilla (q, p) ∈ R2. Siis Gaussin tila T = |Ψ〉〈Ψ| on säännöllinen.

On huomattava, että kaikki tilat eivät kuitenkaan ole säännöllisiä. Esimerkiksi

tilalle |χ[− 1
2
, 1
2

]〉〈χ[− 1
2
, 1
2

]| on

tr[|χ[− 1
2
, 1
2

]〉〈χ[− 1
2
, 1
2

]|W (q, p)] = 〈χ[− 1
2
, 1
2

]|W (q, p)χ[− 1
2
, 1
2

]〉

=
∫
e−i

qp
2 eipxχ[− 1

2
, 1
2

](x)χ[− 1
2
, 1
2

](x− q)dx

=
∫
eipx−i

qp
2 χ[− 1

2
, 1
2

](x)χ[q− 1
2
,q+ 1

2
](x)dx.

Jos nyt |q| > 1, niin [−1
2
, 1

2
] ∩ [q − 1

2
, q + 1

2
] = ∅, joten tällöin

tr[|χ[− 1
2
, 1
2

]〉〈χ[− 1
2
, 1
2

]|W (q, p)] = 0.

Siis |χ[− 1
2
, 1
2

]〉〈χ[− 1
2
, 1
2

]| ei ole säännöllinen.

Esitetään seuraavaksi ilman toditusta klassinen Wienerin aproksimaatiolause

[10]. Lauseen todistus löytyy esimerkiksi kirjasta [11, Theorem 4.1, s. 8].
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Lause 1.15. Olkoon f ∈ L1(R2) ja jokaista paria (x, y) ∈ R2 kohti merkitään

f (x,y):lla funktiota, jolle f (x,y)(q, p) = f(q + x, p+ y) kaikilla (q, p) ∈ R2. Silloin

L1(R2) = lin{f (x,y)|(x, y) ∈ R2}

silloin, ja vain silloin kun f̂(q, p) 6= 0 kaikilla (q, p) ∈ R2.

Tästä seuraa, että jos f ∈ L1(R2) on sellainen, että f̂(q, p) 6= 0 kaikilla (q, p) ∈

R2, niin jokaista g ∈ L1(R2) ja ε > 0 kohti on olemassa luvut c1, . . . , cN ∈ C ja

(x1, y1), . . . , (xN , yN) ∈ R2 siten, että∫
|g(q, p)−

N∑
i=1

cif(q − xi, p− yi)|dqdp < ε.

Lause 1.16. Olkoon T ∈ T (H) säännöllinen. Silloin T ∗T (H) = {T ∗S|S ∈ T (H)}

on tiheä L1(R2):ssä.

Todistus. Käyttämällä hyväksi lemmaa 1.5 nähdään, että kaikilla (q, p) ∈ R2 on

(F̃0(T ∗ T ))(q, p)

= 1
2π

∫
e−i(qx+py)(T ∗ T )(x, y)dxdy

= 1
2π

∫
e−i(qx+py)tr[TW (x, y)ΠTΠ∗W (x, y)∗]dxdy

= 1
2π

∫
e−i(qx+py)tr[TW (−p, q)∗W (−p, q)W (x, y)ΠTΠ∗W (x, y)∗]dxdy

= 1
2π

∫
e−i(qx+py)ei(qx+py)tr[TW (−p, q)∗W (x, y)∗W (−p, q)ΠTΠ∗W (x, y)∗]dxdy

= 1
2π

∫
tr[
(
TW (−p, q)∗

)
W (x, y)∗

(
W (−p, q)ΠTΠ∗

)
W (x, y)∗]dxdy

= tr[TW (−p, q)∗]tr[W (−p, q)ΠTΠ∗]

= tr[TW (−p, q)∗]tr[TW (−p, q)∗]

6= 0,

Nyt Wienerin approksimaatiolauseen 1.15 nojalla jokaista f ∈ L1(R2) ja ε > 0 kohti

on olemassa luvut ci ∈ C ja (xi, yi) ∈ R2, i = 1, . . . , N siten, että∫
|f(q, p)−

N∑
i=1

ci(T ∗ T )(q − xi, p− yi)|dqdp < ε
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kaikilla (q, p) ∈ R. KoskaW (x, y)∗Π = ΠW (x, y) ja jälki on lineaarinen, niin saadaan

∑N
i=1 ci(T ∗ T )(q − xi, p− yi)

=
∑N

i=1 citr[TW (q − xi, p− yi)ΠTΠ∗W (q − xi, p− yi)∗]

=
∑N

i=1 citr[TW (q, p)W (xi, yi)
∗ΠTΠ∗W (xi, yi)W (q, p)∗]

=
∑N

i=1 citr[TW (q, p)ΠW (xi, yi)TW (xi, yi)
∗Π∗W (q, p)∗]

= tr[TW (q, p)Π
(∑N

i=1 ciW (xi, yi)TW (xi, yi)
∗
)

Π∗W (q, p)∗].

Valitsemalla S =
∑N

i=1 ciW (xi, yi)TW (xi, yi)
∗ ∈ T (H) nähdään, että jokaista f ∈

L1(R2) ja ε > 0 kohti on olemassa S ∈ T (H) siten, että

‖f − T ∗ S‖1 ≤ ε

kaikilla (q, p) ∈ R2.

�

Laajennetaan vielä konvoluutioiden määritelmiä kahdessa tapauksessa. Koska

T (H) on suljettu L(H):n alkioilla kertomisen suhteen, niin voidaan määritellä ope-

raattorien T ∈ T (H) ja A ∈ L(H) konvoluutio samalla kaavalla:

(T ∗ A)(q, p) = tr[TW (q, p)ΠAΠ∗W (q, p)∗]

kaikilla (q, p) ∈ R2. Myös tässä tapauksessa konvoluutio on kommutatiivinen ja

säilyttää positiivisuuden. On kuitenkin huomattava, että funktio T ∗ A ei yleensä

ole integroituva.

Olkoon nyt S, T ∈ T (H) ja A ∈ L(H), jolloin (S∗T ) ∈ L1(R2) ja siis (S∗T )∗A ∈
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L(H). Samoin kuin lauseen 1.11 todistuksessa, saadaan kaikilla ϕ, ψ ∈ H

〈ϕ|((S ∗ T ) ∗ A)ψ〉

= 〈ϕ|((T ∗ S) ∗ A)ψ〉

=
∫

R2(T ∗ S)(q, p)〈ϕ|W (q, p)AW (q, p)∗ψ〉dqdp

=
∫

R2 tr[TW (q, p)ΠSΠ∗W (q, p)∗]tr[W (q, p)AW (q, p)∗|ψ〉〈ϕ|]dqdp

= 1
2π

∫
R4 tr[W (q, p)AW (q, p)∗|ψ〉〈ϕ|W (u, v)SW (u, v)∗×

W (q + u, p+ v)ΠTΠ∗W (q + u, p+ v)∗]dudvdqdp

= 1
2π

∫
R4 tr[|ψ〉〈ϕ|W (u, v)SW (u, v)∗W (q, p)W (u, v)

ΠTΠ∗W (u, v)∗AW (q, p)∗]dqdpdudv

=
∫

R2 tr[|ψ〉〈ϕ|W (u, v)SW (u, v)∗]tr[W (u, v)ΠTΠ∗W (u, v)∗A]dudv

=
∫

R2 tr[W (u, v)ΠTΠ∗W (u, v)∗A]〈ϕ|W (u, v)SW (u, v)∗ψ〉dudv

=
∫

R2(T ∗ A)(u, v)〈ϕ|W (u, v)SW (u, v)∗ψ〉dudv,

joten voidaan määritellä S ∗ (T ∗A) rajoitettuna lineaarioperaattorina H → H, jolle

〈ϕ|(S ∗ (T ∗ A))ψ〉 =

∫
(T ∗ A)(u, v)〈ϕ|W (u, v)SW (u, v)∗ϕ〉dudv

kaikilla ϕ, ψ ∈ H, jolloin S ∗ (T ∗ A) = (S ∗ T ) ∗ A.

Lause 1.17. Olkoot A ∈ L(H), T ∈ T (H) säännöllinen ja S ∈ T (H). Jos T ∗ A

häviää äärettömyydessä, niin S ∗ (T ∗ A) on kompakti.

Todistus. Olkoon ε > 0. Koska T ∗A ∈ C∞(R2) ja Cc(R2) on normin ‖ · ‖∞ suhteen

tiheä C∞(R):ssa, niin on olemassa f ∈ Cc(R2) siten, että ‖T ∗ A − f‖∞ < ε. Nyt

kaikilla ϕ, ψ ∈ H1 on

|〈ϕ|(S ∗ (T ∗ A)− S ∗ f)ψ〉|

=
∣∣ ∫ ((T ∗ A)(q, p)− f(q, p))〈ϕ|W (q, p)SW (q, p)∗ψ〉dqdp

∣∣
≤

∫
|((T ∗ A)(q, p)− f(q, p))||〈ϕ|W (q, p)SW (q, p)∗ψ〉|dqdp

≤
∫
‖T ∗ A− f‖∞|〈ϕ|W (q, p)SW (q, p)∗ψ〉|dqdp

≤ ε ·
∫
|tr[|ψ〉〈ϕ|W (q, p)SW (q, p)∗]|dqdp.
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Osoitetaan, että yo. integraalilla on vektoreista ϕ ja ψ riippumaton äärellinen ylä-

raja.

Koska jokainen S ∈ T (H) voidaan kirjoittaa muodossa S =
∑4

n=1 cnSn, missä

Sn ≥ 0 kaikilla n = 1, . . . , 4 ja

|ψ〉〈ϕ| = 1
2

[
|ψ〉〈ψ|+ 1

2
(|ψ〉〈ϕ|+ |ϕ〉〈ψ|)

]
− 1

2

[
|ψ〉〈ψ| − 1

2
(|ψ〉〈ϕ|+ |ϕ〉〈ψ|)

]
+ i

2

[
|ψ〉〈ψ|+ i

2
(|ϕ〉〈ψ| − |ψ〉〈ϕ|)

]
− i

2

[
|ψ〉〈ψ| − i

2
(|ϕ〉〈ψ| − |ψ〉〈ϕ|)

]
= 1

2
T1 − 1

2
T2 + i

2
T3 − i

2
T4,

missä Ti ∈ T (H), Ti ≥ 0 ja tr[Ti] ≤ 2 kaikilla i = 1, . . . , 4, niin kolmioepäyhtälön

nojalla ∫
|tr[|ψ〉〈ϕ|W (q, p)SW (q, p)∗]|dqdp

≤ 1
2

∑4
i=1

∫
|tr[TiW (q, p)SW (q, p)∗]|dqdp

≤ 1
2

∑4
i=1

∑4
n=1 |cn|

∫
|tr[TiW (q, p)SnW (q, p)∗]|dqdp.

Koska nyt

tr[TiW (q, p)SnW (q, p)∗] ≥ 0,

niin soveltamalla lemmaa 1.5 saadaan∫
|tr[|ψ〉〈ϕ|W (q, p)SW (q, p)∗]|dqdp ≤ 1

2
· 2π

∑4
n=1

∑4
n=1 |cn|tr[Ti]tr[Sn]

≤ 8π ·
∑4

n=1 |cn|tr[Sn].

Nyt siis

|〈ϕ|(S ∗ (T ∗ A)− S ∗ f)ψ〉| ≤ ε · 8π ·
4∑

n=1

|cn|tr[Sn]

kaikilla ψ, ϕ ∈ H1, joten

‖S ∗ (T ∗ A)− S ∗ f‖ ≤ ε · 8π ·
4∑

n=1

|cn|tr[Sn]

Koska f ∗ S ∈ T (H) ⊂ C(H), niin S ∗ (T ∗ A) ∈ T (H) ⊂ C(H) ja koska lisäksi

C(H) on normin ‖·‖ suhteen suljettu [2, Lause IV.3.3, s. 103], niin S∗(T ∗A) ∈ C(H).

�
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Lause 1.18. Olkoon A ∈ L(H). Jos lim(q,p)→(0,0) ‖W (q, p)AW (q, p)∗ − A‖ = 0 ja

funktio (q, p) 7→ tr[TW (q, p)AW (q, p)∗] häviää äärettömyydessä jollakin säännölli-

sellä T ∈ T (H), niin A on kompakti.

Todistus. Funktio (q, p) 7→ tr[TW (q, p)AW (q, p)∗] häviää äärettömyydessä silloin,

ja vain silloin kun funktio (q, p) 7→ tr[TW (q, p)∗AW (q, p)] häviää äärettömyydessä.

Koska lisäksi

tr[TW (q, p)∗AW (q, p)] = tr[TW (q, p)∗Π∗ΠAW (q, p)Π∗Π]

= tr[TΠ∗W (q, p)ΠAΠ∗W (q, p)∗Π]

= tr[ΠTΠ∗W (q, p)ΠAΠ∗W (q, p)∗]

= ((ΠTΠ∗) ∗ A)(q, p)

ja ΠTΠ∗ = T0 on säännöllinen, niin yhtäpitävä ehto edellä mainittujen kanssa on,

että T0 ∗ A ∈ C∞(R2) jollakin säännöllisellä T0 ∈ T (H).

Olkoon ε > 0. Koska lim(q,p)→(0,0) ‖W (q, p)AW (q, p)∗−A‖ = 0, niin lauseen 1.14

mukaan voidaan valita f ∈ L1(R2) siten, että ‖f ∗ A − A‖ < ε
2
. Lisäksi lauseen

1.16 mukaan voidaan valita S ∈ T (H) siten, että ‖f − T0 ∗ S‖1 <
ε
2
‖A‖−1. Nyt

konvoluution transitiivisuuden ja lineaarisuuden, kolmioepäyhtälön sekä epäyhtälön

(9) nojalla

‖A− (S ∗ T0) ∗ A‖ ≤ ‖A− f ∗ A‖+ ‖f ∗ A− (S ∗ T0) ∗ A‖

= ‖A− f ∗ A‖+ ‖(f − S ∗ T0) ∗ A‖

≤ ‖A− f ∗ A‖+ ‖f − S ∗ T0‖1‖A‖

≤ ε
2

+ ε
2
‖A‖−1‖A‖ = ε.

Lauseen 1.17 nojalla (S ∗ T0) ∗ A = S ∗ (T0 ∗ A) ∈ C(H) ja C(H) on normin ‖ · ‖

suhteen suljettu [2, Lause IV.3.3, s. 103], joten A ∈ C(H).

�
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2 Fysikaalisista suureista

2.1 Paikka- ja liikemääräsuureet

Olkoot jälleen H = L2(R) sekä U ja V translaatio- ja nopeussysäysryhmiin liity-

vät H:n yksiparametriset unitaariesitykset. Olkoot Q ja P vastaavasti U :n ja V :n

generoivat itseadjungoidut operaattorit, ts. U(q) = e−iqP ja V (p) = eipQ kaikil-

la q, p ∈ R. Käytetään merkintöjä EQ ja EP operaattoreita Q ja P vastaaville

spektraalimitoille. Spektraalimitoilla EQ ja EP on [EQ(X)ϕ](x) = χX(x)ϕ(x) ja

EP (X) = F−1EQ(X)F , kaikilla X ∈ B(R). Nyt kaikilla q, p ∈ R, X ∈ B(R),

ϕ ∈ L2(R) ja x ∈ R on

[U(q)EQ(X)U(q)∗ϕ](x) = [EQ(X)U(q)∗ϕ](x− q)

= χX(x− q)[U(q)∗ϕ](x− q)

= XX+q(x)ϕ(x)

= [EQ(X + q)ϕ](x)

ja

[V (p)EQ(X)V (p)∗ϕ](x) = eipxχX(x)e−ipxϕ(x) = [EQ(X)ϕ](x).

Näin on saatu paikkasuureelle symmetriaominaisuudet

U(q)EQ(X)U(q)∗ = EQ(X + q), (10)

V (p)EQ(X)V (p)∗ = EQ(X), (11)

kaikilla q, p ∈ R ja X ∈ B(R).

Ensimmäinen yhtälö tarkoittaa, että tarkka paikkasuure EQ on kovariantti trans-

laatioiden suhteen ja jälkimmäinen, että EQ on invariantti nopeussysäysten suhteen.

Nämä symmetriaominaisuudet otetaankin yleisen paikkasuureen määritelmäksi.

Määritelmä 2.1. Suure E : B(R)→ L(H) on paikkasuure, jos kaikilla q, p ∈ R ja
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X ∈ B(R) on

U(q)E(X)U(q)∗ = E(X + q) (12)

V (p)E(X)V (p)∗ = E(X) (13)

Vastaavasti liikemääräsuure määritellään suureena, joka on kovariantti sysäysten

suhteen ja invariantti translaatioiden suhteen.

Määritelmä 2.2. Suure E : B(R)→ L(H) on liikemääräsuure, jos kaikilla q, p ∈ R

ja X ∈ B(R) on

U(q)E(X)U(q)∗ = E(X) (14)

V (p)E(X)V (p)∗ = E(X + p) (15)

Kaikilla q, p ∈ R, ϕ ∈ C∞↓ (R) ja x ∈ R on

[FU(q)ϕ](x) = 1√
2π

∫
e−ixy(U(q)ϕ)(y)dy

= 1√
2π

∫
e−ixyϕ(y − q)dy

= 1√
2π

∫
e−ix(y′+q)ϕ(y′)dy′

= 1√
2π
e−ixq

∫
e−ixy

′
ϕ(y′)dy′

= [V (−q)Fϕ](x)

ja

[FV (p)ϕ](x) = 1√
2π

∫
e−ixyeipyf(y)dy

= 1√
2π

∫
e−i(x−p)yϕ(y)dy

= [Fϕ](x− p)

= [U(p)Fϕ](x).

Koska C∞↓ (R) on tiheässä L2(R):ssä, niin tästä seuraa, että FU(q) = V (−q)F ja

FV (p) = U(p)F . Tarkalle liikemääräsuureelle EP = F−1EQF saadaan nyt

U(q)EP (X)U(q)∗ = U(q)F−1EQ(X)FU(q)∗

= (FU(−q))−1EQ(X)FU(−q)

= F−1V (−q)EQ(X)V (q)F

= F−1EQ(X)F = EP (X)
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ja

V (p)EP (X)V (p)∗ = (FV (−p))−1EQ(X)FV (−p)

= F−1U(p)EQ(X)U(−p)F

= F−1EQ(X + p)F

= EP (X + p)

kaikilla q, p ∈ R ja X ∈ B(R), eli EP toteuttaa edellä annetut liikemääräsuureen

symmetriaehdot. Suureita EQ ja EP kutsutaan kanonisiksi paikka- ja liikemäärä-

suureiksi.

Lause 2.1. Suure E : B(R) → L(H) on paikkasuure jos ja vain jos F−1E(·)F on

liikemääräsuure.

Todistus. Edellä esitetyn nojalla F−1E(·)F on liikemääräsuure, jos E on paikkasuu-

re. Oletetaan nyt, että F−1E(·)F on liikemääräsuure, ts. se toteuttaa määritelmän

2.2 ehdot. Kaikilla q, p ∈ R ja X ∈ B(R) on

U(q)E(X)U(q)∗ = U(q)FF−1E(X)FF−1U(q)∗

= U(q)FF−1E(X)F(U(q)F)∗

= FV (q)F−1E(X)F(FV (q))∗

= FV (q)F−1E(X)FV (q)∗F−1

= FF−1E(X + q)FF−1

= E(X + q)

ja

V (p)E(X)V (p)∗ = V (p)FF−1E(X)FF−1V (p)∗

= V (p)FF−1E(X)F(V (p)F)∗

= FU(−p)F−1E(X)F(FU(−p))∗

= FU(−p)F−1E(X)FU(−p)∗F−1

= FF−1E(X)FF−1

= E(X),

joten E toteuttaa määritelmän 2.1 ehdot ja on siis paikkasuure.
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�

Lause 2.2. Olkoon µ : B(R) → [0, 1] todennäköisyysmitta. Kuvaus q 7→ µ̃X(q) =

µ(X − q) on Borel-mitallinen kaikilla X ∈ B(R).

Todistus. Jokaista rajoitettua Borel-mitallista funktiota f : R→ C kohti määritel-

lään funktio Ff : R→ C kaavalla

Ff (q) =

∫
f(q + x)dµ(x),

kaikilla q ∈ R. Tällöin

µ(X − q) =

∫
χX−q(x)dµ(x) =

∫
χX(x+ q)dµ(x) = FχX (q).

OlkoonM = {X ∈ B(R)|FχX on Borel-mitallinen}. Osoitetaan, ettäM = B(R).

Olkoon f ∈ Cc(R) ja ε > 0. Valitaan δ > 0 siten, että |f(q1) − f(q2)| < ε aina,

kun |q1 − q2| < δ. Nyt

|Ff (q1)− Ff (q2)| =
∣∣ ∫ (f(q1 + x)− f(q2 + x)

)
dµ(x)

∣∣
≤
∫
|f(q1 + x)− f(q2 + x)|dµ(x)

< ε,

kun |(q1 + x)− (q2 + x)| = |q1 − q2| < δ. Ff on siis jatkuva, joten myös mitallinen.

Olkoon nyt f = χA jollakin avoimella joukolla A ⊂ R. Koska A on σ-kompakti,

niin voidaan valita nouseva jono (Kn) kompakteja joukkoja siten, että Kn ⊂ A

kaikilla n ∈ N ja
⋃
nKn = A. Urysonin lemman nojalla jokaista n ∈ N kohti on

olemassa jatkuva funktio fn : R → [0, 1] siten, että f(q) = 1 aina kun q ∈ Kn ja

f(q) = 0 aina kun q ∈ R \ A. Siis fn ∈ Cc(R) kaikilla n ∈ N. Jono (fn) suppenee

pisteittäin kohti funktiota χA, joten dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

FχA(q) =
∫
χA(q + x)dµ(x)

=
∫

limn→∞ fn(x+ q)dµ(x)

= limn→∞
∫
fn(x+ q)dµ(x)

= limn→∞ Ffn(q),
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joten FχA on mitallisten funktioiden rajafunktiona mitallinen.M siis sisältää avoi-

met joukot.

Olkoon A niiden joukkojen X ⊂ R kokoelma, joille χX =
∑n

i=1 ciχAi joillakin

avoimilla joukoilla Ai ja luvuilla ci = ±1. Nyt A on algebra. Koska FPn
i=1 ciχAi

=∑n
i=1 ciFχAi ja jokainen FχAi on mitallinen, niin A ⊂M.

Olkoon (Ai) nouseva jonoM:ssä. Nyt

FχS∞
i=1

Ai
(q) = µ

( ∞⋃
i=1

Ai − q
)

= lim
i→∞

µ(Ai − q) = lim
i→∞

FχAi (q),

joten FχS∞
i=1

Ai
on mitallinen eli

⋃∞
i=1 Ai ∈ M. Vastaavasti jos (Bi) on laskeva jono

M:ssä, niin

FχT∞
i=1

Bi
(q) = µ

( ∞⋂
i=1

Bi − q
)

= lim
i→∞

µ(Bi − q) = lim
i→∞

FχBi (q),

joten FχT∞
i=1

Bi
on mitallinen ja siis

⋂∞
i=1Bi ∈M.M on siis monotoninen luokka.

Koska A:n generoima monotoninen luokka M0 on sama kuin A generoima σ-

algebra B(R) [2, Lemma II.3.9, s. 37], ja koska toisaalta M0 ⊂ M ⊂ B(R), niin

M = B(R).

�

Kaikilla X ∈ B(R) kuvaus q 7→ µ(X − q) on siis rajoitettu ja mitallinen, joten

yhtälö

EQ
µ (X) =

∫
µ(X − q)dEQ(q) (16)

määrittelee rajoitetun positiivisen operaattorin. Selvästi EQ
µ (R) = I. Kaikilla ϕ, ψ ∈

H on 〈ψ|EQ
µ (∅)ϕ〉 = 0 ja jos (Ai) on jono erillisiä B(R):n joukkoja, niin dominoidun
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konvergenssin lauseen nojalla

〈ψ|EQ
µ (
⋃∞
i=1Ai)ϕ〉 =

∫
µ(
⋃∞
i=1Ai − q)dE

Q
ϕ,ψ(q)

=
∫ ∑∞

i=1 µ(Ai − q)dEQ
ϕ,ψ(q)

=
∫

limn→∞
∑n

i=1 µ(Ai − q)dEQ
ϕ,ψ(q)

= limn→∞
∫ ∑n

i=1 µ(Ai − q)dEQ
ϕ,ψ

= limn→∞
∑n

i=1

∫
µ(Ai − q)dEQ

ϕ,ψ

= limn→∞
∑n

i=1〈ψ|EQ
µ (Ai)ϕ〉

=
∑∞

i=1〈ψ|EQ
µ (Ai)ϕ〉.

Kuvaus

B(R) 3 X 7→ EQ
µ (X) ∈ L(H)

on siis suure. Kaikilla q ∈ R, X ∈ B(R) ja ψ ∈ H on

〈ψ|U(q)EQ
µ (X)U(q)∗ψ〉 =

∫
R µ(X − q′)dpEQU(q)∗ψ(q′)

=
∫

R µ(X − q′)dpU(q)EQU(q)∗

ψ (q′)

=
∫

R µ(X − q′)dpEQψ (q + q′)

=
∫

R µ(X + q − q′)dpEQψ (q′)

= 〈ψ|EQ
µ (X + q)ψ〉

Vastaavasti kaikilla p ∈ R, X ∈ B(R) ja ψ ∈ H on

〈ψ|V (p)EQ
µ (X)V (p)∗ψ〉 =

∫
R µ(X − q′)dpEQV (p)∗ψ(q′)

=
∫

R µ(X − q′)dpV (p)EQV (p)∗

ψ (q′)

=
∫

R µ(X − q′)dpEQψ (q′)

= 〈ψ|EQ
µ (X)ψ〉

Siis EQ
µ toteuttaa ehdot (12) ja (13) ja on siten paikkasuure. Käytetään merkintää

δt pisteeseen t ∈ R keskittyneelle pistemitalle, jolloin EQ
δ0
on kanoninen paikkasuure,

siis kaikilla X ∈ B(R) on

EQ(X) =

∫
δ0(X − q)dEQ(q).
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Yhtälön (16) mukainen paikkasuure voidaan siten tulkita kanonisen paikkasuureen

epätarkaksi tai sumeaksi versioksi. Voidaan osoittaa, että jokainen paikkasuure E

on muotoa E = Eµ jollekin todennäköisyysmitalle µ : B(R)→ [0, 1] [12, Proposition

1].

Kanonisella paikkasuureella on translaatiokovarianssin ja nopeussysäysinvarians-

sin lisäksi myös skaalaukseen liityvä symmetriaominaisuus, dilaatiokovarianssi. Jat-

kossa R+:lla tarkoitetaan positiivisten reaalilukujen muodostamaa multiplikatiivista

ryhmää.

Määritelmä 2.3. Suure E : B(R)→ L(H) on kovariantti dilaatioiden suhteen, jos

on olemassa R+:n unitaariesitys A siten, että kaikilla a ∈ R ja X ∈ B(R) on

A(a)E(X)A(a)∗ = E(aX). (17)

Dilaatiokovarianssi tarkoittaa sitä, että suure on riippumaton skaalauksesta. Seu-

raava lause osoittaa, että paikkasuureen dilaatiokovarianssi on yhtäpitävää sen kans-

sa, että suure on tarkka. Koska jokaisen realistisen paikkamittauksen tarkkuus on

rajallinen, niin tällainen mittaus ei pysty määräämään dilaatiokovarianttia paikka-

suuretta. Lause ja sen todistuksen pääpiirteet ovat peräisin artikkelista [12, Propo-

sition 2]. Todistuksen alkuosassa käytetty menetelmä on peräisin artikkelista [13,

Lemma 3].

Lause 2.3. Olkoon E : B(R) → L(H) paikkasuure. Seuraavat ehdot ovat yhtäpitä-

vät:

(i) E on dilaatiokovariantti

(ii) ‖E(U)‖ = 1 kaikilla epätyhjillä avoimilla joukoilla U ⊂ R

(iii) E = Eδt jollekin t ∈ R

(iv) E on tarkka.

Todistus. Oletetaan, että E on dilaatiokovariantti paikkasuure. Olkoon r >

0. Tarkastellaan väliä (−r, r) = J0;r. Nyt (nJ0;r)n∈N on nouseva jono joukkoja ja



50

⋃∞
n=1 nJ0;r = R, joten E(nJ0;r) → E(R) = I vahvasti. Olkoon ε > 0 ja ϕ0 ∈ H1,

jolloin on olemassa n0 ∈ N siten, että ‖E(nJ0;r)ϕ0 − ϕ0‖ < ε kun n ≥ n0. Koska

triviaalisti ‖E(nJ0,r)ϕ0‖ ≤ ‖ϕ0‖ = 1 ja kolmiepäyhtälön nojalla∣∣‖E(nJ0;r)ϕ0‖ − ‖ϕ0‖
∣∣ ≤ ‖E(nJ0;r)ϕ0 − ϕ0‖ < ε,

niin ‖E(nJ0;r)ϕ0‖ > 1− ε, kun n ≥ n0. Siis

‖E(nJ0;r)‖ = sup
ϕ∈H1

‖E(nJ0;r)ϕ‖ ≥ ‖E(nJ0;r)ϕ0‖ ≥ 1− ε,

kun n ≥ n0. Tästä seuraa, että limn→∞ ‖E(nJ0;r)‖ = 1. Toisaalta oletuksen nojalla

E(nJ0;r) = A(n)E(J0;r)A(n)∗, joten ‖E(J0;r)‖ = ‖E(nJ0;r)‖. Siis ‖E((−r, r))‖ = 1

kaikilla r > 0. Paikkasuureen translaatiokovarianssista seuraa, että

‖E((x− r, x+ r))‖ = ‖E((−r, r))‖ = 1

kaikilla x ∈ R ja r > 0, ja koska jokainen epätyhjä avoin joukko U ⊂ R sisältään

jonkin tällaisen välin, niin (i)⇒ (ii).

Oletetaan nyt, että ‖E(U)‖ = 1 kaikilla epätyhjillä avoimilla joukoilla U ⊂ R.

Olkoon ε > 0 ja t ∈ R siten, että µ((−ε, ε) − t) > 0, missä µ on E:hen yhtälön

(16) mukaisesti liittyvä todennäköisyysmitta. Osoitetaan, että kaikilla x ∈ R, joilla

|x − t| ≥ 4ε, on µ((−ε, ε) − x) = 0. Tehdään vastaoletus. Oletetaan että on ole-

massa sellainen x0 ∈ R, että |t − x0| ≥ 4ε ja µ((−ε, ε) − x0) > 0. Merkitään m0 =

min{µ((−ε, ε)− t), µ((−ε, ε)− x0)}. Nyt kaikilla x ∈ R on µ((−ε, ε)− x) ≤ 1−m0

sillä aina on joko ((−ε, ε)− t)∩ ((−ε, ε)−x) = ∅ tai ((−ε, ε)−x0)∩ ((−ε, ε)−x) = ∅.

Valitaan ϕ ∈ H1 siten, että

〈ϕ|E((−ε, ε))ϕ〉 > ‖E((−ε, ε))‖ −m0,

jolloin

‖E((−ε, ε))‖ <
∫
µ((−ε, ε)− x)dpQϕ (x) +m0

≤
∫

(1−m0)dpQϕ (x) +m0

= 1−m0 +m0

= 1,
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mikä on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten µ((−ε, ε)−x) = 0 aina, kun |x−t| ≥ 4ε.

Tästä seuraa, että µ((−3ε, 3ε) − t) = 1 kaikilla ε > 0. Pitää siis olla µ = δt, eli

(ii)⇒ (iii).

Oletetaan seuraavaksi, että E = Eδt , jollakin t ∈ R. Tällöin kaikilla X ∈ B(R)

on

Eδt(X) =

∫
δt(X − x)dEQ(x) =

∫
χX−t(x)dEQ(x) = EQ(X − t).

Nyt {At|t ∈ R} on perhe R+:n unitaariesityksiä, kun määritellään

[At(a)f ](x) =
1√
a
f(a−1(x− t) + t),

kaikilla f ∈ L2(R), a ∈ R+ ja x ∈ R, jolloin

[At(a)∗f ](x) =
√
af(a(x− t)− t).

Tarkastellaan esitystä A−t. Suoralla laskulla nähdään, että kaikilla f ∈ L2(R), a ∈

R+, x ∈ R ja X ∈ B(R) on

[A−t(a)Eδt(X)A−t(a)∗f ](x) = 1√
a
[EQ(X − t)A−t(a)∗f ](a−1(x+ t)− t)

= 1√
a
χX−t(a

−1(x+ t)− t)[A0(a)∗f ](a−1(x+ t)− t)

= 1√
a
χX−t(a

−1(x+ t)− t)
√
af(a(a−1(x+ t)− t+ t)− t)

= χaX−t(x)f(x)

= [EQ(aX − t)f ](x)

= [Eδt(aX)f ](x).

Siis A−t(a)Eδt(X)A−t(a)∗ = Eδt(aX), eli Eδt on dilaatiokovariantti, joten (iii)⇒ (i).

Toisaalta kaikilla X, Y ∈ B(R) on

Eδt(X ∩ Y ) = EQ(X ∩ Y − t)

= EQ
(
(X − t) ∩ (Y − t)

)
= EQ(X − t)EQ(Y − t)

= Eδt(X)Eδt(Y ),

joten Eδt on tarkka paikkasuure. Siis (iii)⇒ (iv).
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Oletetaan lopuksi, että E on tarkka paikkasuure. Olkoon U ⊂ R avoin, jolloin

voidaan valita vektoritila ϕ ∈ H siten, että pEϕ (U) = 1. Siis

‖E(U)‖ = sup |〈ϕ|E(U)ϕ〉| = 1,

joten (iv)⇒ (ii).

�

Tarkastellaan nyt kanonista paikkasuuretta EQ. R+:lla on unitaariesitys A0, kun

määritellään

[A0(a)f ](x) =
1√
a
f(a−1x), (18)

kaikilla f ∈ L2(R), jolloin siis

[A0(a)∗f ](x) =
√
af(ax). (19)

Suoralla laskulla nähdään, että kaikilla f ∈ L2(R), a ∈ R+, x ∈ R ja X ∈ B(R) on

[A0(a)EQ(X)A0(a)∗f ](x) = 1√
a
[EQ(X)A0(a)∗f ](a−1x)

= 1√
a
χX(a−1x)[A0(a)∗f ](a−1x)

= 1√
a
χX(a−1x)

√
af(x)

= χaX(x)f(x)

= [EQ(aX)f ](x).

Siis A0(a)EQ(X)A0(a)∗ = EQ(aX), eli tarkka paikkasuure on dilaatiokovariantti.

Tarkastellaan seuraavaksi, mitä tarkalle liikemääräsuureelle tapahtuu vastaavas-

sa muunnoksessa. Kaikilla a ∈ R+, f ∈ L0 ja x ∈ R on

[FA0(a)f ](x) = 1√
2π

∫
e−ixy 1√

a
f(a−1y)dy

= 1√
2π

∫
e−iaxy

′√
af(y′)dy′

=
√
a[Ff ](ax)

= [A0(a−1)Ff ](x),
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joten FA0(a) = A0(a−1)F . Nyt saadaan

A0(a)EP (X)A0(a)∗ = A0(a)F−1EQ(X)FA∗0

= [FA0(a−1)]−1EQ(X)FA0(a−1)

= [A0(a)F ]−1EQ(X)A0(a)F

= F−1A0(a−1)EQ(X)A0(a−1)∗F

= F−1EQ(a−1X)F

= EP (a−1X).

2.2 Kovariantit faasiavaruussuureet

Tarkastellaan jälleen faasiavaruuden translaatioryhmän redusoitumatonta projektii-

vista esitystä W : (q, p) 7→ W (q, p) = ei
qp
2 U(q)V (p). Suuretta G : B(R2) → L(H)

sanotaan kovariantiksi faasiavaruussuureeksi, jos kaikilla (q, p) ∈ R2 ja Z ∈ B(R2)

on

W (q, p)G(Z)W (q, p)∗ = G(Z + (q, p)) (20)

Kaikki kovariantit faasiavaruussuureet ovat muotoa

GT (Z) =
1

2π

∫
Z

W (q, p)TW (q, p)∗dqdp (21)

jollekin T ∈ S(H) [14, 24]. Operaattoria T kutsutaan generoivaksi operaattoriksi.

Kovariantin faasiavaruussuureen marginaaleina saadaan paikka- ja liikemääräsuu-

reet, ts. kaikilla X, Y ∈ B(R) on

GT (X × R) =
∫
µ(X − q)dEQ(q) = EQ

µ (X),

GT (R× Y ) =
∫
ν(Y − p)dEP (p) = EP

ν (Y ),

missä µ = p
Q
ΠTΠ∗ = µT ja ν = pPΠTΠ∗ = νT .

2.3 Fysikaalisen suureen sisäinen epätarkkuus

Osoittautuu, että epäkommutatiivisten suureiden yhteismittaukset ovat mahdolli-

sia vain, jos suureet ovat epätarkkoja. Seuraavaksi esitellään kaksi eri määritelmää
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suureen epätarkkuuden karakterisoinnille. Nämä ovat sisäinen kohina ja resoluutio-

leveys.

Olkoon E : B(R) → L(H) suure. Määritellään E:n sisäistä kohinaa kuvaava

operaattori Ni(E) kaavalla

Ni(E) = E[2]− E[1]2. (22)

Tämä on positiivinen operaattori. Jos E:n ensimmäinen momentti E[1] on itsead-

jungoitu, niin Ni(E) = 0 tarkalleen silloin, kun E on tarkka suure [15, Theorem

5]. Sisäinen kohina Ni(E;ψ) vektoritilassa ψ ∈ D(E[2]) ∩ D(E[1]2) määritellään

operaattorin Ni(E) keskiarvona ko. tilassa:

Ni(E;ψ) = 〈ψ|Ni(E)ψ〉. (23)

Sisäisen kohinan mitta Ni(E) määritellään supremumina yli vektoritilojen ψ ∈

D(E[2]) ∩ D(E[1]2):

Ni(E) = sup{Ni(E;ψ)|ψ ∈ D(E[2]) ∩ D(E[1]2)}. (24)

Oletetaan seuraavaksi, että E:n tuki on koko R, ts. jokaista väliä J ⊂ R kohti

on olemassa vektoritila ψ ∈ H1 siten, että pEψ (J) 6= 0. Olkoon ε ∈ [1
2
, 1). E:n

resoluutioleveys ((1− ε):in luotettavuusrajalla) γε(E) määritellään kaavalla [16]

γε(E1) = inf{w > 0|∀ x ∈ R ∃ ϕ ∈ H1 s.e p
E1
ϕ (Jx;w) ≥ 1− ε}. (25)

Määritelmästä seuraa välittömästi, että tarkalle paikalle ja liikemäärälle resoluutio-

leveydet ovat γε(EQ) = 0 ja γε(EP ) = 0. Häviävä resoluutioleveys ei kuitenkaan

tarkoita, että suure olisi tarkka. Voidaan osoittaa [16, Proposition 16], että sumealle

paikkasuureelle γε(EQ
µ ) = 0 jos ja vain jos on olemassa x0 ∈ R ja todennäköisyys-

mitta λ : B(R)→ [0, 1], jolle x0 ∈ supp(λ) siten, että µ = (1− ε)δx0 + ελ.
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3 Epätarkkuusrelaatio preparoinnille ja minimiepä-

tarkkuustilat

3.1 Epätarkkuusrelaatio Hilbertin avaruudessa L2(R)

Olkoon T ∈ L(L2(R)) tila, jolloin se voidaan kirjoittaa muodossa T =
∑∞

n=1 tn |ϕn〉 〈ϕn| ,

missä {ϕn} on ortonormaali jono, tn ≥ 0 kaikilla n ∈ N ja
∑∞

n=1 tn = 1. Olkoon

A ja B itseadjungoituja operaatoreita ja EA ja EB niitä vastaavat spektraalimitat.

Merkitään λ:lla ja µ:llä näiden odotusarvoja tilassa T , ts.

λ = Exp(A, T ) =
∫
xdpAT (x),

µ = Exp(B, T ) =
∫
xdpBT (x).

Koska

pAT (X) = tr[TEA(X)] =
∞∑
n=1

tntr[|ϕn〉〈ϕn|EA(X)] =
∞∑
n=1

tnp
A
ϕn(X)

kaikilla X ∈ B(R), niin λ =
∑∞

n=1 tnExp(A,ϕn) ja µ =
∑∞

n=1 tnExp(B,ϕn). A:n

varianssille saadaan lauseke

Var(A, T ) =
∫

(x− λ)2dpAT (x)

=
∑∞

n=1 tn
∫

(x− λ)2dpAϕn(x)

=
∑∞

n=1 tn〈ϕn|(A− λ)2ϕn〉

=
∑∞

n=1 tn‖(A− λ)ϕn‖2,

joka on äärellinen jos ja vain jos ϕn ∈ D(A) kaikilla n ∈ N ja sarja suppenee.

Vastaavasti B:n varianssille saadaan Var(B, T ) =
∑∞

m=1 tm‖(B−µ)ϕm‖2. Cauchyn-

Schwarzin epäyhtälön ja epäyhtälön (
∑
anbn)2 ≤

∑
a2
n

∑
b2
n nojalla saadaan.

Var(A, T )Var(B, T ) =

(
∞∑
n=1

tn‖(A− λ)ϕn‖2

)(
∞∑
m=1

tm‖(B − µ)ϕm‖2

)

≥

(
∞∑
n=1

tn‖(A− λ)ϕn‖‖(B − µ)ϕn‖

)2

≥

(
∞∑
n=1

tn| 〈(A− λ)ϕn|(B − µ)ϕn〉 |

)2

,
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Merkitään

cn = 〈(A− λ)ϕn|(B − µ)ϕn〉

= 〈Aϕn|Bϕn〉 − µ 〈Aϕn|ϕn〉 − λ 〈ϕn|Bϕn〉+ λµ‖ϕn‖2.

Lausekkeen kolme viimeistä termiä ovat reaalisia, koska A jaB ovat itseadjungoituja,

joten saadaan

|cn| ≥ |Im(cn)| = 1

2
|cn − c̄n| =

1

2
| 〈Aϕn|Bϕn〉 − 〈Bϕn|Aϕn〉 |

Siis

Var(A, T )Var(B, T ) ≥

(
∞∑
n=1

tn
1

2
| 〈Aϕn|Bϕn〉 − 〈Bϕn|Aϕn〉 |

)2

(26)

Olkoon nyt A = Q ja B = P , jolloin paikkaesityksessä (Qϕ)(x) = xϕ(x) kaikilla

ϕ ∈ D(Q) ja (Pϕ)(x) = −iϕ′(x) kaikilla ϕ ∈ D(P ). Operaattorien välillä pätee

relaatio (QP − PQ)ϕ = iϕ edellyttäen, että ϕ ∈ D(Q) ∩ D(P ), Pϕ ∈ D(Q) ja

Qϕ ∈ D(P ). Nyt

| 〈Qϕn|Pϕn〉 − 〈Pϕn|Qϕn〉 | = | 〈ϕn|(QP − PQ)ϕn〉 | = 1.

Koska
∑
tn = 1, niin saadaan

Var(Q, T )Var(P, T ) ≥

(
∞∑
n=1

tn
2

)2

=
1

4
.

Epäyhtälö pätee kaikilla tiloilla T =
∑∞

n=1 |ϕn〉〈ϕn|, sillä jos toinen variansseista

on ääretön, niin epäyhtälö on triviaalisti voimassa, ja jos molemmat ovat äärellisiä,

niin ϕn ∈ D(Q) ∩ D(P ) kaikilla n ∈ N. Näin on saatu epätarkkuusrelaatio, joka

antaa alarajan paikka- ja liikemääräjakaumien variansseille missä tahansa tilassa.

Toisin sanoen systeemiä ei voida preparoida tilaan, jossa sekä paikan että liikemäärän

hajonnat olisivat samanaikaisesti mielivaltaisen pieniä.

3.1.1 Minimiepätarkkuustilat

Oletetaan seuraavaksi, että T on minimiepätarkkuustila, ts. Var(Q, T )Var(P, T ) =

1
4
. Silloin kaikissa aikaisemmin esiintyneissä epäyhtälöissä on yhtäsuuruus voimassa.
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Erityisesti

∞∑
n=1

tn‖(Q− λ)ϕn‖‖(P − µ)ϕn‖ =
∞∑
n=1

tn| 〈(Q− λ)ϕn|(P − µ)ϕn〉 |

Koska ‖(Q− λ)ϕn‖‖(P − µ)ϕn‖ ≥ | 〈(Q− λ)ϕn|(P − µ)ϕn〉 | ≥ 0, on välttämättä

‖(Q− λ)ϕn‖‖(P − µ)ϕn‖ = | 〈(Q− λ)ϕn|(P − µ)ϕn〉 |

kaikilla n ∈ N. Nyt siis Cauchyn-Schwarzin epäyhtälössä on yhtäsuuruus voimassa,

mistä seuraa, että jokaista n ∈ N kohti on olemassa cn ∈ C siten, että cn(Q−λ)ϕn =

(P − µ)ϕn. Tästä saadaan paikkaesityksessä di�erentiaaliyhtälö

cn(x− λ)ϕn(x) = −iϕ′n(x)− µϕn(x), x ∈ R

⇒ ϕ′n(x)

ϕn(x)
= i (cnx− cnλ+ µ) ,

jonka ratkaisuna saadaan ϕn(x) = Reiθe
1
2
icnx2

ei(µ−cnλ)x, missä R, θ ∈ R.

Kiinnitetään nyt n ∈ N ja merkitäänϕn = ϕ

cn = a+ ib.

Koska icn = ia− b, niin di�erentiaaliyhtälön ratkaisu voidaan kirjoittaa muodossa

ϕ(x) = Re−
1
2
b(x−λ)2e

1
2
bλ2

eiφa,θ(x),

missä

φa,θ(x) = θ +

(
1

2
ax2 + (µ− aλ)x

)
Normituksesta seuraa, että

1 = ‖ϕ‖2 =

∫
|ϕ(x)|2dx = R2ebλ

2

∫
e−b(x−λ)2dx = R2ebλ

2

√
π

b

joten Re
1
2
bλ2

=
(
b
π

) 1
4 . Siis

ϕ(x) = ϕa,b,θ(x) =

(
b

π

) 1
4

e−
1
2
b(x−λ)2eiφa,θ(x)
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Merkitään κ =
(
b
π

) 1
4 . Lisäksi

‖(Q− λ)ϕa,b,θ‖2 =
∫

(x− λ)2|ϕ(x)|2dx

= κ2
∫

(x− λ)2e−b(x−λ)2dx

= 1
2b

ja

‖(P − µ)ϕa,b,θ‖2 =
∫
| − iϕ′(x)− µϕ(x)|2

=
∫

(x− λ)2|a+ ib|2|ϕ(x)|2dx

= |a+ ib|2
∫

(x− λ)2|ϕ(x)|2dx

= |a+ ib|2 1
2b

= a2+b2

2b
.

Nyt siis jokainen ϕn on muotoa ϕa,b,θ joillekin a, b, θ ∈ R. Mutta

〈ϕa,b,θ|ϕa′,b′,θ′〉 ∼
∫
e−

1
2

(b′+b)(x−λ)2ei[(θ
′−θ)+ 1

2
(a′−a)x2−λ(a′−a)x]dx

= eCe−
1
4

(b′+b−i(a′−a))2

6= 0,

ja koska ϕn:t ovat ortogonaalisia, niin niitä voi olla vain yksi. Siis T = |ϕa,b,θ〉 〈ϕa,b,θ|

joillekin a, b, θ. Nyt

1

4
= Var(Q, T )Var(P, T ) = ‖(Q− λ)ϕa,b,θ‖2‖(Q− µ)ϕa,b,θ‖2 =

1

4

a2 + b2

b2
,

mistä seuraa, että a2 + b2 = b2, eli a = 0. Miniepätarkkuustilat ovat siis muotoa

T = |ϕb,θ〉 〈ϕb,θ| , missä

ϕb,θ(x) =

(
b

π

) 1
4

e−
1
2
b(x−λ)2ei(θ+µx), b, θ ∈ R (27)

Lasketaan vielä Q:n ja P :n varianssit minimiepätarkkuustilassa. Kaikilla X ∈

B(R) on

pQϕb,θ(X) = 〈ϕb,θ|EQ(X)ϕb,θ〉 =

√
b

π

∫
χX(x)e−b(x−λ)2dx,



59

ja koska

(Fϕb,θ)(x) = 1√
2π

∫
e−iyxϕb,θ(y)dy

=
(
b
π

) 1
4 1√

2π

∫
e−( 1

2
by2+(ix−iµ−bλ)y+( 1

2
bλ2−iθ))dy

=
(
b
π

) 1
4 1√

2π

√
2π
b
e

1
2b

((ix−iµ−bλ)2−2b( 1
2
bλ2−iθ))

=
(

1
bπ

) 1
4 e

1
2b

(−(x−µ)2−2i(x−µ)b+b2λ2−b2λ2+2ibθ)

=
(

1
bπ

) 1
4 e−

1
2

(x−µ)2

b ei(θ−(x−µ)),

niin kaikilla X ∈ B(R) on

pPϕb,θ(X) = 〈Fϕb,θ|EQ(X)Fϕb,θ〉 =
1√
bπ

∫
X

e−
(x−µ)2

b dx.

Koska λ = Exp(Q,ϕb,θ) =
∫
xdpQϕb,θ(x) ja µ = Exp(P, ϕb,θ) =

∫
xdpPϕb,θ(x), niin

Var(Q,ϕb,θ) =

∫
(x− λ)2dpQϕb,θ(x)

=

√
b

π

∫
(x− λ)2e−b(x−λ)2dx

=

√
b

π

∫
x2e−bx

2

dx

=

√
b

π

√
π

2b3/2

=
1

2b
. (28)

Vastaavasti P :n varianssiksi saadaan

Var(P, ϕb,θ) =
1√
bπ

∫
(x− µ)2e−

(x−µ)2

b dx =
b

2
. (29)

Nyt siis Var(Q,ϕb,θ)Var(P, ϕb,θ) = 1
4
, eli ϕb,θ todella on minimiepätarkkuustila.

3.2 Epätarkkuusrelaatio abstraktissa Hilbertin avaruudessa

Tarkastellaan vielä epätarkkuusrelaatiota ja minimiepätarkkuustiloja abstraktin Hil-

bertin avaruuden tapauksessa.

Olkoon H Hilbertin avaruus ja K = {|n〉|n ∈ N} sen ortonormaali kanta. Määri-
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tellään lasku- ja nosto-operaattorit A ja A∗ kaavoilla

A|n〉 =
√
n|n− 1〉, kun n ≥ 1

A|0〉 = 0,

A∗|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, kun n ≥ 0.

Nyt D(A) = D(A∗) =
{
ψ =

∑∞
n=0 cn|n〉 ∈ H

∣∣∑∞
n=0 |cn|n < ∞

}
ja kaikilla ψ ∈

D(A) on

Aψ =
∞∑
n=1

cn
√
n|n− 1〉 =

∞∑
n=0

cnA|n〉

ja

A∗ψ =
∞∑
n=0

cn
√
n+ 1|n+ 1〉 =

∞∑
n=0

cnA
∗|n〉.

Operaattorien A ja A∗ kommutaattori on identiteettioperaattori, AA∗ − A∗A =∑∞
n=0 |n〉〈n| = I, jonka määrittelyalue D(A)∩R(A) on tiheäH:ssa. Lisäksi nähdään,

että mielivaltainen tila |n〉 saadaan vakuumista |0〉 nosto-operaattorilla A∗, |n〉 =

1√
n!

(A∗)n|0〉.

Määritellään operaattorit Q̃ ja P̃ seuraavasti:

Q̃ = 1√
2
(A∗ + A),

P̃ = i√
2
(A∗ − A),

missä esim. (A∗ + A) tarkoittaa operaattorin A∗+A sulkeumaa. Q̃ ja P̃ ovat itsead-

jungoituja ja niiden kommutaattoriksi saadaan Q̃P̃ − P̃ Q̃ = iI. Operaattorit Q̃ ja P̃

muodostavat Schrödingerin parin, eli ne ovat unitaarisesti ekvivalentit yksiulotteisen

vapaan hiukkasen paikka- ja liikemääräoperaattorien Q ja P kanssa [17]. Operaat-

toreita Q̃ ja P̃ kutsutaan kvadratuureiksi. Operoimalla kantavektoreihin saadaan

Q̃|n〉 = 1√
2
(
√
n+ 1|n+ 1〉+

√
n|n− 1〉), kun n ≥ 1,

Q̃|0〉 = 1√
2
|1〉,

P̃ |n〉 = i√
2
(
√
n+ 1|n+ 1〉 −

√
n|n− 1〉), kun n ≥ 1,

P̃ |0〉 = i√
2
|1〉.
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Tarkastellaan yhtälöä (26). Nyt

〈
Q̃|n〉

∣∣P̃ |n〉〉 =
〈

1√
2
(
√
n|n− 1〉+

√
n+ 1|n+ 1〉)

∣∣ i
2
(
√
n+ 1|n+ 1〉 −

√
n|n− 1〉)

〉
= i

2
(n+ 1− n) = i

2
,

kun n ≥ 1 ja
〈
Q̃|0〉

∣∣P̃ |0〉〉 = i
2
, joten tilassa T =

∑∞
n=0 tn|n〉〈n| on

Var(Q̃, T )Var(P̃ , T ) ≥

(
∞∑
n=0

tn
1

2

∣∣ i
2

+
i

2

∣∣)2

=
1

4
.

3.2.1 Koherentit ja puristetut tilat

Tässä osiossa on käytetty lähteinä kirjoja [18] ja [19].

Olkoot q, p ∈ R faasiavaruusparametrejä ja määritellään z = 1√
2
(q + ip). Faasia-

varuustranslaatiot voidaan nyt esittää muodossa

D(z) = ezA
∗−z̄A = e−iqP̃+ipQ̃ = W (q, p).

Operaattori D(z) on unitaarinen ja D∗(z) = D−1(z) = D(−z). Koska [zA∗ −

z̄A,A] = −zI, [zA∗− z̄A,A∗] = −z̄I ja [zA∗− z̄A, [zA∗− z̄A,A]] = [zA∗− z̄A, [zA∗−

z̄A,A∗]] = 0, niin käyttämällä kaavaa

exABe−xA = B + x[A,B] +
1

2!
x2[A, [A,B]] + . . . (30)

saadaan D(z):lle ominaisuudet

D(z)AD−1(z) = A− zI, (31)

D(z)A∗D−1(z) = A∗ − z̄I. (32)

Koska [A∗, [A∗, A]] = [A, [A∗, A]] = O, niin soveltamalla Baker-Campbell-Hausdor�n

kaavaa

eA+B = e−
1
2

[A,B]eAeB, kun [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = O,

D(z) saadaan muotoon

D(z) = e−
1
2
|z|2ezA

∗
e−z̄A. (33)
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Olkoon ψ A:n degeneroitumattomaan ominaisarvoon z liiittyvä normitettu omi-

naisvektori, ts. Aψ = zψ, ‖ψ‖ = 1. Yhtälön (31) avulla tämä voidaan kirjoittaa

muodossa D(z)AD−1(z)ψ = 0, joten D−1(z)ψ on verrannollinen vakuumitilaan |0〉.

Näin on saatu koherenttien tilojen joukko
{
|z〉
∣∣x ∈ C

}
. Näille tiloille pätee

|z〉 = D(z)|0〉,

A|z〉 = z|z〉.

Tästä seuraa, että |z〉 ∈ D(Ak) kaikilla k ∈ N. Käyttämällä yhtälöä (33), saadaan

koherentit tilat ilmaistua sarjana

|z〉 = D(z)|0〉 = e−
1
2
|z|2

∞∑
n=0

1

n!
zn(A∗)n|0〉 = e−

1
2
|z|2

∞∑
n=0

1√
n!
zn|n〉.

Lasketaan seuraavaksi Q̃:n ja P̃ :n varianssit koherentissa tilassa. Käyttämällä

hyväksi kommutaatiorelaatiota AA∗ − A∗A = I saadaan

〈z|Q̃2|z〉 = 〈z|
(

1√
2
(A∗ + A)

)2|z〉

= 1
2

(
〈z|A2|z〉+ 〈z|(A∗)2|z〉+ 2〈z|A∗A|z〉+ 〈z|z〉

)
= 1

2
(z2 + z̄2 + 2|z|2 + 1)

= 1
2

(
1 + (z + z̄)2

)
= 1

2

(
1 + (2 Re(z))2

)
= 1

2
+ q2.

Koska lisäksi

〈z|Q̃|z〉 =
1√
2

(
〈z|A|z〉+ 〈z|A∗|z〉

)
=

1√
2

(z + z̄) =
1√
2
· 2 Re(z) = q,

niin

Var(Q̃, |z〉) = 〈z|Q̃2|z〉 − 〈z|Q̃|z〉2 =
1

2
.
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Vastaavasti P̃ :lle saadaan

〈z|P̃ 2|z〉 = 〈z|
(
i√
2
(A∗ − A)

)2|z〉

= −1
2

(
〈z|A2|z〉+ 〈z|(A∗)2|z〉 − 2〈z|A∗A|z〉 − 〈z|z〉

)
= −1

2
(z2 + z̄2 − 2|z|2 − 1)

= −1
2

(
− 1 + (z − z̄)2

)
= −1

2

(
− 1 + (2i Im(z))2

)
= 1

2
+ p2,

ja

〈z|P̃ |z〉 =
i√
2

(
〈z|A∗|z〉 − 〈z|A|z〉

)
=

i√
2

(z̄ − z) =
i√
2
· (−2i) Im(z) = p,

joten

Var(P̃ , |z〉) = 〈z|P̃ 2|z〉 − 〈z|P̃ |z〉2 =
1

2
.

Nyt siis Var(Q̃, |z〉)Var(P̃ , |z〉) = 1
4
, joten |z〉 on minimiepätarkkuustila. Katsomalla

yhtälöitä (28) ja (29) nähdään, että koherentti tila antaan samat varianssit, kuin

yhtälön (27) mukainen vektoritila avaruudessa L2(R) parametrin arvolla b = 1.

Koherentit tilat ovat erikoistapauksia yleisemmistä ns. puristetuista tiloista, jotka

saadaan generoitua puristusoperaattorilla

S(ε) = e
1
2

(ε̄A2−ε(A∗)2),

missä ε = re2iφ, r ≥ 0, φ ∈ [0, π). S(ε) on unitaarinen ja S∗(ε) = S−1(ε) = S(−ε).

Lasketaan seuraavaksi S(ε):lle yhtälöitä (31) ja (32) vastaavat ominaisuudet. Koska

[1
2
ε̄A2− 1

2
ε(A∗)2, A] = εA∗ ja [1

2
ε̄A2− 1

2
ε(A∗)2, εA∗] = |ε|2A, niin kaavan (30) nojalla

S(ε)AS−1(ε) = A+ εA∗ +
1

2!
|ε|2A+

1

3!
ε|ε|2A∗ + . . .

= A

∞∑
n=0

|ε|2n
(2n)!

+ A

∞∑
n=0

ε|ε|2

(2n+ 1)

= A cosh r + A∗
ε

|ε|
sinh r

= A cosh r + A∗e2iφ sinh r. (34)



64

Vastaavasti saadaan A∗:lle

S(ε)A∗S−1(ε) = A∗ cosh r + Ae−2iφ sinh r. (35)

Operaattorin S(ε) ominaisuudet (34) ja (35) voidaan yhtäpitävästi ilmaista muo-

dossa

S∗(ε)AS(ε) = A cosh r − A∗e−2iφ sinh r, (36)

S∗(ε)A∗S(ε) = A∗ cosh r − Ae2iφ sinh r. (37)

Puristettu tila |z, ε〉 saadaan siirtämällä puristettua vakuumia,

|z, ε〉 = D(z)S(ε)|0〉,

missä luku ε ∈ C on puristusparametri.

Tarkastellaan seuraavaksi Q̃:n ja P̃ :n variansseja puristetussa tilassa. Niiden las-

kemiseksi lasketaan ensin joitakin odotusarvoja.

〈z, ε|A|z, ε〉 = 〈0|S∗(ε)D∗(z)AD(z)S(ε)|0〉 = 〈0|S∗(ε)
(
A+ zI

)
S(ε)|0〉 = z

〈z, ε|A∗|z, ε〉 = 〈0|S∗(ε)D∗(z)A∗D(z)S(ε)|0〉 = 〈0|S∗(ε)
(
A∗ + z̄I

)
S(ε)|0〉 = z̄

〈z, ε|A2|z, ε〉 = 〈0|S∗(ε)D∗(z)AD(z)S(ε)S∗(ε)D∗(z)AD(z)S(ε)|0〉

= 〈0|
[
S∗(ε)(A+ zI)S(ε)

]2|0〉
= z2 − e−2iφ sinh r cosh r

〈z, ε|(A∗)2|z, ε〉 = 〈0|
[
S∗(ε)(A∗ + z̄I)S(ε)

]2|0〉 = z̄2 − e2iφ sinh r cosh r

〈z, ε|AA∗|z, ε〉 = 〈0|S∗(ε)(A+ zI)S(ε)S∗(ε)(A∗ + z̄I)S(ε)|0〉 = |z|2 + cosh2 r

〈z, ε|A∗A|z, ε〉 = 〈0|S∗(ε)(A∗ + z̄I)S(ε)S∗(ε)(A+ zI)S(ε)|0〉 = |z|2 + sinh2 r.
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Näistä saadaan Q̃:lle ja P̃ :lle

〈z, ε|Q̃|z, ε〉 = 1√
2

(
〈z, ε|A∗|z, ε〉+ 〈z, ε|A|z, ε〉

)
= 1√

2
(z + z̄) = q

〈z, ε|Q̃2|z, ε〉 = 1
2

(
〈z, ε|(A∗)2|z, ε〉+ 〈z, ε|A2|z, ε〉+ 〈z, ε|AA∗|z, ε〉+ 〈z, ε|A∗A|z, ε〉

)
= 1

2
(z2 + z̄2 + 2|z|2 − 2 sinh r cosh r cos(2φ) + sinh2 r + cosh2 r)

= q2 + 1
2
(sinh2 r + cosh2 r − 2 sinh r cosh r cos(2φ))

= q2 + 1
2
(cosh(2r)− sinh(2r) cos(2φ))

〈z, ε|P̃ |z, ε〉 = i√
2
(z̄ − z) = p

〈z, ε|P̃ 2|z, ε〉 = −1
2

(
〈z, ε|(A∗)2|z, ε〉+ 〈z, ε|A2|z, ε〉 − 〈z, ε|AA∗|z, ε〉 − 〈z, ε|A∗A|z, ε〉

)
= −1

2
(z2 + z̄2 − 2|z|2 − 2 sinh r cosh r cos(2φ)− sinh2 r − cosh2 r)

= p2 + 1
2
(sinh2 r + cosh2 r + 2 sinh r cosh r cos(2φ))

= p2 + 1
2
(cosh(2r) + sinh(2r) cos(2φ))

Nyt saadaan Q̃:n ja P̃ :n varianssit

Var(Q̃, |z, ε〉) = 〈z, ε|Q̃2|z, ε〉 − 〈z, ε|Q̃|z, ε〉2 = 1
2
(cosh(2r)− sinh(2r) cos(2φ)),

Var(P̃ , |z, ε〉) = 〈z, ε|P̃ 2|z, ε〉 − 〈z, ε|P̃ |zε〉2 = 1
2
(cosh(2r) + sinh(2r) cos(2φ)),

joiden tuloksi saadaan

Var(Q̃, |z, ε〉)Var(P̃ , |z, ε〉) = 1
4
(cosh2(2r)− sinh2(2r) cos2(2φ))

= 1
4
(1 + sinh2(2r)− sinh2(2r) cos2(2φ))

= 1
4
(1 + sinh2(2r)(1− cos2(2φ)))

= 1
4
f(r, φ).

Selvästi f(r, φ) ≥ 1 kaikilla r ≥ 0 ja φ ∈ [0, π), ja f(r, φ) = 1 silloin, ja vain

silloin kun r = 0 tai φ ∈ {0, π
2
}. Jos r = 0, niin puristusparametri ε = 0, joten

kyseessä on siirretty vakuumi, eli koherentti tila. Jos φ ∈ {0, π
2
}, niin ε = ±r, eli

puristusparametri on reaalinen. Voidaan siis todeta, että puristettu tila |z, ε〉 on

minimiepätarkkuustila tarkalleen silloin, kun se on muotoa |z, r〉, missä r ∈ R.

Tapauksessa ε = r (φ = 0) saadaan Q̃:n ja P̃ :n variansseiksi

Var(Q̃, |z, r〉) = 1
2
e−r,

Var(P̃ , |z, r〉) = 1
2
er,
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mikä vastaa tilannetta, jossa paikkajakauma on puristettu ja liikemäärä vastaavasti

venytetty. Päinvastainen tilanne on tapauksessa ε = −r (φ = π
2
), jolloin

Var(Q̃, |z,−r〉) = 1
2
er,

Var(P̃ , |z,−r〉) = 1
2
e−r.

Jälleen katsomalla yhtälöitä (28) ja (29) nähdään, että vastaavat varianssit L2(R):n

tapauksessa saadaan parametrin arvoilla b = e±r.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta ε ∈ C. Osoittautuu, että myös tällöin puris-

tettu tila on minimiepätarkkuustila, jos kvadratuurikomponentteja kierretään sopi-

van kulman θ verran.

Määritellään kierto-operaattori U(θ) = eiθA
∗A, jolloin U(θ)|n〉 = eiθn|n〉. Suoralla

laskulla saadaan

U∗(θ)AU(θ)|n〉 = einθU∗(θ)A|n〉

=
√
neinθU∗(θ)|n− 1〉

=
√
neinθe−i(n−1)θ|n− 1〉

= eiθA|n〉,

kaikilla |n〉 ∈ K. Vastaavasti saadaan

U∗(θ)A∗U(θ)|n〉 = einθU∗A∗|n〉

=
√
n+ 1e−inθU∗(θ)|n〉

=
√
n+ 1einθe−i(n+1)θ|〉

= e−iθA∗|n〉,

kaikilla |n〉 ∈ K. A:lle ja A∗:lle saadaan siis muunnoskaavat

U∗(θ)AU(θ) = e−iθA
∗AAeiθ =

∑∞
n=0

(iθ)n

n!
A = eiθA,

U∗(θ)A∗U(θ) = e−iθA
∗AA∗eiθ =

∑∞
n=0

(−iθ)n
n!

A∗ = e−iθA∗.

Määritellään kierretyt kvadratuurit

X(θ) = U∗(θ)Q̃U(θ) = 1√
2
(e−iθA∗ + eiθA),

Y (θ) = U∗(θ)P̃U(θ) = i√
2
(e−iθA∗ − eiθA).
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Tarkastellaan nyt kierrettyä kompleksista amplitudiaX(θ)+iY (θ) = eiθ(Q̃+iP̃ ),

missä θ ∈ [−π, π). Tälle saadaan muunnoskaava

S∗(ε)(X(θ) + iY (θ))S(ε) = S∗(ε)
(√

2eiθA
)
S(ε)

=
√

2eiθ(A cosh r − A∗e−2iφ sinh r)

= 1√
2
e−r
(
eiθe−2iφA∗ + eiθA

)
+ i√

2
er
(
ieiθe−2iφA∗ − ieiθA

)
.

Valitsemalla θ = φ nähdään, että

S∗(ε)(X(φ) + iY (φ))S(ε) = e−rX(φ) + ierY (φ),

ts. S(ε) puristaa kierretyn kompleksisen amplitudin toista komponenttia ja vastaa-

vasti venyttää toista.

Kierretyille kvadratuurien variansseiksi saadaan

Var(X(θ), |z, ε〉) = 〈z, ε|X(θ)2|z, ε〉 − 〈z, ε|X(θ)|z, ε〉2

= 1
2
(cosh(2r)− sinh(2r) cos(2(φ− θ))),

Var(Y (θ), |z, ε〉) = 〈z, ε|Y (θ)2|z, ε〉 − 〈z, ε|Y (θ)|z, ε〉2

= 1
2
(cosh(2r) + sinh(2r) cos(2(φ− θ))),

joiden tuloksi tulee

Var(X(θ), |z, ε〉)Var(Y (θ), |z, ε〉) = 1
4
(cosh2(2r)− sinh2(2r) cos2(2(φ− θ))

= 1
4
(1 + sinh2(2r)− sinh2(2r) cos2(2(φ− θ))

= 1
4
(1 + sinh2(2r)(1− cos2(2(φ− θ)))

= 1
4
g(r, φ, θ).

Nyt g(r, φ, θ) ≥ 1 ja g(r, φ, θ) = 1 silloin, ja vain silloin kun r = 0 tai φ− θ = ±nπ,

missä n ∈ N. Kiinteällä puristusparametrin arvolla varianssien tulo saadaan siis

minimoitua, kun kierretään kvadratuureja kulman θ = φ ± nπ, n ∈ N verran.

Erityisesti valinta θ = φ minimoi tulon.
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4 Paikan ja liikemäärän yhteismittaukset

Määritelmä 4.1. Olkoot M1,M2 : B(R) → L(H) suureita. Suure M : B(R2) →

L(H) on niiden yhdistetty suure, jos kaikilla X, Y ∈ B(R) on

M1(X) = M(X × R)

M2(Y ) = M(R× Y ).

Tällöin M1 ja M2 ovat M :n marginaalit.

Suureiden M1 ja M2 sanotaan olevan samanaikaisesti mitattavissa, jos niillä on

yhdistetty suure.

Osoittautuu, että jos toinen M :n marginaaleista on tarkka suure, niin M on

tulomitta, ts. kaikilla X, Y ∈ B(R) on M(X × Y ) = M1(X)M2(Y ). Tämän todista-

miseksi tarvitaan joitakin lemmoja.

Lemma 4.1. Olkoot A ∈ Ls(H)+ ja P ∈ P(H) siten, että A ≤ P . Silloin A = PAP .

Todistus. Olkoon ϕ ∈ H sellainen, että Pϕ = 0. Koska A ∈ Ls(H)+, niin kaikilla

ψ, ξ ∈ H, joilla 〈ψ|Aψ〉 6= 0 on

0 ≤ 〈− 〈ψ|Aξ〉〈ψ|Aψ〉ψ + ξ| − 〈ψ|Aξ〉
〈ψ|Aψ〉Aψ + Aξ〉

= |〈ψ|Aξ〉|2
〈ψ|Aψ〉2 〈ψ|Aψ〉 −

〈ψ|Aξ〉
〈ψ|Aψ〉〈ξ|Aψ〉 −

〈Aξ|ψ〉
〈ψ|Aψ〉〈ψ|Aξ〉+ 〈ξ|Aξ〉,

joten

0 ≤ |〈ψ|Aξ〉|2 − 〈ψ|Aξ〉〈Aξ|ψ〉 − 〈Aξ|ψ〉〈ψ|Aξ〉+ 〈ψ|Aψ〉〈ξ|Aξ〉

= −|〈ψ|Aξ〉|2 + 〈ψ|Aψ〉〈ξ|Aξ〉.

Jos taas 〈ψ|Aψ〉 = 0, niin ‖A1/2ψ‖2 = 〈A1/2ψ|A1/2ψ〉 = 〈ψ|Aψ〉 = 0, eli A1/2ψ = 0.

Tällöin myös |〈ψ|Aξ〉|2 = |〈A1/2ψ|A1/2ξ〉|2 = 0, joten kaikilla ψ, ξ ∈ H on

|〈ψ|Aξ〉|2 ≤ 〈ψ|Aψ〉〈ξ|Aξ〉.

Erityisesti

|〈ψ|Aϕ〉|2 ≤ 〈ψ|Aψ〉〈ϕ|Aϕ〉 ≤ 〈ψ|Pψ〉〈ϕ|Pϕ〉 = 0,
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kaikilla ψ ∈ H. Siis valitsemalla ψ = Aϕ nähdään, että Aϕ = 0. Koska kaikilla

ψ ∈ H on P (I − P )ψ = 0, niin myös A(I − P )ψ = 0. Siis A(I − P ) = 0, ja koska

A(H) ⊂ P (H) [2, Lause I.3.6, s. 27], niin A = PA = PAP .

�

Seuraava lemma on peräisin kirjasta [20]. Tässä esityksessä riittää jälleen olettaa,

että Ω = R tai R2.

Lemma 4.2. Olkoon E : B(Ω) → L(H) sellainen suure, että E(B0) on projektio

jollakin B0 ∈ B(Ω). Silloin E(B) kommutoi E(B0):n kanssa kaikilla B ∈ B(Ω).

Todistus. Kaikilla B ∈ B(Ω) on B = (B \ (B ∩ B0)) ∪ (B ∩ B0), missä joukot

B \ (B ∩B0) ja (B ∩B0) ovat erillisiä. Siis

E(B) = E(B \ (B ∩B0)) + E(B ∩B0). (38)

Toisaalta B∪B0 = B0∪(B \(B∩B0)), missä joukot B0 ja B \(B∩B0) ovat erillisiä,

joten

E(B \ (B ∩B0)) + E(B0) = E(B ∪B0) ≤ E(R) = I.

Siis E(B \ (B ∩ B0)) ≤ I − E(B0), missä I − E(B0) on projektio. Koska lisäksi

E(B ∩B0) ≤ E(B0), niin lemman 4.1 mukaan

E(B \ (B ∩B0)) = (I − E(B0))E(B \ (B ∩B0))(I − E(B0)),

E(B ∩B0) = E(B0)E(B ∩B0)E(B0),

Sijoittamalla nämä yhtälöön (38) saadaan

E(B) = (I − E(B0))E(B \ (B ∩B0))(I − E(B0)) + E(B0)E(B ∩B0)E(B0). (39)

Kertomalla yhtälö (39) E(B0):lla vuoroin oikealta ja vasemmalta, ja käyttämällä

hyväksi sitä, että E(B0)2 = E(B0), saadaan lopulta

E(B)E(B0) = E(B0)E(B ∩B0)E(B0) = E(B0)E(B).
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�

Seuraava lause on peräisin artikkelista [21].

Lause 4.1. Olkoon M : B(R2) → L(H) suure, jonka toinen marginaali on tarkka

suure. Tällöin kaikilla X, Y ∈ B(R) on M(X × Y ) = M1(X)M2(Y ).

Todistus. Tarkastellaan tapausta, jossaM1 on tarkka suure, ts.M1(X) on projektio

kaikilla X ∈ B(R). SiisM(X×R) on projektio kaikilla X ∈ B(R), joten lemman 4.2

nojalla M(Z) kommutoi M(X × R):n kanssa kaikilla Z ∈ B(R2). Kaikilla X, Y ∈

B(R) on nyt

M1(X)M2(Y ) = M(X × R)M(R× Y ) = M(R× Y )M(X × R) = M2(Y )M1(X),

eli marginaalit M1 ja M2 kommutoivat. Kuvaus (X, Y ) 7→M1(X)M2(Y ) on positii-

vioperaattorikaksoismitta, joten se laajenee yksikäsitteiseksi semispektraalimitaksi

G : B(R2) → L(H), jolle G(X × Y ) = M1(X)M2(Y ) kaikilla X, Y ∈ B(R) [22,

Theorem 1.10].

OlkootX, Y ∈ B(R). KoskaM1(X) on projektio, joka kommutoiM2(Y ):n kanssa,

niin G(X × Y ) = M1(X)M2(Y ) = M1(X) ∧M2(Y ) [23, Corollary 2.3]. Toisaalta

koska M1(X) = M(X × R) ja M2(Y ) = M(R × Y ), niin M(X × Y ) on M1:n ja

M2:n eräs alaraja, joten M(X × Y ) ≤ G(X × Y ). Merkitään A:lla algebraa, jonka

muodostavat muotoa X × Y , X, Y ∈ B(R), olevien joukkojen äärelliset unionit.

Nyt M(Z) ≤ G(Z) kaikilla Z ∈ A. Olkoon M = {Z ∈ B(R2)|M(Z) ≤ G(Z)}.

Osoitetaan, ettäM on monotoninen luokka.

Olkoon (An) nouseva jonoM:ssä. Kaikilla ϕ ∈ H on

〈ϕ|M(
∞⋃
n=1

Anϕ〉 − 〈ϕ|G(
∞⋃
n=1

An)ϕ〉 = lim
n→∞

(
〈ϕ|M(An)ϕ〉 − 〈ϕ|G(An)ϕ〉

)
≤ 0,

joten
⋃∞
n=1An ∈M. Vastaavasti, jos (Bn) on laskeva jonoM:ssä, niin kaikilla ϕ ∈ H

on

〈ϕ|M(
∞⋂
n=1

Bn)ϕ〉 − 〈ϕ|G(
∞⋂
n=1

Bn)ϕ〉 = lim
n→∞

(
〈ϕ|M(Bn)ϕ〉 − 〈ϕ|G(Bn)ϕ〉

)
≤ 0,
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joten
⋂∞
n=1Bn ∈M. SiisM on monotoninen luokka.

KoskaA:n generoima σ-algebra B(R2) on sama kuinA:n generoima monotoninen

luokka [2, Lemma II.3.9, s. 37], ja koska toisaaltaA ⊂M, niinM(Z) ≤ G(Z) kaikilla

Z ∈ B(R2).

Olkoot Z ∈ B(R2) ja ϕ ∈ H1. Koska Mϕ,ϕ ja Gϕ,ϕ ovat todennäköisyysmittoja,

niin

1−Mϕ,ϕ(Z) = Mϕ,ϕ(R2 \ Z) ≤ Gϕ,ϕ(R2 \ Z) = 1−Gϕ,ϕ(Z),

ts. 〈ϕ|G(Z)ϕ〉 ≤ 〈ϕ|M(Z)ϕ〉. Koska ϕ oli mielivaltainen, niin G(Z) ≤ M(Z). Siis

M(Z) = G(Z) kaikilla Z ∈ B(R2).

�

Seuraava tulos on peräisin Werneriltä [24]. Lauseen todistus on tässä muodossa

esitetty artikkelissa [4].

Lause 4.2. Olkoon EQ
µ paikka- ja EP

ν liikemääräsuure. Jos EQ
µ :llä ja EP

ν :llä on

yhdistetty suure, niin niillä on myös yhdistetty suure, joka on kovariantti faasiava-

ruussuure.

Todistus. Jokaista funktiota f : R × R → C ja pistettä (q, p) ∈ R × R kohti

merkitään f (q,p):llä funktiota, jolle kaikilla x, y ∈ R on

f (q,p)(x, y) = f(x+ q, y + p).

R×R on yhteenlaskun suhteen Abelin ryhmä, joten on olemassa luvun 1.2 mukainen

lineaarinen funktionaali m : BC(R× R)→ C, jolle

m(f (q,p)) = m(f)

kaikilla f ∈ BC(R× R) ja (q, p) ∈ R× R [25].

OlkoonM0 E
Q
µ :n ja E

P
ν :n yhdistetty suure. Määritellään kaikilla f ∈ BC(R×R),

ϕ, ψ ∈ H ja q, p ∈ R

Θ[f ;ϕ, ψ](q, p) = 〈W (q, p)∗ϕ|M0(f (q,p))W (q, p)∗ψ〉.
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Koska ‖M0(f (q,p))‖ = ‖
∫
f (q,p)(x, y)dM0(x, y)‖ ≤ ‖f (q,p)‖∞ = ‖f‖∞ ja W (q, p) on

unitaarinen operaattori, niin |Θ[f ;ϕ, ψ](q, p)| ≤ ‖f‖∞‖‖ϕ‖‖ψ‖ ja siis Θ[f ;ϕ, ψ] on

rajoitettu funktio. Tarkastellaan seuraavaksi jatkuvuutta. Koska

Θ[f ;ϕ, ψ](x+ q, y + p) = Θ[f (q,p);W (q, p)∗ϕ,W (q, p)∗ψ](x, y),

niin riittää tarkastella jatkuvuutta origossa. Saadaan

|Θ[f ;ϕ, ψ](q, p)−Θ[f ;ϕ, ψ](0, 0)| ≤ |〈W (q, p)∗ϕ|M0(f (q,p))(W (q, p)∗ψ − ψ)〉|

+|〈(W (q, p)∗ϕ− ϕ)|M0(f (q,p))ψ〉|

+|〈ϕ|M0(f (q,p) − f)ψ〉|

≤ ‖f‖∞
(
‖ϕ‖‖W (q, p)∗ψ − ψ‖+ ‖W (q, p)∗ϕ− ϕ‖‖ψ‖

)
+|〈ϕ|M0(f (q,p) − f)ψ〉|,

missä kaksi ensimmäistä termiä lähestyy nollaa, kun (q, p) → (0, 0), W :n vahvan

jatkuvuuden nojalla ja kolmas termi dominoidun konvergenssin lauseen nojalla. Siis

Θ[f ;ϕ, ψ] on jatkuva ja siten Θ[f ;ϕ, ψ] ∈ BC(R× R).

Kaikilla f ∈ BC(R×R) määritellään rajoitettu lineaarioperaattori Mav(f) kaa-

valla

〈ϕ|Mav(f)ψ〉 = m(Θ[f ;ϕ, ψ])

Jos nyt f ∈ BC+(R×R), niin kaikilla q, p ∈ R M0(f (q,p)) on positiivinen operaattori,

ja siis Θ[f ;ϕ, ϕ](q, p) = 〈W (q, p)∗ϕ|M0(f (q,p))W (q, p)∗ϕ〉 ≥ 0. Kaikilla ϕ ∈ H on nyt

Θ[f ;ϕ, ϕ] ≥ 0, joten 〈ϕ|Mav(f)ϕ〉 = m(Θ[f ;ϕ, ϕ]) ≥ 0, eli Mav(f) ≥ 0. Tämän li-

säksi kaikilla ϕ, ψ ∈ H on 〈ϕ|Mav(1)ψ〉 = m(Θ[1;ϕ, ψ]) = m(〈ϕ|ψ〉) = 〈ϕ|ψ〉m(1) =

〈ϕ|ψ〉, joten Mav(1) = I. Vastaavuus Mav : BC(R × R) → L(H) on siis luvun 1.2

mukainen operaattoriarvoinen lineaarinen funktionaali. Kaikilla ϕ, ψ ∈ H ja q, p ∈ R
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on

〈ϕ|W (q, p)Mav(f (q,p))W (q, p)∗ψ〉 = 〈W (q, p)∗ϕ|Mav(f (q,p))W (q, p)∗ψ〉

= m(Θ[f (q,p);W (q, p)∗ϕ,W (q, p)∗ψ])

= m(Θ(q,p)[f ;ϕ, ψ])

= m(Θ[f ;ϕ, ψ])

= 〈ϕ|Mav(f)ψ〉,

joten

Mav(f) = W (q, p)Mav(f (q,p))W (q, p)∗. (40)

Jos f ∈ BC(R) ja (q, p) ∈ R× R, niin saadaan

Θ[f̃1;ϕ, ψ](q, p) = 〈W (q, p)∗ϕ|M0(f̃
(q,p)
1 W (q, p)∗ψ〉

= 〈W (q, p)∗ϕ|W (q, p)∗EQ
µ (f)W (q, p)W (q, p)∗ψ〉

= 〈ϕ|EQ
µ (f)ψ〉.

Erityisesti Θ[f̃1;ϕ, ψ] on vakiofunktio. Vastaavasti saadaan Θ[f̃2;ϕ, ψ](q, p) = 〈ϕ|EP
ν (f)ψ〉.

Nyt siis kaikilla ϕ, ψ ∈ R on 〈ϕ|Mav(f̃1)ψ〉 = m(〈ϕ|EQ
µ (f)ψ〉) = 〈ϕ|EQ

µ (f)ψ〉m(1) =

〈ϕ|EQ
µ (f)ψ〉 ja 〈ϕ|Mav(f̃1)ψ〉 = 〈ϕ|EP

ν (f)ψ〉, joten

Mav
1 (f) = EQ

µ (f)

Mav
2 (f) = EP

µ (f).

Koska EQ
µ (R) = EP

ν (R) = I, niin yhtälön (7) nojalla Mav
1 (∞) = Mav

2 (∞) = 0, joten

lauseen (1.5) mukaan Mav
0 (R× R) = I ja

(
Mav

0

)
1

= EQ
µ(

Mav
0

)
2

= EP
ν

Yhtälön (40) mukaan suure Mav
0 toteuttaa kovarianssiehdon (20).

�
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5 Virheiden karakterisointeja ja epätarkkuusrelaa-

tioita

Jokainen mittaus riippumatta siitä, onko se luonteeltaan klassinen vai kvanttime-

kaaninen, altistuu kohinalle. Tämän seurauksena suure, jota todellisuudessa mita-

taan (E1) poikkeaa siitä, mitä haluttiin mitata (E). Tästä poikkeamasta tai mistä

tahansa tällaisen poikkeaman mitasta käytetään nimitystä virhe tai epätarkkuus.

Yleisesti ottaen mittauksessa voi ilmetä systemaattisia virheitä, joiden seurauksena

mittaustulosjakuma on siirtynyt. Lisäksi voi olla satunnaisia virheitä, jota aiheut-

tavat jakauman levenemistä. Jotta mittauksessa esiintyvän kohinan mitta olisi mie-

lekäs, pitää sen määräytyä täysin todennäköisyysjakaumista pE1
ψ ja pEψ . Seuraavaksi

esitellään kolme eri mittaa mittauksessa esiintyvälle epätarkkuudelle.

5.1 Standardimitta

Standardimitta ilmaisee virheen mittalaitteesta luettavan suureen ja mitattavan suu-

reen välisenä keskimääräisenä poikkeamana. Tämä vastaa klassisen statistisen ana-

lyysin tilannetta, missä todennäköisyysjakaumien momentteja käytetään mittaus-

virheen kuvaamisessa. Tässä osiossa on käytetty lähteenä artikkelia [26].

Olkoon H tarkasteltavaan systeemiin liittyvä Hilbertin avaruus ja A ∈ L(H) mi-

tattavaa fysikaalista suuretta vastaava rajoitettu itseadjungoitu operaattori. Olkoon

〈K, ξ, Z, U〉 mittausprosessi, jolla A:ta yritetään mitata. Tässä K on mittalaittee-

seen liittyvä Hilbertin avaruus, ξ ∈ K, ‖ξ‖ = 1, on mittalaitteen vektoritila ennen

mittausta, Z ∈ L(K) asteikkosuuretta vastaava rajoitettu itseadjungoitu operaatto-

ri ja U : H ⊗K → H⊗K on mittausvuorovaikutusta kuvaava unitaarinen kuvaus.

Määritellään nyt virheen standardimitta [27]:

ε(Z,A, ψ) = 〈ψ ⊗ ξ|(Zout − Ain)2ψ ⊗ ξ〉
1
2 , (41)

missä Zout = U∗I ⊗ ZU ja Ain = A⊗ I.
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Olkoon E suure, jota todellisuudessa mitataan. E määräytyy täysin ehdosta

〈ψ|E(X)ψ〉 = 〈ψ ⊗ ξ|U∗I ⊗ EZ(X)Uψ ⊗ ξ〉

kaikilla X ∈ B(R) ja ψ ∈ H. Koska Z oletetaan rajoitetuksi, niin momenttioperaat-

torit E[1] ja E[2] ovat ne rajoitetut itseadjungoidut operaattorit, joille

〈ψ|E[1]ψ〉 = 〈ψ ⊗ ξ|U∗I ⊗ ZUψ ⊗ ξ〉,

〈ψ|E[2]ψ〉 = 〈ψ ⊗ ξ|U∗I ⊗ Z2Uψ ⊗ ξ〉

kaikilla ψ ∈ H. Nyt
〈ψ ⊗ ξ|

(
Zout

)2
ψ ⊗ ξ〉 = 〈ψ|E[2]ψ〉

〈ψ ⊗ ξ|
(
Ain
)2
ψ ⊗ ξ〉 = 〈ψ|A2ψ〉

Koska Ain kommutoi I ⊗ P [ξ]:n kanssa ja I ⊗ P [ξ]ZoutI ⊗ P [ξ] = E[1] ⊗ P [ξ] niin

saadaan

〈ψ ⊗ ξ|ZoutAinψ ⊗ ξ〉 = 〈ψ ⊗ ξ|I ⊗ P [ξ]ZoutAinI ⊗ P [ξ]ψ ⊗ ξ〉

= 〈ψ ⊗ ξ|I ⊗ P [ξ]ZoutI ⊗ P [ξ]Ainψ ⊗ ξ〉

= 〈ψ ⊗ ξ|E[1]⊗ P [ξ]Ainψ ⊗ ξ〉

= 〈ψ|E[1]Aψ〉.

Vastaavasti saadaan

〈ψ ⊗ ξ|AinZoutψ ⊗ ξ〉 = 〈ψ|AE[1]ψ〉.

Virheen standardimitan lauseke voidaan siis kirjoittaa muodossa

ε(E,A;ψ)2 = 〈ψ|(E[1]− A)2ψ〉+ 〈ψ|(E[2]− E[1]2)ψ〉

= 〈ψ|Nr(E,A)2ψ〉+ 〈ψ|Ni(E)ψ〉, (42)

missä Nr(E,A) = E[1] − A on suhteellinen kohina. ε(E,A;ψ) = 0 kaikilla ψ ∈ H

silloin ja vain silloin kun E on tarkka suure ja E[1] = A.

Tarkastellaan seuraavaksi yhtälön (42) ensimmäistä termiä. Siinä esiintyvää ope-

raattoria Nr(E,A) = E[1]−A ei voida mitata samanaikaisesti E[1]:n tai A:n kanssa

ellei ψ kuulu niiden kommutointialueeseen. Kun termi kirjoitetaan muodossa

〈ψ|(E[1]− A)2ψ〉 = 〈ψ|E[1]2ψ〉+ 〈ψ|A2ψ〉 − 〈ψ|(E[1]A+ AE[1])ψ〉,



76

niin nähdään, että siinä esiintyy operaattori E[1]A+AE[1], jonka mittausta ei ylei-

sesti voida palauttaa E[1]:n ja A:n mittauksiin. Tästä seuraa, että termiä ei yleisessä

tapauksessa voida määrittää pelkästään E:n ja A:n mittaustulosstatistiikoista.

Virheen standardimitta riippuu tilasta ψ, mikä on ristiriidassa sen kanssa, että

mittalaitteen kalibroinnista saatavia virheiden arviointeja pitäisi pystyä soveltamaan

useisiin eri tiloihin. Tämän takia määritelläänkin tilasta riippmaton mitta, suureen

E virheen globaali standardimitta A:n suhteen kaavalla

ε(E,A) = sup
ψ∈H1

ε(E,A;ψ). (43)

Suuretta E kutsutaan A:n standardiapproksimaatioksi, jos ε(E,A) <∞.

5.2 Geometrinen mitta

Tarkastellaan seuraavaksi Wernerin esittämää virheen geometrista mittaa. Määri-

telmät ja lauseet ovat peräisin artikkelista [24].

Tarkastellaan aluksi todennäköisyysmittoja µ, ν : B(R) → [0, 1]. Kaikilla rajoi-

tetuilla mitallisilla funktioilla f : R → R integraali
∫
f(x)dµ(x) määrittelee µ:hyn

liittyvän odotusarvofunktionaalin, jolle käytetään merkintään µ(f). Luonnollinen

tapa määritellä mittojen välinen etäisyys olisi tarkastella suurinta eroa niiden mää-

räämien todennäköisyyksien välillä, ts. tarkastella lukua supX∈B(R) |µ(X) − ν(X)|.

Tämä ei kuitenkaan ole käyttökelpoinen määritelmä, sillä esimerkiksi kahdelle pis-

temitalle δx ja δy, missä x 6= y, on supX∈B(R) |δx(X) − δy(X)| = 1, koska on mi-

tallisia joukkoja, jotka sisältävät vain toisen pisteen. Tämä määritelmä ei siis ota

huomioon pisteiden välistä etäisyyttä. Etäisyys määritelläänkin suurimpana erona

odotusarvofunktionaalien arvojen välillä, kun funktionaalien arvot lasketaan hitaasti

muuttuville funktioille.

Merkitään Λ:lla sellaisten rajoitettujen Borel-mitallisten funktioiden h : R→ R
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joukkoa, joille |h(x)− h(y)| ≤ |x− y| kaikilla x, y ∈ R. Lukua

d(µ, ν) = sup
f∈Λ
|µ(f)− ν(f)|

kutsutaan todennäköisyysmittojen µ ja ν väliseksi etäisyydeksi. Jos nyt µ, ν ja η

ovat todennäköisyymittoja, niin kaikilla f ∈ Λ on

|µ(f)− ν(f)| = |
∫
f(x)dµ(x)−

∫
f(x)dν(x)|

≤ |
∫
f(x)dµ(x)−

∫
f(x)dη(x)|+ |f(x)dη(x)−

∫
f(x)dν(x)|

= |µ(f)− η(f)|+ |η(f)− ν(f)|.

Siis d(µ, ν) ≤ d(µ, η) + d(η, ν) eli näin määritelty etäisyys toteuttaa kolmioepäyhtä-

lön.

Lause 5.1. Olkoon ν : B(R)→ [0, 1] todennäköisyysmitta ja y ∈ R. ν:n ja pistemi-

tan δy välinen etäisyys on

d(ν, δy) =

∫
|x− y|dν(x) (44)

Todistus. Kaikilla f ∈ Λ on

|ν(f)− δy(f)| = |
∫
f(x)dν(x)− f(y)|

= |
∫ (

f(x)− f(y)
)
dν(x)|

≤
∫
|x− y|dν(x).

Siis myös d(ν, δy) ≤
∫
|x− y|dν(x). Määritellään kaikilla n ∈ N funktio gn : R→ R

seuraavasti:

gn(x) =

 |x− y|, kun |x− y| ≤ n

n, muulloin.

Nyt gn ∈ Λ kaikilla n ∈ N, joten supn∈N |ν(gn) − δy(gn)| ≤ supf∈Λ |ν(f) − δy(f)|.

Toisaalta koska gn(y) = δy(gn) = 0, niin∫ n

−n
|x− y|dν(x) ≤

∫ ∞
−∞

gn(x)dν(x) = |ν(gn)− δy(gn)|,
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joten ∫∞
−∞ |x− y|dν(x) = supn∈N

∫ n
−n |x− y|dν(x)

≤ supn∈N |ν(gn)− δy(gn)|

≤ supf∈Λ |ν(f)− δy(f)|

≤
∫∞
−∞ |x− y|dν(x).

Siis d(ν, δy) =
∫
|x− y|dν(x).

�

Lause 5.2. Olkoot µ, ν : B(R)→ [0, 1] todennäköisyysmittoja. Tällöin on voimassa

epäyhtälö

d(µ, µ ∗ ν) ≤
∫
|y|dν(y),

missä µ ∗ ν on mittojen konvoluutio

(µ ∗ ν)(f) =

∫∫
f(x+ y)dµ(x)dν(y).

Todistus. Kaikilla f ∈ Λ on

|µ(f)− (µ ∗ ν)(f)| =
∣∣∫ f(x)dµ(x)−

∫∫
f(x+ y)dµ(x)dν(y)

∣∣
=
∣∣∫∫ (f(x)− f(x+ y)

)
dµ(x)dν(y)

∣∣
≤
∫∫
|f(x)− f(x+ y)|dµ(x)dν(y)

≤
∫∫
|x− (x+ y)|dµ(x)dν(y)

=
∫
|y|dµ(x)dν(y)

=
∫
|y|dν(y).

Siis myös d(µ, µ ∗ ν) = supf∈Λ |µ(f)− (µ ∗ ν)(f)| ≤
∫
|y|dν(y).

�

Olkoon E : B(R) → Ls(H)+ positiivioperaattorimitta. Tällöin jokaista rajoitet-

tua Borel-mitallista funktiota f : R → R kohti integraali
∫

R fdE määrittelee (hei-

kossa mielessä) rajoitetun itseadjungoidun operaattorin, jolle käytetään merkintää
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E(f). Siis kaikilla vektoritiloilla ψ, luku 〈ψ|E(f)ψ〉 =
∫

R fdp
E
ψ on hyvin määritelty.

Lukua

d(E1, E2) = supψ∈H1
supf∈Λ

∣∣〈ψ|(E1(f)− E2(f))ψ〉
∣∣

= supf∈Λ ‖E1(f)− E2(f)‖

kutsutaan suureiden E1 ja E2 väliseksi etäisyydeksi. Tässä jälkimmäinen yhtäsuu-

ruus seuraa siitä, että itseadjungoidulle operaattorille A ∈ Ls(H) normi voidaan

kirjoittaa muodossa ‖A‖ = supψ∈H1
|〈ψ|Aψ〉|. Suureen E1 sanotaan olevan E2:n geo-

metrinen approksimaatio jos d(E1, E2) <∞. Etäisyys voidaan kirjoittaa myös suu-

reita vastaavien todennäköisyysjakaumien avulla, sillä kaikilla f ∈ Λ ja ψ ∈ H1 on∣∣〈ψ|(E1(f)−E2(f)
)
ψ〉
∣∣ =

∣∣pE1
ψ (f)−pE2

ψ (f)
∣∣, joten d(E1, E2) = supψ∈H1

d(pE1
ψ ,p

E2
ψ ).

Lause 5.3. Olkoon GT kovariantti faasiavaruussuure, jonka marginaalit siis ovat

sumeat paikka- ja liikemääräsuureet

GT
1 = EQ ∗ µT = EQ ∗ pQΠTΠ∗ (45)

GT
2 = EP ∗ νT = EP ∗ pPΠTΠ∗ . (46)

Tällöin marginaalien etäisyydet tarkoista paikka- ja liikemääräsuureista ovat

d(GT
1 , E

Q) =

∫
|x|dµT (x) (47)

d(GT
2 , E

P ) =

∫
|y|dνT (y). (48)

Todistus. Riittää todistaa yhtälö (47). Kaikilla f ∈ Λ ja ψ ∈ H1 on∣∣〈ψ|(GT
1 (f)− EQ(f)

)
ψ〉
∣∣ =

∣∣(pQψ ∗ µT )(f)− p
Q
ψ (f)

∣∣
=
∣∣ ∫∫ f(x+ y)dpQψ (x)dµT (y)−

∫
f(x)dpQψ (x)

∣∣
=
∣∣ ∫∫ (f(x+ y)− f(x)

)
dpQψ (x)dµT (y)

∣∣
≤
∫∫
|x+ y − x|dpQψ (x)dµT (y)

≤
∫
|y|dµT (y)

Siis myös d(GT
1 , E

Q) ≤
∫
|y|dµT (y). Seuraavaksi käytetään hyväksi tietoa, että on

vektoritiloja, joiden paikkajakaumat ovat mielivaltaisen lähellä pistemittaa.
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Olkoon ε > 0. Valitaan vektoritila ψ ∈ H1 siten, että p
Q
ψ ([− ε

2
, ε

2
]) = 1. Tällöin

kaikilla f ∈ Λ on

|pQψ (f)− δ0(f)| =

∣∣∣∣ ∫ (f(x)− f(0)
)
dpQψ (x)

∣∣∣∣
≤
∫
|x|dpQψ (x)

=
∫ ε

2

− ε
2
|x|dpQψ (x)

≤ ε
2

∫ ε
2

− ε
2
dpQψ (x)

≤ ε
2
,

joten myös d(δ0,p
Q
ψ ) < ε

2
. Nyt kolmioepäyhtälön ja yhtälön (44) nojalla

d(µT ,p
Q
ψ ) ≥ d(µT , δ0)− d(δ0,p

Q
ψ ) >

∫
|x|dµT (x)− ε

2
.

Lemman (5.2) ja kolmioepäyhtälön nojalla

d(pQψ ∗ µT ,p
Q
ψ ) ≥ d(pQψ , µT )− d(pQψ ∗ µT , µT )

>
∫
|x|dµT (x)−

∫
|x|dpQψ (x)− ε

2

>
∫
|x|dµT (x)− d(pQψ , δ0)− ε

2

>
∫
|x|dµT (x)− ε

Lopulta saadaan

d(GT
1 , E

Q) ≥ d(pQψ ∗ µT ,p
Q
ψ ) ≥

∫
|x|dµT (x)− ε −→

∫
|x|dµT (x)

kun ε→ 0.

�

Sumeat paikka- ja liikemääräsuureet ovat siis vastaavien tarkkojen suureiden geo-

metrisiä approksimaatioita silloin ja vain silloin kun yhtälöiden (47) ja (48) inte-

graalit ovat äärellisinä olemassa.

Seuraavaksi pitää selvittää, mitkä pareista
(
d(GT

1 , E
Q), d(GT

2 , E
P )
)
voidaan saa-

vuttaa varioimalla generoivaa operaattoria T . Kutsutaan näiden pisteiden joukkoa

sallituksi alueeksi.
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Olkoot T1, T2 positiivisia jäljen yksi operaattoreita. Tällöin näiden konveksikom-

binaatio T = λT1 +(1−λ)T2, λ ∈ (0, 1), on myös positiivinen jäljen yksi operaattori.

Kaikilla X ∈ B(R) on

µT (X) = µλT1+(1−λ)T2(X)

= p
Q
Π(λT1+(1−λT2)Π∗(X)

= tr
[
Π(λT1 + (1− λ)T2)Π∗EQ(X)

]
= λtr

[
ΠT1Π∗EQ(X)

]
+ (1− λ)tr

[
ΠT2Π∗EQ(X)

]
= λµT1(X) + (1− λ)µT2(X),

joten

d(GT
1 , E

Q) =
∫
|x|dµλT1+(1−λ)T2(x)

= λ
∫
|x|dµT1(x) + (1− λ)

∫
|x|dµT2(x)

= λd(GT1
1 , E

Q) + (1− λ)d(GT2
1 , E

Q),

ja vastaavasti

d(GT
2 , E

P ) = λd(GT1
2 , E

P ) + (1− λ)d(GT2
2 , E

P ).

Luvut
(
d(GT

1 , E
Q), d(GT

2 , E
P )
)
muodostavat siis R2:n konveksin osajoukon, ts. jos

sallittu alue sisältää kaksi eri pistettä, niin se sisältää myös näitä yhdistävän janan.

Käytetään seuraavaksi hyväksi luvussa (2.1) tarkasteltua dilaatiosymmetriaa. Ol-

koon A0(a) R+:n unitaariesitys, jolle [A0(a)f ](x) = 1√
a
f(a−1x) kaikilla f ∈ L2(R)

ja x ∈ R. Tällöin siis A0(a)EQ(X)A0(a)∗ = EQ(aX) ja A0(a)EP (X)A0(a)∗ =

EP (a−1X). Kaikilla f ∈ L2(R), a ∈ R+ ja x ∈ R on

[ΠA0(a)∗f ](x) = [A0(a)∗f ](−x) =
√
af(−ax) =

√
a[Πf ](ax) = [A0(a)∗Πf ](x),

joten Π ja A0(a)∗ kommutoivat. Korvataan nyt generoiva operaattori T unitaarisesti
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muunnetulla operaattorilla A0(a)∗TA0(a), jolloin kaikilla X ∈ B(R) on

µA0(a)∗TA0(a)(X) = tr[ΠA0(a)∗TA0(a)Π∗EQ(X)]

= tr[A0(a)∗ΠTΠ∗A0(a)EQ(X)]

= tr[ΠTΠ∗A0(a)EQ(X)A0(a)∗]

= tr[ΠTΠ∗EQ(aX)]

= µT (aX),

ja

νA0(a)∗TA0(a)(X) = tr[ΠA0(a)∗TA0(a)Π∗EP (X)]

= tr[A0(a)∗ΠTΠ∗A0(a)EP (X)]

= tr[ΠTΠ∗A0(a)EP (X)A0(a)∗]

= tr[ΠTΠ∗EP (a−1X)]

= νT (a−1X).

Nyt saadaan

d(G
A0(a)∗TA0(a)
1 , EQ) =

∫
|x|dµT (ax) = a

∫
|x|dµ(x) = ad(GT

1 , E
Q),

d(G
A0(a)∗TA0(a)
2 , EP ) =

∫
|y|dνT (a−1y) = a−1

∫
|y|dν(y) = a−1d(GT

2 , E
P ),

joten etäisyyksien tulo pysyy vakiona, kun a käy läpi R+:n. Tästä seuraa, että jos T

on jotain sallittua pistettä vastaava generoiva operaattori, niin unitaarisesti muun-

netut operaattorit A0(a)∗TA0(a) piirtävät ko. pisteen kautta kulkevan hyperbelin,

kun a käy läpi R+:n. Koska sallitut pisteet muodostavat konveksin joukon, niin myös

kaikki hyperbelin yläpuolelle jäävät pisteet kuuluvat sallittuun alueeseen.

Seuraava lause osoittaa, että etäisyyksien tulolla on aidosti positiivinen alaraja.

Lause 5.4. infT∈S(H) d(GT
1 , E

Q) · d(GT
2 , E

P ) > 0.

Todistus. Tehdään vastaoletus: infT∈S(H) d(GT
1 , E

Q) ·d(GT
2 , E

P ) = 0. Tällöin jokais-

ta n ∈ N kohti on olemassa Tn ∈ S(H) siten, että

d(GTn
1 , EQ) = d(GTn

2 , EP ) =
1

n
,
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ts. lähestytään origoa suoraa d(GT
1 , E

Q) = d(GT
2 , E

P ) pitkin. Nyt siis∫
R
|x|dµTn(x) =

∫
R
|y|dνTn(y) =

1

n

kaikilla n ∈ N. Koska

µTn(R \ [−1, 1]) =
∫

R\[−1,1]
dµTn(x)

≤
∫

R\[−1,1]
|x|dµTn(x)

≤
∫

R |x|dµTn(x)

= 1
n
,

ja µTn on todennäköisyysmittana additiivinen, niin

µTn([−1, 1]) = 1− µTn(R \ [−1, 1]) ≥ 1− 1

n
.

Vastaavasti saadaan, että νTn([−1, 1]) ≥ 1− 1
n
. Nyt siis

µTn([−1, 1]) + νTn([−1, 1]) ≥ 2− 2

n
→ 2

kun n→∞, mikä on ristiriita, sillä

µTn([−1, 1]) + νTn([−1, 1]) ≤ 1 +
√
a0 < 2,

missä a0 on operaattorin EQ([−1, 1])EP ([−1, 1])EQ([−1, 1]) suurin ominaisarvo [28].

Siis

inf
T∈S(H)

d(GT
1 , E

Q) · d(GT
2 , E

P ) > 0.

�

Määritellään C = infT∈S(H) d(GT
1 , E

Q)·d(GT
2 , E

P ), jolloin siis (d(GT
1 , E

Q), d(GT
2 , E

P ))-

tasossa voidaan operaattoria T varioimalla saavuttaa kaikki hyperbelin d(GT
1 , E

Q) ·

d(GT
2 , E

P ) = C yläpuolelle jäävät pisteet. Osoitetaan vielä, että kyseinen hyper-

beli saavutetaan. Tätä varten tarkastellaan operaattoria K = |Q| + |P |, missä

|Q| =
∫
|x|dEQ(x) ja |P | =

∫
|y|dEP (y). Lauseen 1.9 mukaan riittävä ehto sille,

että K:lla on pienin ominaisarvo, ja että se on äärellisesti degeneroitunut on, että

resolventtioperaattori (K + 1)−1 on kompakti. Osoitetaan kompaktius seuraavassa

lauseessa.
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Lause 5.5. Olkoon K = |Q| + |P |. Tällöin resolventtioperaattori (K + 1)−1 on

kompakti.

Todistus.K:n spektri σ(K) ⊂ [0,∞), joten (K+1)−1 on hyvin määritelty rajoitettu

lineaarioperaattori. Vastaavasti (K + 1 ± ε)−1 ∈ L(H) on hyvin määritelty kaikilla

0 < ε < 1.

Olkoon ε ∈ (0, 1
2
) ja (q, p) ∈ R2 siten, että |q|+ |p| < ε. Kaikilla ψ ∈ D(K), joilla

W (q, p)∗ψ ∈ D(K) on

〈ψ|W (q, p)KW (q, p)∗ψ〉 = 〈W (q, p)∗ψ|(|Q|+ |P |)W (q, p)∗ψ〉

=
∫
|x|dEQ

W (q,p)∗ψ,W (q,p)∗ψ(x) +
∫
|y|dEP

W (q,p)∗ψ,W (q,p)∗ψ(y).

Käyttämällä hyväksi määritelmissä 2.1 ja 2.2 esiintyviä paikka- ja liikemäääräsuu-

reiden symmetriaominaisuuksia saadaan kaikilla X ∈ B(R)

EQ
W (q,p)∗ψ,W (q,p)∗ψ(X) = 〈W (q, p)∗ψ|EQ(X)W (q, p)∗ψ〉

= 〈ψ|W (q, p)EQ(X)W (q, p)∗ψ〉

= 〈ψ|EQ(X + q)ψ〉

= EQ
ψ,ψ(X + q),

ja vastaavasti

EP
W (q,p)∗ψ,W (q,p)∗ψ(X) = 〈W (q, p)∗ψ|EP (X)W (q, p)∗ψ〉

= 〈ψ|W (q, p)EP (X)W (q, p)∗ψ〉

= 〈ψ|EP (X + p)ψ〉

= EP
ψ,ψ(X + p),

joten

〈ψ|W (q, p)KW (q, p)∗ψ〉 =
∫
|x|dEQ

ψ,ψ(x+ q) +
∫
|y|dEP

ψ,ψ(y + p)

=
∫
|x− q|dEQ

ψ,ψ(x) +
∫
|y − p|dEP

ψ,ψ(y).

Kolmioepäyhtälön nojalla |x− q| ≥
∣∣|x| − |q|∣∣ ≥ |x| − |q|, joten integraalin lineaari-
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suudesta seuraa, että

〈ψ|W (q, p)KW (q, p)∗ψ〉

≥
∫
|x|dEQ

ψ,ψ(x)−
∫
|q|dEQ

ψ,ψ(x) +
∫
|y|dEP

ψ,ψ(y)−
∫
|p|dEP

ψ,ψ(y)

= 〈ψ||Q|ψ〉+ 〈ψ||P |ψ〉 − |q| − |p|

= 〈ψ|(K − |q| − |p|)ψ〉,

jotenW (q, p)KW (q, p)∗ ≥ K−|q|−|p|. Koska käänteisoperaattorin ottaminen kään-

tää operaattorien järjestyksen, niin

W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ = (W (q, p)KW (q, p)∗ + 1)−1 ≤ (K + 1− |q| − |p|)−1.

Toisaalta kolmioepäyhtälön toisen puolen nojalla |x−q| ≤ |x|+|q|, joten saadaan

〈ψ|W (q, p)KW (q, p)∗ψ〉

≤
∫
|x|dEQ

ψ,ψ(x) +
∫
|q|dEQ

ψ,ψ(x) +
∫
|y|dEP

ψ,ψ(y) +
∫
|p|dEP

ψ,ψ(y)

= 〈ψ||Q|ψ〉+ 〈ψ||P |ψ〉+ |q|+ |p|

= 〈ψ|(K + |q|+ |p|)ψ〉,

joten W (q, p)KW (q, p)∗ ≤ K + |q|+ |p|, mistä seuraa, että

W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ ≥ (K + 1 + |q|+ |p|)−1.

Koska siis W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1 + |q| + |p|)−1 ≥ 0, niin kaikilla

ϕ ∈ H on

0 ≤ |〈ϕ|(W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1 + |q|+ |p|)−1)ϕ〉|

= 〈ϕ|(W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1 + |q|+ |p|)−1)ϕ〉

≤ 〈ϕ|((K + 1− |q| − |p|)−1 − (K + 1 + |q|+ |p|)−1)ϕ〉

= −(−1 + |q|+ |p|+ 1 + |q|+ |p|)〈ϕ|(K + 1− |q| − |p|)−1(K + 1 + |q|+ |p|)−1ϕ〉

= 2(|q|+ |p|)|〈ϕ|(K + 1− |q| − |p|)−1(K + 1 + |q|+ |p|)−1ϕ〉|

≤ 2ε‖(K + 1− |q| − |p|)−1‖‖(K + 1 + |q|+ |p|)−1‖‖ϕ‖2.

missä on käytetty Cauchyn-Schwarzin epäyhtälöä, sekä resolventtiyhtälöä (3).
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Tarkastellaan seuraavaksi resolventtioperaattorien normeja. Määritellään kaikilla

ε ∈ [0, 1
2
) funktio fε : R → R, fε(x) = (|x| + 1 − ε)−1. Nyt siis f |σ(K)(x) =

(x+1−ε)−1, joten fε(K) = (K+1−ε)−1 lauseen 1.6 mielessä. Koska supε∈[0, 1
2

) ‖fε‖ =

supε∈[0, 1
2

)(1−ε)−1 = 2 ja lauseen 1.6 mukaan ‖fε(K)‖ ≤ ‖fε‖, niin ‖(K+1−ε)−1‖ ≤ 2

kaikilla ε ∈ [0, 1
2
). Käyttämällä tätä hyväksi saadaan

‖W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1 + |q|+ |p|)−1‖ ≤ 8ε.

Toisaalta käyttämällä resolventtiyhtälöä (3) saadaan

‖(K + 1 + |q|+ |p|)−1 − (K + 1)−1‖

= ‖ − (−1− |q| − |p|+ 1)(K + 1 + |q|+ |p|)−1(K + 1)−1‖

≤ (|q|+ |p|)‖(K + 1 + |q|+ |p|)−1‖‖(K + 1)−1‖

≤ 4ε,

joten kolmioepäyhtälön nojalla

‖W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1)−1‖

≤ ‖W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1 + |q|+ |p|)−1‖

+‖(K + 1 + |q|+ |p|)−1 − (K + 1)−1‖

≤ 12ε,

kun |q|+ |p| ≤ ε, ts.

lim
(q,p)→(0,0)

‖W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗ − (K + 1)−1‖ = 0.

Olkoon

k(q, p) = tr[|Ψ〉〈Ψ|W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗]

= 〈Ψ|W (q, p)(K + 1)−1W (q, p)∗Ψ〉

= 〈W (q, p)∗Ψ|(K + 1)−1W (q, p)∗Ψ〉,

missä |Ψ〉〈Ψ| on Gaussin tila. Koska (K + 1)−1 ≤ (|Q| + 1)−1 ja (K + 1)−1 ≤

(|P | + 1)−1, niin tarkastellaan ensin lausekkeita 〈W (q, p)∗Ψ|(|Q| + 1)−1W (q, p)∗Ψ〉

ja 〈W (q, p)∗Ψ|(|P |+ 1)−1W (q, p)∗Ψ〉.
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Koska kaikilla X ∈ B(R) on

EQ
Ψ,Ψ(x) = 〈Ψ|EQ(X)Ψ〉

=
∫
χX(x)|Ψ(x)|2dx

= 1√
π

∫
χX(x)e−x

2
,

niin

〈Ψ|W (q, p)(|Q|+ 1)−1W (q, p)∗Ψ〉 =
∫

1
|x|+1

dEQ
Ψ,Ψ(x+ q)

=
∫

1
|x−q|+1

dEQ
Ψ,Ψ(x)

= 1√
π

∫
1

|x−q|+1
e−x

2
dx

Merkitään fq(x) = 1√
π

1
|x−q|+1

e−x
2
. Nyt limq→∞ fq(x) = 0 kaikilla x ∈ R ja |fq(x)| ≤

e−x
2
, joka on integroituva, joten dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

lim
q→∞
〈Ψ|W (q, p)(|Q|+ 1)−1W (q, p)∗Ψ〉 = lim

q→∞

∫
fq(x)dx = 0.

Koska

(FΨ)(x) = 1√
2π

∫
e−iyxΨ(y)dy

= 1√
2π

∫
1

π1/4 e
−iyxe−

y2

2 dy

= 1√
2π
· 1
π1/4 ·

√
2πe−

x2

2

= 1
π1/4 e

−x
2

2

= Ψ(x)

niin kaikilla Y ∈ B(R) on

EP
Ψ,Ψ(Y ) = 〈Ψ|EP (Y )Ψ〉

= 〈FΨ|EP (Y )FΨ〉

= 1
π1/4

∫
χY (y)e−

y2

2 .

Samoin kuin operaattorin |Q| tapauksessa, saadaan nyt

lim
p→∞
〈Ψ|W (q, p)(|P |+ 1)−1W (q, p)∗Ψ〉 = 0,

ts. limq,p→∞ k(q, p) = 0.

Operaattori (K+1)−1 siis toteuttaa lauseen 1.18 ehdot, eli (K+1)−1 on kompakti.
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�

Seuraus 5.1. Olkoon K = |Q|+ |P |. K:n oleellinen spektri σess(K) = ∅. Erityisesti

K:lla on pienin ominaisarvo.

Käyttämällä seurauksen 5.1 antamaa tietoa K:n pienimmän ominaisarvon ole-

massaolosta saadaan johdettua epätarkkuusrelaatio kovariantin faasiavaruussuureen

marginaaleille.

Lause 5.6. Olkoon GT kovariantti faasiavaruussuure. Silloin marginaalit GT
1 ja GT

2

toteuttavat epäyhtälön

d(GT
1 , E

Q) · d(GT
2 , E

P ) ≥ E2
0

4
, (49)

missä E0 on operaattorin K = |Q|+ |P | pienin ominaisarvo.

Todistus. Olkoon ψ0 ∈ H operaattorin K pienimpään ominaisarvoon E0 liittyvä

ominaisvektori, jolloin siis

E0 = 〈ψ0|Kψ0〉

= 〈ψ0||Q|ψ0〉+ 〈ψ0||P |ψ0〉

=
∫
|x|dEQ

ψ0,ψ0
(x) +

∫
|y|dEP

ψ0,ψ0
(y).

Koska kaikilla X ∈ B(R) on

EQ
ψ0,ψ0

(X) = 〈ψ0|EQ(X)ψ0〉

= tr[|ψ0〉〈ψ0|EQ(X)]

= tr[ΠΠ∗|ψ0〉〈ψ0|ΠΠ∗EQ(X)]

= µΠ∗|ψ0〉〈ψ0|Π(X)

ja vastaavasti EP
ψ0,ψ0

(X) = νΠ∗|ψ0〉〈ψ0|Π(X), niin merkitsemällä T0 = Π∗|ψ0〉〈ψ0|Π

saadaan

E0 =
∫
|x|dµT0(x) +

∫
|y|dνT0(y)

= d(GT0
1 , E

Q) + d(GT0
2 , E

P ).

Tarkastellaan nyt tilannetta (d(GT
1 , E

Q), d(GT
2 , E

P ))-tasossa. Aikaisemman no-

jalla operaattoria T varioimalla voidaan saavuttaa kaikki hyperbelin d(GT
1 , E

Q) ·



89

d(GT
2 , E

P ) = C yläpuolelle jäävät pisteet. KoskaE0 on lineaarikombinaation d(GT
1 , E

Q)+

d(GT
2 , E

P ) pienin arvo, niin suora d(GT
1 , E

Q) + d(GT
2 , E

P ) = E0 leikkaa sallitun alu-

een tarkalleen yhdessä pisteessä. Tästä seuraan, että kyseinessä suoran ja hyperbelin

leikkauspisteessä T = T0. Lisäksi aikaisemmin käsitellyn dilaatiosymmetrian nojalla

kaikki reunahyperbelin pisteet voidaan saavuttaa. Lasketaan nyt vakion C arvo, ts.

suoran ja hyperbelin leikkauspisteen koordinaattien tulo.

Sijoittamalla d(GT
2 , E

P ) = C · d(GT
1 , E

Q)−1 suoran yhtälöön saadaan

d(GT
1 , E

Q) + C · d(GT
1 , E

Q)−1 = E0

⇒ d(GT
1 , E

Q)2 − E0 · d(GT
1 , E

Q) + C = 0

⇒ d(GT
1 , E

Q) = 1
2
(E0 ±

√
E2

0 − 4C).

Leikkauspisteitä on tarkalleen yksi, kun T = T0, joten diskriminantin E2
0 − 4C pitää

hävitä, mistä saadaan

C =
E2

0

4
. (50)

�

Lasketaan nyt etäisyyksien tulo siinä tapauksessa, että kovariantin faasiavaruus-

suureen generoi Gaussin tila.

Olkoon T = |Ψ〉〈Ψ|, missä Ψ(x) = 1
π1/4 e

−x
2

2 . Kaikilla X ∈ B(R) on nyt

µ|Ψ〉〈Ψ|(X) = tr[Π|Ψ〉〈Ψ|Π∗EQ(X)]

= 〈ΠΨ|EQ(X)ΠΨ〉

=
∫
χX(x)|Ψ(−x)|dx

= 1
π1/4

∫
χX(x)e−x

2
dx,

joten paikkasuureelle saadaan

d(G
|Ψ〉〈Ψ|
1 , EQ) =

∫∞
−∞ |x|dµ|Ψ〉〈Ψ|(x)

1
π1/4

∫∞
−∞ |x|e

−x2
dx

= 2
π1/4

∫∞
0
xex

2
dx

= 1√
π
.



90

Koska kaikilla x ∈ R on

(FΠΨ)(x) = 1√
2π

∫
e−iyxΨ(−y)dy

= 1√
2π
· 1
π1/4

∫
e−iyxe−

y2

2 dy

= 1
π1/4 e

−x2

= Ψ(x),

niin

ν|Ψ〉〈Ψ|(X) = 〈ΠΨ|EP (X)ΠΨ〉

= 〈FΠΨ|EQ(X)FΠΨ〉

= 〈Ψ|EQΨ〉

= 1√
π

∫
χX(x)e−x

2
dx

kaikilla X ∈ B(R), joten d(G
|Ψ〉〈Ψ|
2 , EP ) = 1√

π
. Etäisyyksien tuloksi siis saadaan

d(G
|Ψ〉〈Ψ|
1 , EQ) · d(G

|Ψ〉〈Ψ|
2 , EP ) =

1

π
.

On huomattava, että 1
π
ei ole alaraja etäisyyksien tulolle. K:n pienin ominai-

sarvo voidaan laskea numeerisesti, ja Wernerin mukaan näin saatu alaraja on C ≈

0, 304745 < 1
π
[24]. Lisäksi K:n perustila osoittautuu olevan lähellä harmonisen os-

killaattorin perustilaa.

Osoitetaan vielä, lause 5.6 pätee myös siinä tapauksessa, että paikka- ja liike-

määräsuureiden yhdistetty suure ei (välttämättä) ole kovariantti faasiavaruussuure.

Lause 5.7. Olkoon M paikka- ja liikemääräsuureiden EQ
µ ja EP

ν yhdistetty suure.

Silloin marginaalit M1 ja M2 toteuttavat epäyhtälön

d(M1, E
Q) · d(M2, E

P ) ≥ E2
0

4
, (51)

missä E0 on operaattorin K = |Q|+ |P | pienin ominaisarvo.

Todistus. Lauseen 4.2 mukaan EQ
µ :llä ja EP

ν :llä on yhdistetty suure Mav, joka on

kovariantti faasiavaruussuure, ja siten yhtälön (21) antamaa muotoa jollakin positii-

visella jäljen yksi operaattorilla T . Nyt M1 = Mav
1 = EQ

µ ja M2 = Mav
2 = EP

ν , joten
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d(M1, E
Q) = d(Mav

1 , EQ) ja d(M2, E
P ) = d(Mav

2 , EP ). Koska Mav on kovariantti

faasiavaruussuure, niin lauseen 5.6 nojalla saadaan

d(M1, E
Q) · d(M2, E

P ) = d(Mav
1 , EQ) · d(Mav

2 , EP ) ≥ E2
0

4
,

missä E0 on operaattorin K pienin ominaisarvo.

�

5.3 Kaistanleveys

Määritellään lopuksi virheen kaistanleveys (error bar width), joka liittyy läheises-

ti mittalaitteen kalibrointiin. Tarkastellaan ainoastaan sellaisia tarkkoja suureita,

joiden tuki on koko R. Määritelmät ja tulokset ovat peräisin artikkeleista [29] ja

[30].

Olkoot E1, E : B(R) → L(H) suureita joista E on tarkka. Jokaiselle ε ∈ (0, 1),

δ > 0 määritellään E1:n virhe E:n suhteen kaavalla

Wε,δ(E1, E) = inf{w > 0|∀x ∈ R, ϕ ∈ H1 : pEϕ (Jx;δ) = 1⇒ pE1
ϕ (Jx;w) ≥ 1− ε},

(52)

missä Jx;δ = [x− δ
2
, x+ δ

2
]. E1:tä sanotaan E:n ε-approksimaatioksi, josWε,δ(E1, E) <

∞ kaikilla δ > 0. Koska virhe on δ:n kasvava funktio, niin voidaan määritellä E1:n

virheen kaistanleveys E:n suhteen:

Wε(E1, E) = inf
δ
Wε,δ(E1, E) = lim

δ→0
Wε,δ(E1, E). (53)

Jos Wε,δ(E1, E) = ∞ kaikilla δ > 0, niin merkitään Wε(E1, E) = ∞. Suuretta E1

kutsutaan E:n approksimaatioksi (äärellisen virheen kaistanleveyden mielessä), jos

Wε(E1, E) < ∞ kaikilla ε ∈ (0, 1
2
). Vastaavasti suuretta M : B(R2) → L(H) kut-

sutaan suureiden E1 ja E2 likimääräiseksi yhdistetyksi suureeksi jos sen marginaalit
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M1 ja M2 ovat E1:n ja E2:n approksimaatioita. Jos E1 on E:n approksimaatio, niin

kuvaus ε 7→ Wε,δ(E1, E) on ε:n vähenevä funktio kaikilla δ > 0.

Lause 5.8. Olkoot E1 ja E suureita, joista E on tarkka. E1:n virheen kaistanleveys

E:n suhteen toteuttaa epäyhtälön

Wε(E1, E) ≥ γε(E1), (54)

missä γε(E1) on yhtälössä (25) määritelty E1:n resoluutioleveys.

Todistus. JosWε(E1, E) =∞, niin epäyhtälö on triviaalisti voimassa, joten voidaan

olettaa, että Wε(E1, E) < ∞. Tällöin on olemassa δ0 > 0, jolle Wε,δ0(E1, E) < ∞.

Toisaalta Wε,δ(E1, E) on δ:n kasvava funktio, joten Wε,δ(E1, E) < 0 myös kaikilla

δ ≤ δ0. Olkoon w ≥ Wε,δ(E1, E) jollekin δ ∈ (0, δ0]. Tällöin kaikilla x ∈ R ja ϕ ∈ H1,

joilla pEϕ (Jx;δ) = 1 on pE1
ϕ (Jx;w) ≥ 1−ε. Koska E:n tuki on koko R, niin tästä seuraa,

että jokaista x ∈ R kohti on olemassa vektoritila ϕ ∈ H1 siten, että pE1
ϕ (Jx;w) ≥ 1.

Siis w ≥ γε(E1), mistä seuraa, että Wε,δ(E1, E) ≥ γε(E1) kaikilla δ > 0, joten myös

Wε(E1, E) = limδ→0Wε,δ(E1, E) ≥ γε(E1).

�

Tämä tarkoittaa, että suureen E1 resoluutioleveys, joka on positiivioperaattorimitan

sisäinen ominaisuus, asettaa alarajan E1:n virheen kaistanleveydelle minkä tahansa

tarkan suureen E suhteen. Lemman seurauksena nähdään lisäksi, että jos E on suure,

jonka tuki on koko R, niin jokaisen E:n ε-approksimaation E1 resoluutioleveys on

äärellinen, γε(E1) <∞.

Lause 5.9. Sumeat paikka- ja liikemääräsuureet EQ
µ ja EP

ν ovat tarkkojen paikka-

ja liikemääräsuureiden EQ ja EP approksimaatioita kaikilla todennäköisyysmitoilla

µ, ν : B(R)→ [0, 1].

Todistus. Riittää todistaa väite paikkasuureelle. Olkoot ε ∈ (0, 1) ja δ > 0 an-

nettuja. Pitää osoittaa, että on olemassa äärellinen w > 0, jolle kaikilla q ∈ R
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on p
Qµ
ϕ (Jq;w) ≥ 1 − ε aina, kun pQϕ (Jq;δ) = 1. Olkoon q0, w0 ∈ R siten, että

µ(Jq0;w0) ≥ 1− ε. Kaikilla x ∈ Jq0;w0 ja y ∈ Jq;δ on

|y − (q − x)| ≤ |y − q|+ |x− q0|+ |q0| ≤
δ

2
+
w0

2
+ |q0|.

Siis aina, kun w ≥ 2|q0| + w0 + δ, niin Jq;δ ⊂ Jq;w − x kaikilla x ∈ Jq0,w0 . Tällöin

pQϕ (Jq;w − x) = 1 kaikilla x ∈ Jq0,w0 . Nyt saadaan

p
Qµ
ϕ (Jq;w) =

∫∫
R×Jq;w p

Q
ϕ (y − x)µ(x)dxdy =

∫
R p

Q
ϕ (Jq;w − x)dµ(x)

≥
∫
Jq0;w0

pQϕ (Jq;w − x)︸ ︷︷ ︸
=1

dµ(x) = µ(Jq0;w0) ≥ 1− ε

�

Lause 5.10. Sumeat paikka- ja liikemääräsuureet EQ
µ ja EP

ν toteuttavat epäyhtälöt

Wε1(E
Q
µ , E

Q) ≥ γε1(E
Q
µ ) = Wε1(µ) (55)

Wε2(E
P
ν , E

P ) ≥ γε2(E
P
ν ) = Wε2(ν), (56)

missä Wε(µ) = inf{w > 0|on olemassa x ∈ R s.e. µ(Jx;w) ≥ 1 − ε} on mitan µ

kokonaisleveys.

Todistus. Epäyhtälöt seuraavat lauseesta (5.8). Osoitetaan yhtäsuuruus paikkasuu-

reen tapauksessa.

Olkoon w > 0 sellainen, että w ≥ γε1(E
Q
µ ). Tällöin kaikilla q ∈ R ja vektoritiloilla

ϕ ∈ H1 on p
Qµ
ϕ (Jq;w) =

∫
µ(Jq;w−x)dpQϕ (x) ≥ 1−ε1. Pitää siis olla µ(Jq;w−x) ≥ 1−ε1

jollakin x ∈ R, mistä seuraa, että w ≥ Wε1(µ). Siis γε1(E
Q
µ ) ≥ Wε1(µ).

Olkoon nyt w > 0 sellainen, että w > Wε1(µ). Silloin µ(Jq;w) ≥ 1 − ε1 jollakin

y ∈ R. Olkoon u > w. Tarkastellaan välejä Jx;u, missä x ∈ Jq;w. Merkitään J0 =⋂
x∈Jq;w Jx;u. Nyt J0 ⊂ Jx;u kaikilla x ∈ Jq;w ja J0:n pituus on positiivinen. Olkoon

ϕ ∈ H1 tila, jonka paikkajakauma on keskittynyt J0:aan, ts. pQϕ (J0) = 1. Tällöin

myös pQϕ (Jx;u) = 1 kaikilla x ∈ Jq;w. Nyt

p
Qµ
ϕ (Jx;u) =

∫
R p

Q
ϕ (Jx;u − y)dµ(y) ≥

∫
Jq;w

pQϕ (Jx;u − y)dµ(y)

= µ(Jq;w) ≥ 1− ε1,
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joten w ≥ γε1(E
Q
µ ). Koska w > Wε1(µ) oli mielivaltainen, niin Wε1(µ) ≥ γε1(E

Q
µ ).

�

Paikka- ja liikemääräsuureet EQ
µ ja EP

ν ovat yhdessä mitattavia tarkalleen silloin,

kun ne ovat kovariantin faasiavaruussuureen GT marginaaleja. Tällöin niiden reso-

luutioleveydet saadaan todennäköisyysmittojen µT ja νT kokonaisleveyksistä. Nämä

toteuttavat epäyhtälön Wε1(µT ) ·Wε2(νT ) ≥ 2π~ · (1− ε1 − ε2)2, joten

γε1(E
Q
µT

) · γε2(EP
νT

) = Wε1(µT ) ·Wε2(νT ) ≥ 2π~ · (1− ε1 − ε2)2, (57)

kaikilla ε1, ε2 > 0, joille ε1 + ε2 < 1.

Lause 5.11. Jokainen kovariantti faasiavaruussuure GT on EQ:n ja EP :n likimää-

räinen yhdistetty suure. GT :n marginaalien virheen kaistanleveydet paikan ja liike-

määrän suhteen toteuttavat epätarkkuusrelaation

Wε1(G
T
1 , E

Q) · Wε2(G
T
2 , E

P ) ≥ 2π~ · (1− ε1 − ε2)2 (58)

kaikilla ε1, ε2 > 0, joille ε1 + ε2 < 1.

Todistus. Koska kovariantin faasiavaruussuureen marginaalit ovat sumeat paikka-

ja liikemääräsuureet, niin lauseen ensimmäinen väite seuraa lauseesta (5.10). Epäyh-

tälö seuraa yhtälöistä (55), (56) ja (57).

�

Seuraavaksi osoitetaan, että paikan ja liikemäärän yhdistettyä suuretta M vas-

taavan kovariantin faasiavaruussuureen Mav marginaalien resoluutioleveydet ja vir-

heen kaistanleveydet ovat korkeintaan yhtä suureet kuin vastaavat arvot M :n mar-

ginaaleille. Tällöin voidaan jälleen rajoittua tarkastelemaan kovariantteja suureita.

Suure M : B(R2)→ L(H) on paikan ja liikemäärän (ε1, ε2)-approksimaatio, jos sen

ensimmäinen marginaali M1 on EQ:n ε1-approksimaatio ja toinen marginaali M2 on
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EP :n ε2-approksimaatio. Eksplisiittisesti ilmaistuna tämä tarkoittaa sitä, että jo-

kaista δ > 0 kohti on olemassa positiiviset luvut w,w′ < ∞ siten, että seuraavat

ehdot ovat voimassa:

(i) kaikilla q ∈ R ja ϕ ∈ H1, joilla pQϕ (Jq;δ) = 1, on pM1
ϕ (Jq;w) ≥ 1− ε1

(ii) kaikilla p ∈ R ja ϕ ∈ H1, joilla pPϕ (Jp;δ) = 1, on pM2
ϕ (Jp;w) ≥ 1− ε2

Koska yhdistettyä suuretta M vastaavan kovariantin faasiavaruussuureen Mav

tapauksessa joudutaan tarkastelemaan muotoa M(f) =
∫
f(x)dM(x) olevia funk-

tionaaleja, niin (ε1, ε2)-approksimaation määritelmä pitää ilmaista siihen sopivassa

muodossa. Tämä on tehty seuraavassa lemmassa.

Lemma 5.1. Olkoot ε1, ε2 ∈ (0, 1
2
) annettuja. Suure M : B(R2) → L(H) on EQ:n

ja EP :n (ε1, ε2)-approksimaatio jos ja vain jos jokaista δ > 0 kohti on olemassa

positiiviset luvut w,w′ <∞ siten, että seuraavat ehdot ovat voimassa:

(i′) kaikilla q ∈ R ja f ∈ BC(R), joille χJq;w ≤ f ≤ 1, sekä kaikilla ϕ ∈ H1,

joille pQϕ (Jq;δ) = 1, on p
M1
ϕ (f) ≥ 1− ε1

(ii′) kaikilla p ∈ R ja g ∈ BC(R), joille χJp;w′ ≤ g ≤ 1, sekä kaikilla ϕ ∈ H1,

joille pPϕ (Jp;δ) = 1, on p
M2
ϕ (g) ≥ 1− ε2

Todistus. Oletetaan ensin, ettäM on EQ:n ja EP :n (ε1, ε2)-approksimaatio. Olkoon

δ > 0. Silloin on olemassa positiiviset luvut w,w′ siten, että ehdot (i) ja (ii) toteu-

tuvat. Nyt jokaisella Borel-mitallisella funktiolla f : R → R, jolle χJq;w ≤ f ≤ 1 on∫
(f(x)− χJq;w(x))dpM1

ϕ (x) ≥ 0, joten

pM1
ϕ (Jq;w) =

∫
χJq;w(x)dpM1

ϕ (x) ≤
∫
f(x)dpM1

ϕ (x) = pM1
ϕ (f) ≤ 1,

ja vastaavasti M2:lle. Siis ehdot (i′) ja (ii′) ovat voimassa.

Oletetaan seuraavaksi, että M on sellainen suure, että annettuja ε1, ε2 ∈ (0, 1
2
)

ja δ > 0 kohti on olemassa luvut w,w′ < ∞ siten, että ehdot (i′) ja (ii′) ovat

voimassa. Riittää osoittaa, että ehto (i) toteutuu. Määritellään jokaisella n ∈ N
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funktio fn : R→ [0, 1] seuraavasti:

fn(x) =



nx+ 1− n(q − 1
2
) jos w

2
≤ q − x < w

2
+ 1

n

1 jos |q − x| ≤ w
2

−nx+ 1 + n(q + 1
2
) jos w

2
≤ x− q < w

2
+ 1

n

0 muulloin

Nyt fn ∈ BC(R) ja χJq;w ≤ fn ≤ 1 kaikilla n ∈ N sekä fn → χJq;w tasaisesti, joten

limn→∞ ‖
∫
fndM1 −

∫
χJq;wdM1‖ = 0 ja siis erityisesti

∫
fndp

M1
ϕ →

∫
χJq;wdp

M1
ϕ

kun n → ∞. Jokaista ε > 0 kohti on siis olemassa n0 ∈ N siten,että |pM1
ϕ (Jq;w) −

pM1
ϕ (fn)| < ε, kun n ≥ n0. Koska kaikilla ϕ ∈ H1, joilla pQϕ (Jq;w) = 1 on pM1

ϕ (fn) ≥

1− ε1, niin pM1
ϕ (Jq;w) ≥ pM1

ϕ (fn)− |pM1
ϕ (Jq;w)− pM1

ϕ (fn)| ≥ 1− ε1 − ε, kun n ≥ n0.

Tämä on voimassa kaikilla ε > 0, joten myös pM1
ϕ (Jq;w) ≥ 1− ε1.

�

Tarkistetaan seuraavaksi, että Mav todella toteuttaa nämä ehdot. Jos M on

EQ:n ja EP :n (ε1, ε2)-approksimaatio, niin jokaista ε1 ja δ > 0 kohti on olemassa

positiivinen luku w < ∞ siten, että M1 toteuttaa ehdon (i′). Jos f ∈ BC(R) on

sellainen, että χJq;w ≤ f ≤ 1, niin funktio f̃1 : R2 → C, f̃1(q, p) = f(q) kaikilla

(q, p) ∈ R2 on rajoitettu ja jatkuva, eli f̃1 ∈ BC(R2). Lisäksi χJq;w×R ≤ f̃1 ≤ 1. Ehto

(i') voidaan nyt ilmaista seuraavasti: kaikilla q ∈ R ja f̃1 ∈ BC(R2), joilla χJq;w×R ≤

f̃1 ≤ 1, sekä kaikilla vektoritiloilla ϕ ∈ H1, joilla pQϕ (Jq;δ) = 1 on pMϕ (f̃1) ≥ 1− ε1.

Tarkastellaan seuraavaksi termejä 〈W (q′, p′)∗ϕ|M(f̃
(q′,p′)
1 )W (q′, p′)∗ϕ〉, missä ϕ ∈

H1, (q′, p′) ∈ R2 ja f̃1 ∈ BC(R2) ovat mielivaltaisia. Jos nyt χJq;w×R ≤ f̃1 ≤ 1,

niin funktiolle f̃ (q′,p′)
1 on voimassa χJq−q′,w×R ≤ f̃

(q′,p′)
1 ≤ 1. Jos vektoritilalle ϕ on

voimassa pQϕ (Jq;w) = 1, niin

p
Q
W (q′,p′)∗ϕ(Jq−q′;δ) = 〈W (q′, p′)∗ϕ|EQ(Jq−q′;δ)W (q′, p′)∗ϕ〉 = 〈ϕ|EQ(Jq;δ)ϕ〉

= pQϕ (Jq;δ) = 1.

Siis

θ[f̃1;ϕ, ϕ](q′, p′) = 〈W (q′, p′)∗ϕ|M(f̃
(q′,p′)
1 )W (q′, p′)∗ϕ〉 ≥ 1− ε1,
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joten p
Mav

1
ϕ (f) = 〈ϕ|Mav(f̃1)ϕ〉 = m(θ[f̃1;ϕ, ϕ]) ≥ 1− ε1.

Lause 5.12. Olkoon M EQ:n ja EP :n likimääräinen yhdistetty suure. Sitä vastaava

kovariantti faasiavaruussuure Mav on myös EQ:n ja EP :n likimääräinen yhdistetty

suure, ja se toteuttaa epäyhtälöt

Wε1,δ(M1, E
Q) ≥ Wε1,δ(M

av
1 , EQ) (59)

Wε2,δ(M2, E
P ) ≥ Wε2,δ(M

av
2 , EQ). (60)

Todistus. Riittää todistaa epäyhtälö (59). Olkoot ε1 ∈ (0, 1) ja δ > 0 annettuja.

Olkoon w < ∞ sellainen positiivinen luku, että kaikilla q ∈ R ja ψ ∈ H1, joilla

p
Q
ψ (Jq;δ) = 1 on pM1

ψ (Jq;w) ≥ 1− ε1. Nyt kaikilla f ∈ BC(R2), joille χJq;w×R ≤ f ≤ 1

on

pMψ (f) =

∫
f(x)dpMψ (x) ≥

∫
χχJq;w×R(x)dpMψ (x) = pMψ (χJq;w×R) = pM1

ψ (Jq;w) ≥ 1−ε1.

Kuten edellä, tästä seuraa, että myös pM
av

ψ (f) ≥ 1− ε1. Olkoon fn kuten lemmassa

(5.1). Määritellään funktio f̃n,1 : R2 → [0, 1] kaavalla f̃n,1(x, y) = fn(x). Nyt f̃n,1 ∈

BC(R2) ja χJq;w×R ≤ f̃n,1 ≤ 1 kaikilla n ∈ N, sekä f̃n,1 → χJq;w×R tasaisesti. Siis∫
f̃n,1dp

Mav

ψ →
∫
χJq;w×R , kun n→∞. Siis jokaista ε > 0 kohti on olemassa n0 ∈ N

siten, että |pMav

ψ (χJq;w×R)−pMav

ψ (f̃n,1)| < ε, kun n ≥ n0. Koska kaikilla ψ ∈ H, joilla

p
Q
ψ (Jq;w) = 1 on pM

av

ψ (f̃n,1) ≥ 1− ε1, niin

p
Mav

1
ψ (Jq;w) = pM

av

ψ (χJq;w×R) ≥ pM
av

ψ (f̃n,1)−|pMav

ψ (χJq;w×R)−pMav

ψ (f̃n,1)| ≥ 1−ε1−ε,

kun n ≥ n0. Koska ε on mielivaltainen, niin p
Mav

1
ψ (Jq;w) ≥ 1 − ε1. On siis osoitettu,

että jos w ≥ Wε1,δ(M1, E
Q), niin w ≥ Wε1,δ(M

av
1 , EQ).

�

Seuraava lause antaa vastaavat epäyhtälöt resoluutioleveyksille.
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Lause 5.13. Olkoon M EQ:n ja EP :n likimääräinen yhdistetty suure. Sitä vastaava

kovariantti faasiavaruussuure Mav toteuttaa epäyhtälöt

γε1(M1) ≥ γε1(M
av
1 ) (61)

γε2(M2) ≥ γε2(M
av
2 ). (62)

Todistus. Todistetaan epäyhtälö (61). Olkoon ε1 ∈ (0, 1) annettu. Olkoon w > 0

sellainen luku, että jokaista x ∈ R kohti on olemassa vektoritila ψ ∈ H1 siten, että

pM1
ψ (Jx;w) ≥ 1 − ε1. Samoin kuin edellisen lemman todistuksessa tästä seuraa, että

p
Mav

1
ψ (Jx;w) ≥ 1− ε1. Siis aina kun w ≥ γε1(M1), niin w ≥ γε1(M

av
1 ).

�

Edellä todistetut lauseet voidaan nyt koota lauseeksi, joka ilmaisee virheen kais-

tanleveyteen ja resoluutioleveyteen liittyvät epätarkkuusrelaatiot.

Lause 5.14. OlkoonM EQ:n ja EP :n likimääräinen yhdistetty suure. Silloin kaikilla

ε1, ε2 ∈ (0, 1), joille pätee ε1 + ε2 < 1, M :n marginaalien virheen kaistanleveydet ja

resoluutioleveydet toteuttavat epätarkkuusrelaatiot

Wε1(M1) · Wε2(M2) ≥ 2π~ · (1− ε1 − ε2)2 (63)

γε1(M1) · γε2(M2) ≥ 2π~ · (1− ε1 − ε2)2 (64)
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