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Tutkielman aiheena on ilmainen matematiikkaohjelma Geonext, jonka
avulla on tehty peruskoulu- ja lukiotasoisia harjoitustehtavia erityisesti
geometriaan liittyen. Geonext on dynaaminen ohjelma, jonka avulla voidaan
tehdd mm. tasogeometrian konstruktioita. Konstruktion ldhtékohtina olevia
objekteja (pisteitd, suoria) voidaan siirrelld tietokoneen hiirelld, jolloin
konstruktion periaate siilyy ja syntynyt kuvio muuntuu vastaavasti. Lisdksi
Geonext:n avulla voidaan suorittaa joitakin laskutoimituksia ja piirtaéd

erilaisia kuvaajia.

Tutkielman tarkoituksena on ollut esitelld Geonext:n kidyttomahdollisuuksia
matematiikan opetuksessa seké laatia monipuolista asiaan liittyvid materi-
aalia. Tutkielmassa on erityisesti haluttu antaa ideoita Geonext:n kiyttoon

eikd materiaali sellaisenaan muodosta opetuksellista kokonaisuutta.

Kaikki Geonext:1l4 tuotettu materiaali on sihkoistd ja sen tarkastelemi-
seen tarvitaan tietokoneessa Java-tuki. Sdhkdinen materiaali on saatavilla
sekd Geonext:n omassa tallennusmuodossa (.gxt) ettd html-muodossa. Html-
tiedostoista on koottu myos www-sivu, jolloin tiedostot voidaan esittaéd ké-

tevisti Java-applettien (sovelmien) avulla.

Tekijain oma osuus tyossd on ollut laatia kidytannollinen ja selked opas

Geonext:n kiyttoon sekd koostaa monipuolinen harjoitustehtaviapaket-



ti Geonext:n avulla. Harjoitustehtdvid on yhteensd 50 kappaletta ja
niihin liittyvid Geonext-tiedostoja 71 kappaletta. Tutkielman térkeim-
méat ldhteet ovat olleet lukion geometrian kirja Matematitkan taito 3,
Geonext-opas Geonext fir Finsteiger ja (Geonext-aiheinen www-sivusto

hitp:/ /www.suensaari.tornio.fi/geonext/index. phyp.

Geonext antaa kiyttokelpoisen ja havainnollisen l&hestymistavan matematii-
kan opetukseen. Sen siséllyttidminen opetukseen vaatii ainoastaan opettajan
aktiivisuutta ja hyvad ajankdyttosuunnitelmaa, silli ohjelman peruskaytto
on helppoa. Geonext antaa oppimiseen toiminnallisen ja tutkivan toiminta-

tavan.

Asiasanat: geometria, Geonext (atk-ohjelma), havainnollistaminen, ilmaiset
atk-oh-jelmat, Java-applet, tietokoneavusteinen opetus, tietokoneavusteinen

oppiminen.



Sisalto
1 Johdanto

2 Geonext-ohjelma

2.1 Yleistd Geonext-ohjelmasta . . . . .. .. .. ... ... ...
2.1.1  Ohjelman esittelya . . . ... ... ... ... .. ...
2.1.2  Tyokalurivit ja valikko . . . .. . ... ... ... ...

2.2 Tarkeitd tyokaluja. . . . . . . ... L oo
221 Teksti . . . . . ...
2.2.2 Liukuva piste . . .. .. .. ... .. ... ...

2.3 Erikoistoimintoja . . . .. .. .. L oo

2.4 Huomioitavia asioita Geonext:ssd . . . . . .. .. ... .. ..

Geonext-laskutoimituksia

3.1 Algebra . . . . ...

3.2 Vakiot . ... ... ..

3.3 Geometriset funktiot . . . . .. ..o o000

3.4 Trigonometriset funktiot . . . . .. .. ...

3.5 Derivointi . . . .. ..o

3.6 Integrointi . . . . . . . ... ..o

3.7 Geonext-ohjelmointia . . . . . ... ..o
3.7.1 Vertailu-operaattorit . . . . .. .. .. ... ... ...
3.7.2 Relaatio-operaattorit . . . . . ... ... ... .....

Geometrian peruskisitteitd ja niiden kiytto Geonext:ssi

4.1 Geometrian historiaa . . . . . ... ... ... ...

4.2 Piste, taso jasuora . . . . .. ..o

4.3 Jana ja puolisuora . . . . .. ... ..o

4.4 Leikkaavat ja yhdensuuntaiset suorat . . . . .. ... ... ..

4.5 Kulma ja kulmanpuolittaja . . .. .. .. ... .. ... ...

4.6 Suoran normaali. . . . . .. .. ..o oL

A7 Ympyra . ... e

4.8 Monikulmio, kolmio ja suunnikas . . . . . ... ... ... ..

10

13
13
14
15
15
16
16
17
17
17



4.9 Tason yhtenevyyskuvaukset . . . . . ... ... ... .....
Kuvaajat Geonext:lla
5.1 Funktion kuvaaja . . . . . . ... .. oL
5.2 Parametrimuotoinen kiyra . . . . . . ... ...
53 Paikka . . .. ..o
5.4 Dynaaminen funktion kuvaaja . . . . . .. ... ... ... ..
Geometrian harjoitustehtavia
6.1 FEtdisyydet ja kulmat . . . ... ... ... ... ... ...
6.1.1 Etéisyydet . . . . . ... oo
6.1.2 Kulmien nimityksid . . . . .. ... ..o
6.2 Ympyrd . . . . ...
6.2.1 Ympyrddn liittyvid kulmia . . . . .. ... 0000
6.2.2  Ympyrd ja monikulmio . . . . .. ...
6.2.3 Ympyrd ja tangentti . . . .. ... L.
6.2.4 Hippokrateen kuunsirpit . . . . . . .. ... ... ...
6.3 Kolmiot . . . .. ... ..
6.3.1 Kolmion ominaisuuksia . . . . . . ... ... ... ..
6.3.2 Pythagoraan lause . . . .. ... ... ... ......
6.3.3 Kolmion merkilliset pisteet . . . . . .. ... ... ...
6.3.4 Napoleonin kolmiot . . . . . . .. ... ...
6.3.50 Eulerin suora ja Feuerbachin ympyra . . . .. .. ...
6.3.6 MenelausjaCeva . . . . . .. .. ... ... ...
6.4 Yhtenevyyskuvaukset . . . . .. ... L0000
Muita matematiikan harjoitustehtivia
7.1 Funktiot ja yhtalot sekd polynomifunktiot . . . . . . ... ..
7.1.1 Yhtaloita ja funktioita . . . . . . . ... ...
7.1.2 Paraabeli . .. .. .. ... .
7.2 Analyyttinen geometria . . . . . . . ...
7.2.1 Tasonsuora . . . . .. . ... ...
7.2.2 Lineaarinen optimointi . . . . . . . .. .. .. ... ..

7.2.3 Toisen asteen kdyrat . . . . . ... ... ...

31
31
32
32
32

37
37
37
38
39
39
40
40
40
41
42
42
43
46
48
49
51



7.3 'Trigonometria . . . . . ... ...
7.3.1 Funktiot ja kuvaajat . . .. .. ...

7.3.2  Vinokulmaisen kolmion ratkaiseminen
8 Lopuksi
Kirjallisuutta
Liite 1: Harjoitustehtavien ratkaisut

Liite 2: CD

59

61

64

64



1 Johdanto

Tutkielma kisittelee matematiikkaohjelmaa, Geonext:ié, joka antaa mahdol-
lisuuden hahmottavampaan ldhestymistapaan geometrian opetuksessa. Geo-
metrian lauseista ja ilmidistd voidaan piirtdd dynaamisia kuvakonstruktioi-
ta, jolloin huomataan, ettd tutkittava asia (esimerkiksi kehikulman ja sita
vastaavan keskuskulman suhde) pysyy vakiona. Havaintojen jilkeen voidaan

laatia matemaattinen perustelu ilmiolle.

Ohjelma soveltuu parhaiten peruskoulun yldkouluun ja lukioon. Ohjelman
avulla oppilaat voivat itse tehda konstruointitehtdvia tai jos asia on enem-
méan aikaavievi, havainnollistus voidaan kidydi opettajajohtoisesti. Ohjelma
soveltuu myd6s pelkkien kuvien piirtdmiseen. Ohjelman avulla voidaan piir-
tad helposti esimerkiksi tasasivuinen kolmio ja liittda se vaikka koepaperiin.

Tamén tutkielman kaikki kuvat on piirretty Geonext:ll4.

Tutkielman péadtarkoituksena on ollut esitelli Geonext:n kiyttémahdolli-
suudet matematiikan opetuksessa seki koostaa asiaan liittyvda materiaalia.
Tekijé on luonut 50 kappaletta harjoitustehtivid ohjelmaan liittyen, Geonext-
sovellukset (sihkdinen materiaali) harjoitustehtéviin ja koonnut sovellukset
lisiksi omalle www-sivustolleen. Tutkielman kappaleet 6 ja 7 kasittelevit pel-
kistaan harjoitustehtavia.

Toisena lahtokohtana on ollut antaa opettajalle virikkeitd tydskennelld
ohjelman avulla siten, ettd hanelld olisi mahdollisuus tehdd myds itse lisima-
teriaalia tulevaisuudessa. Tamén takia tutkielman alkupuoli keskittyy melko
laajasti Geonext-ohjelman ohjeistukseen kappaleissa 2-5. Tekijd on pyrkinyt
kirjoittamaan Geonext-ohjeistuksen siten, etté se ei olisi liian teknistd ja sil-
14 ajatuksella, ettd kenellikddn ei olisi suurta kynnystd ldhted kiyttadm&in
ohjelmaa.

Liséksi tutkielma sisdltdd geometrian peruskésitteiden terminologiaa ja
niiden kuvailuja, harjoitustehtéviin liittyvid lauseita sekd geometriaan liit-
tyvaa historiaa. Harjoitustehtavit 10ytyvat tutkielman varsinaisilta sivuilta
ja vastaukset niihin liitesivuilta. Kaikki tutkielman sdhkoinen materiaali 16y-
tyy liite-CD:1t4 ja tutkielman tekijén kotisivuilta http://users.utu.fi/auhovi/.

Vaikka lukija ei padsisikddn késiksi sihkoiseen materiaaliin, liitesivuilta voi-



daan ndhda kaikista harjoituksista ndyténkaappauskuvat.

Liite-CD:n s@hkdinen materiaali on sekd ohjelman omassa gxt-
tallennusmuodossa ettd html-muodossa. Geonext:n gxt-tallennusmuotoja
voidaan tarkastella vain Geonext-ohjelmalla, mutta html-tiedostojen tarkas-
telemiseen riittaéd internetselain (esimerkiksi Mozilla Firefox). Molemmissa
tapauksissa tietokoneessa tulee kuitenkin olla asennettuna Java-tuki. Ohjeet
asennuksiin tulevat kappaleessa 2.1 Yleistd Geonext-ohjelmasta.

Paildhteind on kéytetty lukion geometrian kirjaa Matematiikan tai-
to 3 [22], Geonext-opasta Geonext fir Finsteiger [2| sekd www-sivua
hitp:/ /www.suensaari.tornio.fi/geonext/index.php [4]. Muita tarkeita 1&htei-

td ovat olleet muut lihdeluettelon lukion kirjat.



2 Geonext-ohjelma

2.1 Yleistid Geonext-ohjelmasta

Geonext on helppokiyttoinen matematiikkaohjelma, joka antaa uudenlaisia
havainnollistamistapoja matematiikan opettamiseen ja oppimiseen erityises-
ti geometrian osa-alueella. Yksinkertaisesta ulkoasustaan huolimatta, Geo-
next on yllattdvan monipuolinen ohjelma. Ohjelma on kehitetty Bayreuth’'n
yliopistossa, Saksassa, ja se on saatavilla ilmaiseksi 26 eri kielelld. Geonext
perustuu siis avoimeen ldhdekoodiin eli se on kaikille ilmaiseksi ladattavissa
oleva ohjelma internetissi. Geonext:id voidaan kiyttda kouluissa itsendisenéd
ohjelmana yksittéisille koneille ladattuna tai online-versiota suoraan inter-
netistd. Ohjelma on Java-pohjainen, jolloin Geonext:id kiytettiessa tietoko-
neessa tulee olla asennettuna Java-tuki.

Geonext:n suomenkielisen version asentaminen kotikoneelle onnistuu jo-
ko sivulta http://geonext.uni-bayreuth.de/ (valitse "Finnish” sivun oikeasta
laidasta) tai lataamalla se oheiselta liite-CD:1td. Vaihtoehtoina ovat kiyt-
tojarjestelmat Windows, Linux tai Mac OS X. Ohjelmasta voidaan kiyttai
my6s online-versiota, jonne paisee esimerkiksi edelld mainitulta www-sivulta
kohdasta ”Aloita Geonextin Online-versio!”. Java-tuen voi ilmaiseksi ladata

sivulta http://www.java.com. [3] [4] [5]

2.1.1 Ohjelman esittelya

Geonext:n peruskdytté on mahdollista ilman ohjelman erityispiirteiden tun-
temusta. T&lloin ei kuitenkaan pdasti késiksi tdydellisesti Geonext:n tarjoa-
miin monipuolisiin ominaisuuksiin. Téssa kappaleessa esitellidn Geonext:n
tyokalurivit ja valikot, jotta mychemmissd kappaleissa voidaan antaa yksi-
tyiskohtaisempia ohjeita eri toimintoihin. Lisiksi tissa kappaleessa on esitelty
muutama yleinen Geonext-toiminto tydkaluriviston esittelyn ohella.
Kappaleessa 3 esitelldin Geonext:n mahdollistamia laskutoimituksia ja
kappaleissa 4 ja 5 tarkemmat ohjeistukset geometrian tyokaluihin. Perustoi-
minnot on kirjoitettu ohjelman Ohje-sivujen ja saksankielisen teoksen, Geo-

next fiir Einsteiger, avulla, joka on kahden Geonext-ohjelman kehittdjan kir-



joittama opas Geonext:n kiyton alkeisiin. [2]

Kuva 1: Geonext-ohjelmaikkuna

- AGEONE - | h«'ﬂ_@.ﬁ

Tiedosto Muokkaa Maytd Taulu  OQhbjektit  lkkuna H

Dal® & 95¢ & & *

¥ Taulu1 E

£

A

hea s 2AaNON -

r:h
m

[k Koko 540 x 445  Suurennus 100 %

Y m oW e ¥ LA

2.1.2 Tyokalurivit ja valikko

Yksinkertaisesta ulkoasustaaan (kuva 1) huolimatta Geonext on yllatta-
vin monipuolinen matematiikkaohjelma. Y1haélld olevasta ohjelmaikkunasta
nihddan kolme erillistd tyokalurivid. Ylarivi sisaltdd ohjelman peruspainik-

keet: Uusi taulu, Avaa, Tallenna, Tulosta taulu, Kumoa, Tee uudelleen, Jdd-

4



dytd, Sulata sekd Ohje. Muut toiminnoista oletetaan tutuiksi paitsi Jaddyta
ja Sulata.

Jaadyta ja Sulata ovat toimintoja, joiden avulla konstruktioita voidaan
paikallisesti tallentaa rakentamisen eri vaiheissa. Kun klikataan painiketta
Jaadyta, kaikki sithen mennessd tehdyt objektit, niiden ominaisuudet ja si-
jainnit tallennetaan. Jos jaddyttdmisen jilkeen lisdtddn, poistetaan tai ob-
jektien ominaisuuksia muutetaan, ndma muutokset havidvit klikkaamalla
Sulata-painiketta, ja palataan tilaan joka oli ennen kuin klikattiin Jaadyté-
painiketta. Joka kerta kun klikataan Jaddyté-painiketta, sen hetkinen tila
tulee voimaan eivitkd vanhat jaddytykset ole endd voimassa.

Vasen pystyrivi siséltdd oletusarvoisesti Geonext:n perustyokalut: Siirrd,
Piste, Suora, Ympyrd, Nuoli, Monikulmio, Funktion kuvaaja, Madritd pituus,
Yhdistd ryhmdksi, Merkitse kulma ja Nimed vudelleen. Tama vasemmassa
laidassa oleva lista paivittyy aina sen mukaan, mitéd tyokaluja on viimeiseksi
kiytetty. Ndiden tyokalujen avulla Geonext:ssd padsidantoisesti tyoskennel-
laan.

Alin tyOkalurivi sisdltdd Geonext:n yleistyokaluja: Objektien ominaisuu-
det, Poista, Suurennos 100%, Kaikki objektit, Suurenna, Pienennd, Suuren-
nusosa, Stirrd, Naytd/Piilota koordinaatisto, Naytd/Piilota ruudukko ja Ke-
hysta.

Objektien ominaisuudet -painikkeesta pédstadn kisiksi monenlaisiin
ominaisuuksiin. Ominaisuuksiin on syyté kiinnittda huomiota, kun halutaan
selkeitd havainnollisia kuvia, joissa ei ole turhia viliaikaisia apukuvioita né-
kyvissé. Tarkeda objektien ominaisuuksia muuttaessa on muistaa aina aluksi
valita haluttu objekti, jotta padstidn kyseisen objektin ominaisuuksiin.

Eri objekteilla on melko erityyppisid ominaisuuksia. Téllaisista ominai-
suuksista mainitaan aina siind kohtaa kun se on oleellista. Esimerkiksi yksi
erikoisemmista ominaisuuksista on ympyroiden leikkauspisteiden "Néyta ra-
kentuminen” -ominaisuus. Se ikddn kuin matkii harpilla piirtdmista. Siitd
on kuva 2 seuraavalla sivulla. Myos taulun ominaisuuksia (Taulu > Taulun
ominaisuudet) péadstddn muokkaamaan, esimerkiksi objektien nimien font-
tikokoa seké koordinaatiston ja ruudukon eri ominaisuuksia.

Kehystad on toiminto, kun objektit halutaan asettaa tarkasti paikoil-



Kuva 2: Nayta rakentuminen-ominaisuus
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leen. Toimintoon tarvitaan aina pohjalle ruudukko. Kehystd toiminnon ol-
lessa paalla, ruudukko muuttuu punaiseksi ja pisteet kiinnittyvit ainoastaan
ruudukon viivojen pédlle. Pisteet saadaan asetettua hyvinkin tarkasti pai-
koilleen, jos kiytetddn lisaksi Geonext:n suurennustyokaluja. Geonext:n nor-
maalitilaan paastdan jilleen, kun klikataan uudestaan Kehysta-painiketta.

Y1hailla olevista valikoista 16ytyy: Tiedosto, Muokkaa, Néiytd, Taulu, Ob-
jektit, Ikkuna sekd Geonext-logo. Niiden valikkojen alta 16ytyy kaikki tallen-
tamiseen, muokkaamiseen, taulun suurentamiseen, taulun ja objektien omi-
naisuuksiin, ikkunoiden jirjestamiseen sekd ohjeistukseen tarvittavat tiedot
eiké niita esitelld tAmin enempéd.

Kaikki Geonext:n geometrian tyokalut, jotka l6ytyvit kokonaisuudessaan
valikon Objektit alta, esitellain kappaleessa 4 yksityiskohtaisesti. Samoin
kuvaajien piirtdmiseen liittyvat tyokalut esitellidn esimerkein kappaleessa 5.
Aina kun esitellidin uusi Geonext-objekti, sithen viitataan seuraavanlaisel-
la ohjeistuksella. Esimerkiksi Jana 16ytyy valikon Objektit alta seuraavasti:
Objektit > Suorat > Jana.

2.2 Tarkeita tyokaluja

Geonext:n kaksi tarkedd perustyovilinettd ovat Teksti ja Liukuva piste (engl.

Slider). Késitelldén ne seuraavaksi.

2.2.1 Teksti

Teksti-tyokalu ei tarkoita pelkkdd tekstin kirjoittamista Geonext-taululle
vaan silld voidaan suorittaa myos laskutoimituksia. Tyokalulla on toisin sa-
noen kaksi tdysin erilaista merkitystd. Kun halutaan kirjoittaa tavallista teks-

tid taululle, tyokalusta 16ytyy valmiiksi painikkeet merkeille: kulma (<), yla-
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viiva (A), nuoli (@), nelidjuuri (y/7), yldindeksi/potenssi (z?), alaindeksi (z)
sekd kreikkalaiset aakkoset («, [, ...). Niiden avulla kuvista saadaan havain-
nollisempia ja kaavojen kirjoittaminenkin onnistuu paremmin.

Laskutoimitukset suoritetaan niin sanotun GEONExT-Algebra-
Systeemin (G.A.S) avulla, joka on integroitu Geonext:iin. Laskutoimituksen
voi suorittaa tyokalun Teksti avulla siten, ettéd klikkaa ensin painiketta Kaa-
va, jonka jdlkeen kirjoitetaan haluttu laskutoimitus "<value> < /value>”
komentojen véliin. Esikatselulla voidaan varmistaa laskutoimituksen lasket-
tavuus. Klikkaamalla "Kaytd”, saadaan laskutoimituksen tulos dynaamisena
tekstind taululle.

Geonext tarjoaa monia erilaisia operaattoreita, funktioita ja vakioita, joi-
den avulla voidaan laskea matemaattisia laskutoimituksia. Esimerkiksi pis-
teen x-komponentin arvo "X (piste)”, luonnollinen logaritmi "Log(a)”, tangent-
ti "Tan(a)” ja pii "Pi”. Niistd lisdd kappaleessa 3.

Yleensé havainnollisinta on kirjoittaa sekd Geonext-tekstid ettd Geonext-
laskutoimitus samaan aikaan Geonext-taululle. Katso esimerkki kuvasta 3.
Riville on kirjoitettu "Laske <sqrt>4< /sqrt> = <value>Sqrt(4)</value>",
jolloin rivin vasen puoli on Geonext-tekstida ja oikea puoli Geonext-
laskutoimitus. Huomaa, ettd pikapainikkeilla saadaan neliGjuurimerkki ja
kaava-ominaisuus, jolloin ei tarvitse tietdéd kuin nelijuurifunktion kirjoitus-
tapa "Sqrt()”.

2.2.2 Liukuva piste

Liukuva piste (Objektit > Pisteet > Liukuva piste) tarkoittaa siti,
ettd jokin piste on sidottu tiettyyn objektiin, jossa piste ainoastaan voi liik-
kua. Tavallisista pisteistd saadaan myd6s liukuvia pisteitd, kun ne klikataan
suoraan toisen objektin péille, esimerkiksi ympyran kehille. Liukuvan pis-
teen tunnistaa siitd, ettd piste on keltainen. (Normaalit pisteet ovat punai-
sia).

Pistettd voidaan liikuttaa nuoli-tydkalulla, jolloin ndhdién liukuvan pis-
teen liikerata. Liukuva piste voidaan asettaa suoralle, ympyrille, funktion

kuvaajalle tai jopa monikulmion piirille. Kun liukuva piste sidotaan monikul-
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Kuva 3: Tekstit ja laskutoimitukset
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mion piiriin, objektien ominaisuuksista Tyyli-kohdasta Monikulmio-ruutu

klikataan aktiiviseksi.

2.3 Erikoistoimintoja

RYHMAT. Tydkalulla Ryhmst (Objektit > Ryhmdt) voidaan yhdistéid
pisteitd ryhmiksi. Tdméa on ominaisuus, jonka avulla pystytdan koko ryh-
mén pisteitd liikkuttamaan samanaikaisesti. Laita tyokalu Yhdistd ryhmé
aktiiviseksi, klikkaa haluamasi pisteet ryhmaéén ja klikkaa vield toisen kerran
jo ryhméssé olevaa pistetté, jolloin saat ryhmén lukittua. Ryhmaéa-ominaisuus
saadaan poistettu vastaavasti Poista ryhma -tyokalulla.

ERIKOISOMINAISUUDET. Geonext:n erikoisominaisuudet (Objektit
> Erikoisominaisuudet) ovat: Nimed uudelleen, Ndytd /Piilota nimi,
Piilota, Luonnos ja Jilki. Kun objekteja nimetdédn uudelleen, Geonext
osaa valttdd ongelman, ettd kaksi objektia olisi nimettynd samalla nimel-
la. Geonext nimeéd tidllaisessa tapauksessa toisen objektin automaattisesti.
Objektien nakyvia nimid voidaan helposti piilottaa ja uudelleen tuoda esille
Néyté /Piilota nimi-toiminnolla. Piilota-toiminta taas piilottaa seki objektin
nimen ettd koko objektin. Télla saadaan appleteista turhat objektit helposti
piilotettua.

Luonnos-tyokalulla voidaan asettaa objekteja toissijaiseksi. Talloin ne
muuttuvat vaaleanharmaiksi. Luonnos-tila saadaan taas normaali-tilaksi ob-
jektien ominaisuuksista klikkaamalla "Nayta objekti luonnosmuodossa’-rasti
pois. Jalki-toiminto merkitsee objektin reitin erillisené jilken&, aina kun ob-
jektia siirretdan. Jalki-toiminnon saa péille ja pois paaltd klikkaamalla ob-
jektien ominaisuudet kohdasta Nayta jalki-rastia.

ANIMAATIO-ominaisuus. Liukuviin pisteisiin voidaan liittd4 animaa-
tio. Jotta animaation saisi péille, pitdd objektien ominaisuuksista vélileh-
tikohdasta Tyyli klikata ”Animoitu”-kohta aktiiviseksi. Samasta kohtaa voi-
daan my0s madratd mihin suuntaan animaatio liikkuu tai ndkyyko pisteen
koordinaatit pisteen liikkuessa. Animaatio saadaan péaélle Aloita animaa-
tio (Objektit > Animaatio > Aloita animaatio). Ja vastaavasti Pysdy-

td animaatio (Objektit > Animaatio > Pysdytd animaatio).
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RAKENTAMISEN VATHEET. Geonext:ssd on toiminto Rakentamisen
vaiheet (Taulu > Rakentamisen vaiheet), jolla ndhdain kaikki objektei-
hin tehdyt vaiheet siind jarjestyksessa kun ne ovat tehty. Sen avulla on helppo

jalkikateen katsoa piirroksen rakentamisen kulku.

2.4 Huomioitavia asioita Geonext:ssa

o Geonext:ssd kiytetddn desimaalilukuja annettaessa desimaalipistettd

eikd desimaalipilkkua. Esim. 5.3.

e Jos klikkaamassasi objektissa (esim. suora) on useita objekteja padl-
lekkéin (esim. piste, suora) piirrettdessé jotain uutta objektia, Geonext
kysyy aina mitd objektia klikatessasi tarkoitat. Varmistus tehdaan klik-

kaamalla valintaikkunasta haluttua objektia. Katso Kuva 4.

e Muuttuja x kirjoitetaan pienelld alkukirjaimella. Esim. funktiota maé-

ritettdessd y = 2x x + 1

e Funktiot ja vakiot kirjoitetaan isolla alkukirjaimella. Esim. Sin(2 * x)
tai Pi.

e Trigonometriset funktiot antavat radiaani-arvoja laskutoimituksissa,

mutta madrittdd kulmat asteina tyokalulla Maaritd kulma.

e Kulmia voi syottdd sekd radiaaneina ettd asteina. Esim. 90 astetta tai
Pi/2.

e Dynaamisuutta 16ytyy kaikista geometrian objekteista! Liikuttamalla
pisteitd, voidaan muuttaa pituuksia ja suuntia, jolloin ndhd&aan lasku-

toimitusten arvojen muuttuminen reaaliajassa.

e Geonext:n Ohje-painikkeesta 16ytad tarvittaessa pika-apua englanniksi

lahes kaikkeen mitd Geonext:ssa voi tehda.

e Jos objektien nimiin halutaan kreikkalainen aakkonen kirjoitetaan ne

tyylilla: ”&alpha;”, "&beta;”, ”&gamma;”.
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e Geonext:n oma tallennusmuoto on "gxt’-tiedosto, jonka saa vain Geo-
next:lla auki. Muita mahdollisia tallennusmuotoja ovat: html, png,

diaesitys ja svg.

e Geonext:ssd on myds valmiina "Ota ndytonkaappauskuva’-toiminto, jol-
loin nadytonkaappaus tehdain vain Geonext-taulusta. Naytonkaappaus
voidaan liittaa esimerkiksi Word-dokumenttiin normaalista toiminnolla

"Liita” (Ctrl + V).

e Kun halutaan tehdd html-tiedostaja (Tiedosto > Vie > HTML),
kannattaa samalla tallentaa my6s 'GEONEXT-arkisto’ (Tallentami-
sen ominaisuudet > Tallenna GEONEXT-arkistoksi), jolloin Geonext-
appletit voidaan avata suoraan tallennetusta kansiosta www-selaimen

avulla. Kansioon muodostuu talléin geonext niminen jar-tiedosto.

Kuva 4: Piste vai suora

A

Piste A

Suoraa
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3 Geonext-laskutoimituksia

Téssé kappaleessa on esitelty kaikki tdrkeimmét Geonext:n toimintoihin kuu-
luvat laskutoimitukset. Ne on luokiteltu aihepiirin mukaan seitsemaén ala-
kappaleeseen ja laskutoimitusten kiskyt ovat esitetty taulukoiden avulla.

Taulukon ensimméinen sarake kertoo aina Geonext-kiskyn. [2] [3]

3.1 Algebra

Peruslaskutoimituksiin kdytetddn plus-, miinus-, kerto- ja jakomerkkid. Geo-
next:114 voidaan laskea my0s desimaaleja, jolloin pitda kiyttad desimaalipis-
tettd. Geonext antaa desimaaliluvut kahden desimaalin tarkkuudella. Lasku-
jarjestyksessd noudatetaan normaalia jarjestysta eli kerto- ja jakolasku suo-
ritetaan ennen yhteen- ja vihennyslaskua. Laskujarjestykseen voidaan vai-
kuttaa suluilla, jolloin sulkujen sisilld olevat laskutoimitukset suoritetaan

ensimmaisena.

Geonext:ssd voidaan suorittaa myods eksponentti-, nelidjuuri- ja loga-
ritmilaskuja. Naitd voidaan kiyttdd myos funktion kuvaajia piirrettdessa.
Lisdksi Geonext:std 16ytyvit itseisarvon, maksimin, minimin ja etumerkin

palauttavat funktiot.

13



Geonext-kasky Selitys Esimerkki

+ Yhteenlasku 5+2

— Véhennyslasku 6—2.5

* Kertolasku 4% (241)

/ Jakolasku 10.5/2

Pow(a,m) Eksponentti Pow(2,3), Pow(z,2)
a’'m Eksponentti 2°3, 72

Sqrt(a) Neligjuuri Sqrt(4), Sqrt(xz/3)
Exp(a) e”(a) Exp(2), Exp(2 * x)
Log(a) Luonnollinen logaritmi Log(3), Log(z)
Abs(a) a:n itseisarvo Abs(—4)

Maz(al, ..., aN) Joukon (al,...,aN) suurin luku Max(5, -2, 3)
Min(al, ..., aN) Joukon (al,...,aN) pienin luku  Min(—1, —5,0)
Sign(a) a:n etumerkki Sign(—8)

3.2 Vakiot

Geonext:sté 16ytyvit vakiot matemaattiset vakiot pii (Geonext-arvo 3.14) ja
Neperin luku (Geonext-arvo 2.72). Lisdksi ohjelmasta 16ytyvét totuusarvot
tosi ja epdtosi. Namé tulevat esille ensimmaistd kertaa yhdensuuntaisuus-
ja kohtisuoruusfunktioissa (kappaleessa 3.3), jolloin funktiot palauttavat
totuusarvon. Totuusarvot tulevat enemmén esille "Geonext-ohjelmoinnissa”,
kun késitellddn vertailu- ja relaatio-operaattoreita. Huomaa myo6s, etta

kisky £~ (a) tarkoittaa samaa kuin Exp(a).

Vakio Selitys Merkki
Pi Pii T

E Neperin luku e

True Totuusarvo "tosi”

False Totuusarvo “epétosi”
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3.3 Geometriset funktiot

Geometriset funktiot vaativat syotteiksi geometrisia objekteja (eli taululle
piirrettyjé pisteitd, suoria, janoja tai ympyroitd). Alla olevasta taulukosta

nahdadn kaikki Geonext:n geometriset funktiot selityksen ja esimerkin

kanssa.
Funktio Selitys Esimerkki
X (piste) Pisteen x-arvo X(A)
Y (piste) Pisteen y-arvo Y (B)
Dist(pistel,piste2) Pisteiden vélinen etéisyys Dist(A, B)
L(jana) Janan pituus L(a)
R(ympyra) Ympyrin side R(k_a)

Deg(pistel,piste2,piste3) Pisteiden médr. kulma, aste Deg(A, B, C)
Rad(pistel piste2,piste3) Pisteiden médr. kulma, rad  Rad(A, B, C)
Par(suoral,suora2) Suorien yhdensuuntaisuus  Par(a,b)

Ortho(suoral,suora2) Suorien kohtisuoruus Ortho(a,b)

Objektien ominaisuudet kohdasta ndhd&ain kaikki Geonext objektien ni-
met, jos niitd ei ole nimetty erikseen nikyviin Geonext-taululle. Geonext
nimedd automaattisesti kaikki objektit sitd mukaa kun niité lisdtddn taulul-
le. Pituudet méaritellddn Geonext-yksikkoind. Kulmat saadaan asteina tai
radiaaneina tilanteen mukaan. Yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus funktiot
palauttavat arvon TRUE tai FALSE.

3.4 Trigonometriset funktiot

Geonext:ssd voidaan kiyttda alla olevia trigonometrisid funktioita. Lasket-
taessa funktioiden arvoja, Geonext palauttaa arvon radiaaneina. Argumen-

tiksi voidaan myo6s syottdda geometrisid objekteja.

15



Funktio Selitys Esimerkki
Cos(argumentti)  Kosini Cos(P1i)
Cot(argumentti) Kotangentti Cot(90)
Sin(argumentti) Sini Sin(2 = Pi)
Tan(argumentti)  Tangentti Tan(X(A))

ACos(argumentti)  Arccos
ASin(argumentti)  Arcsin

ATan(argumentti) Arctan

3.5 Derivointi

Geonext:ssi voidaan derivoida kiiskyn D avulla lauseke minké tahansa muut-

tujan suhteen. Voidaan mééritelld derivointikertojen maérd (n) sekd laskea

derivaatan arvo kun muuttujalle, jonka suhteen derivoidaan, méaaratiaan

jokin arvo. Alla olevasta taulukosta ndhdaan Geonext:n eri derivointikaskyt.

Kasky

D(lauseke, muuttuja)

D(lauseke, muuttuja, n)

(
D(lauseke, muuttuja)/.muuttuja->arvo
(

D(lauseke, muuttuja, n)/.muuttuja->arvo

Esimerkiksi kisky D(Sin(z),z,2)/.x— > Pi/2 palauttaa arvon —1.

3.6 Integrointi

Integrointi tapahtuu kiskyn Int avulla minki tahansa muuttujan suhteen.

Integraali voidaan myos laskea jos muuttujalle, jonka suhteen integroidaan,

annetaan tietty arvo. Alla olevasta taulukosta nihddén integrointikéskyt.

Kasky

Int(lauseke, muuttuja)

Int(lauseke, muuttuja)/.muuttuja->arvo
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Esimerkiksi kisky Int(Sin(z),x)/.x— > Pi palauttaa arvon 1.

3.7 Geonext-ohjelmointia
3.7.1 Vertailu-operaattorit

Vertailuoperaattorit vertailevat kahta annettua argumenttia ja palauttaa

"1=" palauttaa

joko arvon "True” (tosi) tai "False” (epitosi). Operaattori
arvon "False” jos kaksi vertailtavaa arvoa ovat yhtd suuria. Geonext:ssd on

seuraavat vertailuoperaattorit.

Operaattori Selitys
argumenttil == argumentti2 Yhtasuuri
argumenttil > argumentti2 Suurempi kuin

argumenttil >= argumentti2 Suurempi tai yhtadsuuri kuin
argumenttil < argumentti2 Pienempi kuin
argumenttil <= argumentti2 Pienempi tai yhtisuuri kuin

argumenttil != argumentti2  Erisuuri

3.7.2 Relaatio-operaattorit

Geonext:ssa voidaan késitella relaatio-operaattoreita AND ja OR. seké ehto-
lausetta IF.

Operaattori Selitys

And(argumenttil, ... , argumenttiN)  Looginen JA
argumenttil && ... && argumenttiN Looginen JA
Or(argumenttil, ... , argumenttiN) Looginen TAT
argumenttil ||...|| argumenttiN Looginen TAI
If(ehto, tosi, epétosi) Ehto-lause

Esimerkiksi And(5>0,3<Pi) palauttaa "True” tai Or(l==1, 2==1) pa-
lauttaa "True”. Esimerkiksi ehto-lause If(5<0,5.3,4.0) palauttaa 4.0.
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4 Geometrian peruskasitteiti ja niiden kaytto

Geonext:ssa

Tassad kappaleessa esitelladn kaikki Geonext:n geometriset objektit niiden
matemaattisten kuvailujen kera. Kuvailut on kirjoitettu lukion kirjojen poh-
jalta, vaikka ne osittain soveltuvat myos peruskoulun tasolle. Joidenkin ala-
kappaleiden lopussa on helppoja harjoitustehtivia tyokaluihin liittyen, jotta
lukijan olisi helppo péaidstd alkuun ohjelman kanssa. |6] [8] [22]

4.1 Geometrian historiaa

Geometrian historia alkaa antiikin kreikasta. Noin vuonna 300 eKr. Eukleides
kirjoitti padateoksensa Alkeet (kreik. Stoikheia, lat. Elementa), joka on ensim-
maéinen kokonaisesitys geometriasta. Eukleideen Alkeissa lihtokohtana olivat
itsestddn selvind pidetyt perusolettamukset, aksioomat. Aksioomien avulla
todistettiin jopa 467 geometrista lausetta. Eukleideen geometria, jota kut-

sutaan euklidiseksi geometriaksi, on vield nykypéivinakin loogisesti pateva.
[22] [23]

4.2 Piste, taso ja suora

Piste on geometrian perusobjekti. Kaikkien geometristen kuvioiden voidaan
ajatella muodostuvan pisteista. Pisteelld ei ole pituutta, leveytta tai paksuut-
ta vaan silld on ainoastaan sijainti. Pistettd merkitdén pisteelld (-) tai rastilla
(x). Pisteet nimetéén isoilla kirjaimilla, esimerkiksi piste A.

Taso koostuu pisteista. Pisteet tayttavit tason tasaisesti siten, ettd tason
mikddn piste ei ole erityisasemassa muihin pisteisiin ndhden.

Tason suora on ddreton jérjestetty joukko pisteitd. Kahden pisteen kautta
voidaan piirtdé tarkalleen yksi suora. Suoraa merkitdan pienelld kirjaimella,
esimerkiksi suora [. Suora voidaan nimetd myos sen méadrddmien pisteiden

avulla, esimerkiksi suora AB.

Harjoitustehtdva 1 (Piste ja suora). Piste ja suora Geonext:lla. Tamdn

harjoituksen mydtd tulee esille hyddyllisii Geonext:n perustoimintoja.
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o Ota uusi taulu.

o Lisia tauluun koordinaatisto ja ruudukko. (Taulu > Naytd/Piilota

koordinaatisto, Taulu > Naytd/Piilota ruudukko)
e Siirrd koordinaatiston origo keskemmdlle. (Taulu > Siirrd)

e Piirrd pisteet A ja B haluamaasi kohtaan. (Objektit > Pisteet >
Piste)

e Piirrd suora AB klikkaamalla pisteiti A ja B. (Objektit > Suorat >

Suora)
o Siirrd pisteitd A ja B. (Objektit > Siirrd)

o Tutkr miten pisteiden sijainti vaikuttaa suoraan.

GEONEXT PISTE (z,y). Piste voidaan asettaa koordinaatistoon myos
pisteen koordinaattien avulla. Haluttu piste saadaan koordinaatistoon tyo-
kalulla (x,y)-piste (Objektit > Pisteet > (x,y)-piste). Kirjoita avau-
tuvaan ikkunaan koordinaattien x ja y arvot. Jos arvoissa on desimaaleja,
muista kirjoittaa ne desimaalipisteen avulla. Klikkaa painiketta K&yta, jol-
loin saat pisteen ndkyviin taululle. Tadmén jalkeen voit lisdtd koordinaatis-
toon uusia pisteitd tai sulkea ikkunan.

Koordinaatteja voidaan kirjoittaa myds kaavojen avulla. Esimerkiksi
jos taulussa on jo aikaisemmin piirrettyja pisteitd, niin ndiden x- ja y-
koordinaatteja voidaan kiyttdd kiaskyllda X(piste) ja Y(piste). Pisteitd voi-
daan madritd myos funktioiden avulla. Esimerkiksi kiiskyilld Sqrt(5), Exp(2)

tai Sin(3), jotka tarkoittavat vastaavassa jirjestyksessi v/5, €2 ja sin(3).

4.3 Jana ja puolisuora

Jana on kahden pisteen vilinen suoran osa. Suoralla oleva piste jakaa suoran

kahteen osaan, joita kutsutaan puolisuoriksi. Janan keskipiste maaritellaan
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seuraavasti. Olkoot janan péitepisteet P(x1,y1) ja Q(xe,ys2). Tilléin janan

keskipisteen koordinaatit (z,,, y,) ovat

1 ) 1
Tn=g(ita) Ja Y=g+ ye).

GEONEXT JANA JA PUOLISUORA. Jana voidaan piirtda Geonext:l1&
tyokalulla Jana (Objektit > Suorat > Jana). Jana muodostuu kahden
madratyn pisteen vilille. Samoin saadaan puolisuora (Objektit > Suorat
> Puolisuora). Ensimméinen méaratty piste on puolisuoran alkupiste.

GEONEXT JANAN KESKIPISTE. Geonext:ssé keskipiste voidaan maa-
rittdd suoraan janalle tai kahden pisteen vilille. Keskipisteen méérittdminen
janalle on hyvin yksinkertaista. Otetaan tyokalu Keskipiste (0bjektit >
Pisteet > Keskipiste) ja klikataan janaa mistd kohtaa tahansa, jolloin
janalle ilmestyy sen keskipiste. Kun halutaan maérittaéd keskipiste joidenkin
kahden pisteen vilille, pisteet voivat olla uusia tai vanhoja (ja ne voidaan
valita vaikka ympyran kehélta).

GEONEXT PITUUDEN MAARITTAMINEN. Geonext:ssi on muuta-
mia valmiita laskutoimitusmahdollisuuksia. Yksi ndistd on Maarita pituus
(Objektit > Tekstit ja laskutoimitukset > Mi&ritd pituus). Se toi-
mii klikkaamalla kahta pistetté, janaa tai suoraa. Kun klikataan suoraa, niin
pituus maéaidritetddn niiden pisteiden vililtd, jotka madrddvat suoran. Maa-
ritetty pituus ilmestyy taululle dynaamisena tekstiné, joka tarkoittaa sité,
ettd pituuden arvo muuttuu pisteita liikuttamalla. Yleisesti kahden pisteen

valistd pituutta merkitddn |AB].

4.4 Leikkaavat ja yhdensuuntaiset suorat

Jos kahdella suoralla on yksi yhteinen piste, niin suorat leikkaavat toisensa.
Jos suorilla ei ole yhtiddn yhteistd pistettd, ne ovat keskendin yhdensuuntai-
set. Jos kahdella suoralla on kaksi yhteistd pistettd, niin suorat yhiyvdt eli
ovat samat. Yhdensuuntaisia suoria merkitaan merkilld ||. Esimerkiksi a || b.

Paralleeliaksiooma on yksi euklidisen geometrian perusolettamus. Pa-
ralleeliaksiooman mukaan suoran [ ulkopuolella olevan pisteen A kautta voi-

daan piirtda yksi ja vain yksi suoran [ kanssa yhdensuuntainen suora (kuva
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5).

Yhdensuuntaisuus- eli paralleeliaksiooma on yksi kuuluisimmista mate-
maattisista kysymyksista, jonka todistaminen askarrutti matemaatikkoja an-
tiikkin ajoista 1800-luvun puoliviliin saakka. Téalloin matemaatikot Nikolai
LobatSevski ja Janos Bolyai kehittelivit toisistaan tietdméttd uutta geomet-
riaa, jossa paralleeliaksioomasta luovuttiin. He onnistuivat luomaan uuden

ristiriidattoman geometrisen jirjestelmén, jota kutsutaan epdeuklidiseksi geo-

metriaksi.
Kuva 5: Paralleeliaksiooma m || {
\f\ Suoram
Suora |

GEONEXT YHDENSUUNTAINEN SUORA. Yhdensuuntainen suo-
ra (Objektit > Suorat > Yhdensuuntainen suora) voidaan piirtdd Geo-
next:ll4 siten, ettd ensin klikataan suoraa, jonka kanssa yhdensuuntainen suo-
ra halutaan méaarittaa, ja sitten klikataan pistettd jonka kautta méaaritettava
suora kulkee. Tamé voidaan tehdd myd&s piinvastaisessa jarjestyksessa eli en-
sin klikataan pistettd ja sitten vasta suoraa. Yhdensuuntaisia suoria voidaan
maarittdd myos siten, ettd ne ovat yhdensuuntaisia esimerkiksi janojen tai

puolisuorien kanssa.

4.5 Kulma ja kulmanpuolittaja

Kulma on kahden samasta pisteesté alkavan puolisuoran rajaama tason osa.
Samasta pisteesta alkavat puolisuorat maaraavit kaksi kulmaa. Puolisuorien
alkupiste on kulman kérki ja puolisuorat kulman kylkid. Kulma nimetdan jo-
ko kreikkalaisella kirjaimella, kirkipisteen avulla tai kolmikirjaimisella merk-
kijonolla, jossa keskimmainen kirjain on kulman karkipiste. Esimerkiksi «,
kulma A tai kulma BAC.
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Kulmanpuolittaja on puolisuora, joka jakaa kulman kahdeksi yhta suurek-
si kulmaksi. Kulman puolittajan muodostavat kaikki ne pisteet, jotka ovat
yhté etdalld kulman kyljisté.

GEONEXT LEIKKAUSPISTE, KULMAN MAARITTAMINEN JA
KULMANPUOLITTAJA. Leikkauspiste voidaan merkitd tyokalulla Leik-
kauspiste (0bjektit > Pisteet > Leikkauspiste). Leikkauspiste maé-
ritetddn klikkaamalla kahta Geonext-objektia: suoraa ja suoraa, suoraa ja
ympyrad tal ympyrad ja ympyrad. Leikkauspiste saadaan myos toisella ta-
valla, kun kaksi objektia leikkaavat toisensa. Télloin voidaan tavallisella pis-
teen piirto-ominaisuudella klikata leikkauskohtaa, jolloin taululle piirtyy har-
maanviriset leikkauspisteet. Huomaa, ettd funktion kuvaajia piirrettiessi
leikkauspistettd ei voida méaarittad, koska kyseessd ei ole télloin Geonext-
objekti "Suora” tai "Ympyrd”.

Kulma voidaan méérittdd tyokalulla Maaritd kulma (0bjektit >
Kulmat > Maaritd kulma). Kulma maaritetdan klikkaamalla kolmea pistet-
ta (kylkipiste, kiirkipiste, kylkipiste). Klikattavien pisteiden jarjestykselld on
valid. Geonext:ssid halutun kulman maarittdminen tehddin tason positiivi-
seen kiertosuuntaan (positiiviselta x-akselilta lihtien vastapéiviian). Kokeile-
malla kulman méaarittamistd huomaat kylla, jos méaaritat vaarda kulmaa.

Kulma saadaan puolitetuksi tyokalulla Kulmanpuolittaja (0bjektit >
Suorat > Kulmanpuolittaja). Kuten kulman méérittdmisessdkin, kulman
puolittamisessa klikataan kolmea pistettd (kylkipiste, kirkipiste, kylkipiste).
Téssikin kohtaa jarjestykselld on vélid, joten kannattaa kokeilla, jotta saa
oikean kulmanpuolittajan piirrettya.

GEONEXT KULMAN MERKITSEMINEN JA KULMA SYOTTAMAL-
LA. Kulmat voidaan merkiti tydkalulla Merkitse kulma (Objektit >
Kulmat > Merkitse kulma). Kulman merkitseminen tapahtuu vastaavan-
laisesti kuin kulman maérittdminen. Oletusarvona kulmat nimetdin kreik-
kalaisilla aakkosilla. Kulmat voidaan nimetéd halutulla tavalla kohdasta Ob-
jektien ominaisuudet. Klikkaa ensin haluttua objektia ja ota tdmén jdlkeen
vélilehti Tyyli, johon voit vaihtaa kulman nimen.

Kun halutaan tietyn suuruinen kulma piirtda taululle, tallin kannattaa
kiyttad tyokalua Kulma (Syotd kulma) (Objektit > Kulmat > Kulma
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(Syotd kulma)). Ensin klikataan kulman kérkipiste, jonka jédlkeen toinen
kylkipiste. Tamén jalkeen Geonext:ssd avautuu ikkuna, johon sydtetddn ha-
luttu kulma asteina tai kaavan avulla. Klikkaa vield Kéyté, jolloin saat né-
kyviin pisteen joka olisi toisella kulman kyljelld. Voit halutessasi maarittaa

kulman ja tarkistaa piirtyikoé taululle oikeanlainen kulma.

Harjoitustehtévd 2 (Janat ja kulmat). Piirrd janoja ja puolisuoria siten,
ettd ne myos leikkaavat toisiaan. Merkitse leikkauspisteet. Mddritda purtamie-
st janojen ja puolisuorien kulmat (0bjektit > Kulmat > Mddrita kulma).
Tutk: vield miten pisteiden swrtiminen (Objektit > Siirrd) muuttaa kul-
mien suuruuksia. Puolita myos mdadrittelemidsi kulmia ja mddaritd vudelleen
puolitetut kulmat. Ndin voit varmistua, ettd kulmanpuolittaja todella puolit-
taa kulmat yhtd suurikst kulmiksi. Huomaa, ettd joudut lisGdmddn apupisteen

kulmanpuolittajalle, jotta voit madrittad puolitetun kulman.

4.6 Suoran normaali

Jos kaksi suoraa leikkaavat toisensa ja niiden viliin muodostuu suorakulma,
talloin suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja ovat toistensa normaa-
leja.

GEONEXT SUORAN NORMAALI JA KOHTISUORA JANA. Kun
halutaan maarittda suoran normaali, se tehdddn tyokalulla Normaali
(Objektit > Suorat > Normaali). Normaalin madrittdmiseksi Geonext-
taululta pitda 16ytyd objektit: piste ja suora. Ensin klikataan haluttua suo-
raa, jolle normaali méaritetddn, ja timén jalkeen pistetti, jonka kautta maa-
ritettdvi normaali kulkee. Toiminto voidaan tehdd myos toisinpéin. Ensin
klikataan pistettd ja sitten suoraa. Piste voi olla jo valmiiksi taululla tai se
voidaan klikata mihin kohtaan tahansa méaéritettaessd normaalia.

Tyokalu Kohtisuora jana (Objektit > Suorat > Kohtisuora jana)
toimii samaan tapaan kuin tyokalu Normaali Geonext:ssid. Kohtisuora jana
eroaa ainoastaan siind kohtaa, ettd se piirtaé suoralle kohtisuoran janan eika

kohtisuoraa suoraa.
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4.7 Ympyra

Ympyrd on niiden tason pisteiden joukko (ura), jotka ovat samalla etdisyy-
dellé tietysti pisteestd. TaAmé piste on ympyrin keskipiste ja vakioetiisyys
ympyran sdde. Ympyraksi sanotaan my6s ympyran rajoittamaa tason osaa
ja ympyraviivaa nimitetdin yleensd ympyran kehdksi. Ympyraan liittyvia ni-

mityksia esitellaédn kuvassa 6.

Kuva 6: Ympyréin osat

halkaisija

Kaareksi kutsutaan ympyrin kahden pisteen rajaamaa ympyrdn osaa.
Kuvassa 7 on kaari AB, kaari ACB sekid kaari AA. Sektoriksi kutsutaan
aluetta, jota rajaavat siteet (PA ja PB) seki kaari (@) Kuvassa on myos

toinen sektori, jota rajaavat samat siteet sekd kaari (@)

Kuva 7: Ympyréan kaaret ja sektorit

A

GEONEXT YMPYRAN PITRTAMINEN. Ympyri voidaan piirtid nel-

jalla tavalla Geonext:lld. Yksinkertaisin tapa on ottaa tyokalu Ympyra
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(Objektit > Ympyrd > Ympyrd) ja klikata ensin keskipiste, jonka jilkeen
ympyran sdteen pituuden avulla voidaan hahmotella halutun ympyran suu-
ruus. Toisen kerran klikkaamalla, ympyra piirtyy taululle.

Jos halutaan tietyn janan pituus ympyrin sidteeksi, ympyran voi piirtaa
myos talld tavalla (Objektit > Ympyrd > Ympyrd (hae sdde janasta)).
Klikkaa ensin valittua janaa, jonka jialkeen ympyrda hahmottuu taululle. Toi-
sen kerran klikkaamalla, saadaan ympyra sijoitettua haluttuun paikkaan. Jos
tdméan jilkeen muutetaan janan pituutta, myds ympyran side muuttuu sa-
maan aikaan. Ympyra voidaan piirtda myos siten, ettd ensin méaarataan kes-
kipiste, jonka jalkeen klikataan haluttua sadettd. Ympyran sidteen pituus voi-
daan my6s méariatd jonkun toisen ympyran siteestd klikkaamalla ympyran
kehad. Talld keinolla saadaan monistettua aikaisemmin piirrettyjd ympyroita
eri kohtiin taulua.

Kolmas tapa piirtdd ympyrd on kiyttokelpoinen, kun halutaan tietyn
kokoisia ympyroitd. Otetaan tyokalu Ympyrs (sy6td sdde) (Objektit >
Ympyrd > Ympyrd (syotd séde)). Ensin klikataan ympyran keskipiste ha-
luttuun kohtaan, jonka jilkeen avautuu ikkuna, johon syotetdidn numeroilla
(tai kaavalla) piirrettavin ympyrin side.

Ympyra voidaan piirtdd Geonext:lla myos siten, ettd se piirtyy kolmen
kehapisteen avulla. Jos klikataan taululle kolme satunnaista pistetta, tycka-
lun Lahiympéaristd (Objektit > Ympyrd > L&hiympédristo) ollessa padl-
14, piirtyy naiden kehépisteiden kautta kulkeva ympyra. Klikattavien pistei-
den ei tarvitse olla uusia, vaan voidaan valita taululla olevia vanhoja pisteita.

GEONEXT YMPYRAN KESKIPISTEEN MAARITTAMINEN. Geo-
next:ssi on toiminto, jonka avulla voidaan maarittaa ympyrin keskipiste kol-
men annetun pisteen avulla (Objektit > Pisteet > Ympyrdn keskipiste
kolmella pisteelld). Kun klikataan kolme satunnaista pistetta taululle,
ilmestyy ndiden jalkeen neljas harmaanvirinen piste, joka olisi tallaisten kol-
men kehédpisteen kautta méadratyn ympyran keskipiste.

GEONEXT YMPYRAN KAARI JA SEKTORI. Ympyrin kaari saa-
daan helposti tyokalulla Kaari (ympyrd) (Objektit > Ympyrd > Kaari
(ympyréd)). Kaaren piirtimiseen tarvitaan kolme pistettd. Ensimmaéinen pis-

te on ympyran keskipiste, toinen piste madrittelee ympyran sidteen pituu-
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den sekid kohdan josta kaari alkaa ja kolmas piste méarittelee, missi kohtaa
kaaren patka loppuu. Kolmannen pisteen ei tarvitse olla kyseisella kaarella.
Tyokalua on helppo kiyttdd, koska Geonext hahmottelee séteen ja kaaren
harmaalla virilla piirtdmisvaiheessa.

Ympyran sektori piirretdan tyokalulla Ympyrén sektori (Objektit >
Ympyrd > Ympyrédn sektori). Ympyrdn sektori piirretdédn vastaavanlaisesti
kuin ympyran kaari. Ympyran sektori-tyokalu piirtad myos ympyran kaaren

automaattisesti.

4.8 Monikulmio, kolmio ja suunnikas

Kun janoja liitetddn toisiinsa perdkkiin, kutsutaan téllaista viivaa murto-
wvitwaksi. Monikulmio on tason osa, jota rajaa suljettu itsedén leikkaamaton
murtoviiva. Monikulmiot nimetdan kulmien lukuméérin mukaan, joista yk-
sinkertaisin on 3-kulmio eli kolmio. Nelikulmiota, jonka molemmat vastak-
kaiset sivut ovat yhdensuuntaiset, kutsutaan suunnikkaaksi.

Kolmion keskijana eli mediaan: on jana, joka kulkee kolmion kirjesta
vastakkaisen sivun keskipisteeseen. Kolmion sivun keskinormaali on suora,
joka kulkee sivun keskipisteen kautta ja on kohtisuorassa sivua vasten.

GEONEXT MONIKULMIO, KOLMIO JA SUUNNIKAS. Monikulmio
(Objektit > Monikulmio) voidaan piirtdd helposti sen kulmien lukumaéa-
rien perusteella. Monikulmio valmistuu vasta, kun klikkaa lopuksi viela en-
simmaéistéd pistettd (joka ndyttda erilaiselta kuin muut pisteet).

GEONEXT SUUNNIKASPISTE. Geonext:ssi on apuviline suunnikkai-
den piirtoon. Kun otetaan tyokalu Suunnikaspiste (0bjektit > Pisteet
> Suunnikaspiste), klikkaamalla kolme suunnikkaan kirkipistettd, saadaan

neljds piste automaattisesti. Klikattavien pisteiden jarjestykselld on vilia.

4.9 Tason yhtenevyyskuvaukset

Kun tasokuviot ovat tdsmélleen samankokoiset ja samanmuotoiset, sanotaan
[

tasokuvioita yhteneviksi. Kuvioiden yhtenevyyttd merkitdan symbolilla =.

Kun tarkastellaan matemaattista tasokuvioiden 7siirtelyd”, puhutaan tason
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kuvauksista. Tason kuvauksissa siirretdan jokaista tason pistettd saman saan-
non mukaisesti pitkin tason pintaa. Tasokuvaus muodostaa jokaiselle tason
pisteelle kuvapisteen. Pisteen P kuvapistetti merkitaén pisteelld, P’

Tasokuvioiden koon ja muodon siilyttévid tason kuvauksia sanotaan ta-
son yhtenevyyskuvauksiksi. Kuvaillaan seuraavaksi yhtenevyyskuvaukset: yh-
densuuntaissiirrot, peilaus pisteen suhteen, peilaus suoran suhteen ja tason
kierto.

YHDENSUUNTAISSIIRTO. Yhdensuuntaissiirrossa tason jokaista pis-
tettd siirretddn sama matka ennalta madriattyyn suuntaan. T&ll6in tason ku-
viot ikddn kuin liukuvat asentoaan muuttamatta ja suoraviivaisesti tason

pinnalla.

Kuva 8: Yhdensuuntaissiirto

PEILAUS PISTEEN SUHTEEN. Peilataan piste P pisteen O suhteen.
Pisteen P kuvauspiste P’ asetetaan siten, etti pisteestd O tulee janan PP’
keskipiste. Pisteet P ja P’ sijoittuvat pisteen O vastakkaisille puolille ja OP =
OP'.

Kuva 9: Peilaus pisteen O suhteen

|OP| = 0P| P
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PEILAUS SUORAN SUHTEEN. Peilataan piste P suoran [ suhteen. Piir-
retddn suoran [ normaali n pisteen P kautta. Merkitddn suorien [ ja n leik-
kauspistetta pisteelld A. Pisteen P kuvauspiste P’ asetetaan normaalille n
siten, ettd pisteestés A tulee janan PP’ keskipiste. Pisteet P ja P’ ovat yhté
etdalld suorasta [ ja ovat sen eri puolilla. Jos piste P olisi suoralla [, tdlloin

kuvauspiste P’ olisi piste P itse.

Kuva 10: Peilaus suoran ! suhteen

£
/
A
/
f'p

TASON KIERTO. Tason kierrossa tasoa, ja kaikkia silld olevia kuvioi-
ta, kierretddn kiertokulman o verran kiintedin pisteen eli kiertokeskuksen
O ympéri. Kiertokulma « on positiivinen, kun kierto tehdéin vastapéiviaan.

Vastaavasti se on negatiivinen, kun kierto tehddin myo6tapaivaan.

Kuva 11: Tason kierto
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GEONEXT YHDENSUUNTAISSITRTO, NUOLET. Geonext:ssd voi-
daan piirtdd myos yksittdisid ja samansuuntaisia nuolia. Tyokalut 10ytyvit
kohdasta Nuolet (Objetit > Nuolet). Nuolien avulla voidaan tehd& yh-
densuuntaissiirtoja Geonext:ssi. Ensin piirretdén yksittdinen nuoli, halutul-
la matkalla ja suunnalla, jostain tasokuvion pisteestd. Sen jilkeen piirretdén
samansuuntaisia nuolia jokaisesta tasokuvion pisteesté.

GEONEXT PEILAUKSET. Geonext:ssi on omat tyokalut molemmil-
le peilauksille. Peilikuvaus piste toisen pisteen suhteen saadaan tyokalul-
la Piste (Peilikuva pisteen suhteen) (Objektit > Pisteet > Piste
(Peilikuva pisteen suhteen). Ensimmdiinen piste on peilauksen keskipis-
te.

Peilikuva piste suoran suhteen saadaan tyokalulla Piste (Peiliku-
va suoran suhteen) (Objektit > Pisteet > Piste (Peilikuva suoran
suhteen). Talloin taululla pitdid olla valmiina suora. Klikkaamalla pistetté
ja suoraa, saadaan toinen piste joka olisi peilikuvapiste suoran suhteen.

GEONEXT TASON KIERTO. Geonext:lla ei ole valmista tyokalua ta-
son kiertoa varten. Tason kierto voidaan kuitenkin tehdd hyviksi kiyttden

Geonext:n peilaustyokaluja. Tastd on Harjoitustehtavi 34.
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5 Kuvaajat Geonext:lla

Geonext:ssd on kolme tapaa piirtda kuvaaja. Tutuimmat néistd ovat funk-
tion kuvaajien sekii parametrimuotoisten kiyrien piirtdmismahdolli-
suudet. Ohjelmasta 16ytyy my6s erikoisempi kuvaaja nimeltd Paikka.
Kuvaajien piirtdminen kannattaa aloittaa aina koordinaatiston piirtami-
selli. Kuvaajia piirrettiessd voidaan kiyttdd ainoastaan muuttujaa x, joka

kirjoitetaan pienelld kirjaimella. [2] [3]

5.1 Funktion kuvaaja

Funktioita voidaan havainnollistaa Geonext:ssd tyokalulla Funktion kuvaa-
ja (Objektit > Kuvaajat > Funktion kuvaaja). Tydkalua klikkaamalla
avautuu uusi ikkuna, jonne voi sy6ttid funktioiden kuvaajia muodossa y =

-, jonka jilkeen klikataan K&ytad. Funktioiden kuvaajia voidaan piirtad
erilaisten laskutoimitusten avulla sekd valmiiksi olemassa olevia Geonext-
pisteitd apuna kiyttden. Esimerkiksi y = z(A) + 2 x 2(B) — 1, y = Sin(x),
y =122 +2°*5y = Sqrt(r) tai y = Exp(r). Katso esimerkki piirretysti

kuvaajasta kuvasta 12.

Kuva 12: Polynomifunktio
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5.2 Parametrimuotoinen kiyra

Vastaavasti parametrimuotoisia kiyrid voidaan piirtdd Geonext:n
tyokalulla ~Parametrimuotoinen kiyrd (Objektit > Kuvaajat >
Parametrimuotoinen kdyrd). Esimerkiksi x = 4 % Cos(t) ja y = 2 * Sin(t)
valilla 0 < ¢t <2 x Pi (kuva 13).

Kuva 13: Ellipsin kuvaaja

5.3 Paikka

Tyokalua Paikka (Objektit > Kuvaajat > Paikka) kdyttadksesi tarvit-
set liukuvan pisteen ja pisteen, joka riippuu liukuvasta pisteesti. (Toisin sa-
noen liukuva piste ja jokin peilikuva-piste). Tuloksena syntyy liukuvan pis-
teen litkeradan mukainen kdyra peilausobjektin suhteen alkaen sille maara-
tysta kohdasta. Katso esimerkkikuvat 14 ja 15 toiminnosta. Nuoli-tyokalulla

voidaan hahmotella tulevaa kuvaajaa liikuttamalla liukuvaa pistetta.

5.4 Dynaaminen funktion kuvaaja

Tutustutaan dynaamisiin kuvaajiin esimerkkien avulla. Ensimméiseksi kiy-
daén lapi yleinen suoran yhtilo y = kx + b dynaamisesti Geonext:ssi. Piirrd
ensin Geonext-taululle koordinaatisto, jossa on kaksi liukuvaa pistettd A ja
B x-akselin péilla. Ota sitten tyokalu Funktion kuvaaja, johon kirjoite-
taan suoran yleinen yht#lo liukuvien pisteiden A ja B avulla. Pditetaén, et-

téa liukuva piste A olisi kerroin £ ja liukuva piste B vakio b. Kirjoitetaan siis
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Kuva 14: Liukuva piste F ja siita riippuva piste £’ suoran AB suhteen.

x

*5

Kuva 15: Paikka -tyokalun avulla piirretty pisteen E’ kuvaaja.

x
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yhtéls y = X(A) xx+ X (B). Kun kuvaaja piirretdéan taululle, voidaan liuku-
via pisteitd liikuttaa nuoli-tyokalulla. Nyt voidaan tarkastella suoran yhtal6a
eri muuttujien arvoilla. Liukuvien pisteiden koordinaatit saadaan nikyviin
objektien ominaisuudet kohdasta Tyyli, josta klikataan "Naytd koordinaatit™-
ruutua. Taululle voidaan myos liittaéi dynaaminen teksti 7’y = X(A) * x +
X(B) = <value>X(A)</value> * x + <value>X(B)</value>", josta suo-
ran yhtdlo ndhdain suoraan. Tarkastele tiedostoa: DYNAAMINEN SUORA.GXT
(kuva 16).

Kuva 16 Suora y =k + b

:Ammfnm : Ssnm
FiEEas o R P

BT T S ST

Kiydiin seuraavaksi lipi paraabelin yleinen yhtilo y = a* 2? +b*xx + ¢
dynaamisesti. Piirretddn ensin koordinaatistoon kolme x-akselin suuntais-
ta apusuoraa Kehysti-tyokalun avulla. Piirretddn sitten liukuvat pisteet
G, H ja I apusuorille. Apupisteiden nimet voidaan piilottaa (Objektit >
Erikoisominaisuudet > N&ayt&/Piilota nimi). Kirjoitetaan sitten paraa-
belin yleinen yht#lo muodossa y = X(G) * 22 + x(H) x x + X (I). Nyt liuku-
pisteitd liikuttamalla ndhdain paraabelin kertoimien merkitys.

Jotta kertoimien lukuarvot saadaan paremmin nédkyviin, kiytetddn Geo-

next:n kaava-ominaisuutta liukupisteiden x-arvojen nayttdmiseen. Otetaan
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Teksti-tyokalu, johon kirjoitetaan "a = <value> X(G)</value>", jolloin
saadaan nékyviin pisteen G arvo x. Huomaa, ettd kaava-ominaisuus saa-
daan myos klikkaamalla painiketta Kaava. Tehddan samoin pisteille H ja 1.
Taméan jilkeen voidaan piilottaa liukuvien pisteiden alkuperiiset nimet jol-
loin kuvassa ei ole yhtddn ylimédaraista objektia. Eri tekstien sijainteja voi-
daan siirtda nuoli-tyokalulla havainnollisempiin kohtiin. Tarkastele tiedostoa:

DYNAAMINEN PARAABELL.GXT (kuva 17).

Kuva 17: Paraabeli y = ax?® + bx + ¢
,:J ¥ / ; i i 3 ;

\ ' / Liikutliele (eltaiisiai pis eité@!
i /
\ / v.= ax2 +hidee

V= a4+ hrn4e = (0.5) X %2 4 (1.25)i" X #(-0.75)

=1.25
=-0.75

Dynaamisista kuvaajista lisdd harjoitustehtivissa.
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6 Geometrian harjoitustehtivia

Téssd kappaleessa kisitelladan (peruskoulun ja) lukion geometrian kurssin
(MAA3) keskeisimpié tehtavityyppejd ja miten niitd voitaisiin Geonext:n
avulla havainnollistaa tai ratkaista. Tehtavat ovat padsddntoisesti kahden
tyyppisié: tiedostopohjaisia tai itsekonstruktioita. Tiedostopohjaisessa har-
joitustehtédvissd on jokin tekijin laatima Geonext-tiedosto, jota oppilas ta-
valla tai toisella tarkastelee. Itsekonstruktiotehtdvissa oppilaalle annetaan
tehtaviksi konstruoida jokin geometrian kuvio tai lause, ohjeistuksella tai
ilman.

Tehtavista 10ytyy seké opettaja- ettd oppilasldhtoisiéd, ja joihinkin teh-
taviin on luotu jopa molemmat lihtokohdat. Tehtavit on pyritty luomaan
siten, etta niista l10ytyisi erityyppisia ja vaihtoehtoisia tehtavamalleja. Yhte-
né paatarkoituksena onkin ollut luoda erityisesti opettajalle virikkeité, jotta
hénelle herdisi mahdollisimman paljon erilaisia ajatuksia Geonext:n mahdol-
lisuuksista. Tehtdvien valintoja on perusteltu myos liitesivuilla.

Tehtavan luonteesta riippuen, ldhes jokaiseen tehtdvaan on sekd tehtavi-
ettd vastaustiedosto erikseen. Tehtédvissd on viitattu aina Geonext:n omaan
tallennusmuotoon gxt-tiedostoon, mutta tiedostot on tallennettu myo6s html-
muodossa samalla nimelld. Kaikki sihkoéinen materiaali 16ytyy liite-CD:1t4,
jossa on kansiot erikseen harjoitustehtéville ja niiden vastauksille.

Suurin osa tdmén kappaleen harjoitustehtévistd on koostettu geometrian
lukion kirjan [22], Geonext-oppaan [2] ja Geonext-internetsivuston pohjalta
|4] pohjalta. Lisdksi on kiytetty muita internetldhteita [11] [12] [19] [25],
englanninkielisid teoksia [9] [21] sekd yliopiston geometrian luentomonistetta

|7] apuna.

6.1 Etaisyydet ja kulmat
6.1.1 Etiisyydet

Etéisyystehtdvid voi olla hyvin monenlaisia. Geonext:11d voidaan helposti rat-
kaista peruskoulutasoisia pisteiden vilisia etiisyys-tehtdvid. Seuraavassa esi-

tetddn yksi tallainen.
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Harjoitustehtédvi 3 (Kaupunkien etdisyydet). Kaupunki B on 265 km luo-
teessa kaupungista A ja kaupunki C on 286 km lounaassa kaupungista B.
Kuinka pitkd matka on kaupungista A kaupunkiin C? Miten ratkaiset tehtd-

van Geonext:lld?

6.1.2 Kulmien nimityksii

Tahan kappaleeseen on pyritty I6ytaméaan eri 1ahtokohtia siithen, miten kul-

mien nimityksid voitaisiin esitelld Geonext:n avulla.

Harjoitustehtivi 4 (Komplementti-, suplementti- ja eksplementtikulmat).
Avaa Geonect-tiedosto: KULMAHARJOITUS 1 (TEHTAVA).GXT. Tarkastele
eri tapauksia litkuttamalla punaisia pisteitd. Nimed tapaukset, muistele miten

ne madritellidn ja mdadrittele ne summalausekkeiden avulla.

Harjoitustehtidvi 5 (Vieruskulmat, ristikulmat ja samankohtaiset kulmat).
Avaa Geonest-tiedosto: KULMAHARJOITUS 2 (TEHTAVA).GXT. Tarkastele
ert kulma tapauksia litkuttamalla punaisia pisteitd ja muistele miten ne mdad-
ritellédn. Nimed tapaukset ja kirjoita taululle kulmien viliset suhteet (plus-

ja yhtdasuuruusmerkin avulla) kolmessa eri tapauksessa.

Harjoitustehtdvd 6 (Oppilasldhtoinen kulmaharjoitus). Avaa Geonext-
tiedosto: KULMAHARJOITUS 3 (TEHTAVA).GXT. Kulmia Z/DFEA joa ZCEB
kutsutaan ristikulmaiksi. Vastaavasti kulmat ZAEC ja ZBED ovat toisten-
sa ristikulmia. Maarita ensin kulmat ZDFEA jo ZCEB (Objektit > Kulmat
> Madrita kulma). Mddritd sitten kulmat ZAEC ja ZBED.

Piirrd vield toiset leikkaavat suorat (piirrd myds leikkauspiste), merkitse
ristikkdiset kulmat ja mddritd ne samoin kuten edelli. (Ole tarkkana etti
mddritdt otkeal kulmat. Tee se samassa jarjestyksessd kuten aikaisemmassa

kuviossa). Mitd voit padtelld ristikkdisistd kulmista?

Harjoitustehtdvd 7 (Kulmanpuolittaja). Avaa Geonext-tiedosto: KUL-
MANPUOLITTAJA (TEHTAVA).GXT. Kuvassa on kulma «, joka on puolitet-
tu kahleen yhtd suureen osaan. Piste D on kulmanpuolittajalla. Lisdkst ku-
vaan on pirretty pisteen D etdisyydet kulman molempiin kylkiin. Liikuttele

pistettd D ja tarkastele sen etdisyyttd kulman kylkiin. Mitd havaitset?

38



6.2 Ympyra

Tahén kappaleeseen on pyritty 16ytadmaan eri lahtokohtia siihen, miten ym-
pyréan kehdkulmiin liittyvid lauseita voitaisiin oppia Geonext:n avulla. Li-
siaksi kappaleessa on perinteisid konstruointiongelmia sekd historiallisempia

matemaattisia ongelmatehtavia.

6.2.1 Ympyraan liittyvid kulmia

Harjoitustehtivd 8 (Kehdkulma 1). Avaa tiedosto: KEHAKUL-
MA1(TEHTAVA).GXT. Mittaa kehikulma ja keskuskulma. Tarkastele kulmien

suuruuksia. Miten ne ritppuvat toisistaan?
Edelld havainnollistettiin seuraavaa lausetta.

Lause 6.1. Kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta. Kuva 18.

Kuva 18: Kehdkulma ja keskuskulma
@ <5

Harjoitustehtivd 9 (Kehdkulma 2). Avaa tiedosto: KEHAKUL-
MA2(TEHTAVA).GXT. Mittaa kehdkulmat. Tarkastele kulmien o, [, =

v

ja & suuruuksia, miten ne riippuvat toisistaan?
Edelld havainnollistettiin seuraavaa lausetta.
Lause 6.2. Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhtd suuret. Kuva 19.

Harjoitustehtdvd 10 (Kehdkulma 3). Awvaa tiedosto: KEHAKUL-
MA3(TEHTAVA).GXT. Mittaa puoliympyroiden kehikulmat. Mitd havaitset?

Edelld havainnollistettiin seuraavaa lausetta.
Lause 6.3. Puoliympyran sisdltimd kehdkulma on suora. Lausetta kutsutaan

myds Thaleen lauseeksi. Kuva 20.
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Kuva 19: Samaa kaarta vastaavat kehakulmat

Kuva 20: Puoliympyran kehdkulma

6.2.2 Ympyri ja monikulmio

Harjoitustehtédvd 11 (Tasasivuinen kolmio). Miten konstruoidaan tasasi-

vuinen kolmio? (Vinkki: Ympyrdiden avulla).

Harjoitustehtdvd 12 (Sadnnollinen kuusikulmio). Miten konstruoidaan

saannollinen kuusikulmio? (Vinkki: Ympyréiden avulla).

6.2.3 Ympyri ja tangentti

Harjoitustehtdvd 13 (Ympyran tangentit). Avaa tiedosto: YMPYRAN
TANGENTTI(TEHTAVA).GXT. Konstruoi ympyrdlle tangentil annetun ympy-
ran ulkopuolisen pisteen C kautta annettujen ohjeiden mukaisesti. (Ohjeet
tiedostossa). Mistd tieddt, etta piirretyt suorat ovat ympyrdin tangentit? Mik-
st kulma CEA ja kulma CFA ovat suoria?

6.2.4 Hippokrateen kuunsirpit

Hippokrateen kuunsirppien nelidiminen (n. 430 eKr.) on ilmeisesti vanhin
jokseenkin alkuperéisen kaltaisena jalkimaailmalle sdilynyt kreikkalainen ma-
temaattinen teksti. Kuunsirppi on kahden erisiteisen ympyrinkaaren rajoit-

tama kuvio. Kuunsirppien nelidiminen tarkoittaa, etta on konstruoitava nelio,
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jonka pinta-ala on sama kuin annetun kuunsirpin.

Kuunsirppien nelidimisongelma syntyi epéileméttd ympyrin nelidimison-
gelman myo6té, joka on yksi antiikin kolmesta suuresta matemaattisesta on-
gelmasta. Téassd kappaleessa kiydaan 1dpi puoliympyréiden pinta-aloihin liit-
tyvad tulos, joka liittyy Hippokrateen kuunsirppien pinta-alojen méaritté-
miseen. Toisena havainnollistuksena esitetddn Hippokrateen kuunsirppien

pinta-alaan liittyva tulos. [1] [15].

Harjoitustehtivd 14 (Hipporates 1). Lasketaan ensin esimerkkitapaus
tilanteesta. Opettaja avaa tiedoston HIPPOKRATESI(ESIM).GXT. Oppilaat
prirtdvdt mallikuvion vihkoihinsa. Opettaja voi esittid oppilaille kysymyksid
estmerkiksi seuraavanlaisesti: miksi kolmio on suorakulmainen edelld esite-

tyssd kuvassa? Mitd havaitaan, kun pinta-alat Ay ja As lasketaan yhteen?

Tamdn jilkeen tarkastellaan yleista tapausta. Opettaja avaa tiedoston:
HIPPOKRATES1.GXT. Tarkastellaan yhdessd yleistd tapausta. Huomaa, ettd

puoliympyroiden alat on nimetty toisin kuin aikaisemmassa esimerkissa.

Harjoitustehtdvd 15 (Hipporates 2). Tdmd tehtivi wvoidaan alustaa
samalla tavalla kuin edellinenkin harjoitustehtivd. Opettaja voi kdyttdd
tassd apuna tiedostoa HIPPOKRATES2(PELKKA KUVA).GXT ja lisatd siihen
haluamansa arvot. (Lisdd tekstid tiedostoon normaalisti tyokalulla Teksti
ja sijoita ne oikeiden kateettien kohdille). Pyydetddin oppilaita laskemaan

kuunsirppien yhteispinta-ala sekd kolmion pinta-ala. Mitd havaitaan?

Tamdn jdlkeen tarkastellaan yleistd tapausta tiedoston HIPPOKRA-
TES2.GXT avulla.

6.3 Kolmiot

Téassd kappaleessa kdydaan lapi sekd kolmioiden perusominaisuuksiin liitty-
vid lauseita etté joitakin kolmioihin liittyvid erikoisempia lauseita. Kappaleen
lopussa kiydadn lapi myos muutama esimerkki, jotka eivat kuulu lukiokurs-

seihin, mutta ne on haluttu esittda motivoivina esimerkkeini. |7]
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6.3.1 Kolmion ominaisuuksia

Tassd kappaleessa esitellidn kolmioihin liittyvid perustuloksia. Esimerkit
ovat hyvin perustavanlaatuisia havainnollistuksia, jotka oppilas pystyy te-

keméain myos itsendisesti.

Harjoitustehtivi 16 (Kolmion kulmien summa). Avaa tiedosto: KOLMION
KULMIEN SUMMA.GXT. T'dtd voidaan kayttia pelkkdind havainnollistuksena
tai siitd voidaan tehdd oppilaslihtoinen.

Oppilaslihtoinen: Piirrd ensin kolmio. Merkitse ja mddritd kaikki kol-
mion kulmat. Ja kirjoita laskulauseke, jossa kaikki kulmat lasketaan yhteen.

Liikuttele kolmion kdrkipisteitd. Mitd havaitset?

Harjoitustehtivd 17 (Kolmion pinta-ala). Avaa tiedosto: KOLMION
PINTA-ALA.GXT. Tatd voidaan kayttad pelkkdnd havainnollistuksena tai siitd
voidaan tehdd myds oppilasldhtdinen.

Oppilaslihtoinen: Oppilaita pyydetidn pirtdamdan kolmio ja laatimaan
sithen pinta-alalauseke dynaamisena tekstindg. Opettaja ohjaa kdyttimddn oi-

keita Geonext-funktioita laskutoimituksiin.

Harjoitustehtivi 18 (Kolmio ja yhdysjana). Piirrd kolmio ABC. Merkitse
siwujen AB ja AC sivujen keskipisteet, ja yhdistd ne janalla toisiinsa. Litkut-
tele nuolen avulla kolmion kdirkipisteitd ja tarkastele erityisesti janojen DE
ja BC suuntia ja pituuksia. Mitd havaitset? Miten voit “todistaa” havaintosi
Geonext:1la? (Vinkki: kiytd funktiota "Par(d,b)”).

Vaitoehtoisesti oppilaalle voidaan antaa suoraan tiedosto KOLMIO JA YH-
DYSJANA (TEHTAVA).GXT, josta oppilas tarkastelee tilannetta.

Edelld havainnollistettiin seuraavaa geometrian lausetta.

Lause 6.4. Kolmion kahden sivun keskipisteiden yhdysjana on kolmannen

sivun suuntainen ja pituudeltaan puolet siiti. (Kuva 21).

6.3.2 Pythagoraan lause

Pythagoraan lause kuuluu jo peruskoulun vuosiluokkien 6-9 geometrian osa-
alueen keskeiseen sisaltoon. Haastavampiin sovelluksiin tutustutaan vasta lu-

kion puolella.
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Kuva 21: Keskipisteiden yhdysjana

Harjoitustehtivd 19  (Pythagoras). Awvaa tiedosto: PYTHAGO-
RAS(TEHTAVA).GXT. Tarkastele havainnollistusta. Mikdi on  Pythago-
raan lause? Miten se ndikyy havainnollistuksesta? Mistd tieddt, ettd kolmio

on suorakulmainen?
Edella havainnollistettiin seuraavaa lausetta.

Lause 6.5 (Pythagoraan lause). Suorakulmaisen kolmion kateettien pituuk-
sien nelioiden summa on yhtd suurt kuin hypotenuusan pituuden nelio. Toisin

sanoen
a’+ b = (1)

Kuva 22: Pythagoraan lause

6.3.3 Kolmion merkilliset pisteet

Harjoitustehtivi 20 (Kolmion korkeusjanat). Piirrd kolmio ABC, jossa on
kolmion korkeusjanat nikyvissd. (Piirra karkipisteiden kautta kulkevat nor-

maalit). Litkuttele kolmion kdrkipisteitd. Mitd havaitset?
Edelld havainnollistettiin seuraavaa geometrian lausetta.

Lause 6.6. Kolmion korkeusjanat tai niiden jatkeet leikkaavat toisensa sa-

massa pisteessd. (Kuva 23).
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Kuva 23: Korkeusjanojen leikkauspiste

Harjoitustehtdvd 21 (Kolmion merkilliset pisteet 1). Piirrd Geonext:lld
kolmio ABC. Puolita kolmion kaikki kulmat. Mitd havaitset? Merkitse kul-
manpuolittajien leikkauspiste nakyviin ja nimed se pisteeksi P. Muodosta eri-
laisia kolmiota litkuttamalla kolmion kdrkipisteitda. Mitd nyt havaitset?
Lisdtadn puirrokseen vield kohtisuorat janat kolmion sivuilta havaittuun
pisteeseen P. Mdaritd kohtisuorien janojen pituudet ja tarkastele tuloksia.
Mitd voit pddtelld tuloksista? Piirrd kuvioon vield sellainen ympyrd, jonka
keskipiste on havailtu piste P ja side on jokin kohlisuora jana. Lutkuttele

kolmion karkipisteitd (zoomaa tarpeen mukaan) ja varmistu havainnoistasi.
Edelld havainnollistettiin seuraavaa geometrian lausetta.

Lause 6.7. Kolmion kulmien puolitiajat leikkaavat toisensa samassa pistees-

sa, joka on kolmion sisddin piirretyn ympyran keskipiste. (Kuva 24).

Harjoitustehtéva voitaisiin toteuttaa myos esimerkiksi siten, etta oppilail-
le annettaisiin tehtaviksi konstruoida edelld kdyty lause Geonext:114. Lauseen
konstruoiminen on tdssid tapauksessa hyvin helposti toteutettavissa. Katso
lisiksi valmis havainnollistus lauseesta: KOLMION KULMIEN PUOLITTAJIEN
LEIKKAUSPISTE.GXT (liite-CD:n kansiosta "Muut’).

Harjoitustehtdvd 22 (Kolmion merkilliset pisteet 2 ). Piirrd Geonext:lld
kolmio ABC. Piirrd kolmion kaikille sivuille niiden keskinormaalit. (Ensin

keskipiste ja sen jilkeen normaali). Mitd havaitset? Merkitse keskinormaalien
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Kuva 24: Kulmien puolittajien leikkauspiste

letkkauspiste nakyviin ja nimed se pisteeksi P. Litkuttele kolmion karkipisteita
ja muodosta erilaisia kolmioita. Mitd nyt havaitset?

Entd jos piirretidn pisteen P ja jonkun kolmion kdrkipisteen A, B tai C
kautta ympyrd siten, ettd piste P on ympyran keskipiste. (Klikkaa pistettd P
ja A tyokalulla Ympyrd). Liikutellaan taas kolmion kdrkipisteitd. Mitd voit
todeta?

Edelld havainnollistettiin seuraavaa geometrian lausetta.

Lause 6.8. Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa samassa pis-

teessd, joka on kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipiste. (Kuva 25).

Kuva 25: Sivujen keskinormaalien leikkauspiste
\

Katso lisiksi valmis havainnollistus lauseesta: KOLMION SIVUJEN KES-
KINORMAALIT.GXT (liite-CD:n kansiosta "Muut’).
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Harjoitustehtidvi 23 (Kolmion keskijanojen leikkauspiste). Avaa tiedosto:
KOLMION SIVUJEN KESKIJANAT.GXT.

Edelld havainnollistettiin seuraavaa geometrian lausetta.

Lause 6.9. Kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessd, joka

jakaa keskijanat kdrjestd lukien osiin suhteessa 2:1. (Kuva 26).

Kuva 26: Keskijanojen leikkauspiste

Harjoitustehtivd 24 (Pohdiskelutehtivi). Milloin kolmion keskijanojen
leikkauspiste, korkeussuorien leikkauspiste ja sivujen keskinormaalien leik-

kauspiste yhtyvit? Piirrd Geonext:lld tilanteesta havainnollistava kuvio.

6.3.4 Napoleonin kolmiot

Ranskan keisari Napoleon Bonaparten (1769-1821) viitetdén keksineen seu-
raava piirrostehtdava. Taméan vuoksi Napoleonin nimi esiintyy alla esitetyssa

alkeisgeometrian lauseessakin. [16]

Harjoitustehtédvi 25 (Napoleonin kolmiot). Avaa tiedosto: NAPOLEONIN
KOLMIOT(TEHTAVA).GXT. Konstruoi seuraavien ohjeiden mukainen piirros.

1. Purrd kolmio, jonka sivul ovat erimittaiset.

2. Purrd kolme tasasivuista kolmiota siten, ettd kunkin kolmion yhtend si-
vuna on alkuperdisen kolmion yksi stvu. Lisdksi vaaditaan, ettd kolmiot

suuntautuvat alkuperdisestd kolmiosta ulospdin.

3. Hae kunkin tasasivuisen kolmion sivujen keskinormaalien leikkauspiste

ja nimed ne Py, Py ja Ps.
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4. Piirra kolmio P, Py Ps.

(Ohjeet myds tiedostossa). Mitd voit todeta kolmiosta PyPyPs? Entd jos
muutat alkuperdisen kolmion ABC muotoa, pdteeki tulos? Piirrd vield alku-
perdisen kolmion keskipiste (keskijanojen leikkauspiste) ja kolmion Py P,Ps
keskipiste. Mitd havaitset?

Pyyddi oppilaita tutustumaan Napoleonin lauseeseen. Lauseessa puhutaan
tasasivuisten kolmioiden keskipisteistd eli keskijanojen leikkauspisteistd, kun
taas konstruointiohjeissa pyydettiin pirtamddn tasasivuisille kolmioille sivu-
jen keskinormaalien leikkauspisteet. Miksi lause pdtee kuitenkin konstruoin-

titehtavdssa?

Lause 6.10 (Napoleonin lause). Olkoon ABC mielivaltainen kolmio. Td-
mdn sivuille asetetaan tasasivuiset kolmiot ABD, BCE ja CAF siten, ettd
kirjet D, E ja F osoittavat alkuperdisestd kolmiosta poispdin. Tasasivuisten
kolmioiden keskipisteet olkoot P, Q) ja R. Kolmio PQR on aina tasasivuinen
ja sen keskipiste yhtyy alkuperdisen kolmion keskipisteeseen (ts. keskijanojen

leikkauspisteeseen). Kuva 27.

Kuva 27: Napoleonin lause
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6.3.5 FEulerin suora ja Feuerbachin ympyri

Eulerin suora ja Feuerbachin ympyra eivit tule esille lukion tunneilla, mutta
kaikki siithen tarvittava tieto lukion tunneilla kuitenkin kasitellddn. Tamén
takia ne voidaan esitelld lukion tunnilla motivoivina esimerkkeiné tai vaik-
ka lopputunnin kevennyksend. Lauseet voidaan antaa my0s oppilaiden itse
konstruoitaviksi. [7] [14]

Harjoitustehtdvd 26 (Eulerin suora). Awvaa tiedosto: EULERIN SUO-
RA.GXT.

Edelld havainnollistettiin geometrian késitettd Eulerin suora.

Lause 6.11 (Eulerin suora). Kolmion korkeusjanojen leikkauspiste (orto-
sentri) H, mediaanien leikkauspiste (painopiste) M ja ympdripiirretyn ympy-

rin keskipiste O ovat samalla suoralla. Kuva 28.

Kuva 28: Eulerin suora

Harjoitustehtévd 27 (Eulerin suora 2). Lisdiksi Eulerin suorassa jana HM
on kaksi kertaa niin pitkd kuin jana MO. Katso havainnollistus EULERIN
SUORAZ.GXT.
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Harjoitustehtéva 28 (Feuerbachin ympyrd). Avaa tiedosto: FEUERBACHIN
YMPYRA.GXT.

Edelld havainnollistettiin geometrian kisitettd Feuerbachin ympyra. Tés-
s kohtaa oppilaille voidaan muistuttaa mita kantapiste tarkoittaa. (Myos

allaolevia merkintdtapoja voi olla syytéa kdyda 1api).

Lause 6.12 (Feuerbachin ympyra). Ympyra, joka kulkee kolmion ABC me-
diaanien kantapisteiden My, Mp ja Mo kautta, kulkee myds korkeusjanojen
kantapisteiden Hy, Hp ja He ja janojen AH, BH, CH keskipisteiden Ty,
Tg ja To kautta. Piste H on kolmion korkeusjanojen leikkauspiste. Ympyrad

kutsutaan myos yhdeksdn pisteen ympyrdiksi. Kuva 29.

Kuva 29: Feuerbachin ympyra

Harjoitustehtéivid 29 (Feuerbach ja Euler). Eulerin suora ja Feuerbachin
ympyrd voidaan littad toisiinsa. Feuerbachin ympyrdn keskipiste on myds
Eulerin suoralla. Katso havainnollistus: FEUERBACH JA EULER.GXT.

6.3.6 Menelaus ja Ceva

Menelauksen ja Cevan lauseet eivit kuulu peruskouluun eiké lukioon, mutta

niiden antamia yksinkertaistettuja tuloksia voidaan tarkastella lukion geo-
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metrian kurssilla. Yksinkertaistetuilla tuloksilla tarkoitetaan alla olevia ta-
pauksia, eikd muihin tapauksiin ole haluttu keskittyd. Téssd yhteydessa op-
pilaille pitda kuvailla kisitettd suunnattu jana.

Jokaisella janalla (ja vastaavasti suoralla) on kaksi mahdollista suuntaa.
Janaa kutsutaan suunnatuksi jos toinen niisti suunnista valitaan. Janan AB
suunta on vastakkainen janan BA suunnalle. Suunnatun janan AB pituudel-
le kilytetddn merkintii AB = —BA, toisin sanoen, suunnatun janan pituus
riippuu etumerkiltdin valitusta suunnasta. Koska Geonext ei tunnista suun-
nattuja janoja, ne pitda huomioida laskuissa miinusmerkin avulla. (Suunna-
tut janat eivat tdllaisenaan kuulu lukiokursseihin, joten ei niitd téssdkddn

méaritella taydellisesti). [7]

Harjoitustehtévd 30 (Menelaus). Avaa tiedosto: MENELAUS.GXT. Liikut-

tele pisteitd ja tarkastele kaavan tulosta.
Edella havainnollistettiin Menalauksen lausetta.

Lause 6.13 (Menelaus). Kolme pistettd R, S, T kolmion ABC sivusuorilla

ovat samalla suoralla jos ja vain jos

22 Py, 2)

Kuva 30: Menelaus

Harjoitustehtdva 31 (Ceva). Avaa tiedosto: CEVA.GXT. Liikuttele pisteitd
ja tutki milloin janat leikkaavat toisensa samassa pisteessd. Mikd on tdalloin

kaavan tulos?
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Edella havainnollistettiin Cevan lausetta.

Lause 6.14 (Ceva). Olkoot pisteet R, S, T kolmion ABC sivusuorilla. Tdl-

loin suorat AS, BT, CR leikkaavat toisensa yhteisessd pisteessd jos ja vain

jos
AR BS CT
RE S TAT T )
Kuva 31: Ceva
C
S
Ay ”B

6.4 Yhtenevyyskuvaukset

Téssé kappaleessa esitelldéin vain perusesimerkit kustakin yhtenevyyskuvauk-
sesta. Helppoja peilausongelmia késitellddn jo yldasteella, joten tdméankaltai-

set tehtavit sopivat myos ylaasteelle.

Harjoitustehtivi 32 (Yhtenevyyskuvaus 1). Avaa tiedosto: YHTENEVYYS-
KUVAUS1(TEHTAVA).GXT. Peilaa nelikulmio ABCD kdrjen A suhteen.

Harjoitustehtivi 33 (Yhtenevyyskuvaus 2). Avaa sama tiedosto kuin edel-
ld: YHTENEVYYSKUVAUS1(TEHTAVA).GXT. Peilaa nelikulmio ABCD nyt si-

vun AB suhteen.

Harjoitustehtiva 34 (Yhtenevyyskuvaus 3). Tdmdan tehtavan oppilas voi
tehdd itse tar voidaan kayttdid valmista tiedosto pohjaa. Pyydetddin oppilas
piirtamddn nelikulmio ABCD ja peilaamaan se mielivaltaisen suoran EF
suhteen nelikulmioksi A’B°C°D’. Kun peilaaminen on tehty, piirretidn toi-

nen suora KL, jonka suhteen nelikulmio A’B’C’D’ peilataan nelikulmioksi
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A”B”C”D”. Tallenna tiedosto. Laita Kehysti-toiminto padlle ja yhdistd suoran
EF piste F suoran KL pisteen K kanssa pddllekkdin. Ota Kehystd-toiminto
pois. Laita nyt nelikulmioon A”B”C”D” Jilki-ominaisuus padlle ja vedd pis-
tetti L toista suoraa kohti. Tallenna tuotoksesi. Mitd havaitset? Katso liite-
stvuilta mallikuva tehtdvdsta.

Voit kdyttda valmista tehtavipohjaa YHTENEVYYSKU-
VAUS3(TEHTAVA ).GXT.

Harjoitustehtdvd 35 (Yhtenevyyskuvaus 4). Kaytd edellisen teh-
tavin tallentamaasi tiedostoa tai avaa tiedosto: YHTENEVYYSKU-
VAUS4(TEHTAVA).GXT. Laita Kehystys ja Ruudukko pddlle ja litkuta
suorat 90 asteen kulmaan toisiaan vasten. (Pisteet K ja F oval edelleen
yhtenevdt). Piirrd nyt janat pisteisti A, B, C ja D vastaavasti pisteisiin A”,
B”, C” ja D”. Mitd havaitset?
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7 Muita matematiikan harjoitustehtavia

Tamén kappaleen sisdltdo on muodostunut joidenkin lukion muiden mate-
matiikan kurssien tehtdvien pohjalta, joita voitaisiin havainnollistaa Geo-
next:n avulla. Téssd kappaleessa ei endd ole tehty monia eri tiedostoja sa-
maan tehtdviin liittyen, vaan on haluttu esittda jokin mahdollinen Geonext-
havainnollistus. Kurssien asiat menevéit luonnollisesti osittain padllekkain,
jolloin opettaja voi itse paattad missa kohtaa esimerkkeja haluaa kiayda lapi.
[10] [12] [13] [17] [18] [20] [24]

7.1 Funktiot ja yhtalot sekd polynomifunktiot

Néihin lukion ensimmaéisiin kursseihin (MAA1 ja MAA2) liittyvéd monipuo-
lista materiaalia ei kovin paljon pystytd tekemidn Geonext:lla. Suurin hyoty
lienee kuvaajien piirtdmismahdollisuus eri tilanteissa. Liséksi alla on esitet-
ty kddnteisfunktiotehtévi, joka kuuluu Juuri- ja polynomifunktiot (MAAS)

kurssiin.

7.1.1 Yhtiloitd ja funktioita

Harjoitustehtéva 36 (Yhtélopari). Etsi yhtaldparin

20 +y =71, r—2y=1

leikkauspiste graafisesti. Piirrd molempien funktioiden kuvaajat Geonext:lld.

Harjoitustehtévi 37 (Kiénteisfunktio). Mddriti funktion f(z) = %72
kddnteisfunktio laskemalla. Puirrd molempien funktioiden kuvaajat Geo-

next:lld.

7.1.2 Paraabeli

Harjoitustehtévi 38 (Paraabeli 1). Avaa tiedosto: DYNAAMINEN PARAA-
BELI.GXT. Litkuttele keltaisia pisteitd. Milla kertoimien a, b ja ¢ arvoilla

paraabelin yhtilosti saadaan suora?
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Harjoitustehtdvd 39 (Paraabeli 2). Avaa tiedosto: DYNAAMINEN PA-
RAABELL.GXT wuudestaan. Liitetddn paraabelin kuvaajaan nyt ominaisuus
“Jalky”. Klikkaa Objektien ominaisuuksista ensin haluttu objekti eli "Funktio
kuvaaja”. Avaa vdlilehti "Yleinen” ja rastita "Ndaytd jilki” aktiiviseksi. Sulje

Objektien ominaisuudet.

Tarkastele nyt miten kukin kerroin a, b, ¢ vaikultaa paraabelin muotoon
ja sijaintiin? Milloin paraabeli aukeaa yldospdin ja millon alaspdin? Milloin
paraabelin aukeama laajenee? Kun taulu alkaa tulla litan sekavaksi, klikkaa
vatkka "Kehysta™toimintoa alapalkista valilld, jolloin saal taulun taas puh-
taaksi. Kokeile myds seuraavaa: laita kertoimet b ja ¢ nollikst ja litkuttele

kerrointa a.

7.2 Analyyttinen geometria

Analyyttiseen geometriaan (MAA4) Geonext soveltuu taas monipuolisem-
min. Tehtidvien tasoa muuttamalla, Geonext:lld voidaan tehdd hyvin moni-
puolisia tehtévid tdhan aihepiiriin. Alla on esitelty vain murto-osa analyytti-

sen geometrian tehtavia.

7.2.1 Tason suora

Harjoitustehtdva 40 (Suoran yhtild). Piirrd Geonext-taululle kaksi pistet-
ti A ja B. Mddritd suoran yhtdlo ndiden kahden Geonext-pisteen avulla ja

pUrTd Se.

Harjoitustehtévi 41 (Suoraparvi). Osoita Geonext:n avulla, ettd suorapar-
ven y = 3ax - 4a + 2, a € R, kaikkt suorat kulkevat saman pisteen kautta.
7.2.2 Lineaarinen optimointi

Tasséd esitellddan tyypillisen lineaarisen optimointitehtdvin havainnollistava

kuva.

Harjoitustehtidvi 42 (Optimointitehtévi). Lineaarinen optimoinnin mal-

li sisdltdd tavoitefunktion ja rajoittavat ehdot. Geonext:lld voidaan piirtdd
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tarkasteltavien ehtojen kuvaajat ja tutkia syntyvin kuvion rajapisteitd.
Puirretadn esimerkkikuva, kun rajoittavat ehdot muodostuvat seuraavan-
lazsesti:
20, y=0, y<8,

1 3
r+y <12, Z?Jﬁxﬁzy-

Avaa tiedosto: OPTIMOINTITEHTAVA.GXT.

7.2.3 Toisen asteen kiyrat

Harjoitustehtdvd 43 (Paraabeli kahden pisteen avulla). Piirretiin Geo-
next:lld paraabeli, kun tunnetaan huippupiste H ja paraabelin piste P. Sellai-
sen paraabelin yhtils, joka on yhtenevd paraabelin y = ax?® kanssa ja jonka

huippu on pisteessa (o, Yo), on
Y —yo=a(r— $0)2-
Pivrretadn aluksi Geonext:lld mielivaltainen huippupiste H ja mielivaltainen

piste P, jonka kautta paraabeli kulkee. Merkitdan pisteen H koordinaatteja

(xm,yn) ja vastaavasti pisteen P (xp,yp). Tdlloin voidaan kirjoittaa
y=a(x—zg)’+yn.

Sijoittamalla pisteen P koordinaatit yhtdléon saadaan ratkaistua kerroin a,

jolloin
_ _Yp—YHn
(xp —xn)?
Suis funktion yhtdlé on
Yy — YH 2
y=-—"—"3@—TH) +Yu.
(p = xH)2( )

Puirrettiessd tallainen dynaaminen paraabeli, joka mddaraylyy puirret-
tyjen pisterdensd avulla, funktio madritelliain (Objektit > Kuvaajat >

Funktion kuvaaja) Geonext-kiskyin seuraavasti:
"(Y(P) = Y(H))/(X(P) = X(H))* * (v — X(H))* + Y (H)".
Awvaa tiedosto: PARAABELI KAHDEN PISTEEN AVULLA.GXT.

Harjoitustehtiva 44 (Kaikki ympyran tangentit). Piirrd mielivaltainen

ympyrd ja sille kaikki mahdolliset tangentit.
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7.3 Trigonometria

Tassé kappaleessa on haluttu korostaa trigonometrian osuutta. Harjoitusteh-
tavat liittyvit sekd geometrian (MAA3) kurssiin ettéd trigonometristen funk-
tioiden (MAA9) kurssiin. Muista, ettd Geonext palauttaa trigonometristen

funktioiden arvot radiaaneina.

7.3.1 Funktiot ja kuvaajat

Harjoitustehtdvi 45 (Trigonometrian funktioita 1). Tee Geonest:n avulla
suorakulmainen kolmio ABC ja tutki pdteekd terdvin kulman o sini- ja ko-
sinifunktioiden mdadritelmdt. Onko Sin(a) = a/c ja Cos(a) = b/c (terdvin
kulman o, sivu a on wvastainen kateetti, sivu b viereinen kateetti ja sivu c
hypotenuusa)? Huomaa, ettd Geonext palauttaa trigonometristen funktioiden

arvol radiaaneina, joten kulmat pitda mdadritelldc myés radiaaneina.

Harjoitustehtévd 46 (Trigonometrian funktioita 2). Piirrd tangenttifunk-
tion f(r) = tan x kuvaaja. Piirrd kuvaan myds pisteet (mw,0) ja (2m,0). Mitd

havaitset?

Harjoitustehtédvi 47 (Sinifunktion kuvaaja ja yksikkdympyrd). Avaa tie-
dosto: SINIFUNKTION KUVAAJA JA YKSIKKOYMPYRA.GXT. Pistettd C' lii-
kuttamalla vordaan tarkastella vaihe vatheelta, miten sintkayra purtyy yksik-
kéympyrdn avulla. Voidaan tarkastella kehdpisteen korkeutta ja verrata sitd
funktion kuvaajan korkeuteen (vihredt viivat kuvassa). Mita nahdddn kuvan
oranssista vitvasta? Mitd symmetriakohtia kuvassa on? Milloin sinifunktio
saa suurimman arvonsa (ja missi kohdassa)? Entd jos litkutat pistettd A,

mita tdlloin tapahtuu?

7.3.2 Vinokulmaisen kolmion ratkaiseminen

Harjoitustehtdvi 48 (Sinilause). Avaa tiedosto: SINILAUSE.GXT. Liikuttele

kolmion kdrkipisteitd. Mitd havaitset?

Lause 7.1 (Sinilause). Kolmiossa sivun pituuden ja sivun vastaisen kulman

sinin suhde on vakio
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a b c

sinae  sinf  siny’

Kuva 32: Sinilause, kosinilause ja Heronin kaava

Harjoitustehtivi 49 (Kosinilause). Avaa tiedosto: KOSINILAUSE.GXT. Lii-
kuttele kolmion kdrkipisteitd. Mitd havaitset?

Lause 7.2 (Kosinilause). Kolmiossa ABC on

& =a®+b* — 2ab - cosy,

a? = b* + ¢ — 2bc - cosa, (5)
b = a® + ? — 2ac - cosf.

Harjoitustehtivd 50 (Heronin kaava). Awvaa tiedosto: HERONIN KAA-
VA.GXT. Luikuttele kolmion kdrkipisteitd. Mitd havaitset?

Lause 7.3 (Heronin kaava). Heronin kaavalla voidaan laskea kolmion pinta-

ala, kun kolmion sivujen pituudet tunnetaan. Kolmion pinta-ala

A=+/p(p—a)p—b)p—rc), (6)

missd p on piirin puolikas, p = (a + b + ¢)/2.
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8 Lopuksi

Geonext on monin tavoin erittdin kiyttokelpoinen matematiikkaohjelma: il-
mainen, helppokdyttéinen, monipuolinen, havainnollinen, motivoiva, eriytté-
vé ja dynaaminen. Itse olen ainakin vakuuttunut, ettd ohjelman kiyttadminen
oikeasti luokassa on hyvin realistinen ajatus.

Geonext on ennen kaikkea dynaaminen matematiikkaohjelma. Geonext:n
dynaamisuus tulee esille siind, ettd tehtdvid voidaan helposti muuttaa jil-
keenpdin, toisin kuin perinteisilli paperi- ja liitutaulumenetelmilla. Taméa
tuo opetukseen aivan uudenlaisen tavan opettaa ja oppia matematiikkaa.

Geonext:n dynaamiset kuvat ovat erittdin havainnollisia verrattuna pa-
perille piirrettyihin kuviin. Kun piirretdan kynalla ja paperilla geometrinen
konstruktio, se on aina erikoistapaus, eikd sitd voida dynaamisesti muuttaa.
Téalloin saatetaan helposti johtaa vairia johtopaatoksia eikd muita tapauksia
tulla ajatelleeksi. Dynaamiset Geonext-konstruktiot ovat téasséd suhteessa pal-
jon parempia, koska niissi olevia pisteitd voidaan siirrelld. Télloin voidaan
tutkia sekd yleista lausetta ettd sen erikoistapauksia.

Geonext:n ottaminen kiyttoon luokassa, ei vaadi suuria ponnisteluja. Oh-
jelmaa voidaan kdyttdd ilman ohjelman erityispiirteiden tuntemusta ja jo
muutaman piirtokerran jialkeen ohjelman kiyttdmisestd muodostuu rutiinin-
omaista. Oppilaiden kanssa pitda kuitenkin varautua siihen, etti aikaa saat-
taa kulua enemmain. Tutkielmassa ei ole kovin paljon esitetty peruskoulun
puolelle soveltuvia harjoitustehtdvia, koska niiden laatiminen on haluttu jét-
tad lukijalle.

Téllainen toiminnallisen ja tutkivan ldhestymistapa vie matematiikan
opetusta oikeaan suuntaan: omakohtaiseen havainnointiin ja perustelevaan
matemaattiseen ajatteluun. Geonext:n kiytto ja sen hyddyllisyys koulumaa-

ilmassa olisikin mielenkiintoinen jatkotutkimuksen aihe.
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Liite 1: Harjoitustehtivien ratkaisut

Kaikki tutkielmaan liittyva sdhkoinen materiaali on liite-CD:114 ja tekijan
omalla kotisivulla http://users.utu.fi/auhovi. HTML-tiedoston avaaminen
CD:lta pitéisi onnistua suoraan eikd Geonext-ohjelman lataamista tdll6in
tarvitse suorittaa ollenkaan. Koneessa tulee olla asennettuna ainoastaan il-
mainen Java-tuki. Kaikki alla olevat kuvat ovat niytonkaappauskuvia har-

joitustehtavien gxt-tiedostoista.

Harjoitustehtivd 51 (Piste ja suora). Esimerkkitapaus harjoituksesta 1
ndhdddn kuvasta 33. Pisteitd litkuttamalla huomataan, ettd suora mddaraytyy
aina piirrettyjen pisteiden A ja B kautta. Pisteiden sijainti vaikuttaa suoraan
siten, ettd suora on joko nouseva tai laskeva.

Katso myds: HARJOITUSL.GXT (kuva 33).

Kuva 33: Piste ja suora

------------------------------------------------------------------------------------

Harjoitustehtévd 52 (Janat ja kulmat). Harjoituksen tarkoituksena on op-
pia Geonext:n kulmanpuolitustekniikka sekd madrittamdadn kulmia. Huomaa,
ettd kulman mddrittiminen saattaa olla epdloogista. (Periaate: samannimiset
kyljet samassa jarjestyksessi jos kyse ristikulmien mdadarittelemisestd). Var-
mennuksen mdadritettyihin kulmiin saa esimerkiksi liskuttamalla pisteitd (suu-
reneeko vai pieneneekd kulma). Esimerkkitapaus kuvassa 34.

Katso myds: HARJOITUS2.GXT.

Harjoitustehtivd 53 (Kaupunkien etdisyydet). Hahmotellaan apukuvio

kaupunkien sijanneista. Huomataan, ettd hahmotelmaksi muodostuu suora-



Kuva 34: Janat ja kulmat

T GKL = 69.22° | <LLKF =69.22°

< GKF = 138.44°

kulmainen kolmio, jolloin tehtdvd voidaan ratkaista Pythagoraan lauseella.

Merkitadn kysyttyd vdlimatkaa muuttujalla x, jolloin saadaan
r? = 265% + 286°. (7)

Kun ratkaistaan muuttuja x, saadaan r ~ 390. Kaupunkien A ja C vdlinen

etaisyys on 390 km.

Sama Geonext:lld. Avaa Geonext-tiedosto: ETAISYYSTEHTAVA.GXT. Piirre-
tadn suorakulmainen kolmio otkeassa mittakaavassa koordinaatistoon. Tasta
saadaan suoraan kysytty pituus madrittdmdlld janan AC' pituus. Tehtdvdlld

on haluttu tuoda esiin myds Geonext:n mittausominaisuutta. Kuva 35.

Harjoitustehtivd 54 (Komplementti-, suplementti- ja eksplementti-
kulmat). Avaa Geonext-tiedosto: KULMAHARJOITUS 1 (VASTAUS).GXT.
Kulmat vasemmalta oikealle: Komplementti-, suplementti- ja eksplementti-
kulmat. Kahta kulmaa kutsutaan komplementtikulmiksi, jos niiden summa
on 90 astetta, suplementtikulmiksi, jos niiden summa on 180 astetta, ja
eksplementtikulmiksi, jos niiden summa on 360 astetta. Summalausekkeiden
avulla vasemmalta oikealle: o + 3 = 90 astetta, v + 0 = 180 astetta ja
€ + ¢ = 360 astetta.

Vaihtoehtoisesti tehtdvd voidaan kiydd opettajajohtoisesti nayttamalld tiedos-

to komplementtil.gxt esim. videotykiltd. Kuva 36.

Harjoitustehtivd 55 (Vieruskulmat, ristikulmat ja samankohtaiset

kulmat). Avaa Geonext-tiedosto: KULMAHARJOITUS 2 (VASTAUS).GXT.
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Kuva 35: Kaupunkien etéisyydet
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Kuva 36: Komplementti-, suplementti- ja eksplementtikulmat

4a = B7.07"

sipe = 32937

KOMPLEMENT TIKULMAT a + § = 90*

SUFPLEMEMTTIKULMAT v + 4 = 1ED"

= 172 AT
g
L&)
:-G—_______
E
4z = 1BT.52"

EKEPLEMEMNTTIKULMAT € + £ = 3BD"



Kirjoita vasemmalta lihtien: o + 3 = 180 astetta, v =06 jan =¢ = e.

Vieruskulmiksi sanotaan kahta kulmaa, joiden erinimiset kyljet yhtyvdt ja
joiden summa on 180 astetta. Ristikulmia sanotaan kulmia, jotka muodostu-
vat kahden suoran leikkauspisteen vastakkaisille puolille. Niiden samannimi-
set kyljet muodostavat suoran. Ristikulmat ovat yhtd suuret. Samankohtaiset
kulmat ovat yhtd suuria, jos ja vain jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista

suoraa. Kuva 37.

Kuva 37: Vieruskulmat, ristikulmat ja samankohtaiset kulmat

Veds alla olevat nimitykset sen kuvion alle, josta kyseinen ominaisuus I6ytyy
¢ E H
v 6
a B G F
Samankohtaiset kulmat
Vieruskulmat Ristikulmat N=¢=¢
y==o6

« +f = 180 astetla

Harjoitustehtivi 56 (Oppilasldhtéinen kulmaharjoitus). Tdssd tehtdvdssa
halutaan ottaa oppilasldhtoinen lahtokohta, jolloin edellinen tehtavd on vaih-
toehtoinen. Esille tuodaan vaan ristikkdiset kulmat tapaus, mutta vastaavas-
ti voitaisiin havainnollistaa samankohtaisia kulmia. Avaa Geonext-tiedosto:
KULMAHARJOITUS 3 (VASTAUS).GXT. Ristikkdisisti kulmista voidaan pdd-

telld, ettd ne ovat yhta suuret. Kuva harjoituksesta Kuva 38.

Harjoitustehtéivd 57 (Kulmanpuolittaja). Avaa Geonext-tiedosto: KUL-
MANPUOLITTAJA (VASTAUS).GXT. Pistettd D liikuttamalla voidaan havain-
nollistaa lausetta, jonka mukaan koveran kulman puolittajan jokainen piste

on yhtd etddlld kulman kyljista. Katso kuva 39.

Harjoitustehtivd 58 (Kehikulma 1). Kehdkulma on puolet vastaavasta
keskuskulmasta. Katso malliratkaisu: KEHAKULMAL(VASTAUS).GXT. Kuva

40.



Kuva 38: Oppilasldhtoinen kulmaharjoitus

</DEA =131.77°

DEA

< AEC = 48.23° BED

<1 BED = 48.23°

<ICEB = 131.77°

Kuva 39: Kulmanpuolittaja

Koveran kulman (asteluku vililla ]0, 180[ ) puolittajan jokainen piste on yhta etdalld kulman kyljista




Kuva 40: Kehdkulma 1
Keh&kulma ja keskuskulma

Kun maaritat kulmia:
a =< DEC
B =< DAC

<IDEC = 52.12°

Klikkaa pisteitd samassa jarjestyksessa!

<IDAC = 104 .24°

Vastaus: p = 2"a

Harjoitustehtiva 59 (Kehikulma 2). Samaa kaarta vastaavat kehdikulmat

ovat yhtd suuret eli « = f = v = 0. Katso malliratkaisu: KEHAKUL-

MA2(VASTAUS).GXT. Katso kuva 41.

Kuva 41: Kehdkulma 2

Samaa kaarta vastaavat kehakulmat

Kun maaritat kulmia:

a=<1DEC
\(H

B =<IDFC
p <{HDC = 36.83° y=<DGC
: 5 =<HDC

Klikkaa pisteitd samassa jarjestyksessal!

<IDGC = 36.83"

Vastaus: Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat
<IDEC = 36.83° <IDFC = 36.83° ovat yhtasuuret

Harjoitustehtivi 60 (Kehikulma 3). Puoliympyrin sisdltamdt kehdkulmat
ovat suoria. Katso malliratkaisu: KEHAKULMA3(VASTAUS).GXT. Katso kuva

42.



Kuva 42: Kehakulma 3

Puoliympyran siséltamé kehékulma Kun masritat kulmia:
a =< EGD
p =<EFD

Klikkaa samassa jarjestyksessal
< EGD =90.0° F <IEFD = 90.0°

Vastaus: Puoliympyrén sisaltamat kehdkulmat ovat suoria.

Harjoitustehtévd 61 (Tasasivuinen kolmio). Tasasivuinen kolmio saadaan
konstruoitua kahden ympyrdin avulla. Puirretdan kaksi samansdteista ympy-
rid vierekkdin siten, ettd ympyroiden kehdt leikkaavat toistensa keskipisteis-
sa. Ympyrdan sdteen pituus on tasasivuisen kolmion sivun pituus. Mittaa myds
kolmion sivujen pituudet ja varmistu tasasivuisuudesta. Katso malliratkaisu:
TASASIVUINEN KOLMIO.GXT. Katso kuva 43.

Kuva 43: Tasasivuinen kolmio
Tasasivuinen kolmio

Harjoitustehtdvd 62 (Sadnnollinen kuusikulmio). Kuusikulmio saa-
daan helposti konstruoitua yhden ympyran avulla. Piirretddn sadnndllinen
kuustkulmio ympyrdin sisddn, jolloin kuusikulmion siwu on yhtd pitkd kuin

ympyrdn sdde.



Piirrd siis ensin yksi ympyrd (minkd kokoinen tahansa). Lihde sitten piirtd-
mdadan samansdteisia ympyroita siten, etta uuden ympyran keskipiste on en-
simmdaisen ympyrdn kehdlla ja side on keskipisteestd keskipisteeseen. Seuraa-
van samansdateisen ympyrdan keskipiste on kahden atemman ympyrdin kehien
leikkauspiste. Huomaa, ettd Geonext merkitsee automaattisesti kehien leik-
kauspisteet, kun leikkauspistetta klikkaa ympyrda-tyékalun ollessa pddlla. Fi
sus tarvitse turhaan merkita erikseen leikkauspisteitd tydkalulla “Leikkaus-
piste”. Lopuksi yhdistd kehdpisteet janoilla, jolloin kuusikulmio on valmis.
Tai pivrrd Monikulmio-tyokalulla kuusikulmio ndkyviin, Katso malliratkaisu:

KUUSIKULMIO.GXT. Katso kuva 44.

Kuva 44: Sadnnollinen kuusikulmio
S&anndllinen kuusikulmio eli heksagoni

Harjoitustehtivd 63 (Ympyrdan tangentit). Avaa tiedosto: YMPYRAN
TANGENTTI (VASTAUS) .GXT. Piirretyt suorat ovat ympyrin tangentit, kos-
ka suorat sivuavat ympyrdin kehdd. Nulld on siis yksi yhteinen piste ympyrdin
kehdin kanssa. Stwuamispisteeseen piirretyn ympyrdin side on kohtisuorassa
tangenttia vastaan. Kulma CEA ja kulma CFA ovat suoria, koska molemmat

kulmat ovat puoliympyrdn sisdltdmaid kehdkulmia. Katso kuva 45.

Harjoitustehtiva 64 (Hipporates 1). Ensin oppilaat laskevat esimerkkita-

pauksen. Pinta-alat ovat:

1 1
A1:§7122:27r:§67r. (8)
1 .3 9
Ay = ~n(2)? = 2n
y= oy =2n )



Kuva 45: Ympyran tangentit

Ympyrén tangenttien konstruoiminen

1. Piste C on ympyrén ulkopuolinen piste
2. Piste A on ympyran keskipiste

3. Piirrd jana AC
4. Puolita jana AC

6. Merkitse ympyrdiden leikkauspisteet
7. Piirrd suorat, jotka kulkevat pisteiden C, E ja C. F kautta

Kolmion hypotenuusan pituus saadaan Pythagoraan lauseella x° = 3% + 42,

josta saadaan x = 5.

— —(2\2 2%
Az = 27r(2) L (10)

16 9 25
A Ay =202 24l 11
1+ Az 8+8 3 3 (11)

Tamdn jalkeen tarkastellaan yleistd tapausta, josta havaitaan tulos: Puoliym-
pyroiden, joiden halkaisijana on kolmion kateetti, pinta-alojen summa on yh-
td suuri kuin puoliympyrdin, jonka halkaisijana on kolmion hypotenuusa. Ava-
taan tiedosto: HIPPOKRATESL.GXT ja havaitaan, ettd kateettien (vastaavas-
ti hypotenuusan) pituudet eivit vaikuta tulokseen. Kuvaan voidaan helposti
merkita ndkyviin myds kateettien ja hypotenuusan pituudet. Klikkaa tyoka-
lun Mdadarita pituus ollessa paddlld kutakin janaa, jolloin pituudet tulevat

néakyviin. Katso kuvaj6.

Harjoitustehtdvd 65 (Hipporates 2). Havaitaan, etti kuunsirppien
yhteispinta-ala on yhtd suuri kuin kolmion pinta-ala.

Tdmdn jdlkeen tarkastellaan tiedostoa HIPPOKRATES2.GXT ja havaitaan, et-
ta kateettien (vastaavasti hypotenuusan) pituudet eivat vaikuta tulokseen.

Tassdkin voidaan merkitd janojen pituudet nakyviin. Katso kuva47.

Harjoitustehtidvd 66 (Kolmion kulmien summa). Oppilaslihtdinen: Mer-
kitse ja mddritd kaikki kolmion kulmat huolella. Laskulauseke: "Kulmien
summa: <value>Deg(B,A,C)< /value> + <value>Deg(A,C,B)< /value> +
<value>Deg(C,B,A)< /value> = <value>Deg(B,A,C) + Deg (A, C, B) +

Deg (C, B, A) < /value>". Havaitaan, etti kolmion kulmien summa on aina



Kuva 46: Hippokrates 1

Puoliympyréiden pinta-alat

Pinta-ala puoliympyré [AC]: Ajac)= 7.28
c Pinta-ala puoliympyra [BC]: Ajgc) = 2.54
Pinta-ala puoliympyré [AB]: Ajsp) = 9.82
Puoliympyréiden BC ja AC alojen summa: Ajgc) +Ajac) = 9.82

Kuva 47: Hippokrates 2

Hippokrateen kuunsirppien yhteispinta-ala
Pinta-ala puoliympyra [BC]: Agc) = 1.95

Pinta-ala puoliympyra [AC]: Ajpc]= 8.88
Pinta-ala puoliympyra [AB]: Ajsg] = 10.82

Puoliympyréiden BC ja AC alojen summa:
Apc) +Ajac) =1.95 +8.88 = 10.82

Kolmion ABC pinta-ala (Aaypc) : 5.29
Puoliympyran [AB] ala - Kolmion ABC ala: 10.82-5.29=5.53

LOPULTA
Kuunsirppien yhteispinta-ala:
(Aiecy+ Alac) - (Ape)- Ajaecp = 10.82-5.53 = 5.29



180 astetta.

Mallitiedosto: KOLMION KULMIEN SUMMA.GXT. Kuva 48.
Kuva 48: Kolmion kulmien summa

< BAC = 75.58° Kulmien summa: 75.58+ 56.02+ 48.4 = 180.0
A

y N

<TCBA=484" . C <TACB = 56.02°
42

Harjoitustehtdvd 67 (Kolmion pinta-ala). Avaa tiedosto: KOLMION
PINTA-ALA.GXT (kuva 49). Geonext laskee pinta-alan vaikka kolmio olisi tylp-

pakulmainen kolmio.

Kuva 49: Kolmion pinta-ala

A
Kolmion pinta-ala
AD =3.25 A = 1/2 * kanta (BC) * korkeus (AD) =1/2 * 4.5 * 3.25 = 7.31
D C
BC=45

Harjoitustehtivd 68 (Kolmio ja yhdysjana). Tassd tehtdvissd voidaan
tehdd ainakin kaksi havaintoa. Huomataan, ettd yhdysjana on kolmannen
kolmion sivun suuntainen ja pituudeltaan puolet siitd. Geonext:n avulla

voidaan laskea janojen DE ja BC pituudet. Funktion Par(d,b) voidaan



todeta, ettd janat ovat yhdensuuntaiset. Vaihtoehtoisesti oppilaalle voidaan
antaa suoraan tiedosto KOLMIO JA YHDYSJANA (TEHTAVA).GXT, josta op-
pilas tarkastelee tilannetta. (Huomaa, ettd Geonext antaa likiarvoja, jolloin

pituudet eivdt ole tarkkoja arvoja).

Mallivastaus 16ytyy tiedostosta KOLMIO JA YHDYSJANA (VASTAUS).GXT.
Kuva 50.

Kuva 50: Kolmio ja yhdysjana

Harjoitustehtivd 69 (Pythagoras). Pythagoraan lause kuuluu seuraavas-
ti: a®> + b* = 2. Suorakulmaisen kolmion kateettien pituuksien nelididen
summa on yhtd suurt kuin hypotenuusan pituuden nelio. Lause ndkyy ha-
vainnollistuksessa pinta-aloina. Kateettien a ja b pituuksien neliot ovat
havainnollistettu pinta-aloina, jolloin laskulausekkeiden avulla voidaan to-
deta Pythagoraan lauseen paikkansa pitivyys. Pinta-alojen a® ja b* summa
on siis yhtd suuri kuin pinta-alan c®. Kolmio on suorakulmainen, koska

puoliympyrdin sisdltimd kehdkulma on suora. Katso harjoitus 60.

Katso myds vastaus: PYTHAGORAS(VASTAUS).GXT. Katso kuva 51.

Harjoitustehtivd 70 (Kolmion korkeusjanat). Havaitaan, etti korkeusja-
nat tai nitden jatkeet leikkaavat toisensa samassa pisteessd.

Katso malliratkaisu: KOLMION KORKEUSJANAT (MALLI).GXT. Kuva 52.

Harjoitustehtdvd 71 (Kolmion merkilliset pisteet 1). Havaitaan, ettd
kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessi. Kun kulmien

puolittagien leikkauspiste merkitddn ndkyviin, havaitaan, ettd kolmion muoto



Kuva 51: Pythagoras

Piste M on janan AB Keskipiste.
Pythagoraan lause

Pinta-ala a2 = 15.49
Pinta-ala b? = 4.76

5 Pinta-ala a2 + b2 = 20.25 Pinta-ala cZ = 20.25
a
g Mité havaitset?
- M aZ + b2 =c2
(i
\ /
LY //‘
\ iy

Kuva 52: Kolmion korkeusjanat



et vatkuta mitenkddn leikkauspisteeseen.

Kohtisuorien janojen pituudet pisteeseen P ovat samat. Tdstd voidaan pdd-
telld, ettd kolmion sisdlle voidaan piirtad ympyrd (side on joku kohtisuorista
janoista), joka sivuaa kolmion kaikkia sivuja. Kun piirretaan ympyrd ja
lukutellaan taas kolmion kdrkipisteitd, havaitaan, ettd ominaisuus sdailyy
kaikissa kolmion muodoissa. Ja zoomaamalla varmistutaan, ettd ympyrd

stvuaa kolmion kylkid, eikd leikkaa niitd.

Katso malliratkaisu: KOLMION MERKILLISET PISTEET 1 (MALLI).GXT (kuva
53). Katso lisiksi extrahavainnollistus: KOLMION KULMIEN PUOLITTAJIEN
LEIKKAUSPISTE.GXT (liite-CD:n kansiosta "Muut’).

Kuva 53: Kolmion merkilliset pisteet 1

Harjoitustehtivd 72 (Kolmion merkilliset pisteet 2). Kolmion sivujen
keskinormaalit leikkaaval toisensa samassa pisteessd. Kun ollaan merkitty
letkkauspiste, vordaan todeta, ettd kolmion muodolla ei ole merkitystd. Kun
pitrretddn ympyrd, havaitaan ettd, kolmion karkipisteet sivuavat ympyrdin
kehdd. Voidaan todeta ettd, leikkauspiste P on kolmion ympdri piirretyn

ympyrdin keskipiste.

Katso malliratkaisu: KOLMION MERKILLISET PISTEET 2 (MALLI).GXT (ku-
va 54). Katso lisiksi extrahavainnollistus: KOLMION SIVUJEN KESKINOR-



MAALIT.GXT (liite-CD:n kansiosta "Muut’).

Kuva 54: Kolmion merkilliset pisteet 2

Harjoitustehtidvi 73 (Kolmion keskijanojen leikkauspiste). Avaa tiedosto:
KOLMION SIVUJEN KESKIJANAT.GXT. Kolmion kdrkipisteitd voidaan litkut-
taa, ja oppilas voi tarkastella tilannetta. Havaitaan, ettd leikkauspiste jakaa

keskijanat kdrjestd lukien osiin suhteessa 2:1. Kuva harjoituksesta kuva 55.

Harjoitustehtdvd 74 (Pohdiskelutehtévi). Milloin kolmion keskijanojen
letkkauspiste, korkeussuorien leikkauspiste ja sivujen keskinormaalien leik-
kauspiste yhtyvit? Vastaus: kun kyseessd on tasasivuinen kolmio. Avaa tie-
dosto: POHDINTATEHTAVA.GXT. Tehtavin tarkoituksena on sekd virkistad
perusastoiden muistamista sekd olla seuraavaan tehtdvddan alustus. Kuva har-

joituksesta kuva 56.

Harjoitustehtdvd 75 (Napoleonin kolmiot). Avaa tiedosto: NAPOLEO-
NIN KOLMIOT (VASTAUS).GXT. Kun vield mitataan kolmion Py, PyPj sivut,
voidaan todeta ettd kolmio Py P,P; on tasasivuinen. Tulos pdtee vaikka
alkuperdistd kolmion kdrkipisteitd litkutetaan miten tahansa. Kun pirretddn

kolmioiden keskipisteet, havaitaan, ettd ne yhtyvit. Kuva harjoituksesta kuva
57.



Kuva 55: Kolmion keskijanojen leikkauspiste

Kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samanssa pisteessé,
joka jakaa keskijanat k&rjesta lukien osiin suhteessa 2:1.

AC_C6.BG. 2.
GD GE GF 1

Esim. GA/GD = 2.17/1.08 = 2.0

Kuva 56: Pohdiskelutehtava
A




Kuvion tasasivuiset kolmiot piirretddn kuten harjoituksessa 61. Objektien
ominaisuuksista saadaan nakyviin kaikkr piirrokseen tehdyt vilivaiheet. Myds
tyokalulla "Piilota” saadaan ndakyviin hahmotukset kaikista piirrosvasheista.
Purtimisvatheessa kannattaa kdyttdaa ert kolmioita piirretidessd eri vdrejd,

jolloin nahddadn helpommin halutut leikkauspisteet.

Koska tasasivuisessa kolmiossa kolmion keskijanat ja sivujen keskinormaalil

yhtyvdit, Napoleonin lause pitee konstruointitehtdvdssd.

Kuva 57: Napoleonin kolmiot

E Napoleonin kolmiot

1. Piirra kolmio, jonka sivut ovat erimittaiset.
2. Piirrd kolme tasasivuista kolmiota siten,
ettd kunkin kolmion yhtené sivuna on alkuper&isen kolmion yksi sivu.
3. Hae kunkin tasasivuisen kolmion sivujen keskinormaalien leikkauspiste
janimednePq, P> jaPj
4. Piirrd kolmio P, P> ja Pa.

PiP> =417

PoP3 =4.17|

PaP{ =417

Harjoitustehtéivd 76 (Eulerin suora). Tiedosto havainnollistaa selkedsti,
miten Fulerin suoran pisteet muodostuvat. Fulerin suora ei kuulu peruskou-
lun eikd lukion asiothin, mutta lukion tiedoilla sen konstruoiminen pitdisi on-

nistua. Lause voitaisiin siis antaa suoraan myés oppilaiden konstruoitavaksi.
Katso kuva 58.

Harjoitustehtévi 77 (Eulerin suora 2). Fulerin suorassa jana HM on kaksi

kertaa niin pitkd kuin jana MO. Katso kuva 59.

Harjoitustehtédvd 78 (Feuerbachin ympyrd). Kuten Eulerin suora. Tdmd

voitaisiin antaa mydos oppilaiden konstruoitavaksi. Katso kuva 60.

Harjoitustehtivi 79 (Feuerbach ja Euler). Feuerbachin ympyran keskipiste

on myds Eulerin suoralla . Piste R (ympyran keskipiste) saadaan katevisti



Kuva 58: Eulerin suora

= Kolmion korkeusjanat (Ip.H)

= Kolmion mediaanit eli keskijanat (Ip. M)

= Kolmion keskinormaalit (Ip.O)

= Kolmion ympdéripiirretty ympyra (kp. O)

= Eulerin suora

(eli pisteet H, M ja O samalla suoralla)

Ip. = leikkauspiste
kp. = keskipiste

Kuva 59: Eulerin suora 2




Kuva 60: Feuerbachin ympyri
Feuerbachin ympyra —  Mediaanit

Korkeusjanat

Fauerbachin ympyra

Ta. Tg ja Tg ovat janojen AH, BH ja CH keskipisteet

toiminnolla (Objektit > Ympyrdit > Lihiympdristé). Kdytetddin tissi samaa
tiedostoa FEUERBACHIN YMPYRA.GXT, johon [lisdtdan tarvittavat pisteet.
Katso kuva 61.

Kuva 61: Feuerbach ja Euler

Feuerbachin ympyra

Feuerbachin ympyré ja Eulerin suora Mediaanit (Ip. M)

Korkeusjanat (Ip. H)

Keskinormaalit (Ip- O)

Eulerin suora kulkee pisteiden H, M ja O kautta
Piste R on Feuerbachin ympyrén keskipiste

=> Piste R on Eulerin suoralla

Harjoitustehtdvd 80 (Menelaus). Koska Geonezt ei tunnista suunnattuja
janoja, jana RB on kirjoitettu mitnusmerkin avulla. Kuva on konstruoi-
tu siten, etti pisteet T, S ja R ovat aina samalla suoralla, joten tulos

pysyy koko ajan wvakiona. Tamd havainnollistus voitaisitn konstruoida ku-



ten seuraava harjoitustehtivi (Ceva), jolloin asetettaisiin kysymykseksi
"Milloin pisteet T, S ja R ovat samalla suoralla”. (Havainnollistuksessa ei

ole otettu huomioon tilannetta, jos piste R on pisteen B vasemmalla puolella).

Laskutoimituksen paikkansa pitdvyyden vot tarkistaa “Objektien ominai-
suuksista” kohdasta "Teksti AR/RB * BS/SC * CT/TA = ...”. Pituus
saatiin funktiolle “L(janan nimi)”. Laskulauseke ndyttid kokonaisuudes-
saan talta: "AR/RB * BS/SC * CT/TA = (<value> L(AR) </va-
lue> / <value> (-L(RB)) </value>) * (<value> L(BS) </value>
/ <value> L(SC) </value>) * (<value>(-L(CT))</value>/<value> (-
L(TA))< /value>) = <value>L(AR)*1/((-L(RB))) * L(BS)*1/L(SC) * (-
L(CT))*1/((-L(TA)))</value>". Geonext jostain syystd lisid "*1”:sid las-
kutovmitukseen, mutta nitden ei pitdist vatkuttaa lopputulokseen. Katso kuva
62.

Kuva 62: Menelaus

Cc Menelauksen lause

CT =223
\ SESa8e Liikuttele pisteité ja tarkastele kaavan tulosta

AR/RB " BS/SC " CT/TA=(7.06 /-2.04)"(2.1/3.84)"(-2.23/-4.24) =-1.0

TA=424

‘}

AR =7.06
(Katso objektien ominaisuuksista laskukaava)

Harjoitustehtivi 81 (Ceva). Janat leikkaavat toisensa samassa pisteessd,
kun Cevan lause pitid paikkansa. Kaavan tulos on tdlloin sits yksi. Katso
kuva 63.

Harjoitustehtivi 82 (Yhtenevyyskuvaus 1). Avaa tiedosto: YHTENEVYYS-
KUVAUS1 (VASTAUS) .GXT. Peilaus kdrjen A suhteen tapahtuu helposti Geo-
next:n tyokalun Piste (peilikuva pisteen suhteen) avulla. Tyokalun ol-
lessa pddlld, klikkaa ensin pistettd A ja sen jilkeen jokainen peilattava piste

erikseen. Yhdistd lopuksi peilatut pisteet janoilla. Katso kuva 64.



Kuva 63: Ceva

Cevan lause

AR/MRB "BS/SC " CT/TA =

Liikuttele sinisid pisteita
ja tutki milloin janat AS, BT ja CR leikkaavat samassa pisteessa.
Mité on lausekkeen tulos silloin?

Kuva 64: Yhtenevyyskuvaus 1

Nelikulmio ABCD peilattu k&rjen A suhteen.
D




Harjoitustehtivi 83 (Yhtenevyyskuvaus 2). Avaa tiedosto: YHTENEVYYS-
KUVAUS2 (VASTAUS) .GXT. Peilaus suoran AB suhteen tapahtuu vastaavasti
Geonezt:n tyokalun Piste (peilikuva suoran suhteen) avulla. Klikkaa en-
sin janaa AB ja sen jilkeen jokainen peilattava piste erikseen. Yhdistd lopuksi

petlatut pisteet janoilla. Katso kuva 65.

Kuva 65: Yhtenevyyskuvaus 2
Nelikulmio ABCD peilattu sivun AB suhteen.
D

Harjoitustehtivi 84 (Yhtenevyyskuvaus 3). Havaitaan, ettd kaksoispeilaa-
minen on tason kiertoa. Avaa tiedosto: YHTENEVYYSKUVAUS3 (VASTAUS)
.GXT. Liutkuta pistettd L kohti E, jolloin saat vastaavan jdljen” kuin nayton-
kaappauskuvassa (kuva 66).

Harjoitustehtiva 85 (Yhtenevyyskuvaus 4). Havaitaan, ettid kaksoispei-
laus suorien suhteen palautuu peilaukseksi pisteen suhteen. Avaa tiedosto:

YHTENEVYYSKUVAUS4 (VASTAUS) .GXT. Katso kuva 67.

Harjoitustehtiva 86 (Yhtélopari). Molemmat yhtalit

2r+y =1, r—2y=1

on ratkaistava ensin y:n suhteen. Tdlléin saadaan

y=-2x+7, y=



Tason kierto

Kaksoispeilaus

Kuva 66: Yhtenevyyskuvaus 3
=

4

Kuva 67: Yhtenevyyskuvaus 4

x

N

Dl
Cl
Bl
W



Katso kuvaajat tiedostosta: YHTALOPARI.GXT. Kuvaajat ndayttaisivat leikkaa-
van pisteessd (3,1). Sijoittamalla arvot yhtdlopariin, huomataan, ettd kysees-

5@ on yhtaldparin ratkaisu. Katso kuva 68.

Kuva 68: Yhtélopari

T
6
y=-2x+7
y.= (1) /2
1 =
I' 0 1 2 3 4 5 B

Harjoitustehtiva 87 (Kaanteisfunktio). Funktiot f ja g ovat toistensa kddin-
teisfunktioita, jos f(g(x)) = g(f(x)) = . Funktion f(z) = 22 kddinteisfunktio
on g(x) = 4x + 8. Kadnteisfunktioiden kuvaajat ovat symmetriset suoran y
— x suhteen, joka on havainnollista piirtdd myés kuvaan. Katso funktioiden

kuvaajat tiedostosta: KAANTEISFUNKTIO.GXT. Katso kuva 69.

Harjoitustehtiva 88 (Paraabeli 1). Paraabelin yhtilosti saadaan suoran
yhtdlo, kun kerroin a = 0. Lisikysymyksend voidaan esittdda, mitd talloin ker-
toimet b ja ¢ edustavat? Kerroin b on suoran kulmakerroin ja kerroin ¢ suo-
ran leikkauspiste y-akselilla. Katso kuva 70. Geonext-tiedosto: DYNAAMINEN
PARAABELI.GXT.

Harjoitustehtiva 89 (Paraabeli 2). Kerroin a ndyttdisi vaikuttavan paraa-

belin aukeamaan. Paraabelin aukeama laajenee, kun a:n itseisarvo pienenee.



g(x) =4x +8

Kuva 69: Kainteisfunktio

f(x) = (x- 8) / 4




Kertoimen a etumerkki kertoo myés paraabelin aukeamissuunnan. Kerroin
b nayttdist vatkutlavan sithen kummalle puolelle y-akselia paraabeli asetiuu.
Kerroin b siis litkuttaa paraabelia x-akselin suunnassa. Kerroin c taas [ii-
kuttaa paraabelia y-akselin suunnassa. Kerroin ¢ kertoo myds, missd kohtaa
paraabelin huippu sijaitsee y-akselilla, kun b = 0. Huippupisteen mddrdy-
tymiseen vatkuttaa kuitenkin kaikki kertoimet. Kuvassa 71 esimerkki jalki-

ominaisuuden ndaytiavyydesta.

Kuva 71: Paraabeh 2

"""""" \m’tﬁ“ i

Harjoitustehtivd 90 (Suoran yhtild). Suoran yhtdlo voidaan mddrittia
kahden pisteen avulla, kun lasketaan suunta kulmakertoimen avulla ja sijoi-

tetaan toinen piste suoran yhtaléon:
y = k(z — x0) + Yo.
Jos Geonext-pisteet ovat nimettynd esimerkiksi piste A ja piste B ja niiden
koordinaatit ovat vastaavasti (xa,ya) ja (xp,yp). Funktion kuvaaja on siis
Geonext-objektien avulla kirjoitettuna:
_ ( Y(A) — Y(B)
- X(A)-X(B)

)(x — X(B))+Y(B).



Katso tiedosto: SUORAN YHTALO.GXT (kuva 72). . Lisdtehtivind oppilaita
voitaisiin pyytad liittdmddn dynaaminen teksti suoran yhtdldsti. (Huomaa
myds vastaava esimerkki parabeelista: Harjoitustehtdvi 93 (Paraabeli kahden
pisteen avulla). Paraabeli kahden pisteen avulla-tehtivin tarkat véilivaiheet

loytyvat tehtdvinannosta).

Kuva 72: Suoran yht&lo

Harjoitustehtidva 91 (Suoraparvi). Suoraparvi y = Saz - 4a + 2 voidaan
purtid Geonext:lld yhden Geonext-pisteen avulla. Kiinnita yksi livkuva pis-
te esimerkiksi z-akselille ja nimed se piste A. Suoraparven yhtdilé voidaan
prirtad sitten yhtdilon y = 8*X(A)*z - 4*X(A) + 2 avulla. Liitd funktion
kuvaajaan “Jdalki”, jolloin liukuvaa pistettd litkuttamalla saat nakyviin suora-
parven. Kuvan perusteella kaikki suorat kulkevat saman pisteen kautta. (Piste
saadaan laskemalla kahden suoran leikkauspiste ja se on (4/3, 2)). Geonext-
taululle on lisdtty nakyviin myds yhtdlo dynaamisena tekstind. Katso tiedosto:
SUORAPARVI.GXT (kuva 73).

Harjoitustehtdvd 92 (Optimointitehtivd). Avaa tiedosto: OPTIMOINTI-
TEHTAVA.GXT (kuva 74). Tassa tehtdvissi on ainoastaan haluttu esittid,
miten rajoittavien ehtojen antama alue voidaan kauniisti esittad Geonext:n

avulla. (Eiki olla haluttu puuttua laskennalliseen puoleen).

Piirretidn ensin kuvaajat normaalisti tydkalulla Funktion kuvaaja. Ha-
vainnollisuuden vuoksi kirjoitetaan yhtdlot nakyviin taululle oikeille paikoil-
leen tyokalulla Teksti. Koska Geonext ei pysty madrittelemddn funktion ku-
vaajien letkkauspisteitd suoraan, ne voidaan havainnollisuuden takia sijoittaa
paikoilleen liukupisterden avulla. Liukupisteiden koordinaatit saadaan ndky-

viin objektien ominaisuuksista. (Leikkauspisteet pitid tarkistaa laskemalla).
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Kun leikkauspisteet on saatu patkoilleen, voidaan alue, jossa rajoittavat eh-
dot toteutuvat, wirittid” Monikulmzio -tyokalulla. Huomaa, ettd kuva ei ole

dynaaminen.

Harjoitustehtivi 93 (Paraabeli kahden pisteen avulla). Avaa tiedosto: PA-
RAABELI KAHDEN PISTEEN AVULLA.GXT (kuva 75). Kuvaan voidaan lisiksi
luttad pisteiden koordinaatit, jolloin nahdddn konkreettiset pisteet. Halutetes-
sa voidaan myos lisdla teksti, josta ndhdddn paraabelin yhtdlé dynaamisena

tekstina.

Harjoitustehtiva 94 (Kaikki ympyrin tangentit). Piirra ensin ympyrd ta-
vallisesti tyokalulla Ympyra. Lisdd ympyrdn kehdlle liukuva piste ja mddrita
jana ympyran keskipisteestd tihdn liukuvaan pisteeseen. Mddritd tdmdn jdl-
keen normaali dsken pirrettyd janaa kohden, joka kulkee liukuvan pisteen
kautta. Lisdd vield tangenttiin "Jdlki”, jolloin litkuttamalla liukuvaa pistettd
saadaan ympyrin kaikki mahdolliset tangentit. Avaa tiedosto: KAIKKI YM-
PYRAN TANGENTIT.GXT (kuva 76).

Harjoitustehtidvd 95 (Trigonometrian funktioita 1). Avaa tiedosto: TRI-
GONOMETRIAN FUNKTIOITA 1.GXT (kuva 77). Tehtivd voidaan kiydi myds

opettajajohtoisesti. Muista myds, etti Geonext antaa pydristettyjia likiarvoja!



. Kuval74: Opltimoinltitehtiiyii

a0 e 0
L] L= Ll
TR T e (514 reEsy o

.......................................................................................................................

Kuva 75: Paraabeli kahden pisteen avulla
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Lisdkysymyksid voist olla: Pdteekd tulokset vinokulmaisille kolmioille? Miten
mdadritellddn tangenttifunktio? Vastaus: tan o = a/b, terdvdlld kulmalla «.

(Kulman o vastainen kateetti on a ja viereinen kateetti b).

Kuva 77: Trigonometrian funktioita 1

Liikuta pisteitd A ja C!
alc=55/6.66=0.83

5 Sin a = Sin (0.97) = 0.83

»

b/c= 3.75/6.66 = 0.56
Cos a =Cos (0.97) = 0.56

AB=55

Kulma a on Geonext-pisteiden avulla méaaritettyna (A,C,B)

Kulma a = 55.71 astetta = 0.97 radiaania

Harjoitustehtévi 96 (Trigonometrian funktioita 2). Muista kirjoittaa tan-
genttikomento isolla kirjaimella eli Tan(z). Pisteet vastaavasti kirjoitetaan
isolla kirjaimella eli (Pi, 0) ja (2*Pi, 0). Havailtaan, ettd pisteet todella
ovat funktion nollakohtia. Avaa tiedosto: TRIGONOMETRIAN FUNKTIOITA
2.GXT (kuva 78).

Harjoitustehtivd 97 (Sinifunktion kuvaaja ja yksikkGympyrd). Avaa
tiedosto: SINIFUNKTION KUVAAJA JA YKSIKKOYMPYRA.GXT(kuva 79).
Sini-kdyrd on piirretty tyokalun (z,y)-piste avulla, jolloin z-koordinaatti
saadaan pisteiden A, B ja C mdadraamdn kulman avulla (radiaaneina)

sekd y-koordinaatti pisteen C y-koordinaatista. Geonext-kdskyin sits © =

Rad(A,B,C) jay = Y(C).

Oranssin vitvan avulla nédhdddn yksikkéympyrdn kulman arvo radiaaneina
z-akselilla. Sinikdyrdn symmetriakohtia ovat suora x = w/2 (vdli [0, ]) ja
kdyran parittomuudesta johtuen kohta x = m. Sinifunktion mddrittelyjoukko
on R, arvojoukko [-1, 1] ja nollakohdat nm,n € Z. Kun litkutetaan pistettd

A, kyseessi ei ole endd yksikkéympyrd vaan saadaan kuvaajia kuten %y =

2%Sin(z)”.
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Kuva 78: Trigonometrian funktioita 2
|
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Kuva 79: Sinifunktion kuvaaja ja yksikk6ympyri
Liikuta pistetta C!
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Harjoitustehtdvd 98 (Sinilause). Awvaa tiedosto: SINILAUSE.GXT (kuva
80).  Kolmion kdarkipisteitd liikuttamalla  havaitaan, ettd  sinilause

pitad paitkkansa.  Esimerkiksi  sinilauseen osa a / sin o’ wali-

vaiheineen muodostetaan Geonext-kiskyin: 7 a / sin o = <va-
lue>L(a)</value> /  <value>Sin(Rad(A,C,B))</value> = <va-
lue>L(a)*1/Sin(Rad(A,C,B))</value> " Geonext-taululle wvoidaan kir-
joittaa vield sinilause kokonaisuudessaan tyylilli: _'— = sifzﬂ = sifw.
Kuva 80: Sinilause
Sinilause

al/sina=6.6/0.72=9.1
b/sinp =8.92/0.98 =9.1 A
c/siny=4.84/0.53 =91

BC =8.92

Kulma a radiaaneina: Rad(A,C,B) = 0.81
Sin (0.81) = 0.72

Harjoitustehtivi 99 (Kosinilause). Avaa tiedosto: KOSINILAUSE.GXT (kuva
81). Kolmion kirkipisteitd litkuttamalla havaitaan, etti kosinilause pitdd
paikkansa. Tiedoston kosinilauseen osa muodostetaan Geonext-kdiskyin seu-
raavasti: Vasen puoli 7 ¢*2 = <value>L(c) "2</value> 7 ja oikea puoli
7a’2 + b2 - 2ab cos v = <value> L(a)"2+L(b)"2 -2*L(a)*L(b) * Cos(
Rad(C,B,A) ) < /value> ”. Muut kosinilauseen antamat tulokset voidaan kir-

joittaa vastaavasti.

Harjoitustehtdvd 100 (Heronin kaava). Avaa tiedosto: HERONIN KAA-
VA.GXT(kuva 82). Havailtaan, ettd Heronin kaava pitdd paikkansa. Hero-
nin kaava Geonext-kaskyin: "<value> Sqrt((L(a) +L(b) +L(c)) *1/2 *((L(a)
+L(b) +L(c))* 1/2+(-L(a))) *((L(a) +L(b) +L(c)) *1/2 +(-L(b))) * ((L(a)
+L(b) +L(c)) *1/2 +(-L(c))))</value>".



Kuva 81: Kosinilause

Kosinilause

c? = a2 +b? - 2ab cosy

c2=29.36
a2 + b2 - 2ab cosy = 52.69 + 104 45 - 127.78 = 29.36

BC = 10.22

Kulma y radiaaneina: Rad(C,B,A) = 0.53
Cos (0.53) =0.86

Kuva 82: Heronin kaava

Heronin kaava

Piirin puolisko p = 8.91

Kolmion pinta-ala Heronin kaavalla =
p*(p-a)*(p-b)*(p-c) = 14.71

AB = 5.21

BC = 6.78

Vertailukaava
Kolmion ala toisin: A = 1/2"kanta*korkeus = 1/2"6.78"4 34 = 14.71



