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Johdanto

DNA-laskennalla tarkoitetaan algoritmista ongelmanratkaisua DNA-molekyy-
lien ja niihin kohdistettavien reaktioiden avulla. Sen tutkimusta motivoivat
DNA-molekyylien suotuisat ominaisuudet informaation tallennusmuotona ja
molekyylien vilisten reaktioiden samanaikaisuus, joka voisi mahdollistaa no-
pean rinnakkaislaskennan. Tutkimusalana DNA-laskenta on osa suuntausta,
joka etsii luonnossa esiintyvid prosesseja hyodyntavia laskentamalleja. Feyn-
man 6] oli esittényt jo vuonna 1960 idean biomolekyyleilld laskemisesta, mut-
ta ndyttoa bio- tai tarkemmin ottaen DNA-laskennan mahdollisesta kiytan-
nén toteuttavuudesta saatiin ensimmaéisen kerran vuonna 1994, jolloin Ad-
leman [1] suoritti kokeensa, jossa hin ratkaisi kauppamatkustajan ongelman
erikoistapauksen koeputkessa DNA:ta ja laboratoriomenetelmié kiyttéen.
Koska olisi tyolasta rakentaa jokaista ongelmaa kohti kyseisen ongelman
ratkaiseva mekanismi, on tutkittu kysymysta, voidaanko rakentaa ohjelmoi-
tava DNA-tietokone eli kiinteistd komponenteista koostuva DN A-molekyyleil-
14 operointiin perustuva mekanismi, joka pystyy suorittamaan mitd tahan-
sa annettua algoritmia. Teoreettisella tasolla on konstruoitu useita DNA-
tietokoneen edellyttdmiéd Turingin koneiden laskentavoimalla varustettuja uni-
versaaleja malleja. Universaalisuus on laskentamallin ominaisuus suhteessa
samantyyppisiin laskentamalleihin, joka tarkoittaa, ettd kyseiselld laskenta-
mallilla voidaan simuloida mitd tahansa samantyyppista laskentamallia.
Téssd tyossa todistetaan kirjallisuutta kiyttden, ettd laajennetuiksi m H-
systeemeiksi kutsuttu DNA-laskennan malli on laskentavoimaltaan ekviva-
lentti Turingin koneiden kanssa ja ettd on olemassa laajennettujen mH-
systeemien suhteen universaali laajennettu mH-systeemi. Laajennetut mH-
systeemit perustuvat silmukointioperaatioon, jonka loi Head [8] vuonna 1987
mallintamaan yhtd luonnon geneettisen materiaalin muuntelumekanismia,
jossa restriktioentsyymien pilkkomat DN A-molekyylit yhdistyvét ristiin. Laa-
jennetuiksi H-systeemeiksi kutsutun laajennettuja mH-systeemeja pelkis-
tetymman mallin osoitetaan saavuttavan korkeintaan darellisten automaat-
tien laskentavoiman. Lisdksi tarkastellaan komplementaarisuutta eli DNA:n
nukleotidien pariutumista koskevaa sadnt6é, joka luonnossa mahdollistaa pe-
riméin kahdentumisen, ja osoitetaan, ettd jonokoneiden eli tulostamiseen pys-
tyvien dérellisten automaattien ja komplementaarisuuden avulla saavutetaan
Turingin koneiden laskentavoima. Té&lloin ei kuitenkaan pédstd kiinteisté
komponenteista koostuvaan malliin kuten laajennetuilla mH-systeemeillé.
Toisaalta talla tuloksella on yleistd mielenkiintoa, koska kaikki DNA-lasken-
nan mallit hyodyntivit komplementaarisuutta jollakin tavalla ja komple-
mentaarisuus saattaisi olla toteutettavissa jollakin muulla tavalla kuin DNA-
molekyylien avulla. Esimerkiksi RNA-molekyyleilld on vastaava komplemen-



taarisuusominaisuus.

Tarkastelut suoritetaan formaalisten kielten teorian puitteissa. Lukuun 1
on koottu luvuissa 2 ja 3 tarvittavat formaalisten kielten teorian kisitteet ja
tulokset kiyttden lihteend padasiassa luentomonistetta [9] ja kirjoja [2], [10]
ja [15]. Pykilassa 2.1 DNA-molekyylit abstrahoidaan sanoiksi ja mééritel-
ladn komplementaarisuus morfismina kiyttden ldhteend kirjaa [12] ja artik-
kelia [17|. Pykéldssd 2.2 tarkastellaan artikkelin [17| pohjalta biologisiksi pa-
lindromeiksi kutsuttuja sanoja, jotka liittyvit useiden restriktioentsyymien
toimintaan. Pykiléssé 2.3 tarkastellaan sekoitusoperaation ja komplementaa-
risuusmorfismilla varustetun aakkoston avulla médriteltavien 7'S- ja RT'S-
kielten ja DNA-molekyylien vilistd yhteytta kiyttden ldhteend kirjaa [12].
Pykéldssd 2.1 osoitetaan kirjojen [16] ja [12| esitystd seuraten, ettd O-tyypin
kieliopeilla eli ekvivalentisti Turingin koneilla méadriteltdvissa olevat kielet
voidaan esittdd sekd T'S- ettd, RT'S-kielen ja jonokoneiden avulla. Pykélassa
3.1 abstrahoidaan tietylld tavalla yhteensopivien restriktioentsyymien pilk-
komien DNA-molekyylien ristiinyhdistyminen sanojen véliseksi silmukointio-
peraatioksi. Pykaldssd 3.2 madritelladn silmukointioperaation avulla DNA-
molekyylien joukoilla operoivia pykaldssa 3.1 esitetylla tavalla yhteensopi-
via restriktioentsyymejd mallintava laajennetuiksi H-systeemeiksi kutsuttu
formaalin kielen generointimekanismi ja todistetaan artikkeliin [13] pohjau-
tuen, ettd laajennettuja H-systeemejd voidaan simuloida darellisilla auto-
maateilla. Pykélissa 3.3 lisdtddn laajennettuihin H-systeemeihin multijouk-
kojen avulla kyky mallintaa molekyyleji, joita on tietty darellinen maara, ja
todistetaan artikkelin [7] esitysté seuraten, ettd néin saaduilla laajennetuilla
mH-systeemeilld voidaan simuloida mité tahansa 0-tyypin kielioppia ja etta
on olemassa laajennettu mH-systeemi, jolla voidaan simuloida mité tahan-
sa laajennettua mH-systeemii. Kysymyksessd on epdsuora simulointi, jossa
tarvitaan Churchin-Turingin teesid, kirjassa [10] todistettua tulosta, jonka
mukaan Turingin koneita voidaan simuloida O-tyypin kieliopeilla ja kirjas-
sa [12] todistettua tulosta, jonka mukaan on olemassa universaali 0-tyypin
kielioppi.

Biologisten termien valinnassa on kéytetty sivustoa [3].



1 Formaalisten kielten teorian kisitteita ja tu-
loksia

Tahén lukuun on koottu luvuissa 2 ja 3 tarvittavat formaalisten kielten teo-
rian kisitteet ja tulokset sekd joitakin joukko-opin kisitteitd. Osa tuloksista
todistetaan, kun taas osaan tuloksista on liitetty vain niiden todistuksissa
tarvittavat konstruktiot tai viittaus kirjallisuudesta 10ytyvadn todistukseen.

Tyhjasta joukosta kiytetddn merkintaéd @), joukon S potenssijoukosta eli
joukon S osajoukkojen joukosta mukaanlukien tyhja joukko kiytetdin mer-
kintdd P(S) ja joukon S alkioiden lukumééristd merkintdéd card(S). Luon-
nollisten lukujen joukon N oletetaan sisidltdvian nollan.

1.1 Multijoukot ja relaatiot
Multijoukko M yli joukon S on funktio
M :S — NU{oo},

joka liittda jokaiseen joukon S alkioon z alkioiden x lukumé&aran. Jos merki-
tddn funktiota M samalla kirjaimella kuin joukkoa S, niin multijoukko S yli
joukon S on funktio

S:5—NUo.

Multijoukon S yli joukon S alkiot, joita on vihintdin yksi, muodostavat
joukon S osajoukon

supp(S) ={x € S| S(x) > 0}.

Jos card(supp(S)) < oo, kysymyksessi on ddrellinen multijoukko. Airellinen
multijoukko S yli joukon S voidaan esittdd muodossa

{(z,5(x)) | & € supp(S)}.

Jos M ja M, ovat multijoukkoja yli joukon S, niin multijoukkojen M,
ja My unioni My U My on multijoukko yli joukon S, joka méédrdytyy ehdosta

Jos multijoukot M, ja M, toteuttavat ehdon
Ml(ZE) Z MQ(ZE) Vo € S,

niin multijoukkojen M; ja My erotus My — M, on multijoukko yli joukon S,
joka méaraytyy ehdosta

(M — My)(w) = M, (z) — May(z) Va €S,
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Joukon S binddarirelaatio R tai lyhyesti relaatio on joukon
SxS=A{(a,b)|abe S}
osajoukko. Joukon S alkiot a ja b ovat vertailtavia relaation R suhteen, jos
(a,b) € R tai (b,a) € R.

Jos
(a,a) € R aina,kun a € S,

relaatio R on refieksiivinen. Jos
(a,c) € R aina,kun (a,b) € Rja (b,c) € R,

niin relaatio R on transitiivinen. Relaation R refleksiivinen ja transitiivinen
sulkeuma on joukkojen sisidltymisrelaation suhteen pienin joukon S relaatio,
johon relaatio R siséltyy ja joka on refleksiivinen ja transitiivinen.

1.2 Sanat, kielet ja morfismit

Aakkosto on darellinen epatyhja joukko, jonka alkioita sanotaan kirjaimiksi
tai symboleiksi. Sana yli aakkoston > on &irellinen jono aakkoston 3 kir-
jaimia, jossa sama kirjain voi toistua useamman kerran. Nollan kirjaimen
jonoa sanotaan tyhjiks: sanaksi ja siitd kiytetddn merkintdd . Kirjainten
lukuméarastd sanassa w, kun kirjainten mahdolliset useampikertaiset esiin-
tymét otetaan huomioon, eli sanan w pituudesta kiytetdan merkintdd |w| ja
kirjainten a lukumé&éristé sanassa w merkintda |wl,. Aakkoston X yli muo-
dostettujen sanojen joukosta mukaanlukien tyhji sana kiytetdin merkintaé
>* ja aakkoston ¥ yli muodostettujen tyhjistid eroavien sanojen joukosta
merkintda X1, Talloin
¥ =3\{\}

Jos u ja v ovat joukkoon X* kuuluvia sanoja, niin sanat u ja v perdkkiin
kirjoittamalla saatu sana uv kuuluu joukkoon Y*. Té4tad operaatiota sanotaan
katenoinniksi ja tyhja sana on sen suhteen identiteettialkio eli

wA = w=w YweX".
Katenointioperaatio on lisiksi assosiatiivinen eli

u(vw) = (w)w  Yu,v,w € X%,



joten joukko ¥* on katenoinnin suhteen monoidi. Sanan w katenointi itsensé
kanssa voidaan esittdd kdyttden potenssimerkintdid

w® = A
W' = ww = w"w,
missi n on positiivinen kokonaisluku.
Katenoimalla tyhjistd eroavan sanan w = ajas---a,, missi n > 1 ja
a; € X, kun 1 <17 < n, kirjaimet viimeisestd ensimméiseen saadaan sanan w
peilikuva

wR = Apdp—1--°-A71.

Tyhjén sanan peilikuvaksi méiritelliin A® = X\. Ehdon
wt =w

tayttavid sanoja sanotaan palindromeiksi. Peilikuva- ja katenaatio-operaatioiden
madritelmistd seuraa, etti

(whH? = u Yue X (1)
(w)? = o Yu,v e X (2)

Sana v on sanan w osasana, jos on olemassa sellaiset sanat w; ja wy, ettd
W = Wivws. (3)

Sanan w osasanojen joukosta kdytetddn merkintdd F(w). Jos yhtélossd 3
wy = A, niin sana v on sanan w etuliite ja jos wy = A, sana v on sanan w
loppuliite. Jos v # w, niin sanan w etu- tai loppuliite v on aito. Jos sana v on
sanan w etuliite, niin merkitdin v < w ja jos sana v on sanan w aito etuliite,
niin merkitddn v < w. Jos u < w eli w = ww, niin sanasta w voidaan jekaa
sana u, jolloin merkitiin v = v~ lw.

Joukon X* adrellisid tai ddrettomiad osajoukkoja sanotaan formaalisik-
st kieliksi tai lyhyesti kieliks: yli aakkoston Y. Katenointioperaatio yleistyy

kielten véliseksi operaatioksi siten, ettd jos L ja Lo ovat kielid, niin
L1L2 = {U'U ‘ (IS Ll,U € L2}

Kielen L katenointi itsensd kanssa voidaan esittda kiyttden potenssimerkin-
tad

L = {\}

L" = LL™'=L"'L



missi n on positiivinen kokonaisluku. Kielen L Kleenen *- ja +-sulkeumat

ovat
L=Jr ja rt=Jr'"
i>0 i>1

Sanojen z € X7 ja y € X5 sekoitus on dérellinen kieli
ry = {T1Y1TaY2  TplYn | T = X1 T Y = Y1 Yo, T € B,y € 83,1 < i <inf
Sekoitusoperaatio yleistyy luonnollisella tavalla kielille:

Llu_JLQZ U w1 W wa.

w1 €L1,w2€L2

Morfismi on kuvaus h : X7 — X5, missd > ja Yo ovat aakkostoja, joka
toteuttaa ehdon
h(uv) = h(u)h(v) Yu,v € 37.

Se madrdytyy taysin kuvien
h(ai), a; € Zl

perusteella. Morfismin h kddnteismorfismi on mahdollisesti osittain maéri-
telty kuvaus h™1 : X5 — P(X3),

h=Hw) = {v | h(v) = w}.
Projektiokuvaus aakkostolta Y, aakkostolle Y, missd Yy C ¢, on morfismi

pry, @ 2] — 23,
vy, (a) = a jos a€ Xy
Prest@) =19\ jos a € ¥q\Xs.

Morfismien hq, hy : X7 — X5 yhtdsuuruusjoukko on kieli
E(hl,hg) = {’LU € 2'1" | hl(UJ) = hg(’tU)},

joka koostuu niistd tyhjistd eroavista sanoista, joilla morfismien h; ja hs
kuvat yhtyvét.

Huomautus 1.1. Jos h;(w) = he(w), niin jompikumpi relaatioista
hi(w') < ho(w'),  ha(w') < hi(w')

toteutuu kaikilla sanan w etuliitteilld w’.



Huomautus 1.2. Tyhji sana kuuluu kaikkien morfismien A méaarittelyjouk-
koon, ja koska
h(Ah(X) = h(AX) = h(}),

kaikki morfismit kuvaavat tyhjén sanan tyhjéiksi sanaksi. Ongelma, jossa ky-
sytddn, onko olemassa tyhjiastd eroavaa sanaa, jolla annettujen morfismien
kuvat yhtyvét, on osoitettu ratkeamattomaksi. Ei siis ole olemassa algoritmia,
joka kaikilla annetuilla morfismeilla hq, ho ratkaisisi, onko joukko F(hy,hs)
epatyhji. Tuloksen todisti ensimmaéisend Post |14 vuonna 1946.

Esimerkki 1.3. Madritetddn morfismien f, g : {a,b,c}* — {a,b}",

a | b c
fla® | b ab?
g | a®b | ba | b,

yhtasuuruusjoukko hyodyntden huomautusta 1.1. Oletetaan, ettd morfismien
f ja g yhtasuuruusjoukossa on tyhjista sanasta eroava sana w ja luetaan sita
kirjain kerrallaan vasemmalta oikealle. Koska sanat f(b),g(b) ja f(c),g(c)
eivit ole vertailtavia relaation < suhteen, sana w ei voi alkaa kirjaimilla b
eikd ¢, joten sen tdytyy alkaa kirjaimella a. Koska

flaa) = a* flac) = a®b?
glaa) = a*ba®*b  g(ac) = a?b?
sanan w tiytyy alkaa sanalla ab ja koska
f(ab®) = a®b*
g(ab®) = da*b*aba,
sana w ei voi alkaa sanalla ab?®. Laskelmista
flabca) = a*b*ab’a®  f(abeh) = a*b*ab? f(abcc) = a*b*ab*ab?
glabca) = a?b*aba®b  g(abch) = a*b*ab*a  glabcc) = a*b*ab?
niahdain, ettd sana w ei voi alkaa sanalla abc, kun otetaan huomioon morfis-
mien méarittely tapauksessa abce. Laskelmista

flabaa) = a*b%*a* f(abab) = a*v*a®
glabaa) = a*b*a®ba®h  g(abab) = a*b*a*ba
niahdain, ettd sanan w taytyy alkaa sanalla abac. Koska
fabac) = a*b?a’b?
g(abac) = a*b*a®V?, (4)
yvlldolevaa paittelyd toistamalla nidhdain, ettd w € {abac}™, joten E(f, g) C

{abac}™. Toisaalta laskelmien 4 nojalla {abac}™ C E(f,g). Morfismien f ja
g yhtésuuruusjoukko on siis {abac}*.



Esimerkki 1.4. Maéritetddan morfismien f, g : {a,b}* — {a,b}*,

a b
fl a |baa

g | aab | aa,

yhtésuuruusjoukko. Jos f(w) = g¢g(w), niin kirjainten a ja b lukuméirien
sanoissa f(w) ja g(w) tulee vastata toisiaan eli

{ fw)e = g(w)a
fw)y = glw),
jolloin morfismien f ja g médrittelyn perusteella

{|w|a+2|w]b = 2|w|a—|—2|w|b
wl = |w]q-

Jalkimmaéisestd yhtdloparista voidaan ratkaista |w|, = |w|, = 0, joten w = .
Morfismien f ja g yhtdsuuruusjoukko on siis tyhja.
On kuitenkin olemassa mielivaltaisen pitkié sanoja w’, jotka toteuttavat

ehdon
fw') < g(uw'). (5)

Osoitetaan induktiolla, ettd muotoa a?b?a*b*a®b® - - - a®"b*" olevat sanat, mis-

sd n on positiivinen kokonaisluku, toteuttavat yhtalon
F(a2b2abt- - a2 b )g(0)2" ! = g(a?ba'bl- - a2 b?") (6)
ja siis my6s ehdon 5. Kun n =1,
f(a®b*)g(b) = a*ba’ba* = g(a®V?).
Oletetaan, ettd yhtdlo 6 patee, kun n = k. Téalloin

g(a2b2 o a2k b2k a2k¢+1 b2k:+1) _ g<a2b2 . 2k bzk )g 9k+1 b2k+1 )

(a
f(asz-“a B g(b)* (a0
F(a?? a0 ) (aa)? H(aab)* " (aa)®
f(a2b2 . 2kb2k>a2k+1—2( )QHI(aa)QkH
f(a®v*--- kazk)anH (baa)Qk+1 (aa)QkH’1
F(@®V - a® ) f(a)® T F(B)* ()
_ f(a2b2 . a2k+lb2 +1>g(b)2k+l 1

eli yhtdlo 6 pitee, kun n = k£ + 1, mikd todistaa viitteen.



1.3 Adrelliset automaatit ja jonokoneet

Asrelliset automaatit ovat kielten tunnistusmekanismeja, jotka joko tunnis-
tavat eli hyvdksyvdt tai kielteisessa tapauksessa hylkddavat syotteend saaman-
sa sanan. Ne lukevat syotettd kirjain kirjaimelta ja edustavat sellaista al-
goritmisen laskettavuuden tasoa, joka on toteutettavissa syotteen vaatimaa
talletustilaa lukuunottamatta puhtaasti darellisin keinoin.

Yieistetyn dadrellisen automaatin M = (Q, %, 0, Qo, F') komponenteista @
on adrellinen tilojen joukko, > on sydteaakkosto,

0:Qx (BU{A}) = P(Q)

on surtymdafunktio, Qo C Q alkutilojen joukko ja F' C Q) lopputilojen joukko.
Joukon () x ¥* ehdosta

(Q7 CLZL‘) |_M (q/a ZL') <~ q, € 5(Q7 CL),

missd a € X U {\} ja x € ¥*, méadrdytyvin relaation Fj; refleksiivisen ja
transitiivisen sulkeuman Fj, avulla voidaan maéritelld yleistetyn adérellisen
automaatin M tunnistama eli hyvdiksymd kieli

Se koostuu sellaisista sanoista = yli syoteaakkoston ¥, jotka luettuaan auto-

maatti M voi olla jossakin lopputilassa, kun lukeminen aloitetaan jostakin

alkutilasta. Yleistetty ddrellinen automaatti on siis epadeterministinen malli.
Yleistetyt dérelliset automaatit M ja M’ ovat ekvivalentit, jos

L(M) = L(M").

Yleistettyjen darellisten automaattien tunnistamien kielten luokkaa sanotaan
sadnndllisten kielten luokaksi ja siitd kidytetddan merkintdd Reg.

Yleistetty &dérellinen automaatti M = (Q,3,0,Qo, F') voidaan esittaa
graafina muodossa

((Q7E7 6)7@07F)7

missd Qo ja I ovat automaatin M alku- ja lopputilojen joukot ja (Q, E,€)
on suunnattu leimattu graafi. Graafin (Q, F, €) pisteet ovat automaatin M
tilat () ja sen pisteiden valilld on viivat

E={(¢,d) € QxQ|q €d(q,a) joillakin ¢,¢' € Q,a € ZU{A}},

jotka on leimattu sanoilla
((¢,4)) = a jos ¢ €d(g,a),
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missd € on morfismi £F* — »*. Kéintden jokaista edellikuvattua muotoa
olevaa esitystd ((Q, F,¢€),Qo, ) vastaa yksikésitteinen yleistetty dérellinen
automaatti. Graafin (Q, F, €) polku on sana

ereare, € BY n>0,
jonka kirjaimet e; € E ovat muotoa

ei:(qi,qiﬂ), i:1,2,...,n.

Tyhjasta eroava polku on hyviksyvd, jos g1 € Qo ja ¢,+1 € F. Tyhja polku on
hyviksyvi, jos Qo NF # . Koska leimafunktio € on morfismi E* — X*, se on
médritelty kaikilla graafin (Q, E, €) poluilla ja erityisesti kaikilla hyvéksyvilla
poluilla.

Deterministisen ddrellisen automaatin M = (Q, %, 9,{q}, F') komponen-
tit ovat muutoin samat kuin yleistetylld darelliselld automaatilla, mutta silla
on vain yksi alkutila ja sen siirtyméfunktio

§:Q xX—PQ),
joka ei salli muotoa d(q, A) olevia siirtymié, toteuttaa ehdon
card(6(q,a)) <1 VYqe Q,a € . (7)

Deterministisen dérellisen automaatin siirtymafunktio voidaan maaritelld myos
osittain méariteltyna funktiona

0:Q XX — Q.
Télloin §(p, a) ei ole mééritelty niissd tapauksissa, joissa
d(p,a) =10

kiyttien siirtyméifunktion maalijoukkona joukkoa P(Q).

Deterministista ddrellistd automaattia voidaan pitdé yleistetyn dérellisen
automaatin erikoistapauksena, joten sen tunnistama kieli méaritelladn vas-
taavasti kuin yleistetyilla darellisilla automaateilla.

Lause 1.5. Jokaista sadnnollistd kielta L kohti on olemassa deterministinen
adrellinen automaatti, jonka tunnistama kieli on L.

Johdetaan todistuksessa tarvittava konstruktio kiyttien lihteend luento-
monistetta |9]. Olkoon M; = (Q, X, 61, Qo, F') yleistetty ddrellinen automaat-
ti, jonka tunnistama kieli on L. Yleistetty dédrellinen automaatti

My = (QU{q}, %, 02,{q0}, F),
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misséd qo ¢ (@, jolla on kaikki automaatin M; siirtymét eli
q€d(p,a) = qé€dpa)
aina, kun p € @ ja a € ¥ U {A} ja jolla on liséksi siirtymét
d2(q0.a) = {g | 3p € Qo : g € &i(p,a)},

missd a € XU{\}, on automaatin M; kanssa ekvivalentti ja sillé on vain yksi
alkutila.
Madritelladn jokaista automaatin M, tilaa p € Q U {qo} kohti joukot

Co(p) = {p},
Citilp) = Cilp)u{eeQU{q}|3IreCip):qed(r,\)},i=0,1,2,....

Koska C;(p) C Cyy1(p), lukujono
card(Cy(p)), card(Cy(p)), card(Csz(p)), . ..

on kasvava. Lisiksi luku card(Q) + 1 rajoittaa sen jasenid ylhaalta. On siis
olemassa sellainen indeksi k, ettd Cyi1(p) = Ck(p). Olkoon i, pienin tdmén
ehdon toteuttava indeksi. Yleistetty darellinen automaatti

M3 = (Q U {QO}a 27 537 Ciqo (q0)7 F)7
jolla on siirtymét
q € d3(p,a) < IreQU{q}:r€dpa)jageC(r)

kaikilla p,q € Q U {qo},a € 3, ei sisilla muotoa d3(p, \) olevia siirtymié ja
toteuttaa L(M3) = L(Ms).
Deterministiselle darelliselle automaatille

M = (P(QU{q}), %, 0,{Ci, ()}, {H € P(QU{q}) | HNF #0}),
jolla on siirtymiit
0(H,a) ={q€ QU{q} | Fp € H :q € ds(p,a)}
kaikilla H € P(QU {qo}),a € X, pitee
L(M) = L(M3) = L(Ms,) = L(M;) = L.

Lause 1.6. Sdanndllisten kielten luokka on suljettu unionin, katenoinnin,
sekoituksen, Kleenen *- ja +-sulkeumien, morfisen kuvan ja leikkauksen suh-
teen.

12



Esitetdin lauseen todistuksessa tarvittavat konstruktiot kéiyttden lah-
teend luentomonistetta |9] ja sekoitusoperaation osalta kirjaa [5]. Olkoot
Ly, L C X7 ja Ly C X5 sddnnollisid kielid, h : 37 — X35 morfismi ja

Mi = (Q’i;zh(sinO,hFi)a 22172
M{ = (QllazllvéiaQé),lell)

yleistettyja darellisid automaatteja, joiden tilojen joukot ovat erilliset ja joi-
den tunnistamat kielet ovat L(M;) = Ly, L(Msy) = Lo ja L(M]) = L.
Yleistetty adrellinen automaatti

M; = (Q1U Q2,21 UXs,03 Qo1 UQoz, F1 UF),
jolla on siirtymét
q€63(p>a) < q€61<p7&) taiqe(SQ(p?a)

kaikilla p,q € Q1 U Q2,a € ¥1 U o U {A}, toteuttaa L(M;z) = Ly U L.
Yleistetty ddrellinen automaatti

My = (Q1U Q2,21 U3y, 64,Q01, F),
jolla on siirtymét
q € 01(p,a) taiq € d2(p,a) = q € ds(p,a)
kaikilla p, ¢ € Q1 U Q2,a € ¥ U Yo U {A} ja lisdksi siirtymét
Qo2 C d4(f, M),

kaikilla f € Fy, toteuttaa L(My) = Ly Lo.
Yleistetty ddrellinen automaatti

M; = (Q1 X Q2,21 UX9,05,Qo1 X Qoa, F1 X F),
jolla on siirtymét

0((q1,q2),a) = {(d1, @) | @4 € 0u(qr, )} U{(q1, ) | g5 € 02(qn, @)}

kaikilla (ql, QQ) € Ql X QQ, a € (21 U 22 U {)\}), toteuttaa L(M5) = L1 LLJ LQ.
Yleistetty dédrellinen automaatti

MG = (Ql U {q/}7 21’ 567 {(]/}, Fl U {q,})7
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missd ¢’ ¢ @, jolla on kaikki automaatin M; siirtymét eli

q € 61(p,a) = q € ds(p, a)

kaikilla p, ¢ € Q1,a € X1 U {\} ja jolla on lisiksi siirtymét

56((],7 A) = QO,I ja’ q/ € 56(f7 A))

kaikilla f € Fi, toteuttaa L(Mg) = Lj.
Yleistetty adrellinen automaatti

M7 = (Ql; 217577 Q0,17F1)7

jolla on kaikki automaatin M, siirtymaét ja jolla on lisdksi siirtymét

Qo1 C 07(f, \)

kaikilla f € Fy, toteuttaa L(M;) = L.

Lauseen 1.5 nojalla on olemassa deterministinen &irellinen automaatti
Mg = (Q,%1,9s,{qo}, F), jonka tunnistama kieli on L;. Muodostetaan jo-
kaista ehdon

()] = larag - - anf > 1,

missd a; € Yo, kun 1 <1 < n, toteuttavaa kirjainta a € >; kohti joukko
Qa - {qa,h 4a,2; - - - 7QI1,n—1}

siten, ettd Q, N Q, = 0 aina, kun a # b. Yleistetty dérellinen automaatti

My=QU |J  Qa%2,00, {00} F),

a€Xq,|h(a)|>1
jolla on tapauksessa
|h(a)| = larag---ay| > 1, a€Xy
siirtymat

dg (P, a1> = {Qa,l}
59((]@,1, az) = {Qa,Z}
dg (%,2, a3) = {%,3}

59(Qa,n—27an—1) - {Qa,n—l}
59(Qa,n717an) = {Q}a
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missd g € dg(p, a) ja jolla on tapauksessa
|h(a)] <1, a€Xy

siirtymat
q € do(p,h(a)) << qe€ds(pa),
toteuttaa L(Mg) = h(Lq).
Yleistetty ddrellinen automaatti

Mg = (Q1 x Q, %1, 010, Qo1 ¥ Q671,F1 x F),

jolla on siirtymét

d10((p1,p2),a) = {(q1, @) | &1 € 61(p1, ), q2 € 51(192760}
kaikilla (py, p2) € Q1 x @}, a € £; U {\}, toteuttaa L(Myy) = Ly N L.
Lemma 1.7. Jokainen aarellinen kieli on saannéllinen.

Todistus. Olkoon ¥ = {ay,as,...,a,} aakkosto ja L C 3* Aérellinen kieli.
Deterministiset aarelliset automaatit

Mi = ({QOm Q1,i}> {ai}a 5i7 {qO,i}a {q1,i})ai = 17 27 ceey N,

joilla on siirtymat
3i(qos, i) = quiyi=1,2,...,n
toteuttavat L(M;) = {a;}.
Jokainen kielen L sana kuuluu kieleen, joka on kielten {a;} &érellinen ka-
tenaatio. Kielen L aérellisyyden nojalla kieli L voidaan siis ilmaista kielten
{a;} aédrellisen monen &darellisen katenaation unionina, joten lauseen 1.6 no-

jalla on olemassa yleistetty darellinen automaatti, jonka tunnistama kieli on
L. O

Jonokone M = (Q,%,A,0,7,{q}, F) on deterministinen Aérellinen au-
tomaatti, joka voi kunkin siirtyménséd yhteydessa tulostaa sanan. Sen kom-
ponenteista @, 3, {q} ja F' ovat kuten deterministiselld &érelliselld auto-
maatilla, A on tulosteaakkosto,

0:Q XX —Q
mahdollisesti osittain maéritelty siirtyméafunktio ja
v:Q x YN — A"
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on tulostefunktio, jolla on sama maéarittelyjoukko kuin siirtyméfunktiolla.
Funktioiden ¢ ja v médrittelyjoukot voidaan laajentaa joukoksi ) x ¥* méa-
rittelemélla

6(¢,\) = ¢ (8)
(g A) = A (9)
o(q, fx) = 6(o(q, f), ) (10)
(g, fx) = (g, F)v(0(q, f), x), (11)

missd f € X* jax € Y.
Seuraavan lemman ja sitd seuraavan lauseen 1.9 todistukset ovat perdisin
kirjasta [2].

Lemma 1.8. Sydteaakkostolla 3 varustetun jonokoneen siirtymd- ja tulos-
tefunktioille § ja v pdtee

6(q, fg) = 6(6(q.f).9) VYf,geXx (12)
(g, fg) = v(a )v(0(q, f).g) Vf,geX. (13)

Todistus. Todistetaan yhtélot 12 ja 13 induktiolla sanan g pituuden suhteen.
Jos |g| = 0 eli g = A, kummatkin yhtiloistda 12 ja 13 pateviit mééritelmien
8 ja 9 nojalla. Jos |g| > 1 ja g = hx, missd h € X* ja € X, ja oletetaan,
ettd yhtdlo 12 pitee sanaa g lyhyemmilld sanoilla, niin méaaritelmén 10 ja
induktio-oletuksen nojalla

6(g, fg) = ¢
- 65

(¢, fha)
(o(

= 0(6(
(o(
(

¢, fh),x)

(¢: f),h), @)
= 0(6(q, f), hx)
6(6(q; ), 9),

joten yhtalo 12 pétee kaikilla sanoilla g. Oletetaan, etté yhtalo 13 pétee sanaa
g lyhyemmilld sanoilla, jolloin méaéritelméan 11, induktio-oletuksen ja yhtélon
12 nojalla

v(a, fg) = (g, fhx)
= 7(q, fh)v(6(q, fh), z)
= (q, /(g f), ) (6(6(q, f), h), x)
= (¢, /)v(6(q f), hx)
= (g, /)(0(q, ). 9),
joten yhtdlo 13 pétee kaikilla sanoilla g. O
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Jos M = (Q,%2,A,6,7,{q}, F') on jonokone, niin mahdollisesti osittain
madriteltyd kuvausta g : X* — A*,

(U?u) = v
s =0 e {300 2

sanotaan jonokoneen M madritteleméiksi gsm-kuvaukseksi. gsm-kuvaukset
ovat syOtteen ja tulosteen vaatimaa talletustilaa lukuunottamatta puhtaasti
adrellisin keinoin laskettavissa olevia funktioita.

Lause 1.9. Jos ' : ¥* — A* ja ¢’ : A* — T'* ovat gsm-kuvauksia, niin on
olemassa gsm-kuvaus h' : ¥* — T'*, joka on kuvausten ¢ ja f' kompositio.

Todistus. Olkoot gsm-kuvauksia f’ ja ¢’ vastaavat jonokoneet

M, = (Q1727A7517’Y1,{QO,1},F1)
My, = (Q2,A,T1,02,7, {02} F).

Maaritellddn jonokone

M3 = (Q2 X Qla E,F,(Sg,,’}/g, {(q(),?aqo,l)})FQ X Fl),

jolla on siirtymaét ja tulosteet

03((p,q),a) = (62(p, (g, a)),01(q,a)) (14)
(P, q),a) = y(p,1(ga)) (15)

kaikilla (p,q) € Q2 x Q1,a € ¥. Laajennetaan jonokoneiden M;, M, ja Ms;
siirtymaé- ja tulostefunktioiden méérittelyjoukoiksi Q1 x 3*, Q2 x A* ja (Qa X
Q1) x X* yhtdlojen 8,9, 10 ja 11 osoittamalla tavalla. Osoitetaan induktiolla
sanan f pituuden suhteen, ettd funktiot d3 ja -3 toteuttavat kaikilla f €

53((p7Q)af) = (52(p771(Qaf))751(q7f)) (16)
w((p:a), f) = @ nlef)). (17)

Jos |f| = 0, yhtélon 16 oikea puoli saa yhtdléjen 8 ja 9 nojalla arvon
(p,q), joka on sama kuin yhtélon vasen puoli yhtdlon 8 nojalla. Oletetaan,
ettd f = hx, missd h € ¥* ja x € ¥, ja otetaan selvyyden vuoksi kiyttoon
merkinnit w = y1(q, h) ja w' = v1(d1(q, h), z), jolloin yhtélén 11 nojalla

ww' = v(q, )1 (61(q, h), x)
= 71(Q7hx)
= m(q f) (18)
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Jos yhtéld 16 pétee sanaa f lyhyemmilld sanoilla, niin yhtdlon 10, induktio-
oletuksen, médritelmén 14 ja yhtdlon 12 nojalla

d3((p, @) f) d3((p q), hz)
= 03(d3((p,q); h), @)
= 03((02(p; (g, h)), 01(q, h)), )
= (02(02(p, 1 (q, 1)), 1(01(q, h),x)),61(01(q, h), x))
= (02(02(p, w), W), 01(d1(g, h), z))
(02(p, w ) d1(q, h))
(d2(p, (g, f):01(q, 1)), (19)

joten yhtdlo 16 pétee kaikilla sanoilla f.

Jos f = A, yhtdlon 17 oikea puoli saa yhtdlon 9 nojalla arvon A, joka on
sama kuin yhtalon vasen puoli yhtalon 9 nojalla. Jos yhtélo 17 pétee sanaa
f lyhyemmill sanoilla, niin kiyttden samoja merkint6ja kuin ylld ja yhtdloa
11, induktio-oletusta, yhtiloa 16, madritelmda 15 ja yhtaloa 13

(P q), f) =
= 73

)

3

= Tpw
= 7p,w

= ’}/2

P:q)
P, q),
= Ya(p, n(
p,w )73(

(
(
(
(
= 7(p,
(
(p,w
(p

, har)
g/

h)ys(03(
1(g, h))a(
2(p,

(p,q),h), )
(02(p; 11(q, 1)), 61(q, b)), x)

( w), 01(q, h)), x)
w)y2(d2(p, w), 11 (d1(q, h), x))
w)7y2(da(p, w), w')
w')

’}/1((], ))7

joten yhtalo 17 patee kaikilla sanoilla f.

Olkoon jonokoneen M3 maarittelemé gsm-kuvaus b’

X =T Jos w €

¥* on sellainen sana, ettd sanat f'(w) € A* ja ¢'(f'(w)) € I'* on méiritelty

eli

01(goq,w) € F
71(@1071,10) =

niin yhtédlén 16 nojalla

53(((10,27 QO,1)7 w)

02(qo2, ['(w)) € Fy
Yolqo2, f'(w)) = ¢'(f'(w)),

(52(%,27 ’Yl(QO,l, w)), 51((10,1, w))
= (52(%,2, f,(w))v 51 (QO,17 'LU))
S F2 X Fl
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ja yhtélon 17 nojalla

’73((%,2, QO,1)7 w) = ’72((]0,2, ’Yl(%,h w))
= 72(610,2,f/(w))
= g(f"(w)),

joten jonokone M3 méirittelee gsm-kuvauksen ¢’ o f'. O
Lemma 1.10. Jokainen morfismi on gsm-kuvaus.

Todistus. Jos f:{ay,...,a,}* — {by,...,by,}* on morfismi, niin yksitilaisen
jonokoneen

M = ({q},{ar, - an}, {bs, - b}, 0,7, {q}, {a}),

jolla on siirtymét
Mg,a;) =q, i=1,2,...,n

ja tulosteet
V(Q)a’lj = f(ai)7 L= 1,2,...,”7

maéadrittelemé gsm-kuvaus g toteuttaa

fw)=g(w) Ywe{a,...,a,}"

Esimerkki 1.11. Olkoon h : {aj,as,...,a,}* — {0,1}* morfismi

h(a;) = 010, i=1,2,...,n.
Jonokoneen M = ({g}, {ar, as, ., a}, {0, 13,6,7, {a}, {a}), Jolla on siirty-
maét

g a;) =q, 1=1,2,....n

ja tulosteet '
v(g,a;) =01'0, i=1,2,...,n,

médrittelemé gsm-kuvaus g : {a1, as,...,a,}* — {0,1}* toteuttaa ehdon
g(w) = h(w) Yw e {ay,as,...,a,}".

Esimerkki 1.12. Olkoon pry, : X7 — X5 projektiokuvaus aakkostolta >,
aakkostolle Y5, missa > C 33;. Jonokoneen

M = ({q}, %1, 22,0, 7. {a}. {a})
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jolla on siirtymét
dq,a) =q Yae

ja tulosteet
A jos a € Xi\X
a jos a €& X,

1(g,a) = {
madrittelemé gsm-kuvaus g : X7 — X3 toteuttaa ehdon
g(w) = pryg,(w) Yw € X7.

Esimerkki 1.13. Olkoon L C ¥* mielivaltainen kieli ja L' C ¥* sédédnnollinen
kieli. Lauseen 1.5 nojalla on olemassa deterministinen direllinen automaatti
M =(Q,%,6,{q}, F), jonka tunnistama kieli on L’. Jonokone

M/ = (Qa Ea 2757 e {qO}aF)a

jonka syote- ja tulosteaakkosto on X ja jolla on tulosteet

v(g,a) = a

kaikilla pareilla (g, a), joilla tulostefunktio on mééritelty, méarittelee gsm-
kuvauksen g : >* — ¥,

glu)=u <  (q,u) €F,
jonka maérittelyjoukko on L'. T&lloin

g(L) = {g(w)|weL}
= {g(w)|weLNL}
= {w|lwelLnlL}
= LNL.

1.4 O-tyypin kieliopit

O-tyypin kieliopit ovat kielten méarittelymekanismeja, jotka ovat toimintata-
valtaan pykilassi 1.3 méaritellyistd tunnistusmekanismeista poiketen kielten
generointimekanismeja. Kuten dérellisilla automaateilla, O-tyypin kielioppien
toiminta madrdytyy &direllisiin komponentteihin sisdltyvin informaation pe-
rusteella, mutta ne kykenevit prosessoimaan sanoja, mistd johtuen niiden
laskentavoima on ratkaisevasti suurempi. Pykildssd 1.5 esitettévistd syisté
O-tyypin kieliopit edustavat korkeinta algoritmisen laskettavuuden tasoa.
O-tyypin kieliopin G = (N, T, S, P) komponenteista N on aakkosto, jo-
ta kutsutaan valiaakkostoksi ja T on viliaakkostosta erillinen aakkosto, jo-
ta kutsutaan padteaakkostoksi. Vali- ja padteaakkostojen kirjaimia sanotaan
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vali- ja padtesymboleiksi. Komponentti S € N on viliaakkoston kirjain, jota
kutsutaan alkusymbolikst ja

PC(NUT)*N(NUT)* — (NUT)", (20)

missd — on aakkostojen N ja T' ulkopuolinen symboli, on dédrellinen johto-
sadntdjen joukko. Kuten siséltymisen 20 oikeasta puolesta ndhdéin, O-tyypin
kielioppien johtosdinnoissd u — v sana wu sisdltdd aina vihintddn yhden vi-
lisymbolin, mutta muuta rajoitusta johtosddntojen muodolle ei ole. Joukon
(N UT)* ehdosta

r=qy & w=mxury € (NUT)"
y=zvr0 € (NUT)"
u—uveEP

maaraytyva relaatio =g kuvaa kieliopin G yhtd toiminta-askeletta, jossa
sanasta x johdetaan sana y.

Huomautus 1.14. Jos on selvid, mistd kieliopista on kyse, kdytetdan mer-
kinndn =4 sijasta merkintdd = .

Relaation = refleksiivisen ja transitiivisen sulkeuman =* avulla voidaan
maédritelld kieliopin G generoima kieli

LG)={zeT" | S="1z}

Se koostuu niistd sanoista yli padteaakkoston, jotka voidaan johtaa sovel-
tamalla alkusymboliin ja myShemmin johdon tuloksena saatuihin sanoihin
epadeterministisesti kieliopin G johtosdantoja.

Kieliopin G johdolla tarkoitetaan jonoa

S = w1, W1 = Wo, Wy = W3, ..., W1 = Wk,
joka voidaan kirjoittaa myos muodossa
S = w = wy = w3 = ... = Wy,

missé lukua k sanotaan johdon pituudekst.

Edella esitetyn mukaan kielioppi G aloittaa toimintansa alkusymbolistaan
S. Jos w € (N UT)* on sana, joka toteuttaa ehdon S < w, kielioppi G voi
aloittaa toimintansa sanasta w. Niiden sanojen joukosta yli paiteaakkoston
T, jotka voidaan johtaa kieliopilla G ldhtien sanasta w, kiytetd&n merkintad

LGw)={zxeT" |w="2x}.
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Téllsin L(G, S) = L(G).
Kieliopit G ja Gy ovat ekvivalentit, jos ne generoivat tarkalleen saman
kielen eli
L(G1) = L(Ga).

Niiden kielten luokasta, jotka voidaan generoida 0-tyypin kieliopeilla, kiyte-
taddn merkintda L.

Seuraavan Kuroda-normaalimuotona tunnetun lauseen todistuksessa on
kiytetty ldhteend kirjoja [10] ja [15].

Lause 1.15. Jokaista 0-tyypin kielioppia G kohti on olemassa kieliopin G
kanssa ekvivalentti kielioppi G', jolla on vain muotoa

A—a, a€N,aeT

A— BC, A B,CeN
AB —CD, A B,C,DeN
A— )X AeN

W N =

olevia johtosdadntdjd.

Todistus. Olkoon G'= (N, T, S, P) O-tyypin kielioppi. Muodostetaan kieliop-
pi Gy = (Ny,T,S, Py), jolla on viliaakkosto

Ny =NU{A,|aeT}

misséd jokaista kirjainta a € T kohti otetaan kiyttoon uusi vilisymboli A,
ja jonka johtosddnnot P, saadaan johtosddnnoistd P korvaamalla joukon P
johtosddnnoissa esiintyvat kirjaimet a € T kirjaimilla A, sekd lisdamalld
joukkoon P; sdannot

Ay —a, acT. (21)

Néytetddn, ettd kieliopit G ja G ovat ekvivalentteja. Jos A € L(G), niin
korvaamalla kieliopin G johdossa

kirjaimet a € T kirjaimilla A, saadaan kieliopin 1 johto
S =G - =0 )\, (23)

joten A € L(G). Jos kidintden A € L(Gy), niin korvaamalla muotoa 23 ole-
vassa johdossa kirjaimet A,, a € T kirjaimilla a saadaan muotoa 22 oleva
johto, joten A € L(G). Jos ay---a, € L(G) on tyhjéstd eroava sana, niin
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kieliopilla G; voidaan vastaavasti kuin edelld johtaa sana A,, --- A,, ja so-
veltamalla sithen sddnt0ja 21 sana ag - - - a,. Jos kidntéden a; - --a, € L(Gy)
on tyhjista eroava sana, niin sana a; - - - a,, on saatu kiyttamaélla sdantoja

P\{A, —ala€eT} (24)

ja muuttamalla jossain vaiheessa vilisymbolit sddntdjen 21 avulla paatesym-
boleiksi. Sddntoja 24 vastaavia sddntoja kiyttéen kieliopilla G voidaan johtaa
sana aj - - - a,. Ndin ollen L(G,) = L(G).

Muodostetaan kielioppi Go = (N; U{Y'}, T, S, P»), missd Y on uusi vili-
symboli ja

P, = {u—veP||u <|v}U
{u— Y=y |y — v e P, Jul > o]} U{Y — A}
Kieliopilla G5 voidaan johtaa kaikki kielen L(G7) sanat kiyttadmalla sdén-
tojd P.\{Y — A} ja poistamalla mahdolliset kirjaimet Y sdannolla Y — A.
Koska kirjain Y esiintyy vain sddnnon Y — A\ vasemmalla puolella, kaikki
kieliopilla G5 johdetut joukkoon 7™ kuuluvat sanat voidaan johtaa kieliopilla

G, joten
L(Gs) = L(GY). (25)

Lisdksi sddntod Y — A lukuunottamatta kaikki kieliopin (G5 johtosddnnot
ovat muotoa
u—v, |ul <ol

Korvaamalla kieliopin GG muotoa
A— B, A BeNU{Y}
olevat johtosdannot sdannoillé

A—YB, (26)

muotoa
A—By---B,, n>3

olevat saannot sdannoilla

A — BIZI

Zl — B2Z2

Z2 — Bng (27)
Zn—3 - Bn—QZn—Q
an2 - anan7
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missi kirjaimet Z1,..., Z,_s ovat uusia vilisymboleja ja muotoa
Ay Ay — By By, 2<n<m,(n,m)#(2,2)

olevat saannot sdannoilla

AlAQ — 31Zi
Z{A;g — BQZ%
Z5A4 — BgZé
ZpyAn — BnaZ,
7. — B (28)
Z, = BunZnp
Zis = Bm-aZp, s
Z7/n—2 - Bmlema
missd kirjaimet Z7,..., 2/ _, ovat uusia vilisymboleja, ja lisidmalla kaikki

prosessin aikana kayttoon otetut ja keskendédn erilliset vélisymbolit Z,-,Z;
kieliopin (G5 vélisymboleihin saadaan kielioppi (G3, jonka johtosddnnot ovat
haluttua muotoa.

Vastaavalla péattelylld kuin yhtdlod 25 perusteltaessa voidaan todeta,
ettd sAdnnot 26 eivit muuta generoitua kieltd. Sdantoja 27 kiyttien voidaan
suorittaa johdot

A=g, BB, (29)

ja valisymbolien Z; erillisyydestd ja sddntéjen 27 muodosta seuraa, ettei sdan-
toja 27 kiyttden voida johtaa kieleen L(G2) kuulumattomia sanoja. Saanto-
jen 28 avulla voidaan suorittaa johdot

Ay Ay =4, Bi-- B, 2<n<m,(n,m) # (2,2),

ja vilisymbolien Z! erillisyydestd ja sdintGjen 28 muodosta seuraa, ettei séén-
tojen 28 avulla voida johtaa kieleen L(G5) kuulumattomia sanoja. Néin ollen

L(Gy) = L(Gy) = L(Gh) = L(G). O
1.5 Laskettavuus ja universaalisuus

Sellaiset laskennalliset ongelmat, joissa kuhunkin ongelman tapaukseen tulee

liittdd joko mydnteinen tai kielteinen vastaus, voidaan tulkita formaalisiksi
kieliksi.
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Esimerkki 1.16. Ongelma, jossa kysytdin, onko annettu kokonaisluku nelio,
voidaan tulkita kieleksi

L={a"|neN}

yli aakkoston {a}. Ongelman tapauksia 0, 2, 5 ja 9 vastaavat kielen L sanat
A, a?, a® ja a®. Koska luvut 0 ja 9 ovat neliditi, sanat ) ja a® kuuluvat kieleen
L ja koska luvut 2 ja 5 eiviit ole nelidité, sanat a? ja a® eiviit kuulu kieleen
L.

Algoritmilla tarkoitetaan tehokasta menettelyé tai mekanismia jonkin las-
kennallisen ongelman ratkaisemiseksi. Sen jokainen askel suoritetaan &dérel-
lisen informaation perusteella, mutta kiytossd olevaa aikaa ja talletustilaa
ei rajoiteta. Jos rajoitutaan pykéldn alussa mainittua tyyppid oleviin ongel-
miin, niin algoritmi voidaan formaalisten kielten teoriassa tulkita tehokkaak-
si menettelyksi, joka ratkaistessaan ongelman luettelee sitd vastaavan kielen
sanat.

Huomautus 1.17. Sanoja menettely ja mekanismi kiytetddn jatkossa sy-
nonyymeina.

Huomautus 1.18. Lukua 3 lukuunottamatta, jossa sanalla mekanismi viita-
taan laskentamallien luokkaan, mekanismin komponenttien oletetaan olevan
kiinteét.

Kieli L C ¥* on rekursiivisesti numeroituva, jos on olemassa tehokas me-
nettely, joka luettelee tarkalleen kielen L sanat. Sen ei edellytetd pysidhtyvin
adrellisessé ajassa, koska kysymykseen voivat tulla ddrettoméit kielet. Rekur-
siivisesti numeroituvien kielten luokasta kiytetadn merkintda RE.

Huomautus 1.19. Edellinen rekursiivisesti numeroituvan kielen maaritelma
el ole matemaattisessa mielessa tdsmallinen, koska tehokasta menettelya ei
voida maaritelld matemaattisesti tasmallisesti.

Lause 1.20. Luokan Lg kielet ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. Olkoon G O-tyypin kielioppi. Seuraava menettely on tehokas me-
nettely, joka luettelee tarkalleen kielen L(G) sanat. Muodostetaan kaikki kie-
liopin G johdot pituuden mukaan jérjestettynd siten, ettd ensin muodoste-
taan ne, joiden pituus on 1, sitten ne, joiden pituus on 2 jne. Samanpitui-
set johdot muodostetaan jossakin jarjestyksessd, joka voidaan tehokkaasti
toteuttaa. Jokaisen johdon yhteydessé tarkistetaan, syntyyko sen tuloksena
sana yli paateaakkoston. Myonteisessi tapauksessa kyseinen sana luetellaan
kieleen L(G) kuuluvaksi, muutoin siirrytdén seuraavaan johtoon. O
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Madritellaan kdyttden ldhteend kirjaa [10] tunnistusmekanismi, joka on
adrellisten automaattien yleistys ja joka edustaa korkeinta algoritmisen las-
kettavuuden tasoa kaikkien laskennallisten ongelmien suhteen. Turingin ko-
neen

M = (Q,E;F; 67 {q0}7B7F>7

komponenteista @, %, {q} ja F ovat kuten direllisilli automaateilla, T' on
nauvha-aakkosto, joka sisiltia aidosti syoteaakkoston i, B € I' on aakkoston
Y2 ulkopuolinen kirjain ja

§:QxI'=P(@QxT x{L,R})

on siirtyméfunktio, joka sallii epadeterministisyyden. Turingin koneella on
kiytossaan yksi ruutuihin jaettu vasemmalta rajoitettu ja oikealle daretto-
miin jatkuva nauha sekd yhden yhden kirjaimen lukemiseen ja kirjoittamiseen
pystyva lukupdd. Turingin koneen sy6te kirjoitetaan nauhan vasempaan paé-
tyyn ja lukupédi asetetaan syotteen vasemmanpuoleisimman kirjaimen koh-
dalle. T&ll6in nauhan muut ruudut sisaltdvit kirjaimen B. Yhdessi toiminta-
askelessaan Turingin kone lukee yhden kirjaimen lukupéddnsa kohdalta, kir-
joittaa jonkin kirjaimen kyseiseen ruutuun, siirtdd lukupdatdin yhden ruu-
dun verran vasemmalle tai oikealle ja muuttaa tilaansa siirtyméfunktion o
ilmoittamalla tavalla.

Nauhan ja Turingin koneen tila tietylld hetkelld voidaan ilmoittaa sanalla

agXp, a,fel*qe@,Xel,

missd « on lukupéddn vasemmalla puolella olevista kirjaimista koostuva sana,
q € @ on Turingin koneen tila, X € I' on lukupéin kohdalla olevan kirjain ja
G € I'* on lukupéin oikealla puolella olevista kirjaimista koostuva sana luet-
tuna siihen saakka, kunnes nauhan loppuosassa on vain kirjaimia B. Joukon

*QI'* ehdoista

aqXBtym aYpB & (p,Y,R)€6d(q, X)
agky oYp & (p,Y,R) € 6(q, B)
aZgXB bty apZYB < (p,Y,L) €d(q, X)
aZqby apZY < (p,Y,L) € d(q, B),

missd o, 3 € I, XY, Z € I',p,q € @, midrdytyvin relaation F,, reflek-
siivisen ja transitiivisen sulkeuman =3, avulla voidaan madéritelld Turingin
koneen M tunnistama kieli

L(M)=A{weX | quwt) apB,p € F,a, € I'"}.
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Seuraavaa Churchin—Turingin teesin nimelld tunnettua viittimaia ei voida
todistaa, koska se koskee tehokkaita menettelyja, joita ei voida madritelld
matemaattisesti tdsmallisesti.

Propositio 1.21. Jokaista luokan RE kieltd L kohti on olemassa Turingin
kone, jonka tunnistama kieli on L.

Huomautus 1.22. Propositiota 1.21 voisi kutsua Churchin-Turingin tee-
siksi rajoittuen ongelmiin, joissa jokaiseen ongelman tapaukseen tulee liittaa
joko myonteinen tai kielteinen vastaus. Yleisemmaéssd muodossaan Churchin—
Turingin teesi sanoo, etté kaikki, mikd voidaan laskea algoritmisesti, voidaan
laskea Turingin koneilla.

Huomautus 1.23. Proposition 1.21 mukaan luokka RFE sisaltyy Turin-
gin koneilla tunnistettavissa olevien kielten luokkaan. Kaanteinen siséltymi-
nen voidaan todistaa, kuten on tehty luentomonisteessa [9], konstruoimalla
useampinauhaisten Turingin koneiden avulla jokaista Turingin konetta M
mekanismi joka luettelee kielen L(M) sanat.

Seuraava lause on todistettu kirjassa [10].

Lause 1.24. Jokaista Turingin konetta M kohti on olemassa O-tyypin kie-
lioppi G, jolle pitee L(G) = L(M).

Lauseen 1.24 ja proposition 1.21 nojalla 0-tyypin kielioppien voidaan kat-
soa edustavan korkeinta algoritmisen laskettavuuden tasoa, kun rajoitutaan
pykilan alussa mainittua tyyppié oleviin ongelmiin:

Lause 1.25. Jokaista luokan RE kieltd L kohti on olemassa 0-tyypin kie-
lioppi, joka toteuttaa L(G) = L.

Olkoot m; ja mg mekanismeja, jotka maarittelevit kielet L(m;) ja L(ms).
Mekanismit my ja mo ovat ekvivalentteja, jos

L<m1> = L(mg)

Jos M on mekanismien luokka, niin luokan M mekanismi my on universaali
luokan M suhteen, jos mekanismilla my voidaan simuloida mitd tahansa
luokan M mekanismia m’ siten, ettd mekanismi my méirittelee kielen L(m'),
kun mekanismin m’ toimintaa koskeva informaatio liitetddn mekanismiin mg.

Seuraavan lauseen mukaan paiteaakkostolla T' varustettujen O-tyypin kie-
lioppien luokassa on universaali mekanismi. Lauseen todistus konstruktioi-
neen 16ytyy kirjasta [12].
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Lause 1.26. On olemassa sellainen 0-tyypin kielioppi Gy = (Ny, T, S, P),
ettd jokaista pddteaakkostolla T varustettua O-tyypin kielioppia G kohti on
olemassa sellainen sana w(G) € (Ny UT)*, etti L(Gy,w(G)) = L(G).

Universaali kielioppi Gy aloittaa toimintansa sanasta w(G), joka sisaltad
kieliopin Gy vili- ja paidteaakkostojen yli koodattuna kieliopin GG johtosadén-
no6t. Kieliopilla Gy on johtosddnnoét, joilla voidaan simuloida sanan w(G) si-
salla kieliopin G johtoja ja joilla voidaan poistaa sanasta w(G) vélisymbolit
tarkalleen silloin, kun simuloinnin tuloksena syntyy sana yli pditeaakkoston
T.

2 DNA formaalisten kielten teorian nakokul-
masta

DNA:n kyky kantaa geneettistd informaatiota perustuu siihen, ettd sen nel-
ja nukleotidid voivat muodostaa erilaisia jarjestyksid. Koska nykyisin labo-
ratoriotekniikoin voidaan konstruoida halutunlaisia nukleotidijonoja, DNA-
molekyyleja voidaan kiyttda informaation tallennusmuotona. Téméa on ldh-
tokohtana DNA-laskennalle - ratkaistava ongelma tulee ensin koodata DNA-
molekyyliksi tai DNA-molekyylien joukoksi. Luvun alussa annetaan DNA-
molekyyleille esitys sanoina, jolloin DNA-molekyylien joukkoja voidaan tar-
kestella kielina.

DNA:n kyvyn kopioida geneettistd informaatiota mahdollistaa nukleoti-
dien pariutumisen méaradva komplementaarisuus. Luvun lopussa tarkastel-
laan komplementaarisuuden laskentavoimaa jonokoneisiin yhdistettyné, joka
osoittautuu ekvivalentiksi Turingin koneiden kanssa.

2.1 DNA-molekyylien esitys sanoina

Tarkastellaan aluksi DNA-molekyylien rakennetta rajoittuen lineaarisiin mo-
lekyyleihin eli molekyyleihin, jotka eivit muodosta ympyrad eivitkd haa-
raudu. DNA-kaksoiskierre koostuu kahdesta toistensa ympéri kiertyneesta
satkeestd, jotka puolestaan koostuvat toisiinsa kiinnittyneista nukleotideista.
Nukleotidi on viiden hiiliatomin ketju, jonka toiseen pddhén on liittynyt emés
ja toiseen fosfaatti. Nukleotideji on nelji erilaista ja ne eroavat toisistaan ai-
noastaan eméksen osalta. Nukleotideille on annettu nimet adeniini, guanii-
ni, sytosiini ja tymiini, ja on tapana merkitd niitd kirjaimilla A,G,C ja T.
Nukleotidi voi liittya toiseen joko eméisten ollessa kohdakkain, jolloin synty-
vi sidos on heikko, tai vahvalla fosfaatin ja eméksesté laskettuna kolmannen
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hiilen véliselld sidoksella. Emésten kautta syntyvéa sidos on eri siikeisiin kuu-
luvien nukleotidien vélilla ja fosfaatin ja hiilen vilinen sidos on samaan sii-
keeseen kuuluvien nukleotidien vililla. Eméasten vilisen sidoksen heikkoudes-
ta johtuen kaksoiskierre voidaan erottaa kahdeksi sdikeeksi kuumentamalla,
kun taas samaan sdikeeseen kuuluvien nukleotidien vélisen sidoksen vahvuu-
desta johtuen siie on vankkatekoisempi. Kuva 1, jossa nukleotidien fosfaattia
on merkitty kirjaimella P, havainnollistaa DNA-kaksoiskierteen rakennetta.

3’

Kuva 1: DNA-kaksoiskierteen rakenne

Huomautus 2.1. Jatkossa nukleotidin kiinnittymiselld toiseen nukleotidiin
tarkoitetaan siikeiden vilistd sidosta. Nukleotidin x viereisella nukleotidilla
tarkoitetaan nukleotidin x kanssa samaan siikeeseen kuuluvaa nukleotidié,
jolla on yhteinen sidos nukleotidin x kanssa.

Saikeen laitimmaiset nukleotidit eroavat toisistaan siten, ettd vain toisella
on fosfaatti, joka ei osallistu sidokseen. On tapana kiyttda sidikeen vapaalla
fosfaatilla varustetusta padstd merkintdd 5’ ja sidokseen osallistuvalla fosfaa-
tilla varustetusta padstd merkintdd 3’. Katenoimalla nukleotideji vastaavat
kirjaimet alkaen 5’-pddstd 3’-padhéan saakka saadaan tyhjistd eroava sana w

yli aakkoston
EDNA = {A7 G? CJ T}7
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jonka voidaan tulkita esittdvin kyseistd sdiettd. Kéidntden jokaisen sanan
w € Yy, voidaan tulkita esittéivin sdiettd, jonka nukleotidit on lueteltu
alkaen 5’-pédstd. Tyhjalla sanalla ei ole esitystd sdikeend, mutta koska tyhja
sana kuuluu morfismien méérittelyjoukkoon, se voidaan ottaa tarkasteluihin
mukaan.

Kaksoiskierteessd adeniini on aina kiinnittynyt tymiiniin ja guaniini sy-
tosiiniin kuten kuvassa 1. Tatd DNA:n ominaisuutta sanotaan komplemen-
taarisuudeksi. Madritelldédn morfismi ¢ : ¥y 4 — Xpyas

c(A)=T ¢G)=C
coT)=A ¢C)=aG, (30)

joka kuvaa jokaisen nukleotidin z € X py 4 siksi nukleotidiksi, johon nukleo-
tidi = on kiinnittynyt kaksoiskierteessi. Koska

cle(x)) =z Vr € Xpya,

morfismille ¢ patee
cle(w)) =w Yw € Xpna- (31)

Sanasta c(w) kiytetddn jatkossa merkintdd w, ja sitd kiyttden yhtilo 31 saa
muodon

Kuten kuvassa 1, kaksoiskierteen molemmissa péissa 5’-nukleotidi on aina
kiinnittynyt 3’-nukleotidiin eli sdikeet kulkevat eri suuntiin suuntien 5 — 3’
ja 3’ — b5 suhteen. Niin ollen sana w? tarkoittaa siikeeseen w € X5\ 4
kiinnittynytta sdiettd. Jos w = aqas - - - a, missi a; € Ypna, kun 1 < i < k|
niin

wh aas . ..ap)k

(@02 ap)?
(akak,l R al)

= Qg Q_—1 ..

—

-y
aa...a)"
= ((Zl ag...ak)R

, (33)

|
gl

joten séiikeeseen w kiinnittyneesta siikeestd voidaan kéiyttad myos merkintad
w?. Kuten pitddkin, siirtymélld sdikeeseen w kiinnittyneestd siikeestd w?

siikeeseen w® kiinnittyneeseen siikeeseen (wf)E, paadytadn yhtilojen 33,
32 ja peilikuvaoperaation ominaisuuden 1 nojalla takaisin sdikeeseen w:
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@ = (wh)"
- @)

= w.

Komplementaarisuuden takia kaksoiskierre maéraytyy taysin yhden sai-
keen perusteella. Jotta saataisiin tehtyd merkinnéllinen ero sidikeiden ja kak-
soiskierteiden vilille, esitetddn jatkossa siikeitd sanoilla

w e EENA

ja kaksoiskierteitd muotoa

(w,wh), we Xy

olevilla pareilla, missd sana w on jompaakumpaa kaksoiskierteen saikeistéa
vastaava sana. Jos tarkasteltaisiin vain kaksoiskierteiden joukkoja eikid se-
kaannusvaaraa olisi, voitaisiin kaksoiskierteitd esittdd sanoina yli aakkoston
Y pna. Talloin jokaista kaksoiskierrettéd vastaisivat sanat w ja wh.

Huomautus 2.2. Komplementaarisuudesta johtuen kaikilla kaksoiskierteilld
(w, wk) kaksoiskierteen sisialtdmien nukleotidien A, G ja C,T lukumé&érien
suhteelle pitee

jwla + [wB]4 + Jwle + [WE|e  |wla+ Jwlr + [wle + [wle

lwle + |[wB|e + |w|r + [wE|r  |wle + wle + Jw|r + Jwla

Sen sijaan kirjan [19] mukaan kaksoiskierteen sisdltdmien nukleotidien A, T
ja G, C lukuméarien suhde

[wla + [wh]a +wlr + [whlp  |w]a + [wlr + [w]r + [w]a
w]e + [wF| + [wlc + [wF|e lwle + |wle + [wlc + |wl|a
[wla + |wlr
lwlg + wle

vaihtelee, mutta on suurinpiirtein vakio samaan lajiin kuuluvien elididen so-
luista tavattavilla kaksoiskierteilla.

2.2 Biologiset palindromit

Muotoa (w,w), missid w € ¥F 4, olevat kaksoiskierteet toteuttavat ehdon
w = wk, (34)
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Kyseistd muotoa olevat kaksoiskierteet nayttiavit samalta sekd yla- ettéd ala-
puolelta katsottaessa. Ehdon 34 tayttivid sanoja w € X7y 4, joihin tyhja
sana selvisti lukeutuu, sanotaan biologisikst palindromeiksi. Koska morfis-
mi 30 ei pidd mitddn aakkoston X pya kirjainta paikallaan, mikdan tyhjasta
sanasta eroava biologinen palindromi ei ole palindromi.

Huomautus 2.3. Jos morfismi ¢ korvattaisiin identiteettikuvauksella, bio-
logiset palindromit olisivat tarkalleen palindromit. Morfismin ¢ korvaaminen
identiteettikuvauksella olisi perusteltua, jos komplementaarisuudelta vaadit-
taisiin vain yhtédlon 31 toteutumista, koska selvésti

IdoId=Id.

Huomautus 2.4. Artikkelin [18] mukaan luonnossa esiintyvien DNA-mole-
kyylien proteiineja koodaavat alueet sisdltdvat biologisia palindromeja.

Seuraavan lemman nojalla biologiset palindromit ovat parillispituisia.
Lemma 2.5. Sana w € X}y, on biologinen palindromi tarkalleen silloin,
kun w = uu® jollakin sanalla u € X%y 4.

R

Todistus. Jos w = wu', niin peilikuvaoperaation ominaisuuksien 2 ja 1 ja
yhtdloiden 32 ja 33 nojalla

wh = (uuf)k

Jos kidntden sana w € X}, 4 on biologinen palindromi eli
w = wk, (35)
niin sanan w téytyy olla parillispituinen, silld jos |w| olisi pariton, niin sanan
w keskimmaiselld kirjaimella a pétisi a = @, mika ei ole mahdollista morfismin

30 madarittelyn nojalla. Sana w voidaan siis kirjoittaa muotoon

w=uv, |ul=1|v|. (36)
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Yhtaloiden 36, 35, peilikuvaoperaation ominaisuuden 1 ja yhtélén 33 nojalla

uv =

R=R

Yhtildista |u| = |v| ja uv = v%u? voidaan paitelld, ettd v = u’, jolloin

w = uv
R

= uu".
Esimerkki 2.6. Kieliopin
G=({S},{A,G,T,C},S,{S — AST,S - TSA,S — GSC,S — CSG,S — \})
generoima kieli on biologiset palindromit. Johdon
S = AST = ATSAT = ATCSGAT = ATCGSCGAT = ATCGCGAT

tuloksena saadaan sana

ATCGCGAT = ATCG(TAGC)® = ATCG(ATCG)".

2.3 DNA-kaksoiskierteiden yhteys 7'S- ja RTS-kieliin

Pykalassa 2.1 formalisoitiin DNA:n komplementaarisuus morfismin 30 avulla.
Aakkosto Xpna voidaan partitioida kahteen osaan {A, G} ja {C,T} siten,
etta jokainen aakkoston {A, G} kirjain on tarkalleen yhden aakkoston {C, T}
kirjaimen komplementti ja kidantien:

Jos nimetaddn aakkoston Y py4 kirjaimet uudelleen siinnon

A—0 G—1
T—0 C—1
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mukaan, aakkoston X py 4 partitiota { A, G}, {T, C'} vastaa aakkoston {0,1,0,1}
partitio {0, 1}, {0,1}.

Madritellddn yleinen komplementaarisuusmorfismilla varustettu aakkos-
to. Olkoon ¥ U ¥ erillisten aakkostojen ¥ ja ¥ = {@ | a € X} unioni ja
c: (ZUX)* — (L UX)* morfismi

cla) = a VYaeX
c@ = a Vacyx.

Kun lisdksi merkitaan
cla)=a VYae (LU,

jolloin @ = a, morfismi ¢ toteuttaa yhtiléji 32 ja 33 vastaavat yhtilot.
Maaritellddn kielet

TSZ = UU)LU@

RTSy = meﬁ,

joille selviisti patee
TSy = {we (BUN) |prs(w) =prg(w)}, (37)
RTSy = {we (BUD)" | pre(w) = (prs(w))"}, (38)

missé pry; ja pry ovat projektiokuvaukset aakkostolta ¥ U Y aakkostoille X
ja 2.
Seuraavilla algoritmeilla kaksoiskierteisté
(w,wk), we{0,1,0,1}F

saadaan kielten T'So 1y ja RT'S{o 1y sanoja.
1. Luetellaan kaksoiskierteen

(wam) = (a1a2"'anaman—1"'a_l)7 a; € {071767T}7 1 Szﬁn, (39)
kirjaimet jarjestyksessi

alaa_laa%a_%"'aana@

eli edetiisin siiettd w suuntaan 5 — 3’ ja siiettdi w® suuntaan 3’ — 5.
Katenoimalla kirjaimet saadaan sana

a1a1A203 -+ + Anly € Q12 -+ G W A1Gg - A © TS0 13,
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joka kuuluu kieleen T'Syg ;.
2. Luetellaan kaksoiskierteen 39 kirjaimet jirjestyksessa

alya_TH A2,Ap—1,--- 7a‘n717a‘_2an7a_1

eli edeten molempia séikeitd suuntaan 5 — 3’. Katenoimalla kirjaimet saa-
daan sana

10 ATy 1+ * * Q100,01 € A1Gg -+~ Gy W (@102 - - an) C RT'Sqo 1y,

joka kuuluu kieleen RT'S(q 13.

Koska algoritmilla 1 tuotettujen sanojen kaksi ensimmaéisti kirjainta ovat
aina toistensa komplementteja, ei ole olemassa kaksoiskierrettd, josta algo-
ritmi 1 antaisi sanan

OOW € 00w m Q TS{OJ}.

Algoritmilla 2 tuotettujen sanojen muodosta nihdéén, ettd ne ovat biologisia
palindromeja. Koska sana 0000 ei ole biologinen palindromi, ei ole olemassa
kaksoiskierrettd, josta algoritmi 2 antaisi sanan

0000 € 00w (00)% C RT Sy 13.
Esimerkki 2.7. Algoritmi 2 antaa kaksoiskierteesta
(w, wk) = (0011110011, T100111100)

biologisen palindromin

joka eroaa sanasta

wwf = 00111100111100111100,

joka lemman 2.5 nojalla on my6s biologinen palindromi.

Seuraavilla algoritmeilla saadaan kaksoiskierteistd kaikki kielten T 5{071}

ja RT'S{o 1y sanat. Nimetédédn ensin kaksoiskierteen (w, wk) kirjaimet uudel-

leen sdannon
Parin 1. sdie | Parin 2. siie

AT 0
G,C 1

[l =)

mukaan.
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3. Luetellaan yllikuvatun sddnnén mukaan koodatun kaksoiskierteen
(w,wk), w € {0,1}",wk € {0,1}
kirjaimet jirjestyksessi
T1, Y1, T2, Y2, -y Ty Yny T € {0, 1,0y € {0, 1,0} =1,2,...,n (40)
siten, etta
T1Ty Xy = W
Yiy2 - Yn = W

eli edetddin siiettd w suuntaan 5 — 3’ ja sdiettd w® suuntaan 3 — 5.
Katenoimalla kirjaimet saadaan sana

T\ ToY2  TplYp € W W C T'Syo 3.

Kaymalla epddeterministisesti lapi kaikki jarjestykset 40 saadaan tuotettua
kaikki joukon w 1 W sanat. Koska jokaista sanaa = € {0,1}" kohti voidaan
konstruoida kaksoiskierre (w,w®), jossa parin ensimmiisti siiettd w vastaa
sana x, voidaan algoritmilla 3 tuottaa kaikki kielen 7'Syg ;) sanat.

4. Muuttamalla algoritmissa 3 molempien sédikeiden etenemissuunnaksi
5" — 3’ saadaan algoritmi, jolla voidaan kaksoiskierteisti tuottaa kaikki kie-
len RT'Syp 1y sanat.

Esimerkki 2.8. Algoritmi 3 antaa kaksoiskierteesta (AT, AT'), jota vastaa
pari (00, 00), jarjestykselld

0,),0,\,\,0,\,0

sanan 0000.
Algoritmi 4 antaa samasta kaksoiskierteesté jarjestyksella

0,0,X,0,0,\
sanan 0000.

2.4 Komplementaarisuuden laskentavoima
Seuraavan lauseen todistuksessa on kiytetty lihteend kirjaa [16].

Lause 2.9. Jokaista luokan RE kieltd yli aakkoston T kohti on olemassa
sellaiset morfismit hy, he ja sddinndllinen kieli R, ettd

L= p’I“T(E(hl,hQ) N R)
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Todistus. Olkoon G = (N, T, S, P) mielivaltainen paiteaakkostolla 7" varus-
tettu O-tyypin kielioppi. Tulkitaan joukko P aakkostoksi, jolloin sanat

u—vePC(NUTU{-=})
ovat kirjaimia. Maéaritelladn aakkostot

T = {d|aeT}

¥, = NUTU{#}

¥ = S,UPUT' U{B,F}
Vi = NUT,

missd #, B ja I’ ovat aakkostojen N, T, N’, T, P ulkopuolisia kirjaimia, mor-
fismit hl, hg . 2; — ZT,

B |#|(as—p)eP|AeN|deT |aeT | F
hl S# # ﬁz A a A A
ha| XN | # Q; A a a | #

ja kieli
R = B(VPV;'#)"T*F,
joka lauseen 1.6 ja lemman 1.7 nojalla on sddnnéllinen.
Muotoillaan apuviite, jonka mukaan jokaista kieliopin G johtoa

S=a == ...=>q

kohti on olemassa sana w € B(V;*PV*#)", joka toteuttaa ehdot

hi(w) = S#Har#as# ... H#FouH# (41)
ho(w) = S#arfFas# ... #o 1#. (42)

Todistetaan apuviite induktiolla johdon pituuden k suhteen. Jos k& = 1,

niin voidaan valita sana
w = BS — ai#,

missd S — ay € P. Téll6in nimittdin morfismien h; ja ho méarittelyn perus-
teella
h1(w/) = hi(B)hi(S — a1)hi(#)

= SH#Ha#
ho(w') = ha(B)ha(S — air)ha(#)

= S#.

37



Oletetaan, ettd viite pédtee argumentin arvolla £ ja johtoa
S=a = ... (43)

kohti on olemassa ehdot 41 ja 42 tayttdva sana w. Jatketaan johtoa 43 aske-
leella o = aypyq, missé

a = Biafs (44)
Qp1 = P1852 (45)

eli sovelletaan sanaan «ay, sddntéd o — [ € P. Merkitddn sanoilla 5] ja [}
sanoja, jotka saadaan sanoista (3, ja (3 lisiamalla pilkut joukon 7T péatesym-
boleihin. Sana

wha — BO#

on etsitty sana, silld induktio-oletuksen, morfismien hq, ho méarittelyn ja
yhtéaldjen 45 ja 44 nojalla

hi(wBia — BBy#) = h(w)hi (B (e — B)hi(B3)ha (#)
= S#a# - Fapfth (51)%(04 - 5)]11 (5&)%(#)
= S#ai# .. Hap#000#
= S#ai# ... Fapfaga#,

ho(wBia — BBy#) = ha(w)ha(B))ha(c — B)ha(55)ha(#)
= SHa# - Har1#ha (61 ha(a — B)ha(By) ha(F)
= S#a# ... #Fop 1 #Oi1af#
= S#a# .. Hap 1 H#aH#.

Naiin ollen apuviite pétee kaikilla kieliopin G johdoilla.
Olkoon z € L. Jos sana x on johdon

S=a1 = ... = q,

missid «p = x, tulos, niin apuviitteen nojalla on olemassa sellainen sana

w € B(VPV#)T, etté

hi(w) = St#ondt - #au#
ho(w) = S#andt - #ap_1#. (46)

Télloin morfismien hy ja ho madrittelyn perusteella sanalle wxF' € R pétee

= S#aidt - Fap#hi(z)h (F)
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= S#Har# - Fodt
ho(wxF) = ho(w)hgo(z)he(F)
= S#oa# ... Hap_1#ha(z)ha(F)
= S#Ha# .. HFopH#o#
= S#Ha# .. HFapaH#Fot,
joten wxF € E(hy,hy) N R. Aakkostojen {B,#} U Vi U P ja T erillisyyden

nojalla
z = pro(wzF) € pro(E(hy, ho) N R).

Niin ollen L C pro(E(hy, h2) N R).
Néytetaan, ettd pro(E(hy, he) N R) C L. Olkoon x = pro(w), missd w €
E(hy,hy) N R. Koska w € R, sana w on muotoa

w = Bwjwy ... wpd'F, w; € Vi PVi#, 1 <i< k2 €T

Koska x = prr(w) ja aakkostot {B, #}U Vi U P ja T ovat erillisid, 2’ = z eli
sana x sijaitsee sanassa w ennen kirjainta F'. Kuvausten h; ja ho méérittelyn
perusteella

hi(Bunws - --wi) = S#wV#w % - #wlD#,
hQ(B’lUlUJQ s wk) - w§2)#w52)# s #wl(f)#’

missa sanat

eivit sisilla kirjainta #. Koska
hy(Bwjws - - - wix F') = ho(Bwyws - - - wix F), (47)
jompikumpi relaatioista

h1(Bwyws - - - wy,) ho(Bwiws - - - wy)

IAINA

ho(Buwyws -« - wy,) hi(Bwyws - - - wy)
pitee. Asettamalla kirjaimet # kohdakkain nahd&in, etta
ho(Bwiws - - - wy) < hy(Bwjws - - - w)

ja liséksi saadaan yhtalot

wf” = S
w? = w®, =23,k
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Jakamalla yhtalon 47 molemmilta puolilta yhteinen etuliite S#wgl)# e #w,(:_)l#
saadaan yhtalo
w,il)#hl(xF) = hy(zF), (48)

ja sijoittamalla morfismien h; ja hy arvot yhtaloon 48 saadaan yhtalo
wi = o,
joten w,(;) = . Yhtéloista
h(Buwi---wy) = Stwi ey # -l o #,
ha(Buwy - wy) = Stwl)grwl - gl #

seuraavista yhtaloista

ho(wy) = S#

hi(w)) = wiV#
ha(ws) wi #
hi(we) = wgl)#

(49)
seuraa morfismien h; ja ho méarittelyn perusteella, ettd on olemassa kieliopin

G johto
CONRNE) o W _

S=w = wy = .= Wl = w,
Néin ollen x € L. O
Seuraavan lauseen todistuksessa on kéytetty lihteena kirjaa [16].

Lause 2.10. Jokaista luokan RE kieltd L C T™ kohti on olemassa sellainen
gsm-kuvaus g : {0,1,0,1} — T*, ettd L = g(T'Sio1})-

Todistus. Olkoon L € RE, L C T*. Lauseen 2.9 mukaan on olemassa sellaiset
morfismit hy, he 1 Xo° — X1* ja sddnnollinen kieli R C 33 ettéd

L= p’I“T(E(hl, hQ) N R)
Nimetdan aakkoston XJ; kirjaimet uudelleen siten, etta

21 ﬂ 22 - (Z), (50)
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miki ei vaikuta lauseen 2.9 todistukseen, ja mééritelldin aakkostot

Y= XU,

Y = {a|lacs}
¥, = {alae}
Yy = {a|ae€ X},

morfismi g : ¥o* — (X UX)*,

g(a) = ahy(a)ha(a) Ya € 3,

ja kieli Ry = g(R)w X5, joka lauseen 1.6 nojalla on siéinnéllinen.
Osoitetaan, etté

E(hl, hg) NR= prs, (TSE N Rl) (51)
Olkoon w € pry,(TSs, N Ry), tarkemmin

w € prs,(g(r)wws)
= prs,(riha(ri)he(ry) - - - rpha (rp) ha(ry,) W W3),

missé o
r=ri---r, € Ryr; € 35Vl <1 <n, ’U}_QEEQ*.
Koska
hl(ri>,h2(7”i) S ET, r;, € 22 V1 S 1 S n
ja

Prs,(9(r) wws) = {r}

eli w = r, niin yhtéldiden 50 ja 37 nojalla
w Ep’I“EQ(TSEle) = NS E(hl,hg)ﬂR.
Koska T' C 39,

L = pT’T(E(hl, hQ) N R)
= prr(prs,(TSs N Ry))
= p?“T(TSg N Rl)

Olkoot ¥ = {ay,...,a,}jaX = {ay, ..., a,} aakkostojajah : {a,...,an, 1,...,0n}t" —

{0,1,0,1}* morfismi

W) = 01'0 kun z=a;, 1<i<n
Vo= 010 kun z=ga;, 1<i<n.
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Jonokoneen

M = ({% qo, 41,92, - - - 7Q7L7%7a7%a s 7q_n}a {07 17_7T}a {ala s 7an7a_17 s am}vévry, {Q}7{Q})7

jolla on siirtymét ja tulosteet

6(q,0) = qo (g,0) = A

0qgi, 1) = ¢y1,1=0,1,...,n—1  ~(g;,1) = ANi=0,1,...,n—1
5(q;,0) = ¢i=1,2,...,n v(¢:;,0) = a;,i=1,2,....n
5@, 1) = ¢@1,i=0,1,....n—1  ~(g,1) = Ni=0,1,...,n—1
§5(7,0) = qi=1,2,...,n v(@,0) = a;,i=1,2,...,n,

médrittelem# gsm-kuvaus g; : {0,1,0,1}* — (X UX)* toteuttaa
gl(TS{OJ}) == h_l(TS{QJ}) = TSE

Esimerkin 1.13 nojalla on olemassa gsm-kuvaus g, : (XU X)* — (S U D)%,
gg<TSg) = TSZ; N Rl.

Esimerkin 1.12 nojalla on olemassa gsm-kuvaus gz : (X U X)* — T*, missi
TCY,
93(TSZ N Rl) = pTT(TSZ N Rl) = L.

Lauseen 1.9 nojalla on olemassa gsm-kuvaus ¢ : {0,1,0,1} — T*,
g =93°92°41,
joka toteuttaa L = g(T'Sfo.1})- O
Seuraavan lauseen todistuksessa on kéytetty lihteena kirjaa [12].

Lause 2.11. Jokaista luokan RE kieltd L C T™ kohti on olemassa sellainen
gsm-kuvaus g, etti L = g(RT'St13).

Todistus. Mééritelliin morfismi h : {0,1,0,1}* — {0,1,0, 1}*,

h(0)
h(0)

h(1) = 10

h(T) = 10,

O|O
= =

ja sdannollinen kieli

L' = {01,10,01, T0}*0000{0101, 1010}* C {0, 1,0, T}".

42



Olkoon w = h(u)0000v € RT Sy N L'. Néytetdén, ettd u € TSy 1.

Yhtalon 38 nojalla
R

priony(w) = prgo(w) (52)
ja aakkoston {0101, 1010} muodon perusteella
prioy(v) = prpg (o) (53)

Talloin

prioay(w) = prio(h(w)0000v)
= prioay(h(u))00prio.ay (v) (54)

ja peilikuvaoperaation ominaisuuden 2 ja yhtdlon 53 nojalla

pron()f = praggy (h(w)0000v)R
= (prpy (h(w)00pr g (v) "
= Proqy (v )Rmpr {0,1} (h(u))
= prioay(v)*00prg 1y (h(w))

" (55)

Yhtélon 52 nojalla sanat 54 ja 55 ovat yhtdsuuret. Ne sisédltdvit vain yhden
parillisessa kohdassa olevan osasanan 00, jonka kirjainten indeksit ovat muo-
toa 2¢ — 1, 2¢. Vertailemalla sanojen 54 ja 55 etuliitteita parillisessa kohdassa
olevaan sanaan 00 asti ja sanojen 54 ja 55 loppuliitteitd parillisessa kohdassa
olevan sanan 00 jilkeen ndhdian, ettéd

prioay(h(w)) = priogy ()"
= PT{G,I}(h(U))-

Koska morfismi ~ médrittelystdén johtuen kommutoi projektiokuvausten pryo 1y
Ja primy ja morfismin ¢ kanssa,

h(priy(w) = h(prgm(u)). (56)
Koska h on injektio,
pr{O,l}(U) =Pron (u)

eli yhtdlon 37 nojalla
u € TS{O,I}-

|
——
*

Esimerkin 1.13 nojalla on olemassa gsm-kuvaus g; : {0,1,0,1}* — {0,1,0
joka toteuttaa
%1 (RTS{OJ}) = RTS{OJ} N L/.
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Jonokoneen

({Q7 q07q17QO7Q1 Qf} {07176 T} {071767T}75777 {Q}a{Qf})a

jolla on siirtymaét ja tulosteet

5(q,i) = ¢,i=0,1 v(q,i) = XNi=0,1
5(q,i) = q,i=0,1 v(q,1) Ai=0,1
d(qo, 1) q v(q0, 1) 0

d(q1,0) q V(@1,0) 1

@1 = g W@ D) = 0

d(q1,0) q V@, 0) = 1

6(qo0,0) ar (g0, 0) = A o
3(qr,i) = qri=0,1,0,1  ~(gf,7) = Ni=0,1,0,1,

midrittelemi gsm-kuvaus g, : {0,1,0,1}* — {0,1,0, 1}*, toteuttaa
go(h(u)0000v) =

Niin ollen lauseen 1.9 nojalla on olemassa gsm-kuvaus ¢ : {0,1,0,1}* —
{0,1,0,1}*, joka on gsm-kuvausten g, ja g; kompositio ja joka toteuttaa
g(RT'St0,1y) € T'St0,-

Olkoon w € T'Sy,1). Madritelldén sana

w' = h(w)0000v € L',
jonka loppuliite v € {0101, 1010}* méiriytyy ehdosta
prioy(v) = prioay (h(w))". (57)

Sana v on olemassa ja yksikésitteinen. Morfismin h» méérittelyn ja aakkoston
{0101, 1010} muodon perusteella sanalle w’ pitee

(prioay(w))f =

( ( 0000v))%
= (pr{og} (h

( (

( (

)00pr0,13 ()7

)YE00(pr 0,131 (w))#
prioa}(v))F00prio13(v)
= prio3h(w)00pro 1y (v)
= prnh(w)00prgT(v)
= prq(h (w)0000v)
= pron (),

Prio,1} h(w

(
(w
)
)

)
)

R()

Prio3\v

R()
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joten yhtélon 38 nojalla
w' S RTS{OJ}.

Jokaista kieleen TSy ;y kuuluvaa sanaa w kohti on siis olemassa kieleen
RTSg13y N L' kuuluva sana w', jonka gsm-kuvaus g kuvaa sanaksi w eli
TS0,y € g(RT Sfo,1y). Véite seuraa nyt lauseesta 2.10. O

3 H-systeemit

3.1 Silmukointioperaatio

Entsyymit ovat proteiineja, jotka mahdollistavat tietyn biokemiallisen reak-
tion tapahtumisen siilyen itse muuttumattomana. Ligaasi on entsyymi, jo-
ka mahdollistaa sdikeiden liittymisen kaksoiskierteeksi. Restriktioentsyymit
ovat erityisesti bakteereissa tavattavia entsyymeji, jotka pilkkovat DNA-
kaksoiskierteita.

Restriktioentsyymien toiminnan kontrolloinnin kannalta hyodyllisimpid
ovat sellaiset restriktioentsyymit, jotka pilkkovat vain kyseiselle restriktio-
entsyymille ominaisen kaksoiskierteen sisiltavid kaksoiskierteitd. Téata kak-
soiskierretté (w, F) sanotaan restriktioentsyymin tunnisteeksi. On olemassa
restriktioentsyymejé, joiden tunniste sisdltia monikisitteisyyttd, mutta jat-
kossa tarkastellaan vain sellaisia restriktioentsyymejé, joiden tunniste on yk-
sikdsitteinen. Lisdksi suljetaan pois tarkasteluista sellaiset restriktioentsyy-
mit, joilla pilkkominen tapahtuu tunnisteen ulkopuolella eli sellaiset, joilla
tunniste sdilyy ehjana.

Esimerkki 3.1. Restriktioentsyymit T'aql, Hin6I, SrfI ja Bspl43I, joilla
on tunnisteet (TCGA, TCGA), (GCGC,GCGC), (GCCCGGGC, GCCCG-
GGQC) ja (GATC,GATC), pilkkovat tunnisteensa sisiltavit kaksoiskierteet
kuvassa 2 esitetylld tavalla.

Jatkossa kutsutaan restriktioentsyymin r pilkkomisen tuloksena syntynei-
td molekyyleja restriktioentsyymin r tuottamiksi molekyyleiksi. Kuten kuvas-
ta 2 nahdaan, restriktioentsyymien T'aql ja Hin6I tuottamilla molekyyleilla
on lyhyt kaksoiskierteen yli ulottuva siie, jota kutsutaan koheesiiviseksi padk-
si. SrfI on esimerkki restriktioentsyymisti, jonka tuottamilla molekyyleilld
ei ole koheesiivista pdatd. Bspl431 on esimerkki restriktioentsyymistéa, jonka
tuottamien molekyylien koheesiivinen pda on koko tunnisteen pituinen.

Seuraavaan taulukkoon on koottu luettelosta [11] joitakin kaupallisesti
saatavia restriktioentsyymejé, joiden tuottamilla molekyyleilld on koheesii-
vinen pad. On erittiin yleisti, etté yksikésitteinen tunniste on muotoa (w, w),
jolloin sana w on biologinen palindromi. Liséksi koheesiiviset paat sijaitsevat
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Kuva 2: Restriktioentsyymien T'aql, Hin6l, SrfI ja Bspl43I toiminta
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tunnisteessa keskelld, joten restriktioentsyymin, jonka tunniste on muotoa
(w,w), tuottamat koheesiiviset paat ovat biologisia palindromeja. Néin ol-
len, koska taulukon kaikkien restriktioentsyymien tunnisteet ovat kyseista
muotoa, niiden tuottamat koheesiiviset pait on voitu esittda yhdella sanalla
w, joka on saatu luettelemalla koheesiivisen padn nukleotidit suuntaan 5°-3’.
Télloin on otettu huomioon se, ettd restriktioentsyymit jakautuvat kahteen
luokkaan sen mukaan, padttyviatko niiden tuottamat koheesiiviset paat 5’-
vai 3’-nukleotideihin. 5’-nukleotideji tuottavat restriktioentsyymit ovat tau-
lukon yléosassa ja 3’-nukleotidejé tuottavat taulukon alaosassa. Koheesiiviset
péat on erotettu tunnisteiden sisilla pystyviivoin.

restriktioentsyymi tunniste w, lwl =2 | w, lw| =4
Pspl4061 (AA|CG|TT, AA|CG|TT) caG
Tasl ([AATT],[AATT)) AATT
BspLU111 (A|CATG|T, A|CATG|T) CATG
BsulbI (AT|CG|AT, AT|CG|AT) caG
Vspl (AT|TA[AT, AT|TA|AT) TA
Ndel (CA|TA|TG,CA[TA[TG) TA
Ncol (C|CATG|G,C|CATG|G) CATG
Mael (C|TA|G,C|TA|G) TA
Hin61 (G|CG|C,G|ICG|C) cG
Notl (GC|GGCC|GC,GC|GGCCGO) GGCC
Nhel (G|CTAG|C,G|ICTAG|C) CTAG
Taql (T|CG|A, T|CG|A) cG
Tail (|JACGT|,|ACGT)) ACGT
Mphl11031 (A[TGCA[T, AlTGCA|T) TGCA
NlalIl (|CATG|, |CATGY) CATG
Sdal (CC|ITGCA|GG,CCITGCAIGG) TGCA
Aatll (G|ACGT|C,G|ACGT|C) ACGT
Pael (G|CATG|C,G|CATG|C) CATG
Cfra2l (CC|GC|GG, CC|GC|GG) GC

Seuraavaksi esiteltdva tapahtuma on ollut lihtokohtana my6hemmin tés-
sd luvussa méariteltaville laskentamalleille. Restriktioentsyymien Tagl ja
Hin6I tuottamien molekyylien koheesiiviset piit voidaan asettaa kohdak-
kain siten, ettd kaikkien koheesiivisten paiden nukleotidien kohdalla on ky-
seisen nukleotidin komplementti. Lisdksi restriktioentsyymien T'aql ja Hin61
tuottamilla koheesiivisilla péilla on 5’-nukleotidi siiné pédssé, jolla on vain
yksi viereinen nukleotidi. Tall6in ligaasin lasnéollessa restriktioentsyymien
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Taql ja Hin6I tuottamat molekyylit voivat yhdistya ristiin kuvassa 3 esite-
tylla tavalla. Koska molemmilla koheesiivilla pailla on 5’-nukleotidi, ne liitty-
vat 3’-nukleotideihin, miké on ainoa tapa, jolla vierekkiiset nukleotidit voivat
liittyé toisiinsa.

o T CGC| v
AGC G

~

TICGC V.

, G CGA
X g@ 7 Y
~

 [GCGA
X cech Y

Kuva 3: Restriktioentsyymien T'aql ja Hin6I tuottaminen molekyylien ris-
tiinyhdistymien

Restriktioentsyymien T'aql ja Hin6l tuottamat molekyylit voivat ligaa-
sin ldsnéollessa luonnollisesti yhdistyd alkuperdisiksi molekyyleiksi, mutta
ristiin yhdistyminen on kiinnostavampi tapaus, koska t&lloin voi syntya uusia
molekyyleja.

Olkoot restriktioentsyymin r; tuottamat koheesiiviset paat w, ja restrik-
tioentsyymin 7y tuottamat koheesiiviset paat ws, jolloin rajoitutaan restrik-
tioentsyymeihin, joiden tuottamat koheesiiviset paét ovat biologisia palindro-
meja. Jatkossa kutsutaan restriktioentsyymeja r; ja ro yhteensopiviksi, jos

(1) W1 = W2 ja
(ii) koheesiivisilla péill& wq, we on joko 5- tai 3’-nukleotidit.

Jos molemmilla ristiinyhdistymiseen osallistuvilla koheesiivisilla pailla on
3’-nukleotidit, niin ristiinyhdistymisessd koheesiivisten pédiden 3’-nukleotidit
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liittyvit 5’-nukleotideihin. Vastaavasti jos molemmilla koheesiivisilla pailla
on 5’-nukleotidit, niin ne liittyvit 3’-nukleotideihin. Edella esitetyn taulukon
avulla voidaan helposti 10ytaé yhteensopivia restriktioentsyymeja valitsemal-
la taulukon joko yli- tai alaosasta restriktioentsyymit, jotka tuottavat samat
koheesiiviset paat.

Maaritellddn sanojen vilinen operaatio, jolla voidaan mallintaa yhteenso-
pivien restriktioentsyymien tuottamien molekyylien ristiinyhdistymista. Ol-
koon V aakkosto ja # ja $ sen ulkopuolisia symboleja. Silmukointisiinté on
kieleen

VXHVI SV HV*
kuuluva sana, joka my6hemmin maériteltdvissd malleissa vastaa yhteenso-
pivien restriktioentsyymien paria. Silmukointisainto ui#usSus#uy voidaan

esittaa ristikkomuodossa
Uy | Uz

Uz | Ug.
Silmukointioperaatio = on kahden sanan z,y € V* vilinen operaatio, jonka

tuloksena on kaksi sanaa z,w € V™ ja jossa silmukoidaan eli sovelletaan
tiettya silmukointisiantod r € V*H#V*SV*#V*:

T = T1U1U9T2, Z = T1U1U4Y2
(z,y) Fr (2,w) & Y = Y1UzUgya, W = Y1UzUzT2
r = wuHusSusHuy.

Silmukointioperaatiossa |= sanat x ja y vastaavat kaksoiskierteité, joista kum-
pikin sisiltdd yhteensopivista restriktioentsyymeistd jommankumman tun-
nisteen ja sanat z ja w kyseisten restriktioentsyymien pilkkomisen ja ristii-
nyhdistymisen tuloksena syntyvid molekyyleja. Edellytyksena sille, etta sil-
mukointisdantoa u, #usSus#u, voidaan soveltaa sanoihin z ja y on, ettd sana
Uu1Us ON sanan x osasana ja etti sana usuy on sanan y osasana. Silmukoinnin
tuloksena saadut sanat z ja w saadaan katenoimalla sanan x etuliite xquy
sanan y loppuliitteen uyy- kanssa ja katenoimalla sanan y etuliite y;u3 sanan
x loppuliitteen xyu, kanssa.

Kuva 4: Silmukointioperaatio =
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Seuraavaksi méariteltdva silmukointioperaatio F eroaa silmukointioperaa-
tiosta |= vain siten, ettd se antaa tulokseksi yhden sanan. Myohemmissi tar-
kasteluissa kaikki silmukointia koskevat tulokset todistetaan silmukointiope-
raatiolle |=, kiyttden silmukointioperaatiota F vain apuoperaationa, koska re-
striktioentsyymien pilkkomien molekyylien ristiinyhdistymisessid molemmat
ristiinyhdistymistavat ovat yhtd todennikoisid. Silmukointioperaatio - méia-
raytyy ehdosta

T = IT1WUZ2, Zz = T1U1U4Y2
x,y) bz &
( y) {3/ Yrusugle, T = urFFusSusFHuy.
X] | UW | U2 | XQ ‘
X | B | |
Y U U Y,
Y | —

Kuva 5: Silmukointioperaatio -

3.2 Laajennettujen H-systeemien generointivoima

Madritelladn silmukointioperaation |= avulla H-systeemeiksi kutsuttu kielen
generointimekanismi, jolla voidaan mallintaa kaksoiskierteiden joukolla ope-
roivia yhteensopivien restriktioentsyymien pareja ligaasin ldsnéollessa. Mal-
lin taustaoletuksena on, ettd sekéd alkuperiisid molekyyleji ettéd jokaista ris-
tiinyhdistymiseen tuloksena syntyvad molekyylejd on aina tarvittaessa saa-
tavilla. Saatavuudesta tulisi huolehtia kiyttden monistustekniikkoja.

Laagennetun H-systeemin v = (N, T, A, R) komponenteista N ja T' ovat
erilliset vili- ja pddteaakkostot, joiden unionista kdytetddn merkintdd V =
NUT, ACV* on aksioomien joukko ja

R C V*H#V* SV #V*

on darellinen silmukointisdiantdjen joukko. Jos N = (), kysymyksessi on laa-
jentamaton H-systeemi. Kuvauksen o : P(V*) — P(V*),

o(L)={ze V" | (z,y) F (z,w) tai (z,y) b, (w, 2) joillakin x,y € V*,r € R},
jonka iteroinnista kdytetddn merkint6ja

o’(L) = L
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>0
avulla voidaan maéritelld laajennetun H-systeemin v generoima kieli
L(y)=0"(A)NT".

Se koostuu niistd sanoista yli pddteaakkoston, jotka voidaan saada sovelta-
malla aksioomiin ja silmukoinnin tuloksena saatuihin sanoihin silmukointio-
peraatiota — ddrellisen monta kertaa.

Huomautus 3.2. Leikkaus kielen 7™ kanssa voidaan toteuttaa biokemialli-
sesti suodattamalla.

Esimerkki 3.3. Olkoon v = ({b,c}, {a}, {a"b, ca™}, {a#bSc#a}), missid n
ja m ovat positiivisia kokonaislukuja, laajennettu H-systeemi. Silmukointi-
saantoa a#b%c#a voi soveltaa vain sanoihin, joista toinen sisaltda sanan ab
ja toinen sanan ca osasananaan, joten ainoa mahdollisuus alussa on soveltaa
silmukointisdantéd aksioomiin, jolloin saadaan

(a"[b,cla™) = (@™, cb),

missi silmukointikohdat on osoitettu pystyviivalla. Koska kumpikaan sanois-
ta a™™™ ja cb ei sisilla sanaa ab tai ca osasananaan, sanat a"™™ ja cb eivét
voi esiintyd H-systeemin ~ silmukoinnissa, joten

0*(A) = d°(A)Uc'(A) = {a"b,ca™, a""™, cb}
ja
L(y) = o"(A) n{a}" = {a"""}.

H-systeemi 7 poislukien sen aksioomat on kiinted mekanismi, joka laskee
kahden aksioomissa annetun luonnollisen luvun summan.

Seuraavaksi méariteltdvad mekanismia, joka poikkeaa laajennetuista H-
systeemeistd vain silmukointioperaation F sijasta kdytetyn silmukointiope-
raation |= osalta, tarvitaan vain lauseen 3.4 todistuksen yksinkertaistamista
varten. Laajennetun Hy-systeemin - = (N, T, A, R) komponentit ovat kuin
laajennetuilla H-systeemeilld ja jos N = (), kysymyksessd on laajentamaton
Hy-systeemi. Kuvauksen o : P(V*) — P(V*),

o-(L)={z€ V" | (z,y) F, 2z joillakin z,y € L,r € R},
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jota voidaan iteroida vastaavasti kuin kuvausta o, avulla voidaan méaritell&
laajennetun H,-systeemin - generoima kieli

L(yw)=0(A)NT".

Seuraavan lauseen, jonka todistivat ensimmaéisend Culik ja Harju [4], to-
distuksessa on kéytetty ldhteend artikkelia [13].

Lause 3.4. Jos 7+ = (0,7, A, R) on laajentamaton y--systeemi, jonka ak-
sioomien joukko on sddnndllinen kieli, niin L(y-) on sddnndllinen.

Todistus. Olkoon vy = (0,7, A, R) laajentamaton H,-systeemi, jolle pitee
A € Reg ja olkoon My = (Q,T,6,Qo, F) yleistetty dérellinen automaatti,
jonka tunnistama kieli on A. Muodostetaan jokaista joukon R silmukointi-
saantod r = uyF#FusSus#uy kohti suunnattu leimattu graafi

B(T) = ({Z(T)a ila i27 ce 7’ir7 t(T)}, {(Z(T)a il)? (ila i2)a ] (ira t(T))}a Er)a

jonka kukin viiva on leimattu yhdelld kirjaimella siten, etta
6((i<7"), Z-1)(7;17 22) e (ira t(fr')) = U1Uy4.

Sanasta ujuy kiytetddn merkintdd b(r). Graafien B(r;) pisteiden joukot ovat
erillisid. Olkoon B graafi, jonka pisteet ja viivat ovat graafien B(r;) pisteiden
ja viivojen unioni ja jonka leimafunktion e arvot mééraytyvat graafien B(r;)
leimafunktioiden arvoista. Olkoon Gy graafi, joka on saatu automaatin M,
esityksestd graafina lisddmaélla siihen graafin B pisteet ja viivat leimoineen.
Talloin graafin GGy hyvéksyvéit polut ovat tarkalleen ne, jotka on leimattu
kielen L(M,) sanoilla, koska joukon @) pisteistd ei ole viivoja graafista B
perdisin oleviin pisteisiin.

Muodostetaan sellainen yleistettyjen direllisten automaattien jono M;,
missd ¢ > 0, jonka jisenet toteuttavat ehdon

oo (L(My)) € L(Mgs1), k > 0. (58)

Kaikilla automaateilla M} tulee olemaan samat alku- ja lopputilojen joukot,
joten automaatit M, voidaan esittdd muotoa

Gr = ((Qk, Ex, €x), Qo, F')

olevina graafeina. Seuraava konstruktio antaa automaatista M) automaatin
M1, missd k > 0. Tarkastellaan niitd joukon R silmukointisdédntoja r =
w1 #HusSug#uy, joita kohti on olemassa sellaiset kieleen L(M}) kuuluvat sanat
w ja w', ettd

uug € F(w), wuguy € F(w'),

ja kaikkia graafin G}, hyviksyvia polkuja. Jos
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(i) pgt on hyviikksyvi polku, jossa polku ¢ alkaa pisteesti v,
(ii) ex(q) = wius ja
(iii) graafissa Gy, ei ole viivaa pisteestd v pisteeseen i(r),

niin lisdtddn graafiin Gy sanalla A\ leimattu viiva

(v,4(r)). (59)
Jos
(i) p'q't’ on hyviksyvé polku, jossa polku ¢’ paittyy pisteeseen v/,
(i) ex(q) = uguy ja
(iii) graafissa Gy, ei ole viivaa (t(r), '),

lisdtadn graafiin Gy sanalla A leimattu viiva

(t(r), v"). (60)

Olkoon G4y prosessin tuloksena saatu graafi, joka méaédrdd yksikésitteisen
yleistetyn &érellisen automaatin M ;. Kutsutaan graafiin Gy lisdttyja vii-
voja b9 tyypin k + 1 alkumerkeiks: ja viivoja 60 tyypin k + 1 loppumerkeiks:
ja merkitdén niitd aakkoston 7" ulkopuolisilla kirjaimilla { ja }. Graafi Gy
saadaan siis graafista Gy lisidmaélld graafin G, viivoihin sanalla A leimatut
tyypin k£ + 1 alku- ja loppumerkit. Talldin konstruktion nojalla ehto 58 to-
teutuu.

Koska konstruktiossa lisdatddn ainoastaan viivoja pisteiden pysyessa en-
nallaan, alku- ja loppumerkkien lukuméard on ylhaalta rajoitettu. On siis
olemassa sellainen indeksi n, etta

Néytetéddn, ettd kieli L(M,,) on suljettu silmukointioperaation F suhteen,
mista seuraa, etta

L(w) = di(4)
= ot (L(My))
= Uaﬁ(L(Mo))
- UL(MZ)

— L(M,).
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Olkoot

W = WU Wy, W = Wiuzuswh

kieleen L(M,) kuuluvia sanoja ja r = uj#usSus#us € R silmukointisaanto.
Olkoot pqt ja p'q't’ sellaiset graafin G,, hyvaksyvét polut, etta

en(p) = w1 €,(q) = wus  €,(t) = wy

en(p) =Wy €a(q) = usus € (1) = wy,
viivan ¢ alkupiste on v ja viivan ¢’ paatepiste on v’. Tilloin pisteestd v on
alkumerkki { pisteeseen i(r) ja pisteestd t(r) on loppumerkki } pisteeseen v'.
Néin ollen polku
p{b(r)}
on graafin GG, hyviksyva polku ja

en(p{b(r)}t') = wiugugws,

joten sanojen w ja w’ silmukoinnin tulos kiyttéden silmukointisiéintoa r kuu-
luu kieleen L(M,,).

o)

Kuva 6: Hyviksyvit polut automaatin M,, esityksessi graafina

Néytetdan, ettd L(M,) C L(y-). Liitetddn jokaiseen graafin G,, polkuun
w vektori ¢ = (¢1,¢o,...,¢,) € N, jonka komponentit ¢;, missid 1 < i < n,
ovat yhteenlaskettujen tyyppid ¢ olevien alku- ja loppumerkkien lukuméa-
riat polussa w. Vektoria ¢ sanotaan polun w kompleksisuudeksi. Maaritellaan
kompleksisuusvektoreille ¢, d relaatio

c<d & (Fk:1<k<n, e <dy ja ¢;=d;, j=k+1,k+2,...,n).

(61)
Todistetaan induktiolla polkujen kompleksisuuden suhteen, etté

en(w') € L)
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kaikilla graafin GG,, hyviksyvilla poluilla w’. Olkoon w’ graafin G,, hyviksyvé
polku. Jos polun w’ kompleksisuus on (0, ..., 0), niin se ei sisélld yhtdan alku-
tai loppumerkkié, joten

U}/ cA Q L(’}/F)

Olkoon polun w" kompleksisuus positiivinen ja oletetaan, ettd kaikki graafin

G, hyviksyvit polut v, joiden kompleksisuus on pienempi kuin ¢, toteuttavat
ehdon

en(v) € L(1).
Koska polun w’ kompleksisuus on positiivinen ja se on hyviksyvi polku, pol-
ku w’ sisiltds ainakin yhden alku- ja loppumerkin. Valitaan polun w’ al-
kumerkeistd viimeinen vasemmalta oikealle luettaessa ja kyseisen alkumer-
kin jialkeen ensimmaéinen loppumerkeistd. Téll6in polku w’ voidaan kirjoittaa
muotoon
w' = z{z}y,

missd polku z ei sisdlld alku- tai loppumerkkeja. Olkoon { tyypin %k alku-
merkki ja } tyypin &’ loppumerkki. Olkoon r = u; #usSus#us on silmukoin-
tisddanto, jonka yhteydessd alku- ja loppumerkit { ja } ovat lisdtty graafiin
G, jolloin z = b(r). Kéytetaéin viivan { alkupisteestd merkintdd v ja viivan
} padtepisteestd merkintaa o', Silloin graafissa Gy._; on hyviikksyvé polku pgt,
jossa polun ¢ alkupiste on v ja

€n(q) = urus.

Graafissa G/_1 on vastaavasti hyvaksyvé polku p'q't’, jossa polun ¢ paéte-
piste on v’ ja
en(q) = uguy.

Polut zqt ja p'q'y ovat hyviksyvid polkuja, ja niille pétee

(en(zqt), en(P'q'y)) Fuy#us$ustus €n(T)U1taen(y) = €n(z{2}y), (62)

joten sana €, (w') on sanojen €,(zqt) ja €,(p'q'y) silmukoinnin tulos kiyttéen
silmukointisdantoa r.

Naytetdan, ettd polkujen zqt ja p'q'y kompleksisuus on pienempi kuin
polun w’. T&ll6in induktio-olettamuksesta seuraa, etté

en(zqt), €x(P'q'y) € L)

ja operaation 62 nojalla
en() € Li3).

Olkoon d polun xqt kompleksisuus. Koska polku gt on graafin G;_; polku,
kaikki polun ¢t alku- ja loppumerkit ovat korkeintaan tyyppid k& — 1. Jos siis
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polussa xqt on joitakin tyyppid 7, missd j > k, olevia alku- tai loppumerkkej,
niiden taytyy olla peraisin polusta x, joten ne ovat myos polussa w’. Nain
ollen

dj <c;Vj > k. (63)

Polussa xqt on vihemmaén tyyppié k olevia merkkeja kuin polussa w’ = x{z}y
alkumerkin { takia eli
dk < Cg. (64)

Jos yhtalo
dj = Cj

toteutuu kaikilla indekseilld £ + 1 < 5 < n, niin
d < c.

Jos ehto
dj < Cj

toteutuu joillakin indekseilld j, missd & + 1 < 7 < n, niin niistd suurimman
jilkeen vektorien komponentit yhtyvéit, joten téalloinkin d < c.

Symmetrinen paéttely osoittaa, ettd polun p'q'y kompleksisuus on pie-
nempi kuin polun w’. Olkoon e polun p'q'y kompleksisuus. Koska p’'q’ on
graafin G/_q polku, kaikki polun p'q’ alku- ja loppumerkit ovat korkeintaan
tyyppid k' — 1. Jos polussa p'q'y on tyyppid j, missd j > k', olevia alku-
tai loppumerkkejé, niiden taytyy olla perdisin polusta ¥, joten ne ovat myés
polussa w’. Nain ollen

ej S Cj VJ Z k/.

Koska polussa p'q'y on vihemmén tyypin &" merkkeja kuin polussa w’ loppu-
merkin } takia,
e < Cgt.

Vastaavasti kuin edelld voidaan paatell, ettd e < c. O

Seuraus 3.5. Jos v = (0,T, A, R) on laajentamaton H-systeemi, jonka ak-
sioomien joukko muodostaa sadannéllisen kielen, niin L(7y) on sddnnollinen.

Todistus. Jokaista laajentamatonta H-systeemid v = (0, T, A, R), jolle pé-
tee A € Reg, kohti voidaan muodostaa laajentamaton Hi-systeemi v/ =
(0, T, A, R), jolla on silmukointisadnnot

R = U {wiFusSus#us, usHusSuiF#us }.

ui #HusSus#HusER

Talloin L(y) = L(]) ja lauseen 3.4 nojalla L(1).) € Reg. O
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Seuraus 3.6. Josy = (N, T, A, R) on laajennettu H-systeemi, jonka aksioo-
mien joukko muodostaa sidanndéllisen kielen, niin L(7y) on sddnndéllinen.

Todistus. Jos v = (N,T, A, R) on laajennettu H-systeemi, jolle piitee A €
Reg, niin laajentamattomalle H-systeemille

V' = (0,NUT, A, R)

pétee seurauksen 3.5 nojalla L(y') € Reg. Koska lauseen 1.6 nojalla sidin-
nollisten kielten luokka on suljettu leikkauksen suhteen ja T* € Reg, niin
L(y) = L(y)NT* € Reg. O

3.3 Laajennetut mH-systeemit ja niiden universaalisuus

Seurauksen 3.6 mukaan laajennetut H-systeemit, joiden aksioomien ja silmu-
kointisddntojen joukot ovat direlliset, voivat saavuttaa korkeintaan dérellis-
ten automaattien laskentavoiman. Seuraavaksi lisitdén H-systeemeihin kyky
mallintaa molekyylejé, joita on tietty darellinen maara.

Laagennetun mH -systeemin (N, T, A, R) komponenteista N, T ja R ovat
kuten laajennetuilla H-systeemeilld ja A on darellinen aksioomien multijouk-
ko yli joukon A C V', missd V = NUT. Multijoukkojen joukon M ehdoista

My=,M, & 3r,y,z,we(NUT)",reR:
(i) My(z) =1, (My—{(z,1)})(y) =1
(i) Mo = (M — {(2.1)}) = {(5,)}) U{(z. )} U {(w, D},
(i) (z,y) Fr (2, w)

médrdytyvin relaation =, refleksiivisen ja transitiivisen sulkeuman =7 avul-
la voidaan maéritelld laajennetun mH-systeemin v generoima kieli on

Liy) ={weT" |3IM e M, w € Supp(M') : A= M'}. (65)

Ehdon (i), joka ottaa huomioon tapauksen x = y, mukaan multijoukon
M, sanoihin z ja y voidaan soveltaa silmukointisddntod r vain, jos sanoja
x ja y on vihintdan yksi kappale. Ehdon (ii) mukaan tlloin sanojen z ja y
lukumaara vihenee yhdelld ja silmukoinnin tuloksena saatujen sanojen luku-
maari lisdantyy yhdella.

Huomautus 3.7. Koska multijoukossa alkioita voi olla ddrettéméan mon-
ta, laajennettuja H-systeemeji voidaan pitdd laajennettujen m H-systeemien
erikoistapauksena, jossa jokaista aksioomaa on ddrettéméan monta.
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Pykélén loppuosan tulokset ovat periisin artikkelista [7].

Lause 3.8. Jokaista O-tyypin kielioppia G kohti on olemassa sellainen laa-
jennettu mH -systeemi v, etti L(y) = L(G).

Todistus. Olkoon G = (N,T,S,P) O-tyypin kielioppi, jonka johtosddnnot
u — v on muunnettu lauseen 1.15 normaalimuotoon, jolloin ne toteuttavat

ehdot
1<|ul <2, 0< || <2

Saannot, joissa u = v, voidaan jattad pois, koska ne eivit vaikuta generoituun
kieleen. Leimataan kieliopin GG johtosddnnot ja kirjoitetaan r : u — v, jos
johtosddnnon u — v leima on r. Merkitddn U = N UT ja kiytetddn leimojen
joukosta merkintaa L.

Olkoon v = (N', T, A, R) laajennettu mH-systeemi, jolla on vilisymbolit

N =NuU {X17X2)Y7 Zlu Z2} U {(T)7 [T’] | re L}7
missé sanat (r), [r] tulkitaan kirjaimiksi, aksioomat
A = {(wp, 1), (wy., 00), (We, ), (W, 00), (W, 00) | Vr :u— v € P, Va € U},

Wy = X12YSX22
wy = (rjulr]

Wy = ZlaYZ2
w’a = 21YC(Z2
Wt = YY

ja silmukointisddnnot

1. 6152YU ‘ 5152 Vr:u—uve P, /61,62 ceUU {XQ},51,52 ceUU {Xl}

(rjo | [r]
2. (};) l;[;] Vriu—wvePaclUU{Xy}
3 522?0‘ ; 512[:2 Vo € U, By, B € UU{Xs},01,6, € U U{X1}
4 261 3;%2 Va e U6 € UU{X,}8€UU{X,)}
5. 253;; } 51%53 Vo € U, By € U, o, Bs € UU{Xa},6 € UU{X,)
6. Z(Sl OX‘VZZ; Va e U6 € UU{X,}.8€UU{X,)
T <y S Wwe (N UT{XA UTHX) U T
8. 3 X, .
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Tarkastellaan luokkiin 1-8 jaoteltujen silmukointisdfintdjen toimintaa. Luok-
kien 1 ja 2 silmukointisddntojen avulla voidaan simuloida kieliopin G johtoa
sanan w, sisilla silloin, kun kirjain Y on sanassa wg sanan u vasemmalla
puolella, missd u — v on kieliopin GG johtosdianto. Erityisesti alussa, kun
wo = XY SXZ, timi ehto toteutuu. Olkoon wy muotoa

X2w Yuw, X3,

missd r : u — v on kieliopin G johtosdintd, ja oletetaan, ettd sanaa wy on yksi
kappale. Soveltamalla luokan 1 silmukointisddnt6d sanaan wg ja aksioomaan
(r)[v][r], jota on ddrettéman monta, saadaan

(X2 Yulwe X3, (r)v|[r]) (X iw Yulr], (r)vw, X3). (66)

Silmukoimalla silmukoinnin 66 tuloksena syntyvét sanat keskenddn kiyttaen
luokan 2 silmukointisddntod saadaan

(X2 Y [ulr], (r)|owe X3) o (X Y vwe X3, (r)ulr]). (67)

Toinen tuloksena saaduista sanoista, (r)u[r], ei voi osallistua myShempiin
silmukointeihin, koska muotoa u — u olevat johtosddnnét poistettiin kielio-
pista G alussa. Koska sanoja X?w;Yu[r] ja (r)vw, X3 syntyi silmukoinnissa
66 yksi kappale, ne hévidvit silmukoinnissa 67. Néin ollen luokkien 1 ja 2
silmukointisdannailla on korvattu sana

2 2
XjwYuwy X,

sanalla
X2 Y vwy X3, (68)

missd u — v on kieliopin G johtosdanto, ja sanaa 68, josta kiytetdan edelleen
merkintdd wy, on jalleen yksi kappale kuten alkutilanteessa.

Luokkien 3 ja 4 silmukointisdéntdjen avulla voidaan kirjainta Y siirtdé
sanassa wq oikealle. Silmukoimalla wq aksiooman Z;aY Z5 kanssa, missi «
on kirjaimen Y oikealla puolella oleva kirjain sanassa wy, saadaan luokan 3
silmukointisdantoa kiyttien

(X12w1YC(’U)2X22, ZlOéY’Z2> |:3 (X12ﬂ)1YOéZQ, ZlaY'lUQXS). (69)

Silmukoimalla silmukoinnin 69 tuloksena syntyneet sanat keskendin saadaan
luokan 4 silmukointisddntoa kayttaen

(X12’U)1‘YO(ZQ, Zl|ozYw2X22) |:4 (X12wlOéYUJ2X22, ZlYong). (70)
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Naiden kahden silmukoinnin tuloksena sana
X2 Y aw, X3

korvautuu sanalla
XiwaYw, X3

eli kirjain Y on liikkuu kirjaimen verran oikealle. Silmukoinnin 70 tuloksena
syntynyt sana /1Y aZ, yksi aksioomista, joita on ddreton maara.

Luokkien 5 ja 6 silmukointisdéintojen avulla voidaan vastaavasti liikuttaa
kirjainta Y sanassa wy vasemmalle kdyttiden aksioomaa Z;Y aZs. Silmukoin-
tien

(X12w1QY|’U)2X22,Z1YOé|Zg) ):5 (XfwlozYZg,ZlY(xng%), (71)
(X2wy|aY Zy, Z1|Y aws X3) e (XP2unY aw, X2, Z10Y Zs) (72)

tuloksena sana
X2w oY wo X3

korvautuu sanalla
XY aws X3 (73)

eli kirjain Y liikkuu sanassa wy kirjaimen verran vasemmalle. Samalla ope-
raation 71 tuloksena syntyneet sanat hévidvat. Operaation 72 tuloksena syn-
tyy sanan 73 lisidksi aksiooma, jota on systeemissd jo valmiiksi ddrettoméin
monta.
Luokkien 7 ja 8 silmukointisiantojen avulla voidaan poistaa kirjaimet
X1, X5 ja Y sanasta
wy = X7w Ywy X5

Talloin tulee ensin siirtdé kirjain Y sanan X7 viereen silmukointisdénnoilla
5 ja 6. Soveltamalla tdmaén jilkeen luokkien 7 ja 8 sdantdjé,

(XY |wwe X3, YY) B (XEYYY, wwe X3),
(X%YYY|,U)1U)2|X22> |:8 (X%YYYX%,wl'U}Q),

saadaan tuotettua yksi kappale sanaa w;ws.

Edellisten tarkastelujen nojalla laajennetulla m H-systeemilla v voidaan
silmukoida miké tahansa kielen L(G) sana eli L(G) C L(vy). Naytetadn viela,
ettd L(y) C L(G). Mekaanisella tarkistuksella voidaan todeta, ettd mitéén
aksioomista w,, w,, w!,, w; ei voida silmukoida keskenééin ja ettd edelld kuva-
tuissa silmukoinneissa, joissa sovelletaan luokkien 1, 3, 5 ja 7 silmukointisaan-
t6jd, silmukoinnin tuloksena saatuihin sanoihin voidaan soveltaa pareittain
ainoastaan luokkien 2, 4, 6 ja 8 silmukointisddntoja. Esimerkiksi sanoihin,
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jotka on saatu soveltamalla luokan 1 silmukointisdintdja, voidaan soveltaa
ainoastaan luokan 2 silmukointisééntoa ja sama péitee pareille (3,4),(5,6) ja
(7,8). Koska sanaa wy on yksi kappale, luokkien 1,3,5 ja 7 silmukointisdéntoja
sovellettaessa saadut sanat havidvat luokkien 2,4,6 ja 8 silmukointisdantoja
sovellettaessa. Olkoon w € L(7), jolloin w € T*. Ainoa tapa silmukoida sana
yli pddteaakkoston on aloittaa sanasta wg, mahdollisesti simuloida kieliopin
GG johtoa sanan wy siséllé ja poistaa vilisymbolit X, X5, Y sanasta wg kiyt-
tden silmukointisddntdja 7 ja 8. Tamén jilkeen kieliopin GG simulointia ei voi
jatkaa kirjaimen Y puuttumisesta johtuen, joten w € L(G). d

Seuraavasta esimerkistd kiy ilmi, ettd lauseen 3.8 mallin oikeellisuuden
kannalta on olennaista, ettd aksioomaa wg on yksi kappale.

Esimerkki 3.9. Kieliopilla G = ({S}, {a,b},S,{S — aSa,S — bSh, S —
A} voidaan johtaa tarkalleen parillispituiset palindromit yli aakkoston {a, b}.
Olkoon v = (N, {a, b}, A, R) lauseen 3.8 todistuksen konstruktion mukainen
kielioppia GG vastaava laajennettu mH-systeemi, jolla on vélisymbolit

N = {8, X1, X0,Y, 24, Zy, (r1), [11], (12), [r2], (r3), [r3]}

ja aksioomat

((r)aSalr], 00), ((ra)bSblra], 00), ((73)[rs), 00) } U
(ZlSYZQ, OO), (ZlaYZg, OO)7 (ZlbYZQ7 OO) U
(Z1Y SZy,00),(Z1Y aZy,0), (Z1Y bZsy, 00) U
(YY, 00)}

A = {(X}YySx: 1)}u
{
{

ja taulukon 3.3 mukaiset silmukointisdannot R.
Néytetddn, miten laajennetulla m H-systeemilld v voidaan simuloida kie-
liopin G johtoa
S =g aSa =g abSba = abba.

Silmukointien

(XTY'S|X3, (r)aSallr]) =
(XTY]S[r1], (r1)|aSaX3) =
(XY a|SaX3, Z1aY | Z,) =3
(X}|YaZsy, ZylaY SaX3) k4
(XiaY SlaX3, (r2)bSh|[ra]) =
(X2aY|S[ro), (r2)|bSbaX3) =

(X?Y S[ri], (r1)aSaX?3)
(XY aSaX3,(r)S[r])
(XY aZy, ZiaY SaX3)
(XPaY SaX3, Z,Y aZy)
(X7aY S[ry], (ro)bSbaX3)
(X2aYbSbaX3, (rs)S[rs])
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(X1aYb|SbaX3, Z0Y | Z,) s (X
(XZa|YbZy, Z1bY SbaX3) =4 (X
(X2abY S|ba X3, (r3)|[rs]) 1 (XEabY S[rs], (r3)baX3)
(X2abY'|S[rs], (r3)|baX3) =2 (XiabYbaX?,(r3)S[rs])
(XZ2abY|ba X2, Z,Yb|Z,) =5 (XZabY Zy, Z,Y bbaX?2)
(X2albY Zy, Z1|YbbaX3) ¢ (XZaYbbaXi, Z\bY Z,)

) (X3

) (X

) (X

) (X

2aYbZy, Z1bY SbaX3)
2abY Sba X3, Z,YbZ,)

(XiaY |bba, Z\Y a|Zs) =5 (XPaY Zy, Z,Y abba X3
(X{|aY Zy, Z1|Y abba X3) =
(XY |abba X3, YY) |=r
(X2Y3|, abba| X3) |=s

tuloksena saadaan yksi kappale sanaa abba.
Jos aksioomissa A olisi kaksi kappaletta sanaa XY SX2, silmukointien

)
Y abba X3, Z1aY Zy)
2Y3 abbaX3)

2Y3 X2, abba)

(XPY'S|X3, (rs)|[rs]) =1 (XTY'S[rs], (rs) X3)
ja
(XTYS|X3, (r)aSal[r]) 1 (X7Y S, (r)aSaX3)
(XTY]S[r1], (r)laSaX3) 2 (X{YaSaX3, (ry)S[r])
(X?Ya|SaX3, Z1aY |Zy) s (X7YaZsy, ZyaY SaXy)
(X}|YaZy, ZilaY SaX3) Ei (XPaYSaX3, Z,YaZs,)
(XTaY'SlaX3, (rs)|lrs]) 1 (X{aY S[rs, (rs)aXy)

tuloksena saadaan yksi kappale ylldolevissa silmukoinneissa alleviivattuja sa-
noja XY S[rs] ja (r3)aX3. Silmukointien
(XTY|S[rs], (r3)|aX3) 2 (X7YaX3, (rs)S[rs))
(X%Y‘QX; ’YY> }:7 <X12Y37 aX22)
(XPY?,alX3) s (XTY°X5.a)
tuloksena syntyy yksi kappale sanaa a ¢ L(G).

Lemma 3.10. Jokaista laajennettua mH -systeemid y kohti on olemassa kor-
keintaan kahdella aksioomalla varustettu laajennettu mH -systeemi ', joka
toteuttaa L(y') = L(v).

Todistus. Olkoon v = (N, T, A, R), laajennettu mH-systeemi, jonka aksioo-
mien multijoukko A on #érellinen. Olkoot wy,wy, ..., w, ne joukon supp(A)
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sanat, joita on ddrellinen madrd ja zq, 2, ..., 2, ne joukon supp(A) sanat,
joita on ddretdén madrd. Muodostetaan laajennettu mH-systeemi

v = (NU{c,dy,dy}, T, A" R,
missi kirjaimet ¢, dy, dy ovat uusia vilisymboleja, jolla on aksioomat
A" = {((w16)2® (woe) 22 . (w,e) AW 1), (dycziczac - - - czmedy, 00)}
ja silmukointisddnnot
R' = RU {#cSdo#, #d,Sc#}.

Olkoon joukon A’ ensimmaéinen aksiooma w ja toinen z. Jos n = 0 eli multi-
joukossa A ei ole sanoja, joita on #direllisen monta, niin

w ¢ supp(A)
ja jos m = 0 eli multijoukossa A ei ole sanoja, joita direttomén monta, niin
z = dlCdQ.

Naytetddn, ettd laajennetulla mH-systeemilld 7' voi tuottaa dérettoméan
madran kopioita sanoista z;, 1 < 7 < m. Silmukointien

(dyczic - czj_qclzic - - czpds, |2)

FEaaser (diczic---czj_icz, zjc- - czpds),
(2|, zjlczjric - - czpmds)
Faesan (202410 - Czmda, 7))

tuloksena syntyy yksi kappale sanaa z;. Prosessia voidaan toistaa mielival-
taisen monta kertaa, koska A’(z) = oc.

Néytetddn, ettd systeemilld 7/ voidaan tuottaa tarkalleen A(w;) kappa-
letta sanaa w;. Silmukointien

(wi]e) (wie) D (wee) 22 - (wy, ) ), 2])
wy, ZC(U}lC)A(wl)il(wQC)A(wz) - (wnC)A(wn))7

ZC|(wlc)A(wl)—l(WQC)A(wz) ... (wnc)A("”"), |2)

zcz, (wlc)A(wl)_l(wzc)A(wQ) e (wnc)A(w”)) (74)

sy

o~ o~ o~~~

= sy Set

tuloksena syntyy yksi kappale sanaa w; ja prosessin aikana sana
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muuttuu sanaksi

A(wl)fl( A(w2) A(wn)

(wc) wsyc) o (wpe) :

jota on jalleen yksi kappale. Silmukoinnin 74 tuloksena syntynyt sana zcz si-
saltad vain aksioomia, joita voidaan tuottaa ddreton maari. Vastaava prosessi
voidaan suorittaa sanoille w;, 2 <1 < n, joten laajennetulla m H-systeemilla
7' voidaan tuottaa tarkalleen A(w;) kappaletta sanoja w;, 1 < i < n. Néin
ollen L(vy) C L().

Jos joukon R silmukointisdantdji sovelletaan laajennetussa m H-systeemis
sd v/, silmukointi tapahtuu talloin kirjainten ¢ vélissé olevalle sanalle. Koska
joukon R'\ R silmukointisdinnét pitévit kirjainten ¢ vélissd olevat sanat eh-
jiné, laajennetulla m H-systeemilld v ei voida silmukoida kieleen L(G) kuu-
lumattomia sanoja. Néin ollen L(v') C L(v). O

Lemma 3.11. Jokaista laajennettua mH -systeemid v kohti on olemassa
kahdella vdlisymbolilla varustettu laajennettu mH-systeemi ', joka toteut-

taa L(y') = L(7).

Todistus. Olkoot laajennetun mH-systeemin v = (N, T, A, R) vélisymbolit
N ={Ny,..., N, }. Mééritelladn koodausta varten morfismi i : (N UT)* —

({er, e} UT)Y,

B cicher, jos x=N;, 1<i<n
hw) = {a jos a€T,

missd kirjaimet c; ja co ovat aakkoston N UT ulkopuolisia kirjaimia. Laajen-
nettu mH-systeemi
,y, = ({Cl7 62}7 T7 A,7 R/)7
missa
A" = h(A)
ja
R' = {h(uy)#h(u)$h(uz)#h(uy) | uiH#usSus#uy € R},

toteuttaa L(y') = L(v), koska johtuen siitdi, ettd sanat c;che; pysyviit ehjini
silmukoinnin aikana, laajennettu mH-systeemi ~' toimii vastaavasti kuin .
U

Laajennettuihin m H-systeemeihin voidaan liittdd lisdinformaatiota ak-
sioomiin lisétyssé sanassa. Jos 7 = (N, T, A, R) on laajennettu mH-systeemi
jaw € (N UT)* niin otetaan kiytt6on merkinté

L(7’ w) = L((N7 T,AU {(wv 1)}))
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Lause 3.12. On olemassa padteaakkostolla T varustettujen laajennettujen
mH -systeemien suhteen universaali laajennettu mH -systeemit.

Todistus. Olkoon g = (N, T, A, R) laajennettu mH-systeemi. Kielen L(vo)
sanat voidaan luetella tehokkaasti kiiymélld aksioomista lahtien ldpi kaikki
sanat, jotka laajennetulla m H-systeemilld 7, voidaan silmukoida jarjestetty-
né sen suhteen, kuin monella silmukoinnilla kyseiset sanat on saatu, ja luette-
lemalla ne kieleen L(79) kuuluvaksi, jos kysymyksessd on sana yli aakkoston
T. Néin ollen L(v) € RE.

Lauseen 1.25 nojalla on olemassa sellainen 0-tyypin kielioppi Gy, etté
L(Gy) = L(7). Lauseen 1.26 nojalla on olemassa péaéteaakkostolla T" varus-
tettujen O-tyypin kielioppien suhteen universaali O-tyypin kielioppi

GU = (NU,Ta Sa P)

ja sellainen kieliopin Gy alkusymbolin S siséltidvé sana w(Gp) € (Ny U T)*,
etta
L(GU, ’UJ(G())) = L(Go)

Olkoon v, = (N1, T, Ay, Ry) laajennettu mH-systeemi, joka saadaan lauseen
3.8 todistuksen kieliopista Gy antamasta laajennetusta m H-systeemista pois-
tamalla sen aksioomista sana wy. Télloin aksioomissi A; ei ole yhtédin sanaa,
jota on aarellisen monta, joten soveltamalla lemman 3.10 todistusta saadaan
laajennetusta mH-systeemistd v, sen kanssa ekvivalentti laajennettu mH-
systeemi

T2 = (N27T7 AQ,Rz),

jolla on yksi aksiooma. Olkoon

Yu = ({Cb CZ}a T7 AU7 RU)

laajennettu mH-systeemi, joka on saatu laajennetusta mH-systeemista v,
soveltamalla sithen lemman 3.11 todistusta.

Néytetddn, vy on etsitty universaali laajennettu mH-systeemi. Kooda-
taan sana X7Yw(Go)X3 sanaksi w(vp) yli aakkoston {c1,co} U T kilyttien
samaa morfismia, jolla laajennettu mH-systeemi v, on koodattu laajenne-
tuksi mH-systeemiksi 7. Télloin

Ly, w(n)) = L(Gu,w(Go))
L(Gy)
= L(v)-
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Téssé pykdliassa on néytetty, ettd yhden sanan lukuméiriaé rajoittamalla
laajennettujen H-systeemien laskentavoima voidaan nostaa pykaldssa 3.2 to-
distetusta dadrellisten automaattien tasosta Turingin koneiden tasolle. Mité
tulee konstruoidun universaalin H-systeemin realistisuuteen, niin sen silmu-
kointisddntojen pituudet ovat samaa luokkaa kuin restriktioentsyymien pi-
tuudet, joista on esimerkkejid pykéldn 3.1 taulukossa. Sen sijaan seuraavat
universaalin mallin puutteet tekevit nopean rinnakkaislaskennan kiytannos-
sd mahdottomaksi.

(i) Mallin oikeellisuuden kannalta on olennaista, ettd sanaa wy on yksi
kappale, mutta molekyylin reagointi on epatodennikdista, jos sitd on
vain yksi kappale.

(ii) Mallilla on paljon silmukointisddnt6ja, mutta useiden restriktioentsyy-
mien samanaikainen toiminta on mahdotonta, koska eri restriktioent-
syymit saattavat vaatia eri reaktio-olosuhteet.
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