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Tutkielma kasittelee todennédkoisyyslaskennan klassisia ongelmia. Tut-
kielman aluksi on johdanto todennékoisyyslaskentaan, missd esitelladn
todennékoisyyslaskennan yleisempid maéritelmia ja lemmoja. Yleisempié
tuloksia on myo6s havainnollistettu esimerkkitehtdvien avulla. Tutkielmassa
kisitellddn nimenomaan vanhoja sekd tunnettuja todennékoisyyslaskennan
ongelmia, kuten Monty Hallin ongelma ja Newton-Pepys ongelma. Kaik-
kien tutkielmassa esiintyvien ongelmien ratkaisut perustellaan johdatusta

todennékoisyyslaskentaan luvun lemmojen ja méaritelmien avulla.

Tutkielma koostuu tutkielman tekijan valitsemista todennédkoisyyslaskennan
klassisista ongelmista. Koska kyseessd on opettajalinjan tutkielma, on tut-

kielman lopussa késitelty myos ylioppilaskoetehtavia.
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1 Johdanto

Pro graduni luonne on kirjallisuustutkielma. Olen lukenut ty6tini varten usei-
ta todennédkoisyyslaskennan teoksia ja valinnut niistd ongelmia, jotka vaikut-
tivat kaikkein mielenkiintoisimmilta. Tutkielmassani olen siis kiyttanyt lah-
teind muun muassa kirjoja Classic Problems of Probability |2| ja Fifty Chal-
lenging Problems in Probability with Solutions [6]. Jokaisesta ongelmasta olen
tehnyt sellaisen esityksen, joka mielestini esittda sekd itse ongelman etté sen
ratkaisun mahdollisimman selkedsti ja ymmarrettavasti. Tutkielmaan olen
my0s kehittdnyt itse ongelmia esimerkiksi loton todennakoisyyksistéd ja joh-
datusta todennékoisyyslaskentaan kappaleen esimerkkejé.

Tutkielmani késittelee todennikdisyyslaskennan klassisia ongelmia. Olen
ollut aina hyvin kiinnostunut todennikoéisyyslaskennasta ja koen, ettd sen
tuntemisesta on ollut minulle hyétyd jopa eldméssd yleisesti. Niinpd pro
gradun kirjoittaminen todennédkoisyyslaskennasta tuntui varsin luontevalta
ajatukselta. Aiheeksi valikoitui klassiset ongelmat, koska todennikdisyyslas-
kennassa on niin monia mielenkiintoisia aihealueita, etten halunnut rajoit-
tua vain yhteen. Toisaalta todennédkoisyyslaskennan ongelmien ratkaisut ovat
yleensa niin lyhyité, ettei yhdestd ongelmasta helposti saa koko tutkielmaa
aikaiseksi. Olen kuitenkin luonteeltani tyypillinen matemaatikko, enké sie-
da loputonta jaarittelua samasta aiheesta. Siksi olenkin pyrkinyt pitdméaan
ongelmien ratkaisut tiiviind, mutta samalla mahdollisimman selkeina.

Tutkielman toinen luku on johdanto todennakoisyyslaskennan yleisiin tu-
loksiin, joita kiytetddn klassisten ongelmien ratkaisuihin. Tutkielmassa kéasi-
telladn muun muassa tunnettu todennakoisyyslaskennan pulma Monty Hallin
ongelma. Tutkielman lahteina on kiytetty todennikdisyyslaskennan ongelmia
kisittelevid kirjoja ja tutkielmia. Ainoastaan luvuissa loton todennékoisyyk-
sid ja blackjack ei ole varsinaista lihdettd, vaan luvut ovat tutkielman tekijan
oma nakemys klassisista todennikdisyyslaskennan ongelmista.

Tutkielma ei ole varsinaisesti suunnattu lukiolaisille tai yliopistossa opis-
keleville. Tutkielman méaaritelmét ja lauseet ovat kyllakin kirjoitettu yliopis-
tomatematiikan tapaisesti, mutta niiden pitéisi olla my6s lukion pitkdn mate-
matiikan osaaville ymmaérrettavissi. Tutkielman lukemisesta voisi hyotya siis
seké lukiolainen etta yliopistossa opiskeleva, joka haluaisi perehtyd enemmén

todennékoisyyslaskentaan.



2 Johdatusta todennikoisyyslaskentaan

Tamén luvun médritelmét ja lemmat ovat perdisin luentomonisteista [7, 8].

Maéaritelma 2.1.
Olkoon otosavaruus S kaikkien alkeistapausten aérellinen joukko, jossa jokaisen
alkeistapahtuman todennikoisyys on yhta suuri. Merkitddn S:n kaikkien alkeis-
tapausten lukumaééraa s:114. Merkitdan edelleen, ettd tapaus A C S sisdltda a
kappaletta alkeistapauksia. T&lloin tapauksen A todennakoisyys klassisen
todennédkoisyyden médritelmian mukaan on
a
P(A) = -
(4) = ©
Maaritelma 2.2.

Tapaukset A ja B ovat toisensa poissulkevat, jos AN B = ().

Maéritelma 2.3.
Olkoot otosavaruus S kaikkien alkeistapausten joukko. Tilloin seuraavat kolme
aksioomaa ovat voimassa:
A1l. P(A) > 0, kaikille tapauksille A ;
A2. P(S)=1;
A3. P(J A;) = > P(4;) , jos tapaukset A; ovat toisensa poissulkevat.
i=1 i=1
Lemma 2.4. Todennékoisyydelld on seuraavat ominaisuudet:
1. P0)=0;
2. P(A)=1—P(A°), kun A°= S\ A;
3. Jos B C A, niin P(B) < P(A) ;
4. P(A) <1;

5. P(A\ B) = P(A) — P(ANB) ;

6. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).



Todistus. Todistuksessa viitataan maaritelmén 2.3 aksioomiin A1, A2 ja A3.

Téssd madritelméssa jo todistettuihin tuloksiin viitataan numeroin 1-6.

1.

2.

Koska P(A) = P(AU D) 2 P(A) + P(D), niin P(0) = 0.
Koska P(S) 2 1ja P(S) = P(AU A°) £ P(A) + P(A°),
niin P(A) =1 — P(A°).

Koska P(A) = P[(A\ B)UB] £ P(A\ B) + P(B),
missi P(A\ B) > 0, niin P(B) < P(A).

3
. Koska A C S, niin P(A) < P(S) < 1.

P(A) = P[(A\ B)U(ANB)] 2 P(A\ B) + P(AN B).

. P(AUB) = P[(A\ B)UB] 2 P(A\ B) + P(B)

2 P(A) + P(B) — P(AN B). 0

Esimerkki 2.5. Milld todennékoisyydelld korttipakasta satunnaisesti valittu

kortti on joko 9 tai risti?

Merkitdédn A = "Saadaan yhdeksidn”, B = "Saadaan risti”. Korttipakassa

on yhteensi 4 yhdeksikkod ja 13 ristid (kaikkiaan kortteja on pakassa 52

kappaletta), joten mééritelman 2.1 mukaan saadaan

Ristiyhdeksén on kuitenkin sekdi yhdeksiin ettd risti, joten P(AN B) = &

13

mm—immmzi.

52

52°

Nyt lemman 2.4 mukaan

4 13 1 16 4

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = — + =2 — — = — = — ~31%.

52 52 52 52 13

Esimerkki 2.6. Milld todennékoisyydelld korttipakasta satunnaisesti vedet-

ty kortti on yhdeksin, mutta ei risti?
Kiytetiin esimerkin 2.5 merkintoji, jolloin P(A) = & ja P(ANB) = .

52

Nyt lemman 2.4 avulla saadaan

4 1 3
P(A=B) = P(A) = P(ANB) = = — = = = ~58%.



Esimerkki 2.7. Korttipakasta otetaan umpiméahkédan yksi kortti. Milla to-
dennékoisyydelld kortti ei ole 9 tai risti?
Merkitddn K = "Kortti ei ole yhdeksidn tai risti”, jolloin tapauksen K

vastatapahtuma on K¢ = "Kortti on yhdeksén tai risti”. Esimerkissad 2.5
laskettiin, ettd P(K¢) = 7, joten lemman 2.4 mukaan
P(K)=1-P(K°) =1 1_9 ~ 69%
B T 13 13T

Lemma 2.8.

Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin

P(ANB) = P(A)P(B).

Todistus. Kun tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, niin méaritelmén
2.32 mukaan
P(A) = P(A|B).

Maaritelméan 2.31 mukaan puolestaan

mmmzf%%g
Siispd saadaan
P(ANnB)=P(A)P(B). O

Esimerkki 2.9. Milld todennikoisyydelld korttipakasta nostetaan pata ja
perdédn heitetdan nopalla silméaluku 5 tai 67

Olkoon A = ”"Nostetaan korttipakasta pata” ja B = "heitetdin nopalla 5
tai 6”. Koska kortin nosto korttipakasta ja nopan heittdminen ovat toisistaan

riippumattomia, niin lemman 2.8 mukaan

P(ANB) = P(4)- P(B) = 2.2 L



Esimerkki 2.10. Kaksi tietokonetta toimii toisistaan riippumatta niin,
ettd, kone nro 1 on rikki keskiméddrin 25 % ajasta ja kone nro 2
20 % ajasta. Milla todennikoisyydelld molemmat koneet ovat rikki, enté
milld todennékoisyydelld molemmat toimivat?

Merkitdin A = "Kone 1 on rikki” ja B = "Kone 2 on rikki”, jolloin

P(A) =0,25ja P(B)=0,20 .
Koska koneet toimivat toisistaan riippumatta, niin lemman 2.8 mukaan
P(ANnB)=P(A)P(B)=10,25-0,20 = 5% .

Molemmat koneet, ovat siis rikki 5 % ajasta.
Tapahtuman A vastatapahtuma on selvisti A = "Kone 1 toimii” (vas-

taavasti tapahtumalle B), jolloin lemman 2.4 mukaan saadaan
P(AY=1-P(A)=1-0,25=0,75,

P(BY)=1—-P(B)=1-020=0,80.

Todennékoisyys, ettd molemmat koneet toimivat, on siis lemman 2.8 mukaan

P(A°N B) = P(A%)P(B°) = 0,75 - 0,80 = 60% .



2.1 Satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttuja liittd4 kaikkiin mahdollisiin alkeistapauksiin todennikoi-
syyden. Satunnaismuuttujan X todennikoisyysjakauma muodostuu muuttu-
jan arvoista x ja niihin liittyvista todennékoisyyksistd p. Satunnaismuuttuja
on diskreetti, jos se voi saada vain darellisen tai numeroituvasti darettoman
maardn arvoja erillisissd pisteissd. Merkitadn K:lla satunnaismuuttujan X

saamien arvojen joukkoa. Tésséd tutkielmassa oletetaan, ettd K C R.

Maésritelmé 2.11. (Diskreetti satunnaismuuttuja)
Olkoon K A&drellinen tai numeroituvasti ddreton joukko. T&lloin kuvaus
X : S — K on diskreetti satunnaismuuttuja, jos
Y P(X=k)=1.
keK
Maéritelma 2.12.

Diskreetin satunnaismuuttujan X : S — K todennékéisyysfunktio on

pk)=P(X =k), ke K
ja jakautumafunktio eli kertymaéafunktio on
Flz)=P(X <z), z€eR.
Esimerkki 2.13. Rahaa heitetdan kaksi kertaa. Merkitdan » = ”"Saadaan

kruuna” ja | = "Saadaan klaava” ja X = "kruunujen lukumaird”. Talloin

otosavaruus S sisdltda tapaukset:

S = {(T7T>7 (Tvl)v (l,?”), (lvl)}

Niinpé satunnaismuuttuja X voi saada arvoja

0 , s=(I)
X(s)=1491 , s=(Lr) tai s = (1,0
2, s=(rr)
Kaikkien alkeistapausten todennikdisyys on % . % = i, jolloin todennékoi-
syysfunktio p(k) on
L k=0
p)=P(X=k)={1 k=1
T k=2



Kuva 1: Todennékéisyysfunktio p(k).

Jakautumafunktio F'(z) puolestaan on

0 ,z2z<0
i , 0<x <1
Fx)=P(X <zx) =
% , 1< <2
1 ,z>2
\
F(z)
0.751 —_—
051
025+—m
-1 0 1 2 3

Kuva 2: Jakautumafunktio F(x).



Maiéritelmi 2.14. (Odotusarvo)

Diskreetin satunnaismuuttujan X : S — K odotusarvo on

E(X) =Y kp(k),
keK
jos summa suppenee itseisesti eli ), . |k p(k) < ooc.
Usein merkitédén E(X) = u.

Esimerkki 2.15. Kahta kolikkoa heitetdan. Mikd on kruunujen lukumaéaérin
odotusarvo?
Kaytetadn esimerkin 2.13 merkint6ja. Nyt méaaritelméan 2.14 mukaan saa-

daan
2

E(X):ka(k)20~i+1~

k=0

+2-—=1.

1
4

N —

Kruunujen lukuméarian odotusarvo on siis 1.

Maééritelmé 2.16. (Varianssi)

Satunnaismuuttujan X : S — K varianssi on
Var(X) = E [(X — p)*] .
Diskreetin satunnaismuuttujan X varianssi on siis
Var(X) = (k- p)*p(k) .
keK
Usein merkitiéin Var(X) = o2. Puolestaan satunnaismuuttujan keskihajonta

on y/Var(X)=o.

Esimerkki 2.17. Mikd on yhden nopanheiton silméluvun varianssi?
Olkoon X = "Nopan silmaluku”. Maaritetddn ensin odotusarvo méaéritel-
man 2.14 avulla:

1

1 1 7
—1.249.24... =L
kp(k) 6+ 6+ +6 5= 3

NE

p=EX)=

Nyt varianssi saadaan laskettua méaéritelmén 2.16 mukaan.

Var(X):i(k—,u)zp(k;): (1—%)2%+-~-+(6—;>2-%:%

k=1



Huomautus. Kun otosavaruus S on ylinumeroituvasti déretén, voidaan sii-
hen liittad jatkuva satunnaismuuttuja, joka saa arvoja yhdeltd tai useam-
malta reaalilukuvililtd. Tassd tyossa ei esitetd jatkuville satunnaismuuttu-
jille tarkkaa méaritelmaa ja néin tyydytddn vain olettamaan, ettd jatkuvien
satunnaismuuttujien jakautumafunktiot ovat derivoituvia ja tiheysfunktiot

integroituvia.

Maédritelma 2.18.

Jatkuvan satunnaismuuttujan X : S — K jakaumafunktio on
F(z)=P(X <z),zeR.

Jatkuvan satunnaismuuttujan jakaumafunktio kohdassa = ilmaisee sen, milla

todennékoisyydellda satunnaismuuttuja X saa arvon, joka on korkeintaan x.

T
Fb)
F(b) — Fla)
= Pla < X < b)
Bla)l—
fla) P(X < )
i a b

Kuva 3: Jakautumafunktio F(x).

Huomautus. Jatkuvalla satunnaismuuttujalla on minka tahansa yksittdisen

pisteen todennékoisyys nolla:
P(X = a) =0, kaikilla a.

Niin ollen on my6s P(X < z) = P(X < z).



Maaritelma 2.19.

Jatkuvan satunnaismuuttujan X : S — K tiheysfunktio on

flx)=F'(z), r €R.

Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio ilmaisee todenndkdisyysja-

kauman pisteessi x.

Lemma 2.20.

Maéritelmien 2.18 ja 2.19 suorana seurauksena saadaan

P(X<x)= f(t)dt ,
P(X >uz)= N f(t)dt
Pla< X <b)= bf(t)dt

Pla < X < b)

— PX = z)

i a b

Kuva 4: Tiheysfunktio f(x).

Maiéritelmi 2.21. (Odotusarvo)

Jatkuvan satunnaismuuttujan X : S — K odotusarvo on

B0 = [ st d,

—00

10



Lemma 2.22.

Varianssi voidaan myos laskea kaavasta:

Todistus. Maaritelmén 2.16 mukaan:
o’ =E[(X —p)’] = E[X?—2uX + X7
= B(X?) —2uB(X) + p* = B(X?) — u*. O

Maiéaritelméd 2.23. (Tasainen jakauma)

Jos satunnaismuuttujan X : S — (a,b) jakauma- ja tiheysfunktiot ovat

T —a
F(l’):m,f@):maa<$<b,

niin sanotaan, ett satunnaismuuttujalla X on tasainen jakauma vililla (a,b),
merkitddn X ~ U(a,b). Nimitys johtuu siitd, ettd tiheysfunktio on tasainen
eli vakio valilla (a,b). T&lloin X saa arvon tietyltd vililtd yhtd suurella to-
dennékoisyydelld kuin miltd tahansa samanpituiselta véililtd. Sanotaan myos,

ettd X saa arvoja satunnaisesti valiltd (a,b).

Lemma 2.24.
Olkoot X ~ U(a,b) ja (¢,d) C (a,b). Todennikoisyys sille, ettd X € (¢,d)

voidaan laskea janojen pituuksien suhteina:

P(c<X<d):Z:;.

Todistus. Koska P(X = y) = 0,Vy € (a,b), niin médritelmén 2.18 avulla
saadaan

Plc<X<d)=P(X<d) —P(X<c)=F(d)—Flc).

Nyt médritelman 2.23 mukaan

_d—a_c—a_d—c
b—a b—a b—a’

F(d) — F(c)

11



Esimerkki 2.25. Bussi kulkee 10 minuutin vélein. Jos saapuu pysékille sa-

tunnaisena hetkené, niin odotusaika X ~ U(0,10). Talloin todennakoisyys,

ettéd bussia joutuu odottamaan korkeintaan 6 minuuttia, on maaritelméan 2.23

mukaan 60 6 5
P(X<6):m:1_0:§'

Puolestaan todennidkoisyys, ettd bussia joutuu odottamaan ainakin 2 mi-

nuuttia, mutta korkeintaan 7 minuuttia on lemman 2.24 mukaan

7T—2 5 1
PR2<X<Tl)=——=—=—.
( ) 10-0 10 2
Lemma 2.26. Kaksiulotteinen tasainen jakauma.
Satunnaisvektorilla (X,Y") on kaksiulotteinen tasainen jakautuma alueessa A,
jos yhteistiheysfunktio fxy(x,y) = c on vakio alueessa A ja nolla muualla.

Olkoon |A| alueen A pinta-ala ja |B| alueen B C A pinta-ala. Téll6in

P[(X)Y) € B] = %.

Tasaisen jakauman todenndkoisyyksia voidaan siis laskea pinta-alojen suh-

teilla.

Todistus.
1= // cdzdy = c|A|
A

Se= L

|Al
Néin ollen B

P[(X,Y)GB]://cdxdy:dB\:u. 0O

B |Al

Maééritelméd 2.27. (Normaalijakauma)

Jos satunnaismuuttujan X jakaumafunktio ®(z) ja tiheysfunktio ¢(z) ovat

1 12 1 r 1,2
T) = e 2", P(x) = — e 2 dt, —oo <z < 00,
0(0) = <= @W=-—0=/

niin sanotaan, ettid satunnaismuuttujalla X on standardoitu normaalijakau-

ma, merkitdin X ~ N(0,1). Jos X ~ N(0,1), niin satunnaismuuttujalla

Y = 0X + p sanotaan olevan normaalijakautuma N (u,02).

12



Kuva 5: Standardoidun normaalijakauman tiheysfunktio ¢(z).

Lemma 2.28.

Standardoidulla normaalijakaumalla on seuraavat ominaisuudet.
L [Z ¢(z)de =1
2. E(X)=0, Var(X) =1
3. &(—z)=1— ()

Todistus. 1. Korottamalla alkuperdinen yhtalo toiseen potenssiin ja sijoit-
tamalla mééritelmén 2.27 mukainen ¢(z):n funktio saadaan ehdolle 1

ekvivalenssi ehto:

) 2 0o 0o
{/ ¢(:L")d:)3] =1leli / e_éxzda:/ e_%yzdy=27r.

Olkoon x = rcosf ja y = rsin . Talloin dz dy = r dr df ja

0o e ) e ) 2
/ / e_%(wQerz)dxdy:/ {/ e_%rzdﬁ] dr
—00 J —00 0 0
0o Ly 2w
:/ e 2" dr/ df = 2m .
0 0

2. Koska z¢(x) on pariton funktio, niin odotusarvon mééritelmén 2.21

mukaan saadaan:

E(X) :/OO zf(x)dr=0.

—00

Edelleen méaaritelméan 2.22 mukaan
Var(X) = BE(X?) — pi* = B(X?).

13



Kéytetaan jilleen odotusarvon médritelméd ja sijoitetaan ¢(x), niin

saadaan . -
9 1,2
= — e 2% =1.
V 2w /—oo

3. Maéaritelman 2.27 mukaan saadaan:
O(—x) = / o(t)dt .

Nyt funktion ¢(¢) parillisuudesta ja tdmén médritelméan ensiméisesta

kohdasta seuraa

:/oogb(t)dtzl—q)(x). O

Lemma 2.29.

Normaalijakaumalla N (j,02) on seuraavat ominaisuudet.
L F(r) = B(22)
2. E(X)=p, Var(X) = o?2.

Esimerkki 2.30. Eraéssa kokeessa tulosten pisteméara on likimain normaa-
listi jakautunut. Keskiarvo on 62 ja keskihajonta 17 pistetti. Kiitettavien ar-
vosanojen osuudeksi halutaan 30 %. Miké on kiitettédvén pisteraja?

Olkoon satunnaismuuttuja X satunnaisesti valitun oppilaan pistemaéra,
jolloin X ~ N(62,17%). On midritettivi kiitettéiviin pistemidrd x niin, ettd
P(X >x)=0,30eli

P(X <z)=0,70.

Madritelmén 2.18 mukaan P(X < z) = F(z) ja lemman 2.29 mukaan F'(z) =

®(=+), joten saadaan

O

Ty — 070

o
Taulukkokirjan [3] mukaan l&hin sellainen z:n arvo, jolle ®(z) = 0,70 on
z = 0,52, siispa

r — 62
= 0,52
17 ’

=1 =62+052 17~ 71

Kiitettavan arvosanan pisterajaksi on siis asetettava 71 pistetta.
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2.2 Ehdollinen todennikoisyys

Maaritelma 2.31.
Tapauksen A ehdollinen todennédkoisyys ehdolla B on

P(ANB)

P(A|B): W’

jos P(B) > 0.

Maaritelma 2.32.

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain jos

P(A|B) = P(A) .

Maaritelma 2.33.
Tapaukset Aq,...,A,, muodostavat otosavaruuden S osituksen, jos tapaukset A;
ovat toisensa poissulkevat, S = A; U...U A,, ja P(A;) > 0 kaikilla i.

Lemma 2.34. (Kokonaistodennékoisyyslause)

Jos tapaukset Aj,...,A,, muodostavat otosavaruuden S osituksen, niin
P(B) =Y P(B|A)P(A) .
i=1

Todistus. Koska tapaukset B N A; ovat toisensa poissulkevat, niin

P(B) = P(BNS) = PBA(JA4) = PUEN A)

= ZN:P(B NA;) = zn:P(B|AZ-)P(Ai) : O

Lemma 2.35. (Bayesin lause)

P = SE

jos P(B) > 0.
Todistus. Ehdollisen todennékoisyyden mééritelmén (méér. 2.31) mukaan

P(AN B)

P(AIB) = =55
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Siispa
P(ANB)= P(A|B)P(B) .

Vastaavasti saadaan myos
P(ANB) = P(BJA)P(A).
Naistd kahdesta yhtédlosta saadaan

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

P(BJA)P(A)

= P(AIB) = =

O

Esimerkki 2.36. Hatussa 1 on kaksi mustaa ja yksi valkoinen pallo. Hatussa
2 on kolme mustaa ja kaksi valkoista palloa. Satunnaisesta hatusta nostetaan
umpimahkain yksi pallo. Milld todennékdéisyydelld nostettu pallo on valkoi-
nen? Milld todenndkdisyydelld pallo on otettu hatusta 1, kun tiedetdén sen
olevan valkoinen?

Merkitddn H; = 7"Valitaan hattu 17, Hy, = "Valitaan hattu 2”7 ja
V = 7"Saadaan valkoinen pallo”. Koska hattu valitaan satunnaisesti kahdesta
mahdollisesta, on selvésti P(H;) = 3 ja P(H,) = 1. Nyt kokonaistodenné-

koisyyslauseen (lemma 2.34) mukaan

P(V)=> P(V|H;,)P(H,)

i=1

= P(V|H1)P(H:) + P(V|Hs)P(H>) .

Hatussa 1 on kolme palloa, joista yksi valkoinen, joten P(V|H;) = 3. Hatussa
2 oli puolestaan viisi palloa, joista kaksi valkoista eli P(V|Hy) = % Siispa
11 2 1 11
P(V|H,)P(H P(\V|Hy)P(Hy) == -—4+=--=—=—.
(|1)(1)+(|2)(2)32+5230
Bayesin lauseen (lemma 2.35) mukaan
P(V[H)P(H,) -3 5
P(H,|V) = =8 2-2
(H[V) P(V) o

Umpiméhkidn nostettu pallo on valkoinen todennikoéisyydella % ja pallo on

perdisin hatusta 1 todennékoisyydella %, jos se on valkoinen.
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2.3 Kombinatoriikka

Joukosta voidaan ottaa alkioita eli suorittaa otanta kahdella tavalla. Otan-
ta tehddidn palauttamatta, jos joukosta otetaan pois yksi alkio kerrallaan.
Otanta tehdddn palauttaen, jos jokaisen alkion oton jilkeen alkio palaute-
taan joukkoon.

Olkoon A n-alkioinen joukko. A:n k-alkioista osajoukkoa kutsutaan A:n
k-kombinaatioksi. A:n k-alkioista jonoa kutsutaan A:n k-permutaatioksi. k-
kombinaatiossa alkioiden keskindisella jarjestyksella ei ole vilid, kun taas

k-permutaatiossa on.

Lemma 2.37. (jarjestetty otanta palauttamatta)
Jos joukossa on n erilaista alkiota ja joukosta otetaan £ alkiota palauttamat-

ta, niin erilaisia k-permutaatioita on mahdollista saada

n!

(n—k)!
kappaletta. Erikoisesti n alkiota on mahdollista jarjestda jonoon n! eri tavalla.

Todistus. Kun n-alkioisesta joukosta valitaan k-permutaatiota palauttamat-
ta, voidaan ajatella, ettd k-alkioisen jonon ensimmaiselle paikalle on n vaih-
toehtoa, toiselle (n — 1) jne. Siispé erilaisia k-permutaatioita on yhteensé

n(n—l)(n—2)~~~(n—k+1):m. O

Lemma 2.38. (jarjestetty otanta palauttaen)
Jos joukossa on n erilaista alkiota ja joukosta otetaan k alkiota palauttaen,

niin erilaisia k-permutaatioita on mahdollista saada

nk

kappaletta.

Todistus. Kun n-alkioisesta joukosta valitaan k-permutaatiota palauttaen,
voidaan ajatella, ettd k-alkioisen jonon jokaiselle paikalle on n vaihtoehtoa.

Siispa erilaisia k-permutaatioita on yhteensa

n-n---n=n. O
—
k kpl
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Lemma 2.39. (jarjestamiton otanta palauttamatta)
Jos joukossa on n erilaista alkiota ja joukosta otetaan k alkiota palauttamat-

ta, niin erilaisia k-kombinaatioita on mahdollista saada

(¥)

Todistus. Lemman 2.37 mukaan erilaisia k-permutaatioita on (=01 Koska

kappaletta.

k-permutaatiossa jarjestykselld, on vilid ja lemman 2.37 mukaan k alkiota
voidaan jarjestdd k! eri tavalla, niin erilaisia k-kombinaatioita on oltava yh-
teensa

ot

(n—k)! El(n — k)!

kappaletta. O

Lemma 2.40. (Binomitodennékoisyys)
Koe, joka onnistuu todennékoisyydelld p ja epdonnistuu todennakoisyydella
q = 1 — p toistetaan riippumattomasti n kertaa. Olkoon X onnistuneiden

kokeiden lukumaéré, jolloin

P(X =k) = (n)pkqn_k L k=0,1,2,....1n

Todistus. Todennékoisyys, ettd riippumaton koe ensin onnistuu k kertaa ja
sitten epdonnistuu (n—k) kertaa on lemman 2.8 mukaan p*¢"~*. Onnistuneet
kokeet voivat kuitenkin olla muissakin paikoissa ja jokaisen todennakoisyys
on p¢"~*. Mahdollisia koesarjoja on lemman 2.39 mukaan (Z) kappaletta.
Olkoot A; i:s naista koesarjoista. Koska tapaukset A; ovat toistensa poissul-

kevat, lemman 2.3 mukaan saadaan
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Esimerkki 2.41. Kuinka monella tavalla voidaan kirjaimet A, B, C, D ja E
jarjestdd jonoon? Entd kuinka monta erilaista kahden kirjaimen jonoa niistéa
saa’

Kirjaimien jarjestykselld on selvisti vilid ja toisaalta kirjaimia ei palau-
teta. On siis kyseesséd jarjestetty otanta palauttamatta. Nyt lemman 2.37
erikoistapauksen mukaan erilaisia viiden kirjaimen jonoja on 5! = 120 kap-
paletta. Puolestaan kahden kirjaimen jonoja viidestd kirjaimesta saadaan

yhteensa
51

(57’2)' = 20 kappaletta.

Esimerkki 2.42. Korissa on 15 kevytjuomaa ja 5 tavallista juomaa pulloissa,
joista etiketit ovat irronneet. Milld todennikdéisyydelld viisi umpimahkaan
valittua pulloa ovat kaikki kevytjuomaa?

Se, missd jarjestyksessd pulloja otetaan korista, ei ole merkityksellista.
Otettuja pulloja ei myoskdan palauteta takaisin koriin. Kyseessa on siis jar-
jestaméton otanta palauttamatta. Lemman 2.39 mukaan 20 pullon joukosta

voidaan ottaa viisi pulloa yhteensé

20 20!
(5) 51(20 — 5)! 5504 tavalla

Toisaalta 15 kevytjuomapullon joukosta voidaan ottaa viisi pulloa yhteensé

15 15!
= 2 = 3003 tavalla.
<5) 51(15 — 5)! avalia

Kaikkia alkeistapauksia on siis yhteensd 15504 kappaletta ja suotuisia ta-

pauksia 3003 kappaletta, joten

3003
P(5 kevytjuomaa) = Tre0d 19% .

Esimerkki 2.43. Syntyvista lapsista 51,2 % on poikia. Milla todennakoi-
syydelld nelilapsisessa perheessa on yhtd monta poikaa ja tyttoa?
Kéytetaan binomitodennékoisyyden kaavaa (lemma 2.40) ja merkitaén

pojan todennékoisyys p = 0,512 ja tyton ¢ = 1 — p = 0,488. Talloin

4
P(2 poikaa ja 2 tyttod) = (2) 0,512%.0,488% ~ 37,5% .
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Esimerkki 2.44. Kunnan asukkaista neljidsosa kannattaa moottoritien ra-
kentamista. Moottoritie rakennetaan jos viisihenkisessa valtuustossa vahin-
tdan kolme jasentd kannattaa sen rakentamista. Milld todennékoisyydelld
satunnaisesti kunnan asukkaista koottu valtuusto paittai rakentaa mootto-
ritien?

Olkoon K = "moottoritien rakentamista kannattavien valtuuston jasen-
ten lukuméara”. Todenndkoisyys, etta satunnaisesti valittu kuntalainen kan-
nattaa moottoritien rakentamista, on p = 0,25 ja vastaavasti vastustaa ra-

kentamista on ¢ =1 — p = 0,75. Lemman 2.40 mukaan

P(K =k) = (2)pkq5_k , k=0,1,2,3,4,5.

Moottoritie rakennetaan, jos kolme, nelji tai viisi valtuuston jasentd kannat-

taa sen rakentamista. Ndiden tapausten todennékoisyydet ovat

_ _ i) 3 2 45
P(K_B)_<3)O,25 0,75 =3
N &2 4 15
P(K=4)= (4)0,25 0,75 = 1091
5 1
P(K =5) = 259 . 0_—_-
( 5) <5)0, 5”-0,75 1024

Siispa todennékoisyys, ettd moottoritie rakennetaan, on

45 15 1 53
P(Tie rakennetaan) = 12 + 1024 + 1094~ 513 & 10% .
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3 Monty Hallin ongelma

Monty Hallin ongelma on alun perin ldhtoisin "Let’s make a deal” tv-
ohjelmasta, jota Monty Hall juonsi. Kyseessi oli ohjelma, jossa kilpailijat
yrittivit voittaa palkintoja. Kyseessd on seuraavanlainen ongelma: kilpaili-
ja saa valita kolmesta ovesta yhden, jonka takaa paljastuvan palkinnon hén
voittaa. Kahden oven takana on vuohi ja yhden oven takana urheiluauto.
Kun kilpailija on valinnut oven, avataan kahdesta jiljelle jaidneestd ovesta
toinen, jonka takana on vuohi. Tamén jilkeen kilpailijalle annetaan mah-
dollisuus vaihtaa alkuperdinen valintansa, jos hdn niin haluaa. Monty Hallin
ongelman kysymys kuuluukin, kannattaako oven vaihtaminen?

Kysymyksen esitti alunperin "Ask Marilyn” -kolumnin lukija Parade Ma-
gazinessa 1990 [9]. Marilyn vos Savantin vastaus kysymykseen nostatti ko-
hua matemaatikkojen keskuudessa, silld ongelman ratkaisu on intuition vas-
tainen. Von Savantin vastauksen mukaan voiton todennékoisyys on 1/3 al-
kuperdisen oven valitsemalla ja toisaalta ovea vaihtamalla voiton todenné-
koisyys on 2/3. Suurin osa hdnen kolumninsa lukijoistaan kuitenkin véitti
molempien ovien voitto todennakoisyyden olevan 50%. Psykologi Massimo
Piattelli-Palmarini on muun muassa sanonut, ettd mikiin muu todennakoi-
syyslaskennan ongelma ei paase nain lahelle hamaadmaan kaikkia ihmisia kai-
ken aikaa ja jopa Nobel-palkitut fyysikot antavat ongelmaan vidrin vastauk-

sen ja ovat valmiita viittelemain sen puolesta julkaisuissa.

3.1 Pelkistetty ratkaisu

Marilyn von Savant esitti ongelmaan pelkistetyn ratkaisun kolumnissaan [9].
Alkuperéisen oven voitto todennékoisyys ei voi nousta 1/2:aan, vaikka juon-
taja paljastaakin yhden oven takaa vuohen. Osoitetaan tdmé tarkastelemalla,
kaikkia kuutta mahdollista pelid ja niiden lopputulokset. Olkoot selvyyden
vuoksi A, B ja C ovien nimet. Auto voi siis olla joko oven A, B tai C ta-
kana ja pelaaja voi joko vaihtaa oven tai tyytya alkuperdiseen valintaansa.
Oletetaan néissé peleissé, ettd pelaaja on alun perin valinnut oven A. Kaikki

kuusi pelien eri vaihtoehtoa ovat nakyvissa taulukossa 1.
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Taulukko 1: Kaikki mahdolliset pelit

Ovi A|OviB|OviC Tulos

Peli 1| Auto | Vuohi | Vuohi Vaihto ja havio
Peli 2 | Vuohi | Auto | Vuohi Vaihto ja voitto
Peli 3 | Vuohi | Vuohi | Auto Vaihto ja voitto
Peli 4| Auto | Vuohi | Vuohi | Ei vaihtoa ja voitto
Peli 5| Vuohi | Auto | Vuohi | Ei vaihtoa ja havio
Peli 6 | Vuohi | Vuohi | Auto | Ei vaihtoa ja hévio

Peleissa 1-3 pelaaja vaihtaa alkuperdisen valintansa toiseen oveen ja voit-
taa niista peleista 2. Siispa voitto todenn#koisyys ovea vaihtamalla on 2/3.
Peleissd 4-6 pelaaja puolestaan jaa alkuperdiseen oven valintaan ja voittaa
néista peleistd yhden. Néin ollen voitto todennikoéisyys jadmalla alkuperéi-

seen oveen on 1/3.

3.2 Todennikoisyysteoreettinen ratkaisu

Téamén kappaleen pafasiallisena ldhteend on Afra Zomorodianin raportti [10].
Ongelman matemaattisesti muuttumatta voidaan olettaa, ettd kilpailija on
ensin valinnut oven A, Monty Hall paljastaa oven B ja kolmas ovi on C.

Kéytetadn seuraavia merkintoja:

~

A ="palkinto on oven A takana”

B= "palkinto on oven B takana” ,
C = "palkinto on oven C takana” ,
M ="Monty Hall aukaisee oven B” .

Nyt Monty Hallin ongelma voidaan kirjoittaa seuraavasti: onko P(A|M) =
P(CIM)?
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Bayesin lauseen (Madr. 2.35) avulla saadaan

i PIMIA)P(A)
- P(M|C)P(C)
PCM)=—F——"-=
(©1M) = ="pan
Oletetaan, ettd palkinto on satunnaisen oven takana, jolloin
A . A 1
P(A)=P(B)=P(C) = 3

Lasketaan seuraavaksi ehdolliset todennakoisyydet tapahtumalle M.

- 1
P(M|A) = 3 jos palkinto on oven A takana, voi Monty Hall aukaista oven B tai C.

P(M|£§) = 0, jos palkinto on oven B takana, tdytyy Monty Hallin aukaista ovi C.
P(M|C) = 1, jos palkinto on oven C' takana, tiytyy Monty Hallin aukaista ovi B.

Merkitéin nyt M = (M NA)U (M N B)U (M NC). Tapaukset (M N A),
(M N B) ja (M N C) ovat selviisti toisensa poissulkevat, koska palkinto voi
olla vain yhden oven takana. Siispd méadritelmédn 2.3 aksiooman kolme ja

maaritelman 2.31 mukaan saadaan
P(M)=P(MnA) +P(MNB)+PMNCO)

= P(A)P(M|A) + P(B)P(M|B) + P(C)P(M|C)

11 1 1 1
— oo 0o 1=2.
372173073 2

Nyt saadaan laskettua P(A|M) sijoittamalla tulokset yhtiloon

i POMIAP(A) — (1/3)-(1/2) 1
PAIM) = P(M) —  1/2 3’

Vastaavasti saadaan

L = POIOIPE) _ (1/3)- () _2
P(CIM) = S = S - o

Lopulta siis tulokseksi saatiin, ettd ovea vaihtamalla voiton todennakoi-

syys tuplaantuu. Tulos on sama kuin pelkistetylld ratkaisulla.
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4 Newton-Pepys ongelma

Samuel Pepys (1633-1703) oli englantilainen merenkulkuhallituksen virka-
mies ja kansanedustaja. Uhkapelivedon innoittamana héan kirjoitti vuonna
1693 Sir Isaac Newtonille kirjeen, jossa halusi tietdd mikd kolmesta eri ta-
pahtumasta on todennékéisin [2]. Ongelma kokonaisuudessaan oli seuraava:
pelaaja A heittdd kuusi noppaa ja lupaa saada ainakin yhden kutosen, pe-
laaja B heittdd 12 noppaa ja lupaa saada ainakin 2 kutosta sekd pelaaja C
heittdd 18 noppaa ja lupaa saada ainakin 3 kutosta. Kuka pelaajista toden-
nékoisemmin onnistuu pitdméan lupauksensa?

Tama ongelma on tiettévésti ainoa kerta kun Newton ratkaisi todenné-
koisyyslaskentaan liittyvaéd ongelmaa. Luultavasti Sir Isaac Newton ei yk-
sinkertaisesti pitanyt uhkapeleistd tai todennakoisyyslaskenta ei ollut hinen
paras osa-alue matematiikasta. Vaikka Newton laski jokaisen tapahtuman to-
dennédkoisyyden oikein, hin my6s antoi Pepysille intuitiivisia selityksié, jotka
osoittautuivat vaariksi. Newton esimerkiksi ajatteli, ettd noppia heitetdan
kuuden sarjoissa. Niin hin perusteli, ettd pelaajalla A on paras todennakoi-
syys pitda lupauksensa, koska tamén tarvitsee saada kutonen vain yhdelld
heittokerralla, kun taas pelaajan B pitdd saada kutonen kahdella heittoker-
ralla ja pelaajan C kolmesti. Tamé perustelu ei kuitenkaan ota huomioon,
ettd kuuden nopan sarjassa voisi olla enemmén kutosia kuin yksi ja nédin ei

vastaa alkuperdiseen ongelmaan.

4.1 Newton-Pepys ongelman ratkaisu

Oletetaan aluksi, ettd kaikki nopat ovat tasapainotettuja, jolloin jokaisen

silmaluvun todennikdisyys on yhtasuuri, erityisesti siis é.

Lahdetdan liikkeelle pelaajan A ongelmasta. Pelaajan A pitdd siis kuu-
della nopan heitolla saada vihintdén yksi kutonen. Lasketaan ensin mika on
todennékoisyys, ettd saadaan tarkalleen yksi kutonen. Todennakoisyys, et-
td noppaa heittamalld saadaan ensinmaéiselld heitolla kutonen ja sitten viisi

muuta silmélukua, on (£)(2)(2)(2)(2)(2) = (3)(3)°. Kutonen voidaan kui-

6
tenkin saada milld heitolla vain, joten edellinen todennakoisyys taytyy vield

kertoa yhden kutosen ja viiden ei-kutosen kaikkien mahdollisten jirjestysten
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lukumaaralla. Lemman 2.39 perusteella tdmé on (?) Néin ollen saadaan

1 5
P(kuudella heitolla saadaan yksi kutonen) = (?) (6) (%) :

Vastaavasti todennakoisyys, ettd saadaan x kutosta kun heitetdan kuutta

noppaa, on

1 T 6—x
P(kuudella heitolla saadaan = kutosta) = (6) (6) (g) ,x € {0,1,2,3,4,5,6}.
x

Nyt jos vield merkitddn heittojen lukumaéraa n:lla saadaan

1 X 5 n—x
P(n:114 heitolla saadaan x kutosta) = (n) (6) (6) ;o € {0,1,..n}.
x

Kuutta noppaa heittamalld tapauksen “saadaan ainakin yksi kutonen” vas-

tatapaus on, ettei saada yhtddn kutosta, joten lemman 2.4 perusteella
P(kuudella heitolla saadaan ainakin yksi kutonen)

= 1 — P(kuudella heitolla ei saada kutosia)

6\ (1\° /5)\° 5\°
=1- — -] =1—-(=] =~0,665.
HIONORINOR
Vastaavasti heittamalla 6n noppaa todennakoisyys, ettd saadaan ainakin n

kutosta, on

P(6n heitolla saadaan ainakin n kutosta)
= 1 — P(6n heitolla saadaan korkeintaan n — 1 kutosta)
n—1 T 6n—zx
6n\ (1 5
-1 z b '
()6 6

Seuraavassa taulukossa on laskettu edellisen kaavan mukaisia todennakoi-

syyksié eri n:n arvoilla (ks. taulukko 2).
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Taulukko 2: Todennakoéisyydet eri n:n arvoilla

6n | n | P(ainakin n kutosta)
6 |1 0,66510
12 | 2 0,61867
18 1 3 0,59735
2 | 4 0,58449
30 | 5 0,57566
60 | 10 0,59363
120 | 20 0,53796

Edellisen taulukon perusteella voidaan paitella, ettd paras mahdollisuus
pitda lupauksensa on pelaajalla A, joka siis heittdd vain kuusi noppaa. To-
dennidkoisyys saada vahintdan yksi kuudesosa heitoista kutosia pienenee, mi-
td suuremman méaaran valitaan heittoja, vaikka kutosten suhteellinen osuus
pysyy samana. Nayttiisi myos siltd, ettd kyseinen todennikoéisyys lahestyy
puolikasta heittojen suurella lukuméaralla.

Asia on ehkid helpommin ymmaérrettivissi, jos ajatellaankin noppien si-
jasta kolikkoja. Oletetaan siis, ettd 2n kolikonheitolla pitéisi saada vihintdén

n klaavaa ja ratkaistaan todennédkoisyys télle tapahtumalle. Jos n = 1, niin

P(kahdella heitolla saadaan vihintddn yksi klaava)

1\ 2
= 1 — P(kahdella heitolla ei saada klaavoja) =1 — (5) =0,75.

Kuvitellaan seuraavaksi, ettd n on jokin suuri luku, esimerkiksi vaikka 1000.
Nyt siis 2000 heitolla pitdisi saada vahintdédn 1000 klaavaa. Koska heittojen
madré on valtava niin todennédkoisyys, ettd saadaan tarkalleen 1000 klaavaa,
on ddarimmaisen pieni. Toisaalta todennikoisyydet, etta saadaan ainakin 1001
klaavaa tai korkeintaan 999 klaavaa, on oltava yhtéd suuret. Néin ollen voidaan

paatella, etta

P(2000 heitolla saadaan ainakin 1000 klaavaa) ~ 0,5 .
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Siispé heittojen méirda kasvattamalla my6s todenndkoisyys pienenee ja la-
hestyy puolikasta.

Newton joutui laskemaan todennédkoisyydet kuudelle ja 12 nopal-
le kisin vakuuttaakseen Pepysin tulosten oikeellisuudesta. Kuuden no-
pan tapauksessa hdn sai tulokseksi 31031/46656 ja 12 nopan tapauksessa
1346704211/2176782336. Téamén jalkeen hin lopetti ja kertoi, ettd 18 nopan
tapaus ratkeaisi vastaavasti. Mutta kiyttamaélld esimerkiksi kolikkoja vas-
taavanlaisena esimerkkind Newton olisi voinut vakuttaa Pepysin laskematta

tarkkoja todennikoisyyksié.
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5 Loton todennikoisyyksia

Hyvin yleinen esimerkkitehtava kombinatorisesta todennakoisyydesta on lot-
to. Erdéssd lukion pitkdn matematiikan oppikirjassa |5] késitelld&in muun
muassa normaalin suomalaisen Loton ja Viking Loton paddvoiton seké kaik-
kien muiden voittoluokkien todenndkdisyydet. Ratkaistaan nykyisen suoma-
laisen Loton voittoluokkien todennikoisyydet. Lotossa arvotaan siis seitse-
man numeroa 39 numerosta ja lisiksi arvotaan kaksi lisinumeroa. Seuraa-
vassa taulukossa on Loton voitonjako vuoden 2013 viikolta 3, jolloin Loton

paavoitto oli epéatavallisen suuri - 12,5 miljoonaa euroa.

Taulukko 3: Loton voitonjako

Voittoluokka | Voittosumma (euroa)

7 oikein 12500000,00
6+1 oikein 20811,10

6 oikein 1761,00
5+2 oikein 3310,80
5+1 oikein 123,40

5 oikein 50,00
4-+2 oikein 87,80
4-+1 oikein 17,50

4 oikein 9,30
3-+2 oikein 5,00
3-+1 oikein 1,00

Lemman 2.39 mukaan eri lottoriveja on kaikkiaan (379 ) Kaikista lottori-

veistd vain yhdessa ovat kaikki luvut samat kuin arvotussa lottorivissa. Ndin

ollen todennakoisyys saada seitsemin oikein on

P(7 oikein) =

1 1

() ~ 15380937
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Kun 39 luvun joukosta poistetaan oikean lottorivin 7 lukua, jiljelle jaa
32 luvun joukko. Poistetaan tastd joukosta vield 2 lisinumeroa ja jaljelle jaa
30 lukua. Voittoluokassa 641 tulee olla 6 lukua oikein lottorivin seitsemén
numeron joukosta. Suotuisten alkeistapausten lukumaéaira niille tapauksille
on (g) Liséksi tulee yksi kahdesta lisinumerosta olla oikein. Vaihtoehtoja

néille tapauksille on (f) kappaletta. Tuloperiaatteen mukaan saadaan

R 16 14
P(6 + 1 oikein) = ~0531% = :
(P) 15380037

Voittoluokassa 6 oikein puolestaan tulee olla 6 lukua oikein lottorivin
seitsemadn numeron joukosta. Jéljelle jaava yksi luku ei saa olla seitsemén
oikean lottorivin tai kahden lisdinumeron joukossa, joten se on siis oltava

jaljelle jaavan 30 luvun joukossa. Nain ollen saadaan

P(6 oikein) = ©)(7) 210

(%) 15380937

Muiden voittoluokkien todennikoisyydet lasketaan vastaavasti:

e = WG 2
P(5 42 oikein) = (®) 15380937
o) = W) 1260
P(5+ 1 oikein) = (®) 15380937

o 7\ (30 9135
P(5 oikein) = (5()32)2 ) ~ 15380937’

7
o — WG () 1050
P(4+ 2 oikein) = = :
(P) 15380037
i — WG () 30450
P(4+ 1 oikein) = = :
(P) 15380037
0

i )0 142100
P(4 cikein) = (4()325’) = 15380037’

(%) 15225

7\ (2
P(3 + 2 oikein) = ) :2,’2)

(
(¥) 15380937
o B OE) 284200
P(3+ 1 oikein) = (379) = TaaoaE



Lasketaan seuraavaksi todennikoéisyys, ettd yksittéisella lottorivilla voit-
taisi edes jotain. Koska eri voittoluokkien kaikki mahdolliset rivit ovat tois-
tensa poissulkevia, voidaan kyseiset todennidkoisyydet laskea yhteen méaéri-

telmén 2.3 mukaisesti, joten saadaan

P(vahintaan 3+1 oikein) =
284200 + 15225 + 142100 + 30450 4 1050 + 9135 + 1260 4+ 21 + 210+ 14+ 1

15380937
483666
15380937
Usein kuulee sanottavan, ettd lottoaminen kannattaa, kun paavoittoon on

~ 3,145% .

kertynyt suuri summa. Lasketaan miké oli vuoden 2013 viikon 3 yksittdisen
rivin odotusarvo, kun paavoittoon oli kertynyt huikea 12,5 miljoonan euron
potti. Yksittdisen rivin odotusarvo voidaan lemman 2.14 mukaisesti laskea
summaamalla kunkin voittoluokkien todennikéisyyden ja voittosummien tu-

lot. Kéytetdan tassi laskussa taulukon 3 voittosummia. Siispé odotusarvoksi

saadaan
E(lottorivi, kun pééavoitto 12,5 miljoonaa) =
284200 15225 210 1
————1,00+ ———-5,00+... 4+ ————-20811,10+———=-12500000
15380937 ' * 15380937 ' et 15380937 0 15380937

~ 1,05 euroa .

Kun yhden lottorivin hinta on 1 euro, niin keskiméarin yhdelld rivilla tienai-
si 5 senttid jos paddvoiton osuessa ansaitsisi aina 12,5 miljoonaa euroa. Téy-
tyy kuitenkin ottaa huomioon, ettd pddvoitto menee yleensia moneen osaan.
Jos esimerkiksi 12,5 miljoonan padvoitolle olisi l6ytynyt kaksi voittajaa, odo-

tusarvo putoaisi jo huomattavasti:
E(lottorivi, kun paavoitto 12,5 miljoonaa/2) ~ 0,64 euroa .

Paavoiton osuessa kahdelle henkil6lle, yhdelld rivilla havidisi jo keskimaé-
rin 36 senttid. On tdysin mahdotonta sanoa, kuinka moneen osaan paévoitto
menee, joten myos tarkan odotusarvon mairittdminen on mahdotonta. Vai-
kuttaisi kuitenkin siltd, ettd lottoaminen ei keskiméarin kannata edes silloin,
kun paavoitto on 12,5 miljoonaa euroa, koska padvoitto menee usein useam-

paan osaan.
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Péavoiton osumista pidetidin lihes mahdottomana vaikka pelaisi Lottoa
aktiivisestikin. Lasketaan seuraavaksi tastd esimerkki. Oletetaan, ettd Pekka
pelaa Lottoa joka viikko kymmenen rivid 30 vuoden ajan. Miki olisi talloin
todennédkoisyys, ettd Pekka voittaa pddvoiton ainakin kerran? Koska yhden
rivin voittotodennakoisyys on 1/15380937 ja vain yksi rivi voi voittaa paévoi-
ton samalla viikolla, on kymmenen rivin voittotodennikéisyys 10/15380937.
Tapauksen "Pekka voittaa padvoiton ainakin kerran" komplementti on "Pek-

ka ei voita padvoittoa kertaakaan", joten lemman 2.4 mukaan saadaan
P(Pekka voittaa padvoiton ainakin kerran)

= 1 — P(Pekka ei voita paavoittoa kertaakaan) .

Yksittdiselld viikolla Pekan péévoiton todennékoisyys on siis 10/15380937,
joten todennikoisyys, ettd Pekka ei voita paédvoittoa on 1 — 10/15380937 =
15380927/15380937. Pekka ehtii lottoamaan 30 vuoden aikana yhteensi
52 - 30 = 1560 kertaa. Pdédvoiton osuminen jollekin viikolle ei riipu muiden

viikkojen tuloksista, niin tuloperiaatteen mukaan saadaan
P(Pekka voittaa padvoiton ainakin kerran)

= 1 — P(Pekka ei voita padvoittoa kertaakaan)

15380927
15380937

Lottoamalla aktiivisesti Pekan paévoiton todennidkéisyys on noin yksi tu-

1560
) = 0,00101... ~ 1% .

hannesosa. Entd paranisiko Pekan paévoiton todennékoisyys jos hin lottoai-
si kerralla niin monta rivid kuin 30 vuoden aikana yhteensd on ehtinyt? 30
vuoden aikana Pekka ehtii lottoamaan yhteensd 30-52-10 = 15600 rivia. Jos
hén laittaisi kaikki rahansa kiinni samaan viikkoon, olisi pdavoiton todenné-
koisyys siis
15600
15380937

Téssd tapauksessa siis Pekan pddvoiton todennédkoisyys ei ainakaan merkit-

= 0,00101... =~ 1%eo .

tavasti suurene, vaikka han lottoaisi kaikki rivit yhdelld viikolla.
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6 Blackjack

Blackjack on peli, jota on pelattu ainakin jo 1600-luvulta ldhtien. Pelaajat
ja matemaatikot ovat aina yrittdneet ratkaista, miten pelid kannattaisi pe-
lata, jotta kasinon etu olisi mahdollisimman pieni. 1900-luvun lopussa Mas-
sachusetts Institute of Technologyn opiskelijat onnistuivat jopa kehittdmaan
peliin strategian, jonka avulla pelaajalla on etu kasinoa vastaan.

Pelin sddnnot pahkindnkuoressa ovat seuraavat: pelaaja asettaa panok-
sensa pelipoytaan, jossa hian pelaa kasinon jakajaa vastaan ja yrittad saada
pelikorttiensa yhteenlasketun arvon lahemmas 21:t4 kuin jakaja. Jos pelaa-
ja menee yli 21:n, hdn hévida panoksensa ja puolestaan jos jakaja menee yli
21:n (ja pelaaja ei) pelaaja voittaa panoksensa kaksinkertaisena. My0Os péés-
tessddn lahemmas 21:t4 kuin jakaja (mutta ei sen yli), voittaa pelaaja pa-
noksensa kaksinkertaisena. Jos seké jakaja ettd pelaaja padsevit yhta ldhelle
21:té, saa pelaaja panoksensa takaisin. Jos pelaaja onnistuu saamaan black-
jackin, eli dssédn ja 10 arvoisen kortin, voittaa hian 2,5-kertaisesti panoksensa.
Pelaajalle jactaan ensin kaksi korttia ja jakajalle yksi kortti kaikki kuvapuoli
ylospain. Mikdli pelaajan kaksi ensimmaistd korttia eivit muodosta black-
jackia, on hénelld mahdollisuus ottaa lisdd kortteja. Pelaaja voi vetda niin
monta lisikorttia kuin haluaa, kunnes pistemadra on 21 tai sen yli. Témaéan
jalkeen jakaja ottaa itselleen lisikortteja niin kauan kunnes hinen kitensa
on vahintddn 17 tai menee yli 21:n. Pelaajalla on my6s mahdollisuus tuplata
pelipanoksensa vilittomasti kahden saamansa kortin jalkeen, mutta talloin
hénelle annetaan vain yksi lisdkortti.

Blackjackii pelataan nykyain yleensa kahdeksalla korttipakalla. Korttien
arvot ovat seuraavat: kortit 2-10 ovat arvoltaan osoittamansa pistemaaran
verran, kuvakortit (J, Q ja K) ovat arvoltaan 10 ja dssiit ovat joko 1 tai 11
pelaajan valinnan mukaan.

Tarkastellaan seuraavanlaista tilannetta: pelaaja asettaa 100 $:n panok-
sen ja hinelle jaetaan kaksi korttia joiden yhteenlaskettu arvo on 9 ja jakaja
saa 9. Pelaajalla on tdssa tilanteessa kolme vaihtoehtoa, joko jaada yhdek-
sdan, ottaa lisad kortteja tai tuplata panoksensa. Lisdkortin ottaminen voi
ainoastaan parantaa pelaajan kittd, koska pelaaja pddsee varmasti ldhemmas
21:t4, mutta ei voi menna sen yli. Niinpa pelaajan kannattaa, joko ottaa kort-

teja yksitellen lisda tai tuplata panoksensa, jolloin hinelle jaetaan enda yksi
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kortti. Miten pelaajan siis tulisi tilanteessa pelata? Taulukossa 4 on nakyvis-
sd todennikoisyydet, joilla jakaja saa tietyn loppukiden ldhtokdden ollessa 9
[11].

Taulukko 4: Jakajan loppukiden todennakoisyydet lahtokadelld 9.

Loppukisi 17 18 19 20 21 Blackjack yli

P(Loppukisi) | 0,1219 | 0,1039 | 0,3574 | 0,1223 | 0,0611 0 0,2334

Kaytetadn seuraavia merkint6ji: P; = "Pelaaja saa loppukiden arvoltaan
i” ja J; = "Jakaja saa loppukéden arvoltaan ¢”, missi ¢ = {17,18,19,20,21,yli}.

Tarkastellaan ensin, kuinka pitkdan pelaajan tulisi ottaa lisdd kortteja
tilanteessa, jossa hénelld ja jakajalla on yhdeksdn. Oletetaan, ettd pelaaja
on vetdnyt kortteja lisdd ja hinen kitensid on nyt 16. Lasketaan tilanteiden
odotusarvo, joissa han paattda joko ottaa 16:een lisda tai puolestaan jaada
16:een, niin ndhdadin, kumpi on kannattavampaa. Maaritelméan 2.14 mukaan

odotusarvo tilanteessa, jossa pelaaja padttad jiada 16:een, on
E(J&4 16:een)

5
= 08- P(Hévi6) + 1008 P(Tasapeli) +2: 1008 P(Voitto) + 31008 P(Blackjack)

Tasapelié ei ole mahdollista tulla, koska jakaja ottaa aina lisdd 16:een. Toi-
saalta myos blackjack on mahdoton, koska pelaajalla ei sitd heti kahden kor-

tin jilkeen ollut. Néin ollen edellinen lauseke sievenee muotoon:
=200 $ - P(Voitto)

Pelaaja voittaa 16:lla ainoastaan silloin, kun jakaja menee yli. Katsotaan

taulukosta 4 jakajan yli menon todennakoisyys niin saadaan
=200$-0,2334 = 46,68 $

Toisaalta, jos pelaaja paattaisi ottaa lisdd 16:een, olisi hanen odotusar-

vonsa
E(Liséé 16:een)

5
= 08- P(Hévi6) + 1008 P(Tasapeli) +2: 1008 P(Voitto) + 31008 P(Blackjack)
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=100 $ - P(Tasapeli) + 200 $ - P(Voitto)

Merkitdan S = x, jos seuraava kortti pakassa on x. Lemman 2.34 mukaan

P(Tasapeli), kun otetaan 16:een lisdé, on
P(Tasapeli) = P(Tasapeli|S = A)P(S = A)
+P(Tasapeli|S = 2) P(S = 2) + P(Tasapeli|S = 3)P(S = 3)
+P(Tasapeli|S = 4)P(S = 4) + P(Tasapeli|]S = 5)P(S = 5)

Oletetaan, ettd kortit A,2,3,4,5 tulevat todennikoisyydella %3 Jos seuraa-

va kortti on esimerkiksi A, niin tasapeli tulee, kun jakaja saa 17. Eli
P(Tasapeli|S = A) = P(Ji7) = 0,1219 ja vastaavasti saadaan muut arvot.

Nain ollen

1 1 1 1 1
P(Tasapeli) = 20,1219+ 72-0,1039 4 7-0,3574+ 70,1223+ - 0,0611

~ 0,05897

Vastaavasti kuin edelld, voiton todennékoéisyys, kun pelaaja ottaa 16:een

lisdd, on
P(Voitto) = P(Voitto|S = A)P(S = A) + --- 4+ P(Voitto|S = 5)P(S = 5)

Jos seuraava kortti on esimerkiksi 2, niin pelaajalla olisi talloin 18. Nyt hin
voittaa jos jakaja menee yli tai mikéli jakaja saa 17 eli P(Voitto|S = 2) =
P(Jyi) + P(Ji7) = 0,2334 4+ 0,1219 ja muut vastaavasti. Siispd saadaan

1 1
oitto) = — (0, + —= (0, + 0,
P(Voi 3 0,2334 E 0,2334 40,1219

1 1
—1—5(0,2334 +0,1219 4+ 0,1039) + 1—3(0,2334 +0,1219 4+ 0,1039 4 0,3574)

1
—I—E(O,2334 +0,1219 + 0,1039 + 0,3574 + 0,1223) ~ 0,21565

Sijoitetaan seuraavaksi saadut tulokset P(Voitto) = 0,21565 ja

P(Tasapeli) = 0,05897 alkuperéiseen odotusarvon yhtal6on, niin saadaan
E(Liséé 16:een) = 100 $ - P(Tasapeli) + 200 $ - P(Voitto)
=100 $ - 0,05897 + 200 $ - 0,21565 ~ 49,03 $
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Koska F(Lisdéd 16:een) > F(J&4 16:een), niin tulisi pelaajan ottaa lisdd vield
16:een. Siispd varmasti myos jos kidessd on vihemmén kuin 16, kannattaa
ottaa lisdd, koska ylimenon todennikdisyys on vield pienempi kuin otettaes-
sa lisdd 16:een. Vastaavanlainen tarkastelu mikéli pelaajalla olisi 17 tuottaisi
tulokset E(J&a 17:44n) = 58,87 § ja F(Lisdd 17:4én) = 44,50 $, joten 17:44n
ei endd kannata ottaa lisdd. Toisaalta, koska 17:44n ei kannata ottaa lisda
niin ei varmasti sitd suurempaankaan kiteen kannata enidd ottaa lisad. Téal-
16in ylimenon mahdollisuus olisi nimittéin entistd suurempi. Lisda ottaessaan
pelaajan kannattaa siis pelata vastaavasti kuten jakaja, joten tissad tapauk-
sessa voidaan kiyttdd jakajan loppukidden todennikoisyyksid (taulukko 4)
myos pelaajalle.

Lasketaan seuraavaksi odotusarvo pelaajalle, kun hin paattaa vetaa kort-
teja lisdd kunnes saa vahintadn 17 tai menee yli. Lahtotilanteessa siis jakajalla

ja pelaajalla on 9. Maéaritelmén 2.14 mukaan pelaajan odotusarvo on
E(Pelaaja)
5
= O$-P(Hé’wi('j)+100$-P(Tasapeli)+2-100$-P(Voitt0)+§-100$-P(Blackjack)

= 100 $ - P(Tasapeli) + 200 $ - P(Voitto)

Silla P(Blackjack) = 0, kun pelaaja on jo saanut kaksi ensimmaisti korttia,
joiden summa on 9. Tasapeliin paddytaén silloin, kun jakaja ja pelaaja saavat

molemmat saman loppukiden, joten
P(Tasapeli)

=P ((P17 N J17) U (Plg N Jlg) U (Plg N Jlg) U (Pgo N Jgo) U (P21 N ng))

Tapahtumat (P N Ji7),...,(Py N Jop) ovat selvisti toistensa poissulkevat,

joten madritelman 2.3 mukaan saadaan
P ((P17 N J17) U (Plg N Jlg) U (Plg N Jlg) U (P20 N Jgo) U (P21 N ng))

= P(P17 N J17) + P(Plg N Jlg) + P(Plg N Jlg) + P(Pgo N Jgo) + P(P21 N ng)

Oletetaan, ettd tapahtumat F; ja J; ovat toisistaan riippumattomat kaikilla

¢ ja j. Talloin lemman 2.8 mukaan saadaan
P(P17ﬂjl7)+P(P18ﬂJ18)—I—P(Pmﬂjm)—i—P(PgoﬂJgo)—I—P(Pglmjgl)
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== P(P17)P(J17)+P(P18)P(J18)+P(P19)P(J19)+P(P20)P(Jgo)+P(P21)P(ng)
Koska pelaaja ja jakaja pelasivat tilanteessa aivan samoin ja molemmilla oli
9 ldhtokiatend, on P(P;) = P(J;) kaikilla i. Edellinen lauseke saadaan siis
sievennettya muotoon

= P(J17)* + P(J1s)* + P(J19)? 4+ P(Ja0)? 4+ P(J2)?
Katsotaan taulukosta 4 kyseiset arvot niin saadaan

=0,12192 4+ 0,1039% + 0,3574% + 0,1223% 4+ 0,0611% = 0,17208008

Ollaan siis saatu, ettd P(Tasapeli) = 0,17208008. Lasketaan seuraavaksi

P(Voitto). Vastaavia méaritelmia kiayttamalla kuten edelld saadaan
P(Voitto) = P(Jy;;N(PayUPyUP1gUP1sUP7))+P(J170(Po1UPyUP1gUPg))
+P(Jigs N (Py1 U Pog U Pig)) + P(J19g N (Pa1 U Pag)) + P(Jop N Pay)
= P(Jyi) P((Pa1 U Pyy U Pig U Pig U Py7)) + P(J17) P((Po1 U Py U Pig U Pig))
+P(J18)P((Py1 U Pag U Pig)) + P(J19) P((Pa1 U Pag)) + P(Jao N Pay)

Katsotaan jalleen taulukosta 4 kyseiset arvot niin saadaan
= 0,2334 - (0,1219 + 0,1039 + 0,3574 4 0,1223 + 0,0611)

+0,1219-(0,1039 + 0,3574 + 0,1223 + 0,0611)+4-0,1039-(0,3574 + 0,1223 + 0,0611)
+0,3574 - (0,1223 + 0,0611) 4 0,1223 - 0,0611 = 0,38672218

Nyt voidaan sijoittaa lasketut arvot alkuperiiseen odotusarvon yhtéloon, niin

saadaan
E(Pelaaja) = 100 $ - P(Tasapeli) + 200 $ - P(Voitto)
=1009%-0,17208008 + 200 $ - 0,38672218 ~ 94,55 $

Pelaaja saa siis kyseisessi tilanteessa 100 $:n panoksestaan keskiméirin ta-
kaisin 94,55 $, joten keskiméirin pelaaja hiviad 5,45 $. Koska pelaaja keski-
méadrin havidé tilanteessa, ei panoksen tuplaaminen vaikuta hyvilta idealta,
silld se on kannattavaa vain silloin, kun pelistad jad keskiméarin voitolle. Jos
pelaajalla ja jakajalla on alussa 9, niin pelaajan on siis kannattavinta ti-
lanteessa vetdd kortteja niin kauan kunnes saa vahintadn 17 tai menee yli.
Toisaalta talloinkin pelaaja keskiméarin jaa tappiolle, mutta vihemman kuin

muilla tavoilla pelaamalla.

36



7 Kolmenkeskinen pistoolitaistelu

Seuraava ongelma on peréisin Frederick Mostellerin kirjasta [6]. Henkilot A,
B ja C ovat aloittamassa pistoolitaistelua keskendén. He asettuvat kolmio-
maisesti seisomaan ja ampuvat toisiaan vuorotellen. Ampuminen tapahtuu
jarjestyksessi A, B, C syklisesti, niin kauan kunnes yksi mies on enédi pys-
tyssd (ammuttu henkilé menettdd vuoronsa ja hantd ei endd ammuta). On
yleisesti tiedossa, ettd A osuu kohteeseen 30% todennékoisyydelld, C puo-
lestaan 50% todennékoisyydelld ja B ei koskaan ammu ohi. Miké on talloin
paras strategia A:lle?

A:lla ei totisesti ole kovin hyvét mahdollisuudet pistoolitaistelussa kahta
parempaa ampujaa vastaan. Tarkastellaan kuitenkin, miten hin voisi mak-
simoida todennikoisyyden selviytymiseen. Koska A:lla on ensimmaéinen lau-
kausvuoro, niin osuessaan C:hen, seuraavaksi B varmasti ampuu ja osuu hé-
neen. Hénen ei ole siis jirkevad yrittdd ampua C:té. Toisaalta jos A ampuu
B:té eiké osu, niin B ampuu seuraavaksi vaarallisimman ampujan C ja A saa
yrittdd uudelleen B:n ampumista. Jos han ampuu edelleen ohi, niin tarina
on lopussa. Kuvitellaan kuitenkin, ettd A ampuu B:td ja osuu. Téallin A
voittaa taistelun, jos hin voittaa C:n taistelussa jossa C:ll4 on ensimméinen
laukausvuoro. Yksi tapa voittaa kyseinen taistelu on, ettd C ampuu ensin ohi
ja sitten A osuu C:hen. Tdmén tapahtuman todennédkoéisyys on tuloperiaat-
teen mukaan 0,5 - 0,3. Toisaalta A voi myds voittaa, jos ensin C ampuu ohi,
sitten A ampuu ohi, C ampuu uudelleen ohi ja A lopulta osuu C:hen. Témén
tapahtuman todennikéisyys on puolestaan 0,5-0,7-0,5-0,3 = (0,5)-0,7-0,3.
Vastaavasti jatkaen A voi voittaa taistelun myos jos C ampuu kolmesti ohi ja
A osuu kahden ohilaukauksen jialkeen. Taméan tapahtuman todennédkoisyys
on taas 0,5-0,7-0,5-0,7-0,5-0,3 = (0,5)3-(0,7)-0,3. Siispi A voittaa tilloin

taistelun todennakoisyydella
0,5-0,3+(0,5)*-0,7-0,3+ (0,5)*- (0,7)*- 0,3 + - - -

Ottamalla lausekkeesta yhteiseksi tekijéksi 0,5 - 0,3 saadaan aikaan geomet-
rinen sarja eli sarja, joka on muotoa Y .-, aq”®. Yleisesti tiedetiifin, ettii geo-

metrinen sarja suppenee, kun -1 < q < 1 ja talldin sen summaksi saadaan
o0
Zaqk =7 ¢ )
k=0 4
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Niinpé aiempi lauseke saadaan sievennettyd muotoon
0,5-0,3+(0,5)*-0,7-0,3+ (0,5)*- (0,7)*- 0,3 + - - -
= (05)(03) - {1+ (0,5)(0,7) +[(05)(0.7)]* + -+ - }

= (0,5)(0.3) [(0.5)(0,7))F

k=0
(0,5)(0,3) 0,15 3
= = = = ~23% < 30%.
1—(0,5)(0,7) 0,65 13 < 30%

A:n ei siis kannattanut yrittdd ampua C:td, koska osuessaan B ampui-

si hénet varmasti. Toisaalta ampumalla B:t, niin osuessaan hénelld on 23%
mahdollisuus voittaa taistelu. Puolestaan jos A ampuu ensimmaéisen laukauk-
sen ohi, niin B varmasti ampuu vaarallisemman C:n ensin. Téméan jilkeen
A:lla on 30% mahdollisuus osua B:han ja voittaa taistelu. Siispd A:n pa-
ras mahdollisuus voittaa taistelu, on ampua ensimmainen laukaus maahan,
jolloin C:114 ei tassd taistelussa ole endé mahdollisuutta voittoon, ja yrittaéd

kerralla osua B:hen.
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8 Huygensin toinen ongelma

Hollantilainen merkittéva luonnontieteiliji Christiaan Huygens (1629-1695)
harjoitti muun muassa matematiikkaa, fysiikkaa, astronomiaa ja hortologiaa.
Huegensin toisena ongelmana tunnettu pulma on esitetty hinen teoksessaan
De Ratiocinits in Ludo Aleae. Kasitellddn kuitenkin Huegensin ongelman
yleistd muotoa. Tama ongelma on esitetty kirjassa Problems and Snapshots
from the World of Probability [1].

Huygensin toisen ongelman yleinen muoto on seuraava. Kulhossa on v
kappaletta valkoisia palloja ja m kappaletta mustia palloja. Pelaajat A, B ja
C nostavat kulhosta satunnaisesti yhden pallon vuorotellen palauttaen aina
nostamansa pallon takaisin kulhoon. Kulhosta nostetaan palloja jarjestyk-
sessd A, B, C syklisesti niin kauan kunnes joku pelaajista nostaa valkoisen
pallon. Pelaaja, joka onnistuu nostamaan valkoisen pallon kulhosta, on myos
pelin voittaja. Mitkd ovat pelaajien todennédkoisyydet voittaa peli?

Otetaan kidyttoon seuraavat merkinnét:
P(A voittaa pelin) = a,

P(B voittaa pelin) = b,

P(C voittaa pelin) = ¢,

v

o= ,
v+m
m

B_U%—m'

Pelaajan A nostaessa ensimmaéisen pallon kulhosta, hin joko nostaa val-
koisen pallon ja voittaa pelin tai nostaa mustan pallon ja vuoro siirtyy pelaa-
jalle B. Koska kulhossa on v valkoista palloa ja b mustaa palloa, niin pelaaja
A voittaa pelin heti ensimmaéiselld nosto kerralla todennéikoisyydelld «. Toi-
saalta hdn nostaa mustan pallon todennédkoisyydelld 3, jolloin hén siirtyy
viimeiseksi nostovuoroon. Pelaajan A nostaessa mustan pallon nostojérjes-
tys on siis syklisesti BCA, jolloin pelaaja A voittaa siis todennékdisyydelld
c. On siis oltava, ettd a = a + fBe. Toisaalta pelaajan A nostaessa mustan
pallon, pelaaja B siirtyy nostovuorossa ensimmaiseksi, jolloin siis b = [a.
Talloin myo6s pelaaja C siirtyy nostovuorossa toiseksi eli ¢ = Sb. Saadaan siis

seuraava yhtaloryhmé
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b= Ba

c= Bb .
Taméan yhtaloryhmaén ratkaisu on seuraava
( o

= 1T

o 98

1—p58
af?

c= —.

\ 1—p

Jos siis esimerkiksi kulhossa olisi 1 valkoinen pallo ja 9 mustaa palloa,

niin talloin o = 1/10 ja f = 9/10. Ja edelleen saataisiin

(- (1/10) 100
(1/10)(9/10) 90
i
(1/10)(9/10)> 81
\ W - ﬁ ~ 29’9% .

Puolestaan jos kulhossa olisi 2 valkoista palloa ja 3 mustaa palloa, niin

a =2/5ja B = 3/5, jolloin saataisiin

(- (2/5) 25
(2/5)(3/ 5) 15
q 0 ToGar m 30,6%
_ (2/ 5)(3/ 5) 9 L
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9 Reunalla kivelija

Seuraava esimerkki on esitetty Frederick Mostellerin kirjassa [6].

Ongelma on seuraavanlainen: juopunut mies on yhden askeleen péissi
putoamisesta jyrkdnteen reunalta. Hin ottaa satunnaisia askelia joko reu-
naa kohti tai reunasta poispain. Todennédkéisyys, ettd hdn ottaa askelman
kohti reunaa on 1/3 ja reunasta poispiin 2/3. Milld todennakoisyydelld hin
pelastuu putoamasta jyrkinteelta?

Diagrammi ongelmasta havainnollistaa sen, ettd mies voi pudota jyrkan-
teeltd vain parittoman askeleen jilkeen (ks. kuva 6). Suoraan ensimmaiselld
askeleella mies putoaa rotkoon todennékoisyydelld 1/3. Mies voi pudota rot-
koon myos kolmella askeleella kulkemalla reittid 1-2-1-0 (askelia jyrkidnteen
reunalta), jonka todenndkéisyys on £ - 3 - = = 237 Korkeintaan kolmella as-
keleella mies siis putoaa rotkoon todennikdisyydella % + 2—27 = % Toisaalta
mies voi pudota rotkoon viiden askeleen jilkeen kulkemalla reittid 1-2-3-2-
1-0 tai reittid 1-2-1-2-1-0, joiden yhteenlaskettu todennikoisyys on 8/243.
Eli korkeintaan viidelld askeleella mies putoaa rotkoon todennakoisyydelld
% + % + 2%3 = %. Diagrammia voitaisiin jatkaa loputtomiin ja saada yha
tarkempi arvio miehen todennéikéisyydelle pudota rotkoon. Tarkastellaan ti-

lannetta kuitenkin analyyttisemmin.

Miehen paikka mitattuna askelina jyrkénteen reunalta

0 I 2 3 4 5 6
0 1
1 / \ 2
1 = z
3 / 3 \
2 2 £
Askelten / 9 \ / 9 \
Iukuméiz'a‘réi3 z 3
27 / 27 \ / \
i 8 24
/ 81 \ / \ / \
5 8 1
243 243 243 243

Kuva 6: Diagrammi reunalla kivelijin todenndkdisyyksisté olla tietylla etii-

syydella jyrkinteesta.



Kuvitellaan kivelijan sijasta kappaletta, joka on x-akselilla kohdassa
x = 1. Oletetaan, ettd kappale siirtyy kohdasta © = 1 kohtaan x = 2 to-
denniikoisyydelld p ja kohtaan x = 0 todennikoisyydelld 1 — p (ks. kuva 7).
Yleisesti kappale siirtyy kohdasta x = n (n € N) kohtaan # = n + 1 toden-
nikoisyydelld p ja kohtaan x = n — 1 todennékoisyydella 1 — p. Jos kappale
padtyy jonkun siirtymén jélkeen kohtaan z = 0 se jai sinne, eikd endé siirry
uudelleen. Olkoon P; todennékdisyys, ettd kappale jaa kohtaan x = 0, kun
se lahtee liikkeelle kohdasta x = 1. Luonnollisesti todennédkoéisyys P riippuu
arvosta p. Jos p on lahelld ykkosté, niin P; on lahelld nollaa ja jos p on lahelld

nollaa, niin P; on lahelld ykkosté.

1—p P

0 1 2 3

|

kappaleen
alkupiste

Kuva 7: Kappaleen siirtymien todennédkoéisyydet.

Olkoot P, todennidkéisyys sille, ettd kappale jaa kohtaan x = 0,
kun se ldhtee liikkeelle kohdasta © = 2. Otetaan kiyttoon lyhennykset:
kappale lidhtee liikkeelle kohdasta x = k, merkitddn L = k ja O =
“kappale jaa kohtaan x = 0”. Koska kappale siirtyy kohdasta x = 1 kohtaan
xr = 2 todennékoisyydelld p ja kohtaan x = 0 todennékéisyydelld 1 — p, niin

lemman 2.34 mukaan saadaan
P =PO,kun L=1) =

P(O, kun L = 1|kappale siirtyy "vasemmalle”)- P(kappale siirtyy "vasemmalle”)

+P(O, kun L = 1|kappale siirtyy "oikealle”) - P(kappale siirtyy "oikealle”) .
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Triviaalisti voidaan paatelld, etta
P(O, kun L = 1|kappale siirtyy "vasemmalle”) = 1,

P(kappale siirtyy "vasemmalle”) =1 —p,
P(O, kun L = 1|kappale siirtyy "oikealle”) = P, ,
P(kappale siirtyy "oikealle”) = p .

Siispé lopulta saadaan
Pi=1-p+ph,. (1)

Tarkastellaan seuraavaksi miten P, voidaan ilmaista P;:sen avulla. Todenné-
koisyys, ettd kappale siirtyy aikanaan (ei valttaméttd yhdelld siirrolla) koh-
dasta x = 2 kohtaan x = 1 on oltava P, koska tilanne on kiytdnnossia sama
kuin siirtymé kohdasta x = 1 kohtaan x = 0, origo on ainoastaan siirty-
nyt yksikon verran oikealle. Toisaalta jotta kappale siirtyisi kohdasta x = 2
kohtaan x = 0, on sen siirryttdvé ensin aikanaan kohtaan z = 1 ja siité lo-
pulta aikanaan kohtaan x = 0. Kappaleen todennékoisyys siirtyd aikanaan
kohdasta x = 1 kohtaan x = 0 on P;. Koska kappaleen siirtyminen aikanaan
kohdasta = = 2 kohtaan x = 1 on riippumaton kappaleen siirtymisesté ai-
kanaan kohdasta x = 1 kohtaan x = 0, niin lemman 2.8 mukaan saadaan

P, = P, - P, = P2. Nyt voidaan kirjoittaa yhtilo 1 muotoon:
Pi=1-p+pP}.

Toisen asteen yhtdlon ratkaisuina saadaan
PlzltaiPlzﬂ.
p

Seuraavaksi on tarkasteltava ovatko molemmat vai toinen ratkaisuista oi-
kein. Kun p = %, niin molemmat ratkaisut ovat samat ja P, = 1. Kun p =0
niin selvésti on oltava P, = 1. Toisaalta, kun p = 1 niin on oltava P, = 0,
koska kappale liikkuu vain oikealle. Kun p < %, niin toinen ratkaisu on mah-
doton, silla 1% > 1 ja Pj:sen on oltava P, < 1. Siispa arvoille 0 < p < % on

P, = 1. Siispé voidaan paéatella, etta

P=1 Jkun 0 <p <

1
P =— ,kun§<p§1.



Jotta toinen ratkaisu P, = % pitdisi paikkansa, kun p > %, niin P;:n on

oltava jatkuva muuttujan p funktio. Tadma voidaan paatelld kuvasta 8.

P
Plzlapg

b | —

1

0.91

0.81

0.71

0.61

0.51

0.41

0.31

0.21

0.11

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 P

Kuva 8: Todennakoisyysfunktion P; kuvaaja.

Ollaan siis saatu, ettd P, = 1%, kun % < p < 1. Tdman avulla saa-

daan alkuperiiseen ongelmaan ratkaisu, kun p = 2, silléi mies otti askeleen

3
poispéin rotkosta todennékdisyydella 2/3. Siispd mies putoaa rotkoon toden-
1-2/3 _ 1

2/3 2

nikoisyydella
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9.1 Reilu peli kasinoa vastaan

Tarkastellaan edellisen tuloksen valossa pelié, jossa pelaaja pelaa kasinoa vas-
taan. Kasinolla on oletettavasti kiytossd loputtomat varat ja pelaajalla on
kiytossa ainoastaan yksi euro. Pelaaja laittaa euron peliin, jossa hén voit-
taa euron todennékoisyydelld % ja hévida euron todennakoisyydella % Peli
vaikuttaa taysin reilulta, koska pelaajalla on sama todenndkoisyys voittaa ja
hévité euro. Pelin odotusarvo on lemman 2.14 mukaan § - 14 % - (=1) =0,
joten pelaajalle ei ole odotettavissa voittoa tai haviotd. Kuitenkin jatkamalla
pelid loputtomiin on edellisen luvun perusteella pelaajan todennakéisyys hé-
vitd alkuperdinen euronsa 1. Jatkamalla pelid siis tarpeeksi pitkddn pelaaja
hévida rahansa varmuudella. Tama ei vaikutakaan enda kovin reilulta pelilta
vaikka odotusarvollisesti pelissd kummallekaan ei ole odotettavissa voittoa.
Entd miten vaikuttaisi jos pelaajalla olisikin ennemmén kuin yksi euro
pelin alussa? Edellisessi luvussa johdettiin, ettd P, = P?. Vastaavasti voi-
daan mydos johtaa, ettid Py = P2, Py = P}, jne. Siispi yleisesti voidaan sanoa,
ettd P, = P', kun n € N. Koska P, = 1, kun p = 1/2, niin vaikka pelaajal-
la olisi alussa m (m € N) euroa on todenndkdisyyys sille, ettd hén lopulta

haviaa kaikki rahansa 1™ = 1.
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10 Ylioppilaskoetehtavia

Téasséd luvussa kasitelladn lukion pitkdn matematiikan ylioppilaskoetehtévié.
Ratkaisut perustellaan alussa esitettyjen lemmojen ja méaritelmien avulla.
Luvun ldhteend on WSOY:n kirja [4].

10.1 Kevat 2001 tehtava 7

Tehtava

Tutkimuksessa todettiin, ettd 200 gramman keksipakkausten massan kes-
kiarvo oli 204 g ja keskihajonta 6 g. Oletetaan, ettd massa on normaalisti
jakautunut. Kuinka monella prosentilla pakkauksista massa oli alle 200 g?

Kuinka monella prosentilla pakkauksista massa oli vililla 200 g - 210 g?

Ratkaisu

Merkitdan X:114 keksipakkauksen massaa kuvaavaa satunnaismuuttujaa ja ol-
koon Y ~ N(0,1). Koska X on normaalisti jakautunut, niin maéritelmén 2.27
mukaan tiedetiin, ettd X = oY +pu ja siis X ~ N(u,0?). Tehtivinannon mu-
kaan keskiarvo = 204 (g) ja keskihajonta o = 6 (g), joten X ~ N(204,6%).

Nyt méaritelméan 2.18 ja lemman 2.29 mukaan saadaan

x—
o ).

P(X < z) = F(z) = &(

Siis edelleen

200 — 204

P(X < 200) = &(=

)~ &(—0,67) .

On siis ratkaistava standardoidun normaalijakauman kertyméfunktion arvo
kohdassa —0,67 (ks. kuva 9).

Lemman 2.28 mukaan
O(—0,67) =1 — ©(0,67)
Katsomalla taulukkokirjasta |3] vastaava kertyméfunktion arvo saadaan

1— ®(0,67) = 1 — 0,7486 = 0,2514 ~ 25% .
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=9 1 —-0,67 0 1 2

Kuva 9: Standardoidun normaalijakauman tiheysfunktio.

Maaritelmén 2.18 mukaan on myés
Pla< X <b)=P(X<b)—P(X <a)=F(b)— F(a).

Niinpd lemman 2.29 mukaan saadaan

210 — 204 200 — 204
P(200 < X < 210) = @(%) _ (I)(LGO)

~ (1) — B(—0,67) .

Tulee siis médrittda normaalijakauman kertymé vélilla (-0,67; 1) (ks. kuva

10).
03
02

0.1

o 1 -0,67 0 1 2

Kuva 10: Standardoidun normaalijakauman kertymé vililla (-0,67; 1).
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Edelld saatiin, ettd ®(—0,67) = 0,2514. Katsotaan taulukkokirjasta [3] arvo

®(1):1le niin saadaan
D(1) — B(—0,67) = 0,8413 — 0,2514 = 0,5899 ~ 59% .

Vastaus
Keksipaketeista 25 % on alle 200 g ja 59 % on valilla 200 g - 210 g.

10.2 Syksy 2001 tehtava 5

Tehtava

Erdalla paikkakunnalla sataa 60 prosentin todennékoisyydelld, jos edellisenéd
pdivind on satanut; poutasddn todennikoisyys on télléin 40 prosenttia.
Jos taas edellisend paivana on ollut pouta, sateen todennikoisyys on vain
20 prosenttia ja poudan todenndkdisyys vastaavasti 80 prosenttia. Milld

todennékoisyydelld ylihuomenna sataa, kun tdndian on pouta?

Ratkaisu
Oletetaan, ettd tdnddn on pouta. Kokonaistodennikoisyyslauseen (lemma

2.34) mukaan saadaan
P(Ylihuomenna sataa) =

P(Ylihuomenna sataalhuomenna on pouta) - P(Huomenna on pouta)
+P(Ylihuomenna sataalhuomenna sataa) - P(Huomenna sataa)
= 0,20 - 0,80 + 0,60 - 0,20 = 0,28 = 28% .
Silld tehtdvanannon mukaan, kun tdnddn on pouta, niin

P(Huomenna on pouta) = 0,80,

P(Huomenna sataa) = 0,20 .

Toisaalta tehtdvinannosta voidaan péaitelld myos, etté
P(Ylihuomenna sataalhuomenna on pouta) = 0,80 ,

P(Ylihuomenna sataalhuomenna sataa) = 0,60 .

Vastaus

Ylihuomenna sataa 28 % todennikoisyydelld, kun tdnain on pouta.
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10.3 Kevat 2002 tehtava 9

Tehtava
Reaaliluvut a ja b arvotaan vililtd [0,3]. Milld todennikdisyydelld on
log,o(2a + 3b) > 17

Ratkaisu
Otetaan epéyhtélon log,y(2a + 3b) > 1 kummastakin puolesta 10-kantainen

eksponenttifunktio, jolloin saadaan

1010g10 (2a+3b) > 101

2a + 3b > 10
b 2 +1O
—— a4+ —.

3 3

Kaikkia mahdollisia tapauksia vastaa nelio, jossa 0 < a < 3ja0 < b < 3.
Suotuisia tapauksia vastaa kolmio, joka on suoran b = —% a+ %0 ylapuolella
(ks. kuva 11).

Kuva 11: Suotuisten tapausten kolmio.

49



Ratkaistaan kolmion kirkipisteet. Toisessa kérkipisteessd a = 3, joten b =

—% -3+§ = %. Puolestaan toisessa kirkipisteessa b = 3, jolloin 3 = —% a+§,
josta saadaan ratkaistua a = % Kolmion kateetit ovat siis 3 — % = g ja
3 — % = g Lemman 2.26 mukaan todennikoisyys voidaan nyt laskea pinta-

alojen suhteilla:
P(log,o(2a + 3b) > 1)

_ Ala(kolmio)
~ Ala(nelio)
= w — E ~0,23.
3-3 108
Vastaus
0,23.

10.4 Syksy 2002 tehtava 9

Tehtava

Leena ja Sari ratkaisevat rahaa heittdmalla, kumpi péédsee ensiksi rat-
sastamaan. Leena heittda ensiksi, ja jos tulee kruuna, hén péddsee ensiksi
ratsastamaan. Jos tulee klaava, Sari heittdd rahaa, ja kruunalla han péasee
ensiksi ratsastamaan. Jos Sarikin heittdd klaavan, heittovuoro siirtyy Lee-
nalle. Néiin jatketaan vuorotellen, kunnes jompikumpi saa kruunan. Milld

todennékoisyydelld Leena padsee ensiksi ratsastamaan? Entd Sari?

Ratkaisu
Merkitdin L ="Leena heittdi kruunan”, L ="Leena heittii klaavan”
S ="Sari heittiii kruunan” ja S ="Sari heittii klaavan”. Tapahtumat L ja S
ovat riippumattomia ja P(L) = P(S) = P(L) = P(S) = 1.
Leena pédsee ensiksi ratsastamaan jos hén heittdd ensimmaéiselld heitol-
la kruunan. Leena péadsee ensiksi ratsastamaan myos, jos hén heittdd ensin
klaavan, Sari heittdd klaavan ja sitten hdn heittdd kruunan. Edelleen Lee-
na padsee ensiksi ratsastamaan, jos han heittdéd ensin klaavan, Sari heittaé
klaavan, Leena heittdd klaavan, Sari heittdd klaavan ja sitten Leena heittaé
kruunan ja niin edelleen. Todennékoisyys, ettd Leena padsee ensiksi ratsas-

tamaan, on siis
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P(Leena pédsee ensiksi ratsastamaan)
=P(L U (LNSNL) U (LNSNLNSNL)U...
.. ovat toistensa

Koska tapaukset L, (LN SNL), (LNSNLNSNL),.
poissulkevat, niin méaaritelméan 2.3 mukaan saadaan:

P(LU(LNSNL) U (LNSNLNSNL) U...)
=P(L)+P(LNSNL)+P(LNSNLNSNL).

Toisaalta tapaukset L ja S ovat riippumattomia, joten lemman 2.8 mukaan

avulla saadaan:
P(L)+P(LNSNL)+P(LNSNLNSNL)

1 I 1, 1
sttty toT L@ =g
k=0 4

1
-3

Nimittédin ;7 (3)* on suppeneva geometrinen sarja ja sen summa on

(ks. luku 6).
Vastaavasti voidaan laskea todennékoisyys, ettd Sari padsee ensiksi rat-

P(Sari padsee ensiksi ratsastamaan)

sastamaan.
(
=P((LNSYU(LNSNLNS)U(LNSNLNSNLNS)U...)
11 1111 111111 Ien, 1, 1
“y2tzaaitiaaraat ity

Vastaus
Leena péaisee ensiksi ratsastamaan todennékoisyydella % ja Sari todennakai-

syydella %
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10.5 Kevat 2003 tehtava 4

Tehtava

Tilastojen mukaan eradfssa paasykuulustelussa 25 % pyrkijoisté epdonnistuu
matematiikan ja 17 % fysiikan kokeessa. Pyrkijoistd 10 % ep#aonnistuu
kummassakin kokeessa. Laske todennédkoisyys, ettd fysiikan kokeessa
epaonnistunut pyrkija epdonnistuu my6s matematiikan kokeessa. Milld

todennékoisyydelld pyrkija epdonnistuu ainakin toisessa kokeessa?

Ratkaisu
Pyrkijoista siis 25 % ep#onnistuu matematiikan, 17 % fysiikan ja 10 % mo-

lemmissa kokeissa. Havainnollistetaan tilannetta kuvalla (ks. kuva 12).

Kuva 12: Tehtavanannossa kuvattu tilanne.

Otetaan kdyttoon merkinnédt M ="pyrkija epdonnistuu matematiikan ko-
keessa” ja F' ="pyrkija epdonnistuu fysiikan kokeessa”. Tilloin tehtavinan-
non mukaan on P(M) = 0,25 , P(F) = 0,17 ja P(M N F) = 0,10. Nyt

maaritelman 2.31 mukaan saadaan:

P(Fysiikassa epdonnistunut epdonnistuu matematiikassa)

P(MNF) 0,110
P(F) 0,17

Lemman 2.4 avulla voidaan puolestaan kirjoittaa

— P(M|F) = ~ 0,59 .

P(Pyrkija epdonnistuu ainakin toisessa kokeessa)

= P(MUF)=P(M)+P(F)—P(MNF)=025+017—0,10 = 0,32.
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Vastaus
Fysiikan kokeessa epdonnistunut pyrkija epdaonnistuu myos matematiikan ko-
keessa todennidkoisyydelld 0,59 ja pyrkijd epdonnistuu ainakin toisessa ko-

keessa todennékoisyydelld 0,32.

10.6 Syksy 2003 tehtivi 8

Tehtava
Erdan satunnaismuuttujan x tiheysfunktio on

/

0 Jkun z < 0
%x Jkun 0 < < 2

2 2
—3T+3 Jkun 2 < x < b

0 kun z > 5.

\

a) Piirrd tiheysfunktion kuvaaja. b) Laske todennikdisyydet P(x < 1),
P(l <z <3)jaP(x>3).

Ratkaisu
a) Tiheysfunktion kuvaaja on nouseva suora vilillda 0 < x < 2 ja laskeva

suora valilld 2 < z < 5, muutoin funktio on nolla (ks. kuva 13).

Y
0.4
2 2
! T3
?!*‘;)-T
0.21
€I
0 NG
-1 0 1 2 3 4 5 6

Kuva 13: Tiheysfunktion kuvaaja.
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b) Lemman 2.20 mukaan todennékéisyys P(x < 1) on kohdan = = 1 vasem-
malle puolelle rajautuvan suorakulmaisen kolmion pinta-ala (ks. kuva 14).

Kolmion kanta on 1 ja korkeus f(1) = i, joten

1.1 1
PX <1 =512 ==010.

2 10
()
0.4
f(z)
0.21 b
| X >3)
o AXLT) ‘ | |
0 1 2 3 4 5 1

Kuva 14: Todennikoisyyksien pinta-alat.

Vastaavasti todennakoisyys P(x > 3) on kohdan x = 3 oikealle puolelle
jaavan suorakulmaisen kolmion pinta-ala. Kolmion kanta on 2 ja korkeus

f(3) = —%3+4 2 = =, jolloin

1 4 4
P — — . 2 — = — & 2 .
(r>8) =52 5=~ 027
Lemman 2.4 mukaan voidaan kirjoittaa P(1 < z < 3) = 1 —

P(x < 1U=x > 3), koska tapaus (z < 1 Uz > 3) on selvésti ta-
pauksen (1 < z < 3) komplementti. Edelleen lemman 2.4 avulla saadaan
Plx <1Uz >3)=Plx<1)+Plx>3)—Plx< 1Nz > 3), mutta
triviaalisti P(z < 1Na > 3) = 0. Niinpé lopulta saadaan

1 4 19
(x_ Ux>3) (33_ ) (37>3) 10 e o 0,63
Vastaus
P(X<1)=q,Plx>3)=jaPl@<1Uz>3) =g
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10.7 Kevat 2004 tehtava 9

Tehtava
Leirikoulun hyviksi jirjestetyissi arpajaisissa ilmoitettiin, ettd joka 20:s ar-
pa voittaa. Kuinka monta arpaa on ostettava, jotta todennédkoisyys ainakin

vhteen voittoon olisi yli 50 %7

Ratkaisu

Tapahtuma ”Ainakin yksi arpa voittaa” on tapahtuman ”Yksikddn arpa ei
voita” vastatapahtuma. Koska joka 20:s arpa voittaa, niin P(Arpa ei voita)
=1- 2—10 = %. Tehtdvinannossa ei ole ilmoitettu arpojen lukumaéraa niin
on oletettava, ettd jokaisen arvan todennédkéisyys voittoon on 2% ja voitto-
tapahtumat ovat toisistaan riippumattomat. T&lloin ostettaessa n arpaa on

lemman 2.38 mukaan

19\"
P(Yksikiéan arpa ei voita) = (2—0> :

Nyt siis edelleen lemman 2.4 mukaan

19\"
P(Ainakin yksi arpa voittaa) = 1—P(Yksikddn arpa ei voita) = 1— (%) .

Edellinen todennakoisyys tulisi siis olla yli 50 %, joten saadaan epayht&lo:
19\"
11— =] >05
(&) >0
19\"
| =) >-05
(&) >
Jaetaan epayhtilo puolittain —1:114
19\"
— ] <05
() <
Nyt otetaan puolittain luonnollinen logaritmi
19\"
In(— 1
n <20) <In0,5
Logaritmien laskusdintojen mukaan In 2" = rIn z, joten saadaan
19
‘ln— <1 .
n n20 <In0,5
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Koska lné—g ~ —0,05 < 0, niin jaettaessa puolittain negatiivisella luvulla
epayhtalon merkki kddntyy:

10,5
n>—2 135,

20
Koska ostettujen arpojen lukuméird n on oltava kokonaisluku, niin arpoja

on ostettava vahintaan 14.

Vastaus

Véhintaan 14 arpaa.

10.8 Syksy 2004 tehtava 5

Tehtava

Laite koostuu kolmesta toiminnallisesti riippumattomasta komponentista A,
B ja C| joiden vikaantumistodennikdisyydet takuuaikana ovat p4 = 0,01,
pg = 0,007 ja p. = 0,05. Laite ei toimi, jos yksikin komponenteista on
viallinen. Miké on laitteen vikaantumistodennékoisyys takuuaikana? Luotet-
tavuuden parantamiseksi komponentti C' kahdennetaan, ts. laite varustetaan
kahdella rinnakkaisella, toisistaan riippumattomalla komponentilla C, ja
riittad, ettd ainakin toinen niista toimii. Mika on téll6in vikaantumistoden-

néakoisyys takuuaikana?

Ratkaisu
Otetaan kiytt66n merkinnit p4 = P("Komponentti A toimii koko takuuajan”),
ja vastaavasti pg sekd po. Edelliset todennédkoisyydet ovat lemman 2.4 mu-
kaan:
pa=1—pa=1-0,01=0,99,
pp=1—-pp=1-0,007= 0,993,
pc=1-pc=1-0,05=095.
Otetaan vield kiyttoon lyhennykset P(Laite toimii takuuajan) = p ja
P(Laite vikaantuu takuuaikana) = p. Laite toimii koko takuuajan, jos kaikki
komponentit toimivat koko takuuajan. Koska komponentit toimivat toisis-

taan riippumattomasti, niin lemman 2.8 mukaan saadaan
P =Da DB Pc -
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Koska tapahtuma ”"Laite toimii takuuajan” on selvisti tapahtuman ”Laite

vikaantuu takuuaikana” vastatapahtuma, niin lemman 2.4 mukaan saadaan
p=1—p=1—pa-DPp-Dc
=1-0,99-0,993-0,95 =~ 0,066 = 6,6% .

Tarkastellaan seuraavaksi kahdennetun C' komponentin tapausta. Mer-
kitddn P("Kahdennettu komponentti C' toimii koko takuuajan”) = poc seké
P("Kahdennettu komponentti C' vikaantuu takuuaikana”) = poc. Kahden-
netut komponentit C' toimivat toisistaan riippumatta, joten lemman 2.8 mu-

kaan saadaan
poc = pe - pe = 0,05% = 0,0025 .

Vastaavasti kuten edelld saadaan taas
pcc =1—pcc =1—-0,0025 = 0,9975 .
Niinpa lopulta saadaan kahdennetun C' komponentin tapauksessa
p=1—pa-ps-Ppcc

=1-0,99-0,993 - 0,9975 ~ 0,019 = 1,9% .

Vastaus
Laitteen vikaantumistodennékoisyys takuuaikana on 6,6 % ja kahdennetun

C' komponentin kanssa 1,9 % .
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10.9 Kevat 2005 tehtava 9

Tehtava

Tikkataulun side on 20 cm, ja taulu jakau-
tuu kymmeneen samankeskiseen yhta leve-
aan renkaaseen, jotka on numeroitu ulkoa
sisddnpéin l:std 10:een. Gabrielin heitté-
mat tikat osuvat tauluun siten, ettd nii-
den etdisyys r taulun keskipisteestd nou- 9 TPPEPES
dattaa todennakoisyysjakaumaa, jonka ti-

heysfunktio on

£(r) 16000(400 r?)  kun 0 <7 < 20
T) =

0 muulloin.

Téssd r on ilmaistu senttimetreind. a) Laske todennékoisyys, etta
Gabrielin heittdmé tikka osuu 9:44n tai 10:een. b) Laske todennékdisyys, et-

ta Gabrielin heittamista viidesta tikasta ainakin kolme osuu 9:44n tai 10:een.

Ratkaisu
a) Renkaiden leveys on 2 cm, joten Gabrielin heittdma tikka osuu yhdeksdan
tai kymmeneen, jos tikka osuu korkeintaan 4 cm padhan taulun keskipistees-

ta, ts. jos 0 < r < 4. Nyt lemman 2.20 mukaan saadaan:

P(9 tai 10) = P(0 <r < 4) :/j f(r)dr

Sijoitetaan f(r) = 5055 (400 — %) ja ratkaistaan integraali, niin saadaan
/ fr / 3400 — ) dr = / (4007 — L 13)
o 16000 N 16000 3
3 1 37
=———(400-4—-4%) — 0= —~10,30.
16000 ( 3 ) 125
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b) Useamman tikan heitto voidaan tulkita toistokokeeksi, joka onnistuu to-

37
125

— % = 18—285. Merkitddn O = "k tikkaa viidestd osuu yhdeksdan tai kym-

meneen”. Tikan heitto on taysin riippumaton muista heitoista, joten voidaan

dennékoisyydelld p = ja epédonnistuu todennékoisyydellda ¢ = 1 —p =

kiyttdd binomitodennikoisyyden kaavaa (lemma 2.40), jolloin siis

P(Ok) = (2)pkq5_k Y k = 071727 A 75’ (2)

Tauluun tuli osua ainakin kolme tikkaa viidesta eli kiytannossd 3, 4 tai 5

tikkaa. Niinpa lopulta saadaan
P(Ainakin 3 osuu) = P(O3UO4U O3) .

Tapaukset O3z, Oy ja Os ovat toisensa poissulkevat, joten méaritelméan 2.3

mukaan saadaan

P(03U 04U O5) = P(O3) + P(O4) + P(O3) .

Nyt sijoittamalla yhtdloon 2 p = % jaq= % saadaan

P(O3) + P(Oy) + P(Os)
(6 () 06 ) 06 G
o () (2) () (2)

= 0,1578... ~ 0,16 .

Vastaus
a) 0,30. b) 0,16.
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10.10 Syksy 2005 tehtivi 8

Tehtava
Laatikossa on 2 ruskeaa, 6 mustaa ja 8 sinistd matkapuhelimen kuorta.
Laatikosta otetaan umpimahkiin kaksi kuorta. Milld todenndkoisyydelld

kuoret ovat samanvériset?

Ratkaisu

Kuoria on yhteensid 2 + 6 + 8 = 16 kappaletta. Lemman 2.39 mukaan 16

16
2

nostojarjestyksellé ei siis ole vilid, vaan pelkistaan silld, mitkd kaksi kuorta

kuoren joukosta voidaan ottaa kaksi kuorta ( ) = 120 eri tavalla. Kuorien

on laatikosta nostettu. Kaikkien alkeistapausten lukumaira on siis 120.

Vastaavasti lemman 2.39 mukaan laatikosta voidaan nostaa kaksi ruske-

2
2

sinista kuorta (g) = 28 tavalla. Suotuisten alkeistapausten lukuméaara on siis
14 15+ 28 = 44. Siispa

aa kuorta ( ) = 1 tavalla, kaksi mustaa kuorta (g) = 15 tavalla ja kaksi

11

P(kuoret samanvériset) =

Vastaus
Nostamalla kaksi kuorta umpimahkiin saadaan samanvériset kuoret toden-

nakoisyydelld 0,37.
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