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Taméa tutkielma kasittelee kokonaislukumatriisien kuolevuusongelman ratkea-
vuutta. Kuolevuusongelmassa kysytddn onko annettujen matriisien jokin tulo
nollamatriisi. Ongelma todistettiin ratkeamattomaksi 3 x 3 matriiseille vuonna
1970, mutta 2 x 2 matriiseille ongelma on kiinnostuksesta huolimatta edelleenkin
avoin.

Tutkielman péadpainona on 2 x 2 matriisien kuolevuusongelman kahden erikoista-
pauksen ratkeavaksi osoittaminen. Ensimméisessad erikoistapauksessa rajoitutaan
matriiseihin, joiden determinantti on 0 tai +1. Toisessa erikoistapauksessa tarkas-
tellaan kahden matriisin kuolevuutta. Liséksi tarkastellaan yleisesti, miten matriisi-
joukon koko vaikuttaa kuolevuusongelman ratkeavuuteen.
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1 Johdanto

Tama tutkielma kéasittelee algoritmista ratkeavuutta. Paapainona on pienten
kokonaislukumatriisien kuolevuusongelman ratkeavuus. Sanotaan, ettd mat-
riisijoukko on kuoleva, jos nollamatriisi siséltyy joukon generoimaan puoli-
ryhmaén.

Lukijalta ei odoteta muita esitietoja kuin lineaarialgebran ja ryhméteo-
rian alkeita, silla tarvittavat késitteet ja lauseet kdydaén riittdvan tarkasti

lapi. On kuitenkin suotavaa, ettd lukija hallitsee algoritmista ajattelua.

Téamaén tutkielman ensimméisessa luvussa kidydaan tutkielman kannalta
tarpeelliset perusteet lapi. Ensimmaéisessa alaluvussa kaydédan 1api matriisial-
gebran tuloksia, joita kiytetadn tutkielman péaatuloksien todistuksissa. Toi-
sessa alaluvussa kiydaén ldapi formaalisten kielten teoriaa, jossa tutustutaan
adrellisiin automaatteihin ja rationaalisiin lausekkeisiin. Kolmannessa alalu-

vussa tarkastellaan darellisia automaatteja algebrallisesta nakokulmasta.

Toisessa luvussa tarkastellaan paatantdongelmien ratkeavuutta. Ratkea-
mattomuudella tarkoitetaan, ettad ei voida muodostaa algoritmia, joka antai-
si vastauksen kyseiselle ongelmalle. Ennen kuin voidaan puhua ratkeamat-
tomuudesta, on maariteltdava tarkasti mitd algoritmilla tarkoitetaan. Tassé
tutkielmassa algoritmin mééritelméana kdytetdan A. Turingin kehittdmaa Tu-
ringin konetta. Turingin koneita ei kuitenkaan konstruoida eksplisiittisesti,
vaan algoritmit tyydytaén esittaméaan sanallisesti. Churchin-Turingin teesin
nojalla mielivaltainen algoritmi voidaan toteuttaa Turingin koneen avulla,
joten epatarkatkin kuvaukset on mahdollista esittdd myos tarkasti. Luvussa
todistetaan, ettéd niin kutsuttu pysahtymisongelma on ratkeamaton Turingin
koneille. Tama tarkoittaa sité, etta ei voida muodostaa algoritmia, joka vas-
taa pysahtyyko annettu Turingin kone tyhjélla syotteelld vai ei. Kdyttamalla
tatéd tulosta todistetaan, ettd Postin vastaavuusongelma on myos ratkeama-
ton.

Kolmannessa luvussa tarkastellaan tutkielman padaihetta eli matriisien
kuolevuusongelmaa. Postin vastaavuusongelman avulla osoitetaan, ettd 3 x 3
kokonaislukumatriisien kuolevuus ei ole ratkeavaa. Tamén jalkeen tarkastel-

laan 2 x 2 kokonaislukumatriisien kuolevuusongelman kahta erikoistapausta,



ja osoitetaan, ettd ne ovat ratkeavia. Ensimmaisessé erikoistapauksessa an-
nettujen matriisien determinantit ovat 0 tai £1 ja toisessa erikoistapauksessa
annettu joukko koostuu vain kahdesta matriisista. Jalkimmaisessa tapaukses-
sa todistetaan vahvempi tulos, jossa sallitaan, ettd annettu matriisipari on
rationaalinen. Viimeisessa alaluvussa tarkastellaan n x n matriisien lukumaé-
ran vaikutusta kuolevuusongelman ratkeavuuteen. Pienille matriiseille tark-
koja rajoja ei tunneta, vaan ongelma on edelleenkin auki. Vahintéin 21 x 21
matriiseille tarkat rajat ovat tiedossa. Tunnetut rajat perustuvat suurimmak-
si osaksi 3 X 3 matriisien kuolevuuteen, sillda 2 x 2 matriisien kuolevuuden
ratkeavuus on avoin ongelma.

Viimeisessd luvussa on yhteenveto tutkielman tuloksista sekd muutama

aiheeseen liittyva tulos.



2 Perusteet

Téassé luvussa esitetdan tutkielmassa kiaytetyt merkinnét ja pohjataan paatu-
loksissa luvussa 4 kiytettavad matriisiryhmien ja formaalisten kielten teoriaa.
Ensimmaisessé alaluvussa tarkastellaan matriisien teoriaa ja todistetaan, et-
té ryhmé PSLo(Z) on isomorfinen syklisten ryhmien Cy ja C3 vapaan tulon
kanssa. Liséksi todistetaan Jordanin normaalimuodon olemassaolo komplek-
sisille matriiseille. Toisessa alaluvussa tarkastellaan formaalisten kielten teo-
riaa, ja esitellddn deterministiset darelliset automaatit ja niitd koskevat sul-
keumaominaisuudet. Viimeisessa alaluvussa tarkastellaan monoidiesityksia
aarellisten automaattien nakokulmasta.

Téssé tutkielmassa kiytetdan lukujoukoista seuraavanlaisia merkintojé.
Luonnollisten lukujen joukosta kdytetaan merkintaa N = {0, 1,2, ...}. Koko-
naislukujen joukosta kiiytetdén merkintdd Z = {..., —2,—1,0,1,2,...} ja po-
sitiivisten kokonaislukujen joukosta Z, = {1,2,...}. Rationaalilukujen jou-
kosta kaytetddn merkintdd Q, reaalilukujen joukosta R ja kompleksilukujen
joukosta C.

Olkoon f : X — Y homomorfismi. Sanotaan, ettd f on endomorfismi,
jos X = Y. Homomorfismi on injektio, jos kaikille z, 2’ € X on voimassa
f(z) # f(2'), aina kun = # 2’. Injektiivista homomorfismia sanotaan upotuk-
sekst ja siitd kiytetddn merkintdd X — Y. Sanotaan, ettd homomorfismi on
epimorfismi, jos se on surjektio eli jokaiselle y € Y on olemassa x € X, jolle
f(z) = y. Epimorfismista kdytetddn merkintdd X — Y. Jos homomorfismi f

on sekéd injektio, ettd surjektio, niin sanotaan, etta se on isomorfismi.

2.1 Matriisiryhmista

Kéaydaan ensin tutkielmassa kaytettyja matriiseja koskevia perusmerkintoja
ldpi. Kaikkien n X n matriisien joukosta yli lukurenkaan K kiytetddn mer-
kintdd M, (K). Yleensé tarkastellaan joukkoa M,,(Z), jonka matriisit muo-
dostavat monoidin tavallisen matriisikertolaskun suhteen. Kokoa n x n ole-
vasta identiteettimatriisista kiytetddn merkintaéd I, ja nollamatriisista O,.
Jos matriisin koko on asiayhteydestd selvé, niin usein jéatetddn alaindeksi

kirjoittamatta. Yleinen lineaarinen ryhmd G Ls(Z) on kddntyvistd 2 x 2 ko-
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konaislukumatriiseista koostuva ryhmaé. Tavallisesti joukon F ollessa kunta,
G Lo (FF) mééritelladn joukoksi, johon kuuluvat kaikki matriisit, joiden deter-
minantti eroaa nollasta. Téssé tutkielmassa kuitenkin méaaritellaén kyseinen
joukko renkaan 7 yli, jolloin se koostuu matriiseista, joiden determinantti
on yksikko eli 1. Ryhmén G Ly(Z) aliryhmé on erityinen lineaarinen ryh-
md SLy(Z) ja se sisaltdd kaikki matriisit, joiden determinantti on 1. Ali-
ryhmén SLo(Z) tekijaryhmé on projektiivinen erityinen lineaarinen ryhmd
PSLy(Z) = SLy(Z)/{I,—1}. Siis

Mi(K) = {(aij)nxn [ aij €Ki, j € {1,...,n}},
GLy(Z) = {Ae My(Z)|det(A) =+£1},
SLy(Z) = {A€GLy(Z)|det(A) =1}.
Olkoon A € M,,(K). Silloin endomorfismin ¢4 : R" — R™,
oa((w1,...,2)") = Az, ... 20)7T

kuva on Imy = {A(z1,...,2,)" | (z1,...,2,)7 € R"} ja ydin on Kery =
{(z1,...,2,)T € R" | A(z1,...,2,)" = (0,...,0)T}. Talloin sanotaan, ettd
Imy ja Kery ovat matriisin A kuva ja ydin. Jos matriisin A aste on 1, niin

sen ydin Kery ja kuva Imy ovat yksiulotteisia aliavaruuksia.

1 3
A= <2 6) EMQ(Z).

Nyt Ims = {(z + 3y)(1,2)" | z,y € R} ja Kera = {(x,9)" | 2 = —3y}.

Esimerkki 2.1. Olkoon

Seuraavaksi osoitetaan tekijaryhmén PSLy(7Z) isomorfia kahden syklisen
ryhmén vapaan tulon kanssa. Vapaasta tulosta voi lukea lisdéd esimerkiksi
kirjoista [25] tai [23].

Maaritelma 2.1. Olkoot Gi,Ga,...,G, ryhmid. Ryhm& P on ryhmien
G1,Ga, ..., G, vapaa tulo, P = Gy x Gy x ... x (G, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:



(i) Ryhméa P sisdltdd ryhmien Gy, Gs, ..., G, isomorfiset kuvat. Siis on

olemassa injektiiviset homomorfismit h; : G; — P kaikillet =1,... n.

(ii) Olkoon G mielivaltainen ryhma ja f; : G; — G homomorfismi kaikille
t = 1,...,n. On olemassa yksikésitteinen homomorfismi ¢y : P — G
siten, ettd vh; = f;, kullekin i =1,...,n.

ac i p

l’ g
G

Jos P on ryhmien Gy, Gs, ..., G, vapaa tulo, niin ryhmia G, G,, ..., G,

sanotaan vapaan tulon vapaiksi tekijoiksi.

Lause 2.2. Syklisten ryhmien Cy ja C3 vapaa tulo on isomorfinen tekijdryh-
mdn PSLy(Z) kanssa. Siis PSLy(Z) = Cy * Cs.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd matriisit

1 —1
A= 0 ja B= 0
-1 0 1 1

generoivat ryhmén SLy(Z). Matriisien A ja B generoima ryhmé (A, B) = H
on selvésti ryhmén SLq(Z) aliryhmé, siis H < SLy(7Z). Tehdaan vastaoletus,
ettd H on aito aliryhmé eli SLy(Z) \ H # (). Olkoon matriisi

X = (a Z) € SLy(Z) \ H,

missé |a| 4+ |c| on minimaalinen. Oletetaan ensin, ettd a # 0, ¢ # 0 ja |a| > |c|.

Nyt AB = (51) ja

1 k a b a+kc b+ kd
e () () e

Luku k& voidaan valita siten, etté |a+kc| < |al, jolloin |a+ kc|+|c| < |a|+]c],

mik4 on ristiriidassa matriisin X valinnan kanssa.



Oletetaan sitten, ettd |a| < |¢|. Talloin BA = (4 9) ja

b
(BA X = “ ¢ H
ma+c mb-+d

Nyt luku m voidaan valita siten, ettéd |ma + ¢| < |c|, jolloin |a| + |ma + ¢| <
la|] + |c|, mikd on jélleen ristiriidassa matriisin X valinnan kanssa.

Siis joko a = 0 tai ¢ = 0. Jos a = 0, niin

Y _ 0 =1 '

Fl1 d
sy _ (L 1y [0 1
-1 0 -1 d

— -1 —d-1 :A2(AB)—(d+1)
0 -1

By _ <1 1) (0 —1)
—10/\1 4

1 d—1 i

() e

Jos ¢ =0, niin X = (%' £), jolloin X = (AB)" tai X = A?(AB)™". Siispd
(A,B) = SLy(Z).

Osoitetaan sitten, ettd on olemassa isomorfismi ryhmésté CoxC5 ryhméan
PSLy(Z). Olkoon h : SLy(Z) — PSLy(Z) luonnollinen homomorfismi ja
merkitidin h(A) = A ja h(B) = B. Koska A2 = —I ja B® = I, on matriisien
A ja B kertaluvuille voimassa ord(A) = 2 ja ord(B) = 3. Olkoot (a) =
Cy ja (b) = C3 ja G = (a) * (b). Vapaan tulon ominaisuuden (ii) nojalla

tai

homomorfismit a — A,b — B miiriévit surjektiivisen homomorfismin v :
G — PSLy(7Z). Osoitetaan, ettd homomorfismin v ydin ker(¢)) = {1}, misté

seuraa, ettd kuvaus 1 on haluttu isomorfismi.
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Olkoon y € @. Voidaan olettaa, ettd y = b za¥, missd x on alkioiden
ab,ab™! epétyhji tulo, j € {—1,0,1} ja k € {0,1}. Jos sallitaan, ettd termi
x on tyhji tulo, niin silloin y = ¥ a” ja y € ker(¢) jos ja vain jos j = 0 = k.

Merkitaan
T1 T2
X =9(z) = ( ) :
T3 T4

Oletetaan ensin, ettd 7 =1 ja k = 1. Nyt

w<y>=BXA=< “"4 ‘553),

—To — Ty X1+ T3

misté seuraa, ettd jos y € ker(¢), on matriisin X oltava muotoa X = (' ).
Mutta télldin X = FB7'A, jolloin y = 1. Vastaavasti osoitetaan, etti jos
j=—1ja k=1, niin matriisi X = BA jay = 1.

Oletetaan sitten, ettéd toinen luvuista ¢, j on 0. Nyt

(AB) = (; :) o (ABT) = (-1 (1 f)

kaikilla r,s > 0. Siis ndiden matriisien epatyhja tulo ei voi sisiltda seké
positiivisia ettd negatiivisia alkioita ja siten matriisin X alkiot ovat joko
kaikki ei-negatiivisia tai kaikki ei-positiivisia. Jotta y € ker(t)), matriisin X
on oltava +A tai +B%! mutta timéi ei ole mahdollista.

Siis jos y € ker(¢)), niin y = 1 ja homomorfismi 1 on injektio. Néin ollen

Cy % C5 =2 PSLy(Z), miké oli todistettava. O

Edellisesta lauseesta huomataan mielenkiintoinen ominaisuus. Nimittain
kahden &érellisen ryhmén vapaa tulo voi olla dareton.
Matriisin A € My (C) pystyvektoriavaruutta merkitdén P(A). Matriisit

Al

0

kxk



ja J1(A) = () ovat Jordanin lohkoja. Jordanin matriisi J on matriisi, jonka

paadiagonaalilla on Jordanin lohkoja. Siis

Seuraava tulos on voimassa kaikille n x n matriiseille, mutta merkinto-
jen helpottamiseksi rajoitutaan 2 x 2 matriiseihin. Lauseen todistus n x n

matriiseille 16ytyy artikkelista [31].

Lause 2.3. Olkoon A € My(C). On olemassa kadntyvd matriisi P € Ms(C)
siten, etta
P'AP =] (1)

J— Jl()\l) 0 . )\1 0
n O Jl()\g) B O )\2

tai J = Ja(A1), ja A\ sekd Ny ovat matriisin A ominaisarvot.

()

Jos Jordanin matriisi J on ensimmaéistd muotoa, silloin tulos on suoraviivai-

missa

Todistus. Olkoon

nen. Nimittédin nyt matriisilla A on kaksi eri ominaisarvoa ja se on diagona-
lisoituva.

Oletetaan, ettd matriisi J on jalkimmaéistd muotoa, jolloin A = tr(A)/2 =

a+d
2

ovat 17 = (w11, 712)7 ja @3 = (z21,722)7. Nyt sijoittamalla pystyvektorit

on matriisin A ainoa ominaisarvo. Olkoon P matriisi, jonka pystyrivit

yhtdloon (1) saadaan

Al
A(l’l | 1’2) = (Il | (L’g)J = T2
T12 Ta22 0 A

(fn/\ 11 + To1 A

l’12>\ T12 + IQQ)\

) = (ZE1>\ | X1 +$2A),



eli yhtalo (1) on ekvivalentti yhtéloiden

Al’l = /\l’l
Al’g = /\J]Q+[E1

kanssa. Merkitddan B = A — M. Edellisistd yhtaloistd seuraa
Bxy = (A — AN)xg = Axg — Axg = Ao + 11 — A\xgy = 21
ja
BZEl = (A — )\I)l’l = AZEl — /\ZL‘l = )\l‘l - )\ZEl = 0.

Siis x; € Kerg N P(B) ja x5 € Kergz. Koska A on matriisin A ominaisarvo,
niin dim(Impg) < 2 ja téten dim(Kerg) = 1. Ominaisarvo A on karakteristisen
polynomin (a — A)(d — \) — be kaksinkertainen juuri, joten diskriminantti on
0. Siis (a + d)? — 4ad + 4bc = (a — d)? + 4bc = 0. Olkoon (z,y)’ € C2. Nyt

() = (7 ) )
Y ¢ 5 )

Eli (z,y)T € Kerp: ja dim Kergz = 2. Voidaan siis 16ytéé lineaarisesti riippu-
mattomat pystyvektorit z; ja x,, joista muodostettu matriisi P on kidantyvi
ja toteuttaa yhtalon (1). O

Jordanin normaalimuodosta voi lukee lisdd kirjasta [1].

2.2 Saannollisista kielista

Kéydédan ensin formaalisten kielten peruskésitteita lapi ennen kuin siirrytdan

tarkastelemaan sdannollisia kielid. Aiheeseen tutustumaton lukija voi 10ytad

lisédé esimerkkejé ja teoriaa luentomonisteesta [15] tai kirjasta [17].
Aakkosto ¥ on epatyhja joukko, jonka alkiot ovat kirjaimia. Aakkosto

voi olla dédreton tai ddrellinen, mutta téssa tutkielmassa aakkostot ovat aina
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adrellisia, ellei toisin mainita. Sana on ddrellinen jono aakkoston kirjaimia ja
tyhjd sana € on sana, jossa ei ole yhtaén kirjainta. Sanan w pituus |w| on siiné
esiintyvien kirjaimien lukumaéra ja sopimuksena tyhjan sanan ¢ pituus on 0.
Kun v = ajas - - - a, ja w = biby - - - by, ovat sanoja, joissa jokainen a;, b; € X,

niin bindarioperaatio katenaatio yhdistda sanat seuraavalla tavalla
u-w:a1a2~-an'b1b2---bm :Glag"‘anblbg"'bm.

Katenaatio on selvisti assosiatiivinen ja tyhjd sana € on neutraalialkio.
Kun sana w katenoidaan itsensd kanssa n kertaa, siitd kdytetddn merkin-

0

tdd w---w = w™ ja sopimuksena w"” = €.
——

n kpl
Formaalinen kielr on joukko sanoja kiinnitetyn aakkoston yli. Kieli voi

olla darellinen tai dareton. Esimerkiksi

{a, aa, ab},

{a,aa,aaa,...} ={a" | n>1},

{ab, aabb, aaabbb, ...} = {a™b" | n > 1},
{€,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, ...} = X*
{a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, ...} = 57T

ovat kielia aakkoston ¥ = {a,b} yli. Néistd kaksi viimeistd ovat erityisen
tarkeité, toiseksi viimeinen on kaikkien sanojen joukko »* ja viimeinen on
kaikkien epétyhjien sanojen joukko ¥t = ¥*\ {e}. Joukko £* (vast. ¥1) ja
katenaatio muodostavat vapaan monoidin (3*, -) (vast. puoliryhmén (XF,-)),
jonka generaattorijoukko on ¥. Lisdd monoideista voi lukea luvussa 2.3.
Maaritelldén seuraavaksi kielille joitakin operaatioita. Olkoot L, Ly ja Lo

kielia aakkoston X yli. Kielten L, ja Lo katenaatio on kieli
L1L2 = {U’U | u < LI,U € LQ}

Jokaiselle n > 0 maéritetdaan kieli L™, jossa kieli L on katenoituna itsensé

kanssa n kertaa. Toisin sanoen

L = {5}7
L" = L" 'L, kaikille n > 1.
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Kielen L Kleenen sulkeuma on

L=Jr
i=0
ja posititvinen sulkeuma on
L =Jr.
i=1

Selvésti L* = LT U{e} ja L™ = LL*. Lisdksi L* = L™ jos ja vain jos ¢ € L.

Siirrytaan seuraavaksi sddnnollisten kielten teoriaan. Rationaaliset (tai
saannolliset) kielet ovat perhe formaalisia kielid, jotka voidaan maarittaa ra-
tionaalisilla lausekkeilla tai ddarellisilld automaateilla. Myohemmin todistet-
tavan Kleenen lauseen nojalla rationaaliset lausekkeet ja darelliset automaa-
tit maarittavat tarkalleen samat kielet. Rationaaliset kielet voidaan esittad
my0s Chomskin hierarkian tyyppid 3 olevan kieliopin avulla, mutta sitéd ei
kayda tassa tutkielmassa lapi.

Epddeterministinen ddrellinen automaatti NFA on automaatti, joka tar-
kistaa kuuluuko sana kieleen vai ei. Téata varten NFA kiy syotteen léapi kir-
jain kerralla ja jokaisen kirjaimen kohdalla automaatin tila muuttuu tai pysyy
ennallaan riippuen sen hetken tilasta ja kirjaimesta. Syote hyviksytéan, jos
viimeisen kirjaimen jéilkeen automaatti on hyviksyvassa tilassa. Tarkemmin
sanottuna, NFA on viisikko A = (Q, %, 6, qo, F'), misséa:

(i) @ on aérellinen joukko tiloja. Jokaisella hetkelld automaatti on jossain
tilassa ¢ € Q.

(ii) X on syotteen aakkosto. Automaatti osaa kisitelld vain sanoja yli aak-
koston X.

(iii) 6 on siirtyméfunktio. Siirtyméfunktio kertoo miten automaatin tila

muuttuu. Hieman tarkemmin,
§:Qx (SU{e}) —2¢

siten, ettéd d(q, a) on joukko tiloja p, joihin automaatti voi siirty4 tilasta
q syotteelld a ja d(q, e) on joukko tiloja p, joihin automaatti voi siirtya

tilasta ¢ lukematta syotetté. Erityisesti ¢ € d(q, €).
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(iv) gqo on alkutila, jossa automaatti on ennen kuin syotettd on luettu.
(v) F C @ on joukko lopputiloja.

Syotteelld w automaatti aloittaa toiminnan alkutilasta ¢p. Tdmaén jilkeen
automaatti vaihtaa tiloja siirtyméfunktion mukaisesti. Jos automaatti kiyt-
tad siirrosta (g, a), siirtyy se syotteen seuraavaan kirjaimeen. Jos automaatti
on lopputilassa f € F'joillain siirtyméafunktion maérittamilla tilanmuutoksil-
la, kun koko syote on luettu, niin automaatti hyvaksyy syotteen. Jos milldan
siirtyméfunktion méarittamilld tilanmuutoksilla automaatti ei ole lopputilas-
sa [ € F', kun koko sy6te on luettu, niin automaatti hylkad syotteen.

Kieli, joka koostuu kaikista sanoista, jotka automaatti A hyviksyy on
L(A).

Automaatti voidaan esittda suunnattuna graafina, jossa solmut vastaavat
tiloja ja kaaret siirroksia eri syotteilld. Siis kun a € X U{e}, siirros p € d(q, a)
on ilmaistu kaarena solmusta ¢ solmuun p ja kaaren leima on a. Lisédksi lop-
putilat on merkattu tuplaympyréillé ja alkutila on osoitettu lyhyella nuolella.
Automaatti hyviksyy sanan w jos ja vain jos on olemassa polku alkutilasta

lopputilaan, minka leima on w.

Esimerkki 2.2. Kielid L; = {e,a,aa,ab} ja Ly = {b"ab™ | n,m > 0}

vastaavat automaatit ovat kuvassa 1.

£,a b b
—O=p 00

Kuva 1: Kielid Ly ja Ly vastaavat automaatit.

Siirtyméfunktion méédritelmén nojalla, jokaisesta solmusta voi ldhted
useampi kaari samalla kirjaimella tai e—siirroksella. Jos siirtyméfunktiossa
jokaista tilaa kohti on korkeintaan yksi siirros kutakin kirjainta kohti, niin
automaatti on deterministinen ddrellinen automaatti eli DFA. Erityisesti de-

terministisessd aarellisessd automaatissa ei ole e—siirroksia.
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Lause 2.4. Olkoon L kieli. Silloin on olemassa DFA Ay, joka hyviksyy kielen
L jos ja vain jos on olemassa NFA As, joka hyvdksyy kielen L.

Todistus. Toiseen suuntaan viite on ilmeinen, silld DFA on epédeterminis-
tisen aarellisen automaatin erikoistapaus. Oletetaan sitten, ettd on olemas-
sa NFA A, joka hyviksyy kielen L. Olkoon NFA A = (Q, %, 6, q, F), joka
hyvéaksyy kielen L. Muodostetaan joukot F;(q) induktiivisesti. Maaritelladn
Ei(q) =d(q,¢) ja Ei(q), kun i > 2, on E;(q) ={r | r € §(p,e), p € E;_1(q)}-
Nyt joukko E(q) = U,y Ei(q) on ne tilat, joihin pédsee tilasta g pelkélld e
siirroksella. Madritellién vield osajoukolle S C @ joukko E(S) = U5 E(q)-

Muodostetaan DFA A" = (Q',%, 0, ¢}, F'), missi Q' = 29, ¢, = E(q),
Fr={SCQ|E(S)NF # 0} ja siirtyméafunktio

a) = | J{6(p,a) | p € E(9)},
qes
joka on maéritelty kaikille S C @) ja a € X. Tilasta S on méaritelty vain yksi
siirros kullakin kirjaimella a € Y eikéd e-siirroksia ole maéritelty. Riittaé siis
osoittaa, ettd siirtyméfunktiot vastaavat toisiaan. Eli osoitetaan induktiolla
syOteen w pituuden suhteen, ettd automaatin A’ siirtyméafunktiolla ¢’ on
voimassa
5/((167 w) = 5(qo, w),

kun automaatin A’ tila samaistetaan vastaavan joukon kanssa. Viite on voi-

massa, kun w = ¢, silla

0'(40,€) = o = E(q0) = (q0,€)-
Oletetaan, ettd viite pétee kaikille korkeintaan pituutta [ oleville syotteille.

Olkoon |w| = I + 1. Silloin w = ua, jollekin [ pituiselle sanalle u ja kir-
jaimelle a € X. Induktio-oletuksen nojalla &§'(g),u) = (qo,u). Merkitéiin
S = 0'(qp,u) = 6(qo, ). Nyt
&' (dy ua) = §'(S,a) = (J{6(p,a) | p € E(a)} = 8(qo, uar).
qes

Automaatti A" hyviksyy sanan w jos ja vain jos joukko 0'(qp,w) sisiltaa
alkion joukosta E(F). Tila d(qy, w) on téssd joukossa ja automaatti A hy-
vaksyy sanan w jos ja vain jos d(qo, w) on lopputila. Siis automaatit A ja A’

hyviksyvat saman kielen L, mika oli todistettava. ]
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Edellisen lauseen nojalla voidaan samaistaa epiddeterministiset ja deter-
ministiset ddrelliset automaatit. On kuitenkin syytd huomata, ettd deter-
ministisessé darellisessd automaatissa on exponentiaalinen méara tiloja ver-
rattuna sité vastavaan epadeterministiseen automaattiin. Luentomonisteessa
[15] on todistettu sama tulos esittdmélld muunnokselle konkreettisen algorit-
min.

Voidaan olettaa, ettd epadeterministisessa automaatissa on vain yksi lop-
putila. Nimittdin automaatista A muodostetaan automaatti A’ lisddmaél-
1& e-siirrokset jokaisesta alkuperdisestd lopputilasta uuteen lopputilaan fy
ja muuttamalla alkuperaiset lopputilat tavallisiksi tiloiksi. Selvésti L(A) =
L(A') ja automaatissa A" on vain yksi lopputila.

Rationaaliset lausekkeet ovat toinen tapa ilmaista rationaalisia kielid. Toi-
sin kuin automaatit, jotka hyviksyvét kieleen kuuluvat sanat, rationaaliset
lausekkeet kuvaavat kieltd. Jos r on rationaalinen lauseke, niin L(r) on sita

vastaava kieli. Rationaaliset lausekkeet méaaritellaan rekursiivisesti.

(i) Lauseke () vastaa tyhjad kielta.
(ii) Lauseke ¢ vastaa kieltd {c}.
(iii) Jokaiselle a € ¥, lauseke a vastaa kieltd {a}.

(iv) Kun r ja s ovat rationaalisia lausekkeita, niin r + s, rs ja r* ovat ratio-
naalisia lausekkeita. Talloin
L(r+s) = L(r)UL(s),
L(rs) = L(r)L(s),
L(r*) = L(r)".

Usein samaistetaan rationaalinen lauseke r ja sitd vastaava kieli L(r) ja
sanotaan, ettd rationaalinen lauseke r méarittaé kielen L(r). Rationaalisesta
lausekkeesta r yli aakkoston {ai,...,a,} voidaan myos kiyttdd merkintéé

R(ay,...,a,).

Lause 2.5 (Kleene). Rationaalisen lausekkeen mdadrittima kieli on rationaa-
linen jos ja vain jos on olemassa dadrellinen automaatti, joka hyviksyy saman

kielen.
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Todistus. Oletetaan ensin vasen puoli. Olkoon L rationaalisen lausekkeen
r maarittama kieli. Muodostetaan nyt rationaalista lauseketta r vastaava
aarellinen automaatti. Véite todistetaan induktiolla rationaalisen lausekkeen
operaatioiden lukuméairin suhteen. Rationaalisia lausekkeita 0, € ja a € X

vastaavat automaatit ovat kuvassa 2.

PO e

r=c¢
Kuva 2: Atomaarisia rationaalilausekkeita vastaavat automaatit.

Olkoot 7 ja s rationaalisia lausekkeita, joissa on korkeintaan n — 1 ope-

raatiota ja A, ja A, niitd vastaavat automaatit, joiden tilajoukot voidaan

olettaa erillisiksi.

Kuva 3: Automaatit A, ja A,.

Lauseketta rs vastaavassa automaatissa alkutilana on ¢; ja lopputilana
on fy. Lisdksi siind on e-siirros automaatin A, lopputilasta f; automaatin

A, alkutilaan ¢o. Taémé automaatti on esitetty kuvassa 4.

Kuva 4: Rationaalista lauseketta rs vastaava automaatti.

Lauseketta r 4+ s vastaavassa automaatissa on alkutila ¢, josta e—

siirroksella péésee tiloihin ¢; ja ¢ ja automaattien A, ja A, lopputiloista
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f1 ja fo paastddn e—siirroksella uuteen lopputilaan f. Taméa automaatti on

esitetty kuvassa 5.

Kuva 5: Rationaalista lauseketta r + s vastaava automaatti.

Lauseketta r* vastaavassa automaatissa on uusi tila ¢, joka on seka alku-
tila, ettd lopputila. Tilasta ¢ on e—siirros tilaan ¢; ja tilasta f; on e—siirros

tilaan ¢. Tamé& automaatti on esitetty kuvassa 6.

Kuva 6: Rationaalista lauseketta r* vastaava automaatti.

Toiseen suuntaan viite todistetaan induktiolla automaatin siirrosten lu-
kumé&aran suhteen. Jos automaatissa on 0 siirrosta, niin sité vastaava ratio-
naalinen lauseke on () tai €, riippuen siitd onko gy € F. Oletetaan, ettd vaite
on tosi kaikille automaateille, joissa on n — 1 siirrosta jollain n > 1. Olkoon
A =(Q,%,9,q, F) automaatti, jossa on n siirrosta. Kiinnitetddn p € Q ja

valitaan mielivaltainen siirros ¢ € 0(p,a). Tamaé siirros on olemassa, silla
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n > 0. Muodostetaan uudet automaatit

A = (Q,%,8,q0, F),
Ay = (Q,%,8,q,{p});
Az = (Q,%,0,¢,{p}),
Ay = (Q,%,8,q,F),

missd & sisaltdad samat siirroksen kuin 6, lukuunottamatta siirrosta ¢ €
d(p,a). Merkitaan L; = L(A;), missd ¢ = 1,...,4. Konstruktioidensa takia
automaateissa A; on n — 1 siirrosta, joten induktio-oletuksen nojalla kutakin

niistd vastaa jokin rationaalinen lauseke. Osoitetaan, etté
L(.A) = L1 + (LQ(I)(LgCL)*L4.

Selvasti Ly C L, silld kieli L; koostuu tarkalleen niisté sanoista, jotka A hy-
viksyy ja joissa ei kéytetd siirrosta ¢ € 0(p,a). Olkoon w € (Loa)(Lsa)*Ly.
Automaatissa A on polut kaikille sanoille, jotka automaatit A,, A3 ja A4 hy-
viksyvét, silla ¢’ oli méaaritelty siirtyméafunktion § avulla. Kayttaméalla sdan-
t6d p — ¢ saadaan polku automaatin A alkutilasta lopputilaan. N&in ollen
my0s (Lga)(Lsa)Ly C Ly.

Olkoon x € L. Jos sanan x kiisittelyssi ei kiytetd sdantod p — ¢, niin
ei kilytetd sdantod p = ¢, = (ua)(via) - - - (vpa)w. Selvisti u € Ly, v; € Lg
kaikilla indekseilld i = 1,...,n ja w € Ly, jolloin sana x € (Lea)(Lsa)*Ly.

a

~(®) @) @ @)

Kuva 7: Automaatti A.

Siis rationaaliset lausekkeet ja dérelliset automaatit maaraavit tdsmélleen

samat kielet. 0
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Edellisen lauseen todistus ei antanut algoritmista tapaa muodostaa ra-
tionaalista lauseketta darellisestd automaatista. Aiheesta kiinnostunut lukija

16ytéé algoritmisen todistuksen luentomonisteesta [15] tai kirjasta [17].

Esimerkki 2.3. Kun aakkosto on {0,1}, voidaan ajatella ettd sana w €
{0,1}* on bindériluku, jossa vihemmén merkitsevd numero on oikealla. T#l-

16in viidella jaolliset binadriluvut muodostavat sdannollisen kielen. Olkoon
Ls = {w € {0,1}" | w on bindériluku, joka on jaollinen viidella}.

Sitd vastaava automaatti on kuvassa 8. Tilat vastaavat jakojadnnoksid mo-
dulo 5 ja siirrokset d(q,7) = p vastaavat laskua 2¢g + ¢ = p mod 5 kaikilla

p,q € Q. Kielen L; méaarittava rationaalinen lauseke on

R(0,1) = (04 101 + 1(1 + 001*0)(101*0 + 0(1 + 001*0))*(11 + 001))*.

Kuva 8: Kieltd Ls vastaava automaatti.

Maéritelmansa nojalla rationaaliset kielet ovat suljettuja unionin ja ka-
tenaation suhteen. Seuraavaksi osoitetaan, ettd kahden rationaalisen kielen

leikkaus on myds rationaalinen kieli.
Lemma 2.6. Olkoot Ly ja Ly rationaalisia kielid aakkoston X yli. Silloin
(i) L1 = {w € ¥* | w ¢ L1} on rationaalinen kieli,

(i1) Ly N Ly on rationaalinen kieli.
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Todistus. Olkoon A deterministinen &érellinen automaatti, joka hyvéiksyy
kielen L;. Sana w vie automaatin tilaan ¢ ja sana hyviksytddn jos ja vain
jos tila ¢ on lopputila. Muutetaan automaatin lopputilat tavallisiksi tiloiksi
ja painvastoin. Nain muodostettu automaatti hyvaksyy sanan jos ja vain jos
alkuperédinen automaatti ei hyviksynyt sita. Siis on muodostettu automaatti,
joka hyviksyy kielen Ly sanat.

De Morganin lain mukaan L; N Ly = Ly U Ly. Koska Ly ja Ly ovat ratio-
naalisia, niin edellisen kohdan nojalla myos L, ja L, ovat rationaalisia. Siispé

myos LiULy ja L, U Ly ovat rationaalisia. O

2.3 Monoidiesityksista

Téssé alaluvussa kilyddan monoidiesitysteoriaa lapi ja osoitetaan, etta darel-
lisen automaatin syotefunktio on vapaan monoidin >* kongruenssi. Monoidie-
sityksistd voi lukea lisdd luentomonisteesta [14] ja sy6temonoideista kirjasta
[2].

Monoidi (M,-) on algebrallinen rakenne, joka on suljettu assosiatiivisen
binddrioperaation - suhteen. Lisdksi monoidissa on bindarioperaation neut-

raalialkio. Siis monoidi on neutraalialkiolla varustettu puoliryhma.

Maaritelma 2.7. Ekvivalenssirelaatio = on monodin M kongruenssi, jos

kaikille =, y, 2 € M ehdosta x = y seuraa (zx) = (zy) ja (z2) = (y=2).

Olkoon M puoliryhmé. Osajoukko 1), ¢ X C M generoi monoidin M
vapaasti, jos X U {1y} generoi monoidin M ja jokainen kuvaus «q joukosta
X monoidiin P voidaan laajentaa homomorfismiksi o : M — P, jonka
rajoittuma a|x = ap ja a(ly) = 1p. Sanotaan, ettd monoidi on wvapaa, jos

joku osajoukko generoi sen vapaasti.

Lause 2.8. Olkoon M monoidi. On olemassa dadrellinen tai ddreton aakkosto
Y ja epimorfismi : X* — M.

Todistus. Olkoon X monoidin M generoiva joukko ja olkoon > aakkosto,
jonka koko on | X|. Olkoon vy : ¥* — X bijektiivinen kuvaus. Koska >* on

vapaa, kuvaus ¢y voidaan laajentaa homomorfismiksi ¢ : »* — M. Tama
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homomorfismi on surjektiivinen, silld joukko X U {1/} generoi monoidin
M. O

Seuraus 2.9. Jokainen monoidi M on vapaan monoidin tekijamonoids.

Todistus. Edellisen lauseen nojalla on olemassa epimorfismi ¢ : >* — M.

Isomorfialauseen nojalla
M =37 [ ker(v).

Olkoon M monoidi. Silloin
M = (ay,a9,...|u; =v;(i € I)) tai M = (X | R)

on monoidin M esitys, jos ker(¢), missd 1 on lauseen 2.8 epimorfismi, on
sanamonoidin X* pienin kongruenssi, joka sisiltéa relaation R. Siis monoidin
generaattorijoukko on ¥ = {ay, as, ...} jau; = v;(i € I) on joukko relaatioita
sanoille u;, v; € X*. Esityksessé voi olla muotoa u = 1 olevia relaatiota, miké
tarkoittaa, ettd sana u voidaan lisédtd sanan keskelle tai se voidaan pyyhkié
sanasta.

Nyt sanamonoidin avulla voidaan antaa vaihtoehtoinen maéaritelma
kongruenssille. Olkoot u,v € X*. Merkitdéan v =g v monoidissa M, jos
u = xuy ja v = vy, joillain sancilla x,y € X* ja relaatiolla u; = v;
joukossa R. Edelleen, sanat u,v € ¥* ovat ekvivalentit monoidissa M, jota
merkitddn u = v, jos on olemassa &darellinen jono u = wuy,us,...,u, = v,
missa u; =g u;1q jokaisellas=1,2,....,n— 1.

Sanotaan, ettd monoidi M on ddrellisesti esitetty, jos sekd generaattori-
joukko ¥ etté relaatioiden joukko R ovat &dérellisia.

Koska jokainen ryhmé on monoidi, ryhmélle G = {1, g1, ¢, . . .} saadaan
esitys

ord(g; ..
<gl,gg---\gi (g)zl,gigjzgk(27161)>,

jossa ord(g) on alkion g kertaluku ja g;g; = g5 ryhmaéssa G.

Tarkastellaan syklisten ryhmien vapaan tulon esitysta.
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Lemma 2.10. Olkoon G = C, xCp, *...xC, . Merkitiin (¢;) = C,, kaikille

1 =1,2,...,n. Talloin ryhmallé G on ddrellinen esitys
(ciyco, |t = =...=cr=1).

Todistus. Olkoon G = C), xCp, x...xC,, . Kaikilla ¢ = 1,...,n vapailla teki-
joilla C; on esitys (¢; | ¥ = 1). Vapaan tulon méaritelmén nojalla ryhmé G
sisaltdd ryhmien C; isomorfiset kuvat. Joten ryhmén G esityksen generaat-
torijoukossa on oltava jokaisen ryhméan C),, generaattori. Samoin jokaisen re-
laation ¢ on oltava ryhmén G relaatioiden joukossa, silld muuten ryhmén

C; isomorfinen kuva ei sisaltyisi ryhméaén G. ]

Edellinen lemma pétee yleisemminkin. Olkoon G = G * Gy % ... x G,
jossa G; = (S;| R;) kaikilla @ = 1,...,n. Silloin ryhmélld G on esitys
(S1USU...US, | RiURyU...UR,). Vapaan tulon esityksista voi lukea
lisdd kirjasta [18].

Palataan takaisin deterministisiin dérellisiin automaatteihin. Siirtyma-
funktion ¢ sijaan tarkastellaan sydtefunktioita o, : Q — @, jotka kuvaavat
tilan muutosta tietylld syotteella. Siis d,(q) = ¢’ jos ja vain jos 6(q,a) = ¢
Syotefunktio voidaan my6s méaritelld luonnollisella tavalla epadeterministi-

sille automaateille, mutta tassé tarkastelussa sille ei ole tarvetta.

Esimerkki 2.4. Esimerkin 2.2 kieltd Ly = {b"ab™ | n,m > 0} vastaavan
deterministisen automaatin syotefunktio on d,(q0) = f, 0(q0) = qo ja 0u(f) =

f, kun ¢g on alkutila ja f on lopputila.

Sy6tefunktio  yleistyy mielivaltaisille syotejonoille luonnollisella tavalla:
kun w = au, silloin 6,,(¢) = 6,(da(q)). Vaikka erilaisia sytejonoja on &ére-
ton madrd, nimittdin |3X*| verran, erilaisia syotefunktioita on kuitenkin vain
aarellinen maéra, silld ne ovat kuvauksia déarellisestd joukosta () darelliseen

joukkoon. Téta tarkastellaan tarkemmin seuraavassa lemmassa.

Lemma 2.11. Olkoot A deterministinen ddrellinen automaatti ja u,v € 3*.
Silloin relaatio = saanndlld u = v jos ja vain jos 6,(q) = 0,(q) kaikilla tiloilla

q € QQ on joukon X* ekvivalenssirelaatio.
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Todistus. Relaatio = on refleksiivinen, silla d,(¢) = 0,(¢q) kaikilla ¢ € @
ja u € ¥*, jolloin v = wu kaikilla v € ¥*. Jos u = v ja v = w, joillain
w,v,w € X* niin §,(q) = 0,(q) ja d,(q) = dw(q) kaikilla ¢ € @, jolloin
0u(q) = 04,(q). Eli relaatio = on transitiivinen. Se on lisdksi symmetrinen,
silld jos u = v, niin 0,(q) = 6,(q) kaikilla ¢ € @) ja v = u. Siispé relaatio =

on ekvivalenssirelaatio. O

Koska = on ekvivalenssirelaatio, se partitioi joukon ¥* ekvivalenssiluok-
kiin [u]. Kaikkien sanojen joukko ¥* on vapaa monoidi, joten seuraavaksi

tarkastellaan miten sen rakenne muuttuu partitioinnin jalkeen.

Lause 2.12. Olkoot A deterministinen dadrellinen automaatti yli aakkoston
Y ja = ekvivalenssirelaatio joukossa ¥*, jonka syotefunktio mddrittdda. Ol-
koon I¢ kaikkien relaation = ekvivalenssiluokkien joukko. Kun mddritellddn

ekvivalenssiluokille tulo [u][v] = [uv] kaikille [u], [v] € I¢, niin I on monoidi.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd tulo on hyvinmaéaéaritelty funktio. Olkoot u’ €
[u] ja v" € [v]. Nyt ekvivalenssiluokan mééritelmén nojalla v’ = u,v’ = v ja
siten 0,/ (q) = 0.(q), 6w (q) = 0,(q) kaikilla ¢ € Q. Osoitetaan, ettd [u'][v'] =
[u'v'] = [uv]. Nyt jokaiselle ¢ € Q) pétee

6u/v’(q) = 5@’(6u/(Q)) = 5v(5u(Q)) = 5uv(Q)>

silla v/ = u ja v’ = v. SiiSpé Oy = 0yyp. Joukko I¢ on suljettu, silla ekvivalens-
siluokkien tulo on ekvivalenssiluokka, johon edustajien katenaatio kuuluu.

Joukko on selvisti assosiatiivinen, nimittdin olkoot [u], [v], [w] € I¢. Silloin

([u][o])[w] = [wv][w] = [uvw] = [ul[vw] = [u]([v][w]).

ja
[e][u] = [eu] = [u].

Siis 1¢ on monoidi, miké oli todistettava. O
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Edellisen lauseen nojalla ekvivalenssirelaatio = on vapaan monoidin >*
kongruenssi. Kun A on DFA| niin silloin sanotaan, ettd ¢ = ¥*/ = on au-
tomaatin A systemonoidi ja I = X1/ = on sydtepuoliryhmd. Koska ekviva-
lenssiluokkaan [e] voi sisdltyd muitakin sanoja kuin tyhja sana e, myos I voi
olla monoidi.

Olkoon M &érellisesti esitetty monoidi, jonka generaattorijoukko on X.
Sen rationaalinen osajoukko H on sy6temonoidi, joka on monoidin M osa-
joukko. Toisin sanoen se on maéaritelty deterministisen aérellisen automaatin
A avulla. Jokainen sana yli aakkoston 3, jonka A hyvéksyy, on osajoukon
H alkion edustaja ja jokainen H:n alkio on edustettu jollain sanalla, jonka
automaatti A hyviksyy.

Rationaalinen osajoukko voidaan maarittaa ekvivalentisti kdyttéaen ratio-
naalisia lausekkeita. Olkoon ) C M, jossa M on monoidi. Osajoukko ) on
rationaalinen, jos Q = ¢(R(ay,...,a,)), missd R(aq,...,a,) rationaalinen
lauseke ja ¢ on sijoitus, joka kuvaa jokaisen kirjaimen a; alkioksi monoidista
M.

Esimerkki 2.5. Olkoot Dy = {(a,b | a®> =b* =1, ab = ba) dihedraaliryhmé
ja @ = {1,a} sen osajoukko. Nyt @) on rationaalinen osajoukko. Nimittain
olkoot R(c,d) = ¢* + (c*d(d?)*c*d(d*)*c*)* ja ¢ : ¢ — a,d — b. Téllsin
Q = p(R(c,d)). Kuvassa 9 on esitetty rationaalisen osajoukon ) hyviksyva
automaatti yli aakkoston {c, d}, jossa on siirros d(q, ¢) = ¢’ (vast. §(q,d) = ¢')

jos ja vain jos ryhméssd Dy on ga = ¢’ (vast. ¢b = ¢).

Cc

Q. 19
3

Kuva 9: Rationaalisen osajoukon () hyviksyvéd automaatti.
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3 Ratkeavuudesta

Téassé luvussa tarkastellaan paatantdongelmia ja niiden ratkeavuutta. Paa-
tantdongelma koostuu syotteista ja kuhunkin syotteeseen liittyvéstd KYLLA
tai EI vastauksesta. Voidaan siis ajatella, ettd se on kuvaus syotteiden jou-
kosta I joukkoon {0,1}. Algoritmilla tarkoitetaan mekaanista menetelméaé,
jolla tarkastettava ongelma voidaan ratkaista. Algoritmi koostuu déarellisesta
médrasta ohjeita, mutta sen suorittaminen saattaa vaatia mielivaltaisen pit-
kén ajan tai madran muistia. Ongelmaa sanotaan ratkeavakst, jos on olemassa
joku algoritmi, joka ratkaisee sen. Tamén algoritmin ei tarvitse olla tehokas,
vaan pelkkéd olemassaolo riittda. Kaikki paatdntdongelmat eivéit ole ratkea-
via, vaan on olemassa ratkeamattomia ongelmia. K. Godel [10] osoitti, ettd
ratkeamattomia ongelmia on olemassa ja A. Church [9] antoi ensimmaéisen
konkreettisen ratkeamattoman ongelman. Turingin koneista ja ratkeamatto-
muudesta voi lukea lisié luentomonisteesta [15] tai kirjasta [29].

Jos paatantdongelmalla on vain darellinen maara syotteité, niin se ei voi
olla ratkeamaton. Nimittain jos syctteita on n kappaletta, niin on olemassa 2™
erilaista algoritmia, joissa on kaikki mahdolliset eri kombinaatiot KYLLA ja EI
vastauksia kaikille syotteille. Naisté algoritmeista jokin on oikea, silld kaikki
mahdolliset vastausvaihtoehdot on kdyty lapi. Ei kuitenkaan ole ilmeista mika

néistd algoritmeista on se oikea, ainoastaan, etté jokin on.

Esimerkki 3.1. Osoitetaan, ettd ongelma "Onko annettu rationaalinen kieli
L tyhja?” on ratkeava.

Olkoon A aérellinen automaatti, joka hyviksyy kielen L. Selvésti L ei ole
tyhja jos ja vain jos automaatissa on polku alkutilasta gg johonkin lopputilaan

f € F. Polun olemassaolo voidaan tarkistaa esimerkiksi graafin syvyyshaulla.

Esimerkki 3.2. Osoitetaan, ettd ongelma "Onko L; C Lo annetuille ratio-
naalisille kielille L;, Ly?” on ratkeava.

Tama voidaan ratkaista kiayttdmalla edellisen esimerkin algoritmia kielen
tyhjyydelle ja lemman 2.6 algoritmeja. Joukko-opista tiedetddn seuraavat
ekvivalenssit:

LiCLye Li\L=0& LiNL,=0.
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Turingin kone on A. Turingin kehittdmaé teoreettinen automaatti, jota
kiytetddn algoritmin médritelménd. Artikkelissaan [30] Turing osoitti, etta
on olemassa universaali Turingin kone, joka pystyy simuloimaan mielivaltais-
ta Turingin konetta ja ettéd niin kutsuttu pysdihtymisongelma on ratkeamaton.
Turingin kone koostuu darettomasta, ruutuihin jaetusta tyonauhasta ja lu-
kupéasté, joka lukee nauhalta symboleja, kirjoittaa sille ja liikkuu nauhalla.
Tarkemmin sanottuna, Turingin kone on seitsikko M = (Q, >, T, 9, qo, B, h),

missa:
(i) @ on &érellinen joukko tiloja.
(ii) X on sy6teaakkosto.

(iii) T' on nauha-aakkosto. Oletetaan, ettd ¥ C T, silld syote kirjoitetaan
nauhalle, ja ettd QN T = 0.

(iv) ¢ on siirtyméfunkio eli kuvaus Q \ {h} xI' = @ x ' x {L, R}. Siirtyma
d(q, X) = (p,Y, L) tarkoittaa, ettd kun kone on tilassa ¢ ja lukee sym-
bolin X, koneen tila muuttuu tilaksi p, nauhalle kirjoitetaan symboli Y
ja lukupédd siirtyy vasemmalle. Samoin mééritelldén 6(q, X) = (p, Y, R),

mutta lukupéa siirtyy oikealle.
(v) qo on alkutila.
(vi) B €T\ ¥ on tyhjin ruudun symboli.
(vii) h on lopetustila.

Alussa syote w kirjoitetaan tyonauhalle ja kaikkialle sen ympaérille kir-
joitetaan tyhja symboli B. Kone on tilassa qq ja lukee syotteen ensimmaista
kirjainta, jonka jélkeen toimitaan siirtyméafunktion ¢ ohjeiden mukaan. Kone
M hyvaksyy syotteen, jos se pysdhtyy lopputilassa h, muuten hylkdd. Huo-
mataan, ettd kone ei valttamatta pysahdy kaikilla syotteilld, mutta algorit-
mi kiyttad masritelmansa nojalla darellisen méarén aikaa. Siispa algoritmit
maéaritelladn Turingin koneiksi, jotka pysahtyvét kaikilla syctteilla.

Olkoot koneen lukupéé tilassa ¢ kirjaimen a kohdalla ja nauha muotoa

xay, jossa x on vasemmalle ja y oikealle darettomia. Selvasti kullakin hetkell&
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nauhalla on vain darellinen méara tyhjasta symbolista B eroavia symboleita,
joten esitetdén koneen konfiguraatio sanalla o = uqav, jossa sana u (vast. v)
on sanan x (vast. y) lyhin suffiksi (vast. prefiksi), joka sisaltda kaikki tyhjasta

symbolista eroavat kirjaimet. Tarkemmin,

a € ({e} UT\{BHIM)QUT(T\{B} U {e})).

Jos kone on konfiguraatiossa a = ugav hetkell ¢ ja seuraava konfiguraatio on
£, niin silloin merkitdan o = 8. Merkitdan a F* [ jos on olemassa aérellinen
jono a = ay,Qa,...,a, = [, missd «a; F a1 jokaisella i = 1,2,...,n — 1.

Kieli, jonka Turingin kone M hyviksyy on
L(M) ={w|w e X" ja gw " uhv, joillekin u,v € T'"}.

Esimerkki 3.3. Olkoon M = ({q,p,h},{a, B},{a, B},d,q, B,h) Turingin

kone, jossa siirtyméafunktio ¢ on

d(q,a) = (p,a,L), 6(q, B) = (p,a, R),
5(177 a) = (hvav L)v 5(13, B) = (qaaaL)'

Kone M toimii tyhjélla syotteelld seuraavasti:

qgB F apB F qaa - pBaa - gBaaa - apaaa F haaaa.

Maaritelladn koodaukset Turingin koneelle M. Voidaan olettaa, ettd
koneen M syoteaakkosto on {0, 1}, silld suurempi aakkosto voidaan koo-
data bindérisanoiksi. Lisiksi oletetaan, etta tilat Q@ = {qi1,...,¢.}, jossa
¢ on alkutila, ¢, on lopputila ja aakkosto I' = {X;,Xs,..., X,,}, jossa
Xy = 1,Xy = 0 ja X3 = B. Merkitddn D; = L ja Dy = R. Olkoon
3(gi, X;) = (qx, Xi, Ds) siirtyméfuktion sallima siirros. Sitd vastaa yksikésit-
teinen sana ¢; ; = 1°01701%01'01°. Nyt koko konetta M vastaava binéérisana

on

¢(M) = 0001"001"00¢; 100¢1 200 - - - ¢5,—1,,000.

On luontevaa samaistaa Turingin kone M koodauksensa ¢(M) kanssa.
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Esimerkki 3.4. Edellisen esimerkin Turingin koneelle M koodaus

c¢(M) = 00011001100101011010100 101101101011 00
C1,1 C1,2

110101110101 00 11011010101 000.

c21 C2,2

Nyt voidaan muodostaa universaali Turingin kone, joka pystyy simuloi-
maan mielivaltaisen Turingin koneen koodauksen. Universaalin Turingin ko-
neen rakennetta ei kiyyda téssd tutkielmassa ldpi. A. Turingin suunnittele-
man universaalin koneen rakenne 16ytyy artikkelista [30]. Artikkelissaan [24]
Y. Rogozhin kiy ldpi universaaleja Turingin koneita, joissa on mahdollisim-

man pienet tilajoukko @) ja aakkosto I'.

Lause 3.1. Olkoon Lq = {c(M) | M ei hyviksy sanaa c(M)}. Ongelma

"Onko w € L7 ei ole ratkeava.

Todistus. Oletetaan, ettd ongelma on ratkeava ja olkoon M, Turingin kone,
joka hyvéksyy kielen L; sanat. Annetaan koneelle M, sy6tteeksi c¢(My). Ole-
tetaan ensin, ettd kone My ei hyviiksy sanaa c¢(My). Silloin kielen L; mééri-
telmén nojalla ¢(My) € Ly. Tama ei ole mahdollista, silla silloin kone M, hy-
viksyy sanan ¢(My). Oletetaan sitten, ettd kone M, hyvéiksyy sanan c¢(M,).
Silloin ¢(My4) ¢ Ly ja siis kone My ei hyviksy sanaa c¢(My). Molemmissa

tapauksissa pdadytadan ristiriitaan, joten ongelma on ratkeamaton. O

Edellinen lause antoi ensimmaéisen ratkeamattoman ongelman, jonka avul-
la todistetaan seuraavat ongelmat ratkeamattomiksi kiayttdaen reduktiota. Re-
duktiolla tarkoitetaan, ettd ongelma voidaan ratkaista kiyttden toista ongel-
maa. Tarkemmin, jos ongelma P redusoituu ongelmaan P’, niin miki tahansa
ongelman P instanssi ¢ voidaan muuttaa ongelman P’ instanssiksi i’ siten,
ettd 7 on ongelman P positiivinen instanssi jos ja vain jos i’ on ongelman
P’ positiivinen instanssi. Jos ongelma P redusoituu ongelmaan P’, niin kéy-
tetddn merkintdd P < P’. Reduktiossa voidaan myos muuttaa ongelman P
positiiviset instanssit muutetaan ongelman P’ negatiivisiksi instansseiksi ja
painvastoin. Jos halutaan osoittaa ongelma P’ ratkeamattomaksi, niin se re-

dusoidaan johonki tunnettuun ratkeamattomaan ongelmaan P. Talléin on-
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gelman P’ on oltava ratkeamaton, silld muuten sen avulla voitaisiin ratkaista
ongelma P, joka tiedetdén ratkeamattomaksi.

Maaritelladn pysédhtymisongelma HALT(M, w).

HArTr(M,w)
SYOTE: Turingin kone M ja sydte w.
ONGELMA: Hyvéaksyyko Turingin kone M syotteen w?

Edellisen lauseen seurauksena saadaan luonnollisempi tulos. Nimittéin

nyt voidaan osoittaa, ettd ongelma HALT(M, w) ei ole ratkeava.

Seuraus 3.2. Pysdihtymisongelma HALT(M, w) ei ole ratkeava.

Todistus. Tehdaén vastaoletus, ettd HALT(M, w) on ratkeava. Olkoot
L, ={(M,w) | M on Turingin kone, joka hyviiksyy sanan w}

ja M, Turingin kone, joka hyviksyy kielen L, sanat. Muodostetaan Turingin
kone My, joka hyviksyy lauseen 3.1 kielen L, sanat. Syotteelld w kone My
tarkistaa onko sana w jonkin Turingin koneen koodaus. Jos ei ole, silloin kone
M, ei hyviksy sanaa w. Jos w = ¢(M), jollekin Turingin koneelle M, silloin
kone M, simuloi koneen M, syotteelld (w,w).

Jos M, hyviksyy syotteen (w,w), silloin My hylkdd sanan w ja jos M, ei
hyvéksy sy6tettd (w,w), niin silloin M, hyviksyy sanan w.

Eli kone M, hyvaksyy sanan w jos ja vain jos se on jonkun Turingin koneen
M koodaus, joka ei hyviksy omaa koodaustaan. Siis M, hyviksyy kielen L,

sanat, miké ei ole mahdollista. Siispd HALT(M, w) ei ole ratkeava. O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Postin vastaavuusongelma PCP(Ly, Lq) ei
ole ratkeava. Témén tuloksen E. Post todisti artikkelissaan [22]|. Mé&é&ritellddn
ongelma PCP (L4, Ly).

PCP (L4, Ls)

SYOTE: Listat sanoja Ly = {uy,us,...,ug}, Ly = {v1,ve, ..., vk}

ONGELMA: Onko w; g, « - - u;; = vy, vy, -+ - vy, jollain indeksijonolla
i1,00 ..., 057
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Kuten Turingin koneiden koodauksessakin, voidaan olettaa, ettd kaikki
sanat w; ja v; ovat yli aakkoston {a,b}, silld suurempi aakkosto voidaan
koodata bind&rimuotoon.

Toinen tapa méaritellda Postin vastaavuusongelma on, ettd listojen L; ja
Lo sanaparit muodostavat dominoita, joiden yla- ja alapuoliskoilla on vas-

taavat sanat. Siis syGtteend on joukko

Ul 2] B}

ja kysytéddn, saadanko néistd dominojono, jossa yld- ja alapuoliskoilla on

samat sanat.

Esimerkki 3.5. Olkoot
ab | bb aaa
Pl‘ﬂ@_ ’ {%HE]}
aa] [aba
P, = — - -
=)
Joukolla P; on ratkaisu, nimittain

) [ [ 2] )

jossa molemmilla riveilld on sana abbbaaaaaa. Joukolla P, ei ole ratkaisua,

ja

=

S
[T
——

silla jokaisessa dominossa ylarivilla on enemmén kirjaimia kuin alarivilla.

Lemma 3.3. Muokattu Postin vastaavuusongelma MPCP, jossa vaaditaan,
ettd joukon ensimmdinen domino on ratkaisussa ensimmdisend ei ole ratkea-

va.

Todistus. Oletetaan, ettd muokattu Postin vastaavuusongelma on ratkeava.

Muodostetaan Turingin kone M,,, joka méaaraa kielen
L, = {(M,w) | M on Turingin kone, joka hyvéksyy sanan w}.

Olkoon M = (Q,%,T,6,qo, B, h) Turingin kone. Tavoitteena on muodostaa
sellainen dominojoukko P, jolle voidaan muodostaa muokatun Postin vas-
tavuusongelman mukainen sana jos ja vain jos kone M hyviksyy sanan w.
Voidaan olettaa, ettd koneen M lukupéd ei ikind siirry syotteen ensimmaéisen

kirjaimen vasemmalle puolelle.
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(1)

(i)

(iii)

(vii)

#
HaowH

visen instanssin on alettava talla dominolla, joten alapuoli alkaa koneen

Lisatdan domino [ } joukon P ensimmaiseksi dominoksi. Positii-

M ensimmiisella konfiguraatiolla.

Jokaiselle a,b € T' ja jokaiselle ¢,p € Q. Jos 0(¢q,a) = (p,b, R), niin

qa

silloin lisdtdadn domino i joukkoon P. Télla simuloidaan lukupéin

siirtymiset oikealle.

Jokaiselle a,b,c € T ja jokaiselle ¢,p € Q. Jos d(q,a) = (p,b, L), niin

silloin lisdtdan domino [%] joukkoon P. Téalla simuloidaan lukupéaan

siirtymiset vasemmalle.

Jokaiselle a € I' lisdtdan domino [ﬂ joukkoon P. Tamén avulla ne

ruudut, joissa ei ole lukupaaté, pysyviat muuttumattomina.

Lisdtadn dominot [%} ja [%] joukkoon P. Nailld dominoilla paatetaan
konfiguraatio.

Jokaiselle a € T' lisdtaan [%} ja [};L—“} joukkoon P. Nama dominot mah-

dollistavat tyonauhan tyhjentdmisen sen jéalkeen kun kone on siirtynyt

lopputilaan.

he##
#

tasmaamaan.

Lisdtaan [ } joukkoon P. Télld dominolla saadaan yla- ja alarivit

Konstruktiosta ndhdéan, ettd kone M hyvaksyy sanan w jos ja vain jos

joukko P on muokatun Postin vastaavuusongelman positiivinen instanssi.

Joten ongelma MPCP ei ole ratkeava. [l

Lause 3.4. Ongelma PCP ei ole ratkeava.

Todistus. Edellisen lemman konstruktio ei suoraan kiy tdméan tuloksen to-

distamiseen, silld vaiheessa (iv) muodostetut dominot ovat itsessdén positii-

vinen ratkaisu. Olkoon w = wiws - - - w,. Méaéritelladn sanat xw, wx ja *w*

seuraavasti

*W = W71 kW k- X Wy,
Wk = Wiy * Wy * *+ % Wy*,
*Wk = kW71 k Wog k « -k Wk,
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joissa * on uusi symboli. Olkoon
{[UI} ’ [uﬂ Y [Uk}}
(%1 (%) Vi

MPCP:n instanssi. Olkoon
P S B SR R x| 0
n svrk | ok | T | vak | Lok L0 ’

missd ¢ on uusi symboli. Nyt P’ on ongelman PCP syote. Positiivisen vas-

*U1
*V1*

tauksen on pakko alkaa dominolla [ ] , silld se on ainoa domino, jossa mo-

lemmat puolet alkaavat samalla symbolilla. Dominon [%] avulla saadaan

puuttuva * ylarivin loppuun. Siispd ongelma PCP on ratkeava jos ja vain jos

ongelma MPCP on ratkeava. Niin ollen ongelma PCP on ratkeamaton. [J

Esimerkki 3.6. Olkoon M = ({q,p, h},{a},{a,b},d,q,b,h), jossa siirtymé-
funktio § on d(q,a) = (p,a, R), §(¢,b) = (h,b,R), d(p,a) = (q,a, R), siis
kone, joka hyviksyy parillisen pituiset sanat. Koneen toimintaa syotteelld

w = aa vastaava muokatun Postin vastaavuusongelman dominojoukko on
P _ # qa qb pa a
- mar L) i) [5] 2]
b # # ah bh h##
i) ) Gl [0 3] 5
Koska sanan aa pituus on 2, niin voidaan muodostaa virheetén dominoketju
# qa| lal [#]| [a]| |pa| | # | [a]|a] [qgb]| |#
e Lo (5] [ (2] L) o (2] 21 3] [
allal [oh] [#] [a] [ah] [#] [ah] [#] [ h##
B E ] R ) B

Taméan dominoketjun molemmilla riveilld on sana

#qaa#HapaFHaaqb#aabh#aah#ah#h##.
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4 Matriisien ratkeavuustuloksia

Téassd luvussa tarkastellaan matriisien kuolevuusongelmaa ja sen variaa-
tioiden ratkeavuutta. Maaritellidn kokonaislukumatriisien kuolevuusongel-

ma MORT(n).

MoRT(n)
SYOTE: Adrellinen matriisijoukko {M, My, ..., My},

jossa jokainen matriisi on kokoa n x n.
ONGELMA: Onko M; M;, --- M;; = O jollain

indeksijonolla iy, %9, ..., 7;7

Siis kuolevuusongelmassa kysytain sisdltyyko nolla-alkio annettujen al-

kioiden generoituun puoliryhméén.

Esimerkki 4.1. Olkoon F' = {M;, Ms,..., My}, missd jokainen matriisi
Mi S MQ(Z+> Olkoot

ja

Niiden kahden matriisien tulo on

aa' +bcd  ab + bd’)

M;M; =
! <ca'+db' cb' + dd'

jossa jokainen alkio on suurempi kuin nolla. Siispa joukko F' ei ole kuoleva.

Esimerkki 4.2. Olkoon F' = {A, B}, missid A= (% ?)jaB = (}1). Joukko

F' on kuoleva, silla

w6 ()

AB*AB* = O.

ja
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Olkoon w = ajay - - a,, € {1,2,3}* ja o(w) sen esitys kannassa 4. Siis
o(W) = @y +4ap_1 + ...+ 4™ ta;.
On selvad, ettd kuvaus o on injektio ja sanoille u ja v on voimassa
o(uww) = o(v) + 4"o(u).

Seuraavaksi yhdistetddn 3 x 3 matriisi sanoihin wu, v:

gl 000
M,,=1 0 4P 0
o(u) o) 1

Lemma 4.1. Kaikille u,v,z,y € {1,2,3}* on voimassa My M, = Mz y.
Todistus. Suoraan laskemalla ndhdéan, etta

4lul 0 0 4zl 0 0

My M,, = 0 4kl 0 0 4kl o
o(u) o) 1 o(x) o(y) 1
4lulglz] 0 0
— 0 Alvl4lyl 0
4elo(u) +o(z) Vo) +oly) 1
gl 00
= 0 4ol 0 | = Mgy

o(ur) o(vy) 1
O
Edellisen lemman nojalla kuvaus (u, v) — M, , on monoidihomomorfismi.
Lause 4.2. Ongelma MORT(3) ei ole ratkeava.

Todistus. Osoitetaan, ettd jos ongelma MORT(3) on ratkeava, niin silloin
ongelma PCP on ratkeava. Lauseen 3.4 nojalla PCP ei ole ratkeava, kun

sanat ovat binadériaakkoston yli. Olkoot

L1 = {U,l,UQ, e ,Uk},

L2 = {Ul,'UQ, cee ,Uk}7
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ongelman PCP syote, jossa kaikki sanat ovat aakkoston {2,3} yli. Muodos-

tetaan matriisijoukko F', jossa on matriisit M; = My, ,,, M = M,, 1., kaikille

1 =1,2,...,k ja matriisi
1 0 1
A=1]-1 0 -1
0 0 0

Matriisi A on idempotentti, siis A% = A ja
AM, A = (4 + o(2) — o(y))A. (2)
Huomataan, etta AM, ,A = O jos ja vain jos
o(y) = 4" + o(z) = o(12),

toisin sanoen jos ja vain jos y = lx. Osoitetaan, ettd joukko F' on kuoleva
jos ja vain jos télle ongelman PCP syotteelle on ratkaisu.
Oletetaan ensin, ettd ij,is,...,%,;, on ratkaisu. Siis wu;u;, ---u;, =

Viy Uiy * V4, Silloin

M’L'/l MigMig, e MZm = Mx,y7
jossa & = w;, Uy - - Wi, jay = 1v;, v, - - v;,,. Nyt y = 1z, joten AM, ,A = O.
Siispé joukko F' on kuoleva.

Seuraavaksi oletetaan, ettd joukko F' on kuoleva. Siis

jossa
kaikilla indekseilld j. Toisin sanoen matriisi W; on matriisien M;, M] epétyhja
tulo. Jokainen matriisi W; on muotoa M, , joillekin sanoille z,y € {1, 2, 3}",

joten yhtélén (2) nojalla matriisit AIW;A ovat matriisin A skalaarimoniker-
toja. Siis AW;A = a;A, jollekin luvulle a;. Nyt

= alagAW3A cee AWmA = aag - -+ amA.

34



Siispé jokin kertoimista on nolla. Olkoon a; = 0 ja siis AW;A = O. Olkoon
W; = M,,. Yhtdlon (2) nojalla x = 1y. Koska sana u on yli aakkoston {2, 3},
niin on oltava

Wj = M M, My - - - M;

m)

joillekin luvuille 71,49, ..., 4. Nyt
xr = ui1ui2 e Uim
Yy = Uil iy
ja x = ly, joten iy, 19, ..., %, on ongelman PCP kyseisen instanssin ratkaisu.

[
Seuraus 4.3. Ongelma MORT(n), jossa n > 3, ei ole ratkeava.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd n X n matriisien kuolevuus on ratkeavaa,
kun n > 3. Silloin my6s 3 x 3 matriisien kuolevuus on ratkeavaa. Nimittéin
joukko F' = { My, Ms, ..., My}, jossa jokainen matriisi M; on 3 X 3 kokonais-

lukumatriisi, on kuoleva jos ja vain jos joukko F' = {Mj, M}, ..., M|} on
kuoleva, missé
e < M, Om,)
' Osxr Orxy
kaikilla indekseilld i = 1,...,k jar =n — 3. O]

Tarkastellaan ongelmaa MORT, (n), jossa annettujen matriisien alkiot

ovat ei-negatiivisia.
Lause 4.4. Ongelma MORT, (n) on ratkeava.

Todistus. Olkoon F' = {Ay,..., An,}. Méadritellddn kuvaus p(A) = A', jossa
matriisin A alkio on 0 (vast. 1) jos ja vain jos matriisissa A vastaava alkio on 0
(vast. suurempi kuin 0). Nyt .S = (F'), missé binddrioperaatio * on mééritelty
siten, ettéd A x B = p(AB), on puoliryhmé. Erilaisia bindérimatriiseja on 2"
kappaletta, joten |S| < 2n* . Téstd johtuen jos matriisi A € S, niin se on
alle 27 generaattorin tulo. Muodostamalla kaikki mahdolliset tulot, voidaan
todeta onko O € S, jolloin joukon F' matriisien tulo on nollamatriisi samoilla
indekseilla. [
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T4lla hetkelld ei tiedetd onko ongelma MORT(2) ratkeava vai ei. Seuraa-
vissa alaluvuissa osoitetaan, ettd ongelman MORT(2) jotkut erikoistapauk-
set ovat ratkeavia. Namé erikoistapaukset ovat MORT(2, 2), jossa syOtteend
on kaksi matriisia, ja MORT'(2), jossa matriisien determinantti on 0 tai 4-1.
Mééritelldén ongelmat MORT(2,2) ja MORT'(2).

MORT(2,2)

SYOTE: Matriisijoukko {M;, Ms}, jossa molemmat matriisit ovat
kokoa 2 x 2.

ONGELMA:  Onko M; M, --- M;, = O joillain indekseilld iy, ... ,4;7

MOoRT'(2)

SYOTE: Adrellinen matriisijoukko { My, My, ..., M}, jossa jokainen
matriisi on kokoa 2 x 2 ja determinantti on 0 tai +1.

ONGELMA: Onko M M;, --- M;; = O joillain indekseilld 7y, ..., ;7

4.1 Ongelman MORT'(2) ratkeavuudesta

Téssa alaluvussa osoitetaan, ettd 2 x 2 matriisien kuolevuus on ratkeavaa,
kun rajoitutaan matriiseihin, joiden determinantti on 0 tai +1. Esitys seuraa
artikkelia [20].

Seuraavan lemman avulla 2 x 2 rationaalisen matriisin A kuvalle Im4 ja

ytimelle Ker 4 voidaan valita tiettya tyyppia olevat generaattorit.

Lemma 4.5. Olkoon A € M3(Q) siten, ettirank(A) = 1. Silloin Im4 (vast.
Kery) sisdltid vektorin (z,y) € Z?, jolle pitee syt(z,y) = 1.

Todistus. Olkoon A € M5(Q) ja rank(A) = 1. Koska matriisin A aste on 1,

se on muotoa
. a b ’
Aa b

jollekin a, b, A € Q. Molemmat a ja b eivat voi olla 0, sillda muuten matriisin
A aste olisi 0. Voidaan rajoituksetta olettaa, ettd a # 0. Merkitdan A = p/q
joillekin p, q € Z ja syt(p,q) = 1. Nyt kuva Im,4 on

A(u) _ ( au + bv )
v A(au + bv)
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Valitsemalla v = 1/a ja v = 0, saadaan haluttu kuvavektori ¢(1,\)? =
(¢,p)T. Ytimen tapauksessa ratkaisemalla yhtils A(%) = (9) nihdién, ettd

vektori (u,v)T voidaan valita siten, ettd (u,v)T € Q. Nimittiin

() ()= (o )= (0)

jos ja vain jos u = —gv. Siis on olemassa minimaalinen n € N siten, etta

n(u,v)? € Z? ja timi on haluttu vektori. O

Tutkittaessa matriisien kuolevuutta ei tarvitse tarkastella kaikkia mah-
dollisia tuloja, vaan voidaan rajoittua seuraavan lemman mukaisiin tuloihin.

Seuraava lemma todistetaan rationaalisille matriiseille lausetta 4.17 varten.

Lemma 4.6. Adrellinen joukko 2x2 matriiseja F = {Ay,..., An} € M3(Q)

on kuoleva jos ja vain jos on olemassa k € 7Z ja kokonaisluvut i1, ...,1, €
{1,...,m}, joille on voimassa
Ay Ay = O,

rank(A;.) = 2,jos1<j <k,

i
rank(A;;) < 2,josj=1taij=k.
Todistus. Oletetaan, ettd F' on kuoleva. Silloin on olemassa minimaalinen

k> 2, jolle A; ---A;, = O. Matriisit A;, ja A;, ovat singulaarisia, silla

muuten
S ATA - AAT = 0
A d Aiz e Aik_l = O?

miké on ristiriidassa luvun & minimaalisuuden kanssa.
Olkoon j > 2 pienin kokonaisluku, jolle rank(A4;) < 2. Merkitéén,
A“A :BJa AIJA% = (. Koska A“Alk :BC:O, mat-

riisi B kuvaa matriisin C' kuvan Im¢ nollaksi. Lisdksi, Ime on matriisin A,-j

ij,1
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kuva ja sen dimensio on 1. Selvésti Im¢ C Im a;,- Lisdksi luvun £ maaritel-
mén nojalla, kuvan Ime dimensio ei voi olla 0 ja se on korkeintaan 1, silld
rank(A;;) < 2. Nyt sekd Im¢ ettd Im A;, ovat yksiulotteisia ja niilla on gene-
raattorit z ja y. Lemman 4.5 nojalla generaattorin alkioiden suurin yhteinen
tekija on 1 ja koska z € ImAij, niin valttamattad x = y, jolloin Imo = Imy, .
Siispd BA;, = Ay, -+ A

J
A;; = O. Luvun k£ minimaalisuuden nojalla j = k,
miké todistaa vaitteen. Toiseen suuntaan véiite on ilmeinen. O

ij—l

Joukko F' voidaan jakaa kahteen erilliseen joukkoon
S={AecF | rank(A) <2} ={51,..., 5}

ja
R={A€ F|rank(A) =2} ={Ry,...,R,}.

Voidaan olettaa, ettd molemmat joukot ovat epétyhjid. Nimittéin, jos S = (),
niin edellisen lemman nojalla F ei ole kuoleva. Jos taas R = (), niin lemman
nojalla riittaa tarkastella parittaisia tuloja joukon S matriiseista. Liséksi voi-
daan olettaa, ettd rank(S;) = 1 kaikille ¢ € {1,...,k}, silld muuten O € S,
jolloin F' on triviaalisti kuoleva.

Merkint6jen helpottamiseksi, jokaiselle matriisille S; € S, merkitdan
Im; = Img, ja Ker; = Kerg,. Lisdksi merkitddn ¢; (vast. ;) lemman 4.5

mukainen generaattori kuvalle Im; (vast. ytimelle Ker;).

Lause 4.7. Jos O ¢ F, niin F' on kuoleva jos ja vain jos Klm; = Ker;,
joillain i,5 € {1,...,k} ja K € (Ry,...,Ry,).

Todistus. Oletetaan, ettd F' on kuoleva. Viite seuraa lemmasta 4.6. Nimit-
tain sen nojalla on olemassa K € (Ry,...,R,) jai,j € {1,...,k} joille pa-
tee S;KS; = O. Olkoon (z,y)" € Klm,, siis (z,y)7 = KS;(u,v)T, jollain
(u,v)" € R%. Nyt

() =sms () =0 (0) = ()

eli (z,y)" € Ker; ja siten myds KIm; C Ker;. Selvisti Ker; C KIm;, eli
KIm; = Ker;.
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Oletetaan seuraavaksi oikea puoli. Jos on olemassa i,j € {1,...,k} ja
K € (Ry,...,R,), joille KIm; = Ker;, niin selvisti S;K.S; = O. O

Jatkossa oletetaan, ettéd edelld mééritellylle joukolle R on R C GLs(Z).
Tamaén oletuksen jalkeen edellisen lauseen véite on ekvivalentti seuraavan

kuvan ja ytimen generaattorien tarkastelun kanssa.

Lemma 4.8. Olkoon K € (Ry,...,R,). Silloin KIm; = Ker;, joillain i,j €
{1,...,k} jos ja vain jos Ki[ = £k] .

Todistus. Oletetaan viitteen vasen puoli. Olkoot (z,y)T € Im; ja (u,v)T €
Ker; siten, ettd K(z,y)" = (u,v)?. Lisiksi (z,y)" = au; ja (u,0)" = Bk
joillain «, 8 € R. Nyt sijoittamalla arvot yhtéloon K(3) = (%) saadaan
yhtalo aKi; = Bkj, josta saadaan edelleen yhtalo K¢ = Akj, kun A = g
Itse asiassa A € Z, silld kj,1u € Z*, K € My(Z) ja kj = (2,t)7, jossa
syt(z,t) = 1. Siispa

L = )\K’lﬁj,

missi K1 € My(Z). Jos 1; = (r,s)T, niin \ jakaa komponentit r ja s, jolloin
A = +1, koska lemman 4.5 nojalla syt(r, s) = 1. Véite seuraa tésté.

Oletetaan sitten oikea puoli. Olkoot ai; = (z,y)T € Im; ja Br; =
(u,v)T € Kerj, joillain a, 3 € R. Nyt

K ) aKy = *ak;
Y
(u) = Blfj = :l:ﬂKLZ
v

Siis KIm; = Ker;, mika oli todistettava. [

ja

Seuraavissa tuloksissa luonnollisesta kantavektorista (1,0)7 kiytetiiin

merkintaé e;.

Lemma 4.9. Olkoon ¢ = (z,y)" € Z? siten, etti syt(x,y) = 1. Silloin on
olemassa U € GLo(Z), jolle Uey = c.
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Todistus. Koska syt(x,y) = 1, on olemassa kokonaisluvut A,y € Z siten, etté

Ax + py = 1. Jos valitaan

niin Ue; = (z,y)7 ja det(U) = 1, eli U € GLy(Z). O

Lemman 4.9 nojalla sen sijaan, etté tarkistetaan onko Kuf = =£k],

joillekin K € (Ry,...,R,) ja i,5 € {1,...,k}, voidaan tarkistaa onko
U'KUey = £U '], jollekin U'KU € (U'R,U, ..., U™'R,U), misséd U

on lemman 4.9 matriisi, kun ¢ = ¢;.

Lause 4.10. Olkoot a,b € Z suhteellisia alkulukuja ja K € GLo(Z). Silloin

()

jos ja vain jos K on muotoa AT> jollain \ € Z, missd

11
T =
I ) T
b od b —d

missd ¢, d ovat kokonaisluvut, joille on voimassa ad — bc = 1.

ja

Todistus. Oletetaan, etti Ke; = (a,b)T. Selviisti K on muotoa (§ 3 ), missi
z,y € Z ja ay—bx = £1. Koska nyt syt(a,b) = 1, on olemassa luvut ¢, d € Z,
joille ad — be = 1. Jos ay — bx = 1, niin a jakaa erotuksen (¢ — x) ja b jakaa
erotuksen (d — y). Olkoon A € Z siten, ettd ¢ — x = Aa ja d — y = \b. Nyt

(3226

Jos merkitdan



niin K = A(I — M\A"1B) = AT
Jos ay —bx = —1, niin a jakaa summan (c+x) ja b jakaa summan (d+y).
Olkoon A\ € Z siten, ettd c +x = Aa ja d +y = \b. Nyt

=) 00)
IR h]

niin K = A(I — ANA~1B) = AT*,

Toiseen suuntaan viite on ilmeinen, mikd nahdaén suoraan laskemalla:
A
) - G2 6) ()
0 b +£d) \0 1 0
_fa Aa=xec 1y [a
B (b Abid) (o) a (b)

Jos halutaan nayttaa, ettd joukko F' on kuoleva, riittda tarkistaa onko

Jos merkitdan

]

joillekin kokonaisluvuille 4,5 € {1,2,...,k} olemassa kokonaislukua A, jolle
AT* € (Ry,...,R,), missi A on luvuista 4 ja j riippuvainen matriisi, jonka

determinantti on 41 ja T on edelld méaaritelty matriisi.

Lause 4.11. Olkoon G = Z,, *. . .x 2Ly, syklisten ryhmien Z,, vapaa tulo ja H
sen rationaalinen osajoukko, joka on mddaritelty jonkun ddrellisen automaatin
avulla. Silloin ryhmdn G yksikon sisdltyminen rationaaliseen osajoukkoon H

on ratkeavaa.

Todistus. Lemman 2.10 nojalla ryhmaélla G on monoidiesitys

pi_ p2 . _ _
(a1,a9,...,a, | ' =d? = ... =alr =1).

Olkoon w sana yli generaattorien aq, ao, . . ., a,. Selvésti sitd vastaa yksikasit-

teinen redusoitu sana u, jossa ei esiinny osasanaa a!’ milldén i € {1,...,n}.

Tamé sana v voidaan muodostaa soveltamalla sdantod af* — 1 eli poista-

malla osasanat a;".
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Olkoon A #érellinen automaatti, joka méérittelee ryhmén G rationaali-
sen osajoukon H. Riittda osoittaa, ettd jos automaatti hyviksyy sanan w,
niin automaattia .4 voidaan muokata siten, ettd muokattu automaatti hyvik-
syy myos redusoidun sanan u. Tama toteutetaan lisdamalld e—siirros tilojen
q ja ¢ vilille, jos ndiden kahden tilan vélilld on polku sanalle a?, jollain
i€ {l,...,n}. Siis kun L C {ay,as,...,a,}* on osajoukko, jonka muutettu
automaatti hyvaksyy, silloin redusoitujen sanojen osajoukko on rationaalinen
osajoukko L\ ({a1,a9,...,a,}*(a}" + ... 4+ aP){ai,aq, ..., a,}"). O

Seuraus 4.12. Olkoon G = Z,, * ... x Ly, syklisten ryhmien Z,, vapaa tulo.
Olkoot A, B automaatit, jotka hyviksyvdt rationaaliset osajoukot H, K C G.
Silloin on ratkeavaa onko leikkaus H N K tyhjd vai ei.

Todistus. Edellisen lauseen nojalla voidaan muodostaa automaatit Apg ja
Ak, jotka hyviksyvit ainoastaan vastaavien joukkojen redusoidut sanat.
Nyt, koska jokaista sanaa vastaa yksikésitteinen redusoitu sana, osajouk-
kojen H ja K leikkaus on epétyhja jos ja vain jos automaatteja Ay ja Ag
vastaavien rationaalisten kielten L(Ap) ja L(Ak) leikkaus on epétyhja, joka

on esimerkin 3.1 nojalla paatettavissa.. O]

Lause 4.13. Olkoon QQ C My(Z) rationaalinen osajoukko ja matriisi A €
GLy(Z). On ratkeavaa onko {AT™ |m € Z}NQ # 0, missa T = (3 1).

Todistus. Osajoukko ) on rationaalinen lauseke R(X7,...,X,) aakkoston
{Xi,...,X,} yli, johon on sovellettu sijoitusta ¢, joka kuvaa jokaisen kir-
jaimen X; matriisiksi joukosta My(Z). Sanotaan, etta kirjaimen X determi-
nantti on det(¢(X)). Siispé, annetulle osajoukolle {AT™ | m € Z} halutaan

selvittdd onko
[AT™ | m € Z} 1 p(R(X,, ..., X)) # 0 3)

vai ei. Viite todistetaan perédkkaisilla yksinkertaistamisilla.

Vaite 1. Voidaan rajoituksetta olettaa, ettd A = I. Nimittéin, jos X on uusi
kirjain ja kuvaukseen ¢ lisitdén ¢(X) = A™!, niin ehto (3) on ekvivalentti

ehdon {T™ |m € Z} Np(X - R(X1,..., X,)) # 0 kanssa. [ ]
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Vaite 2. Voidaan rajoituksetta olettaa, etté jokaisen kirjaimen X; determi-
nantti on 1 tai —1, silld det(7™) = 1 kaikille m € Z. [ |

Vaite 3. Voidaan rajoituksetta olettaa, etté jokaisen kirjaimen X; determi-
nantti on 1. Nimittéin, voidaan olettaa, ettéd kaikissa sanoissa, jotka lauseke
R(X,...,X,) madrittelee on parillinen mééra kirjaimia X;, joiden determi-
nantti on —1.

Olkoon J osajoukko, joka koostuu indekseista 1 < i < n, joille
det(¢(X;)) = —1. Silloin ehto (3) on ekvivalentti ehdon

(T |meZ} N oX- -RX1,..., X,)
NHX i g T3 X lie J3{X [ g J})?) #0

kanssa. Kuvauksen ¢ argumenttina oleva lauseke on rationaalinen. Liséksi
huomataan, ettd jokaiselle X; ja Xy, missd i € J ja k ¢ J, on olemassa
yksikésitteinen matriisi Y; x, jonka determinantti on 1 siten, ettd o(X;)Y;, =
©(Xk)p(X;) on voimassa. Olkoon X, uusi kirjain, kun ¢ € J ja k ¢ J ja
laajennetaan kuvaus ¢ siten, ettd ¢(X; ) = Y kaikille uusille kirjaimille.
Olkoon 7 kuvaus, joka muuntaa jokaisen rationaalisen lausekkeen
R méidradméin sanan seuraavanlaisesti. Olkoot X, ja X}, mahdollisim-
man vasemmalla olevat kirjaimet, joille k;;k; € J. Nyt sanan tekija
X X1+ Xp; 1 Xy, korvataan tekijalla Xg, g, 1+ Xgg ;-1 Xp, Xp,. Tatd
toistetaan, niin kauan kuin sanasta l0ytyy termi X, k; € J, johon ei
ole kiytetty kuvausta 7. Esimerkiksi, kun n = 4, J = {2,4} ja sana
W = X3 Xo X1 X3 Xy X3 X, X1 X0, niin 7(W) = X3X51 X0 3 X0 Xy X3X41 X, Xo.
On olemassa rationaalinen lauseke R’ aakkoston {X; | i« = 1,...n} U
{Xix | © € Jk ¢ J} yli, joka méadrittdd tarkalleen ne sanat, jotka saa-
daan, kun lauseketta R kuvataan funktiolla 7. Huomataan, etté lausekkeen
R’ maaritellyissa sanoissa kirjaimet X, missd i € J esiintyvit perakkaiisina
pareina. Lisdamaélld uudet symbolit Z, , kaikille tekijoille X; X}, kun ¢,k € J
saadaan ekvivalentti rationaalinen lauseke R”, jossa kirjaimet ovat X;, kun
i¢J, Xig, kuni € J k¢ Jja Z;, kun i, k € J. Kirjaimia Z; , varten ku-
vaukseen ¢ lisétdan sdannot o(Z; ) = ¢(Xi)e(Xy) kaikille ¢,k € J. Tama

todistaa vaitteen. [ ]
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Edelliset kolme véitetta osoittavat, ettd voimme aloittaa rationaalisesta
lausekkeesta R ja morfismista ¢, joka kuvaa jokaisen kirjaimen X; matrii-
siksi ryhméstd SLo(Z), joten voimme olettaa, ettd o(R) on ryhmén SLy(Z)
rationaalinen osajoukko. Seurauksen 4.12 nojalla voimme tarkistaa onko leik-
kauksen {T™ | m € Z} N p(R) kuva ryhmésséd PSLy(7Z) epétyhji. Jotta voi-
daan osoittaa, ettd {T™ | m € Z}N¢(R) # 0, pitda poistaa moniselitteisyys
matriisien 7" ja —T™ véliltd. Olkoon v kuvaus ryhmésté SLo(Z) ryhmééin
My (Z/37Z), joka redusoi matriisin alkiot modulo 3. Nyt

(T"| meZ) CH = {A € SLo(Z) | ¥(A) = ((1) i) mod 3,¢_o,1,2}

ja —T™ ¢ H. Joukko

Q- {We (X1 XY | G(o(W) = ((1) i) mod 3,@:0,1,2}

on rationaalinen joukko, silld se on aérellisen joukon

-
") mod3]i=0,1,2
0 1

alkukuva. Siis {T™ | m € Z} N p(R(X1,...,X,)) = 0 jos ja vain jos
{T" ImeZ}Ne(R(X1,....,X,)NQ) =0,

missd R(X,...,X,) N Q on rationaalinen, silld se on kahden rationaalisen

joukon leikkaus. Tamé todistaa véitteen. O]
Nyt ollaan todistettu seuraava lause.

Lause 4.14. Ongelma MORT'(2) on ratkeava.

4.2 Ongelman MORT(2,2) ratkeavuudesta

Téssé alaluvussa osoitetaan, ettd kahden 2 x 2 matriisin kuolevuus on rat-
keavaa jopa silloin kun alkiot ovat rationaalilukuja. Artikkelissaan [26] Y.
Saouter todisti, ettd ongelma on ratkeava, silloin kun matriisien ominaisar-
vot ovat reaalisia. O. Bournez ja M. Branicky todistivat ongelman ratkeavaksi
kaikille rationaalisille matriiseille artikkelissaan [5].

Seuraava ratkeavuustulos on artikkelista [28].
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Lemma 4.15. Seuraava ongelma on ratkeava:

SYOTE: Rationaaliluvut p,q € [—1,1].
ONGELMA:  Onko joillekin luvuille 0 € R ja n € N voimassa cos(f) = p
ja cos(nb) = q?

Todistus. Olkoot p = r/s, ¢ = u/v, missd luvut r,s,u,v € Z ja syt(r,s) =

syt(u,v) = 1. Jos p € {0, 3,

n — cos(nf) saavat vain dérellisen mééran eri arvoja. Tarkemmin sanottuna,

vastaavat kuvajoukkot ovat {—1,0,1},{—1,—3,1,1} ja {1}. Jos ¢ on jokin

néistd arvoista, niin kyseessé on positiivinen instanssi.

1}, niin niitd vastaavat kuvaukset sdannolla

Oletetaan sitten, ettd p ¢ {0, %, 1}. Arvo cos(nf) voidaan ilmaista poly-
nomina, jossa on kokonaislukukertoimet ja luvun cos(f) potenssit. Nimittdin

rekursiolla
cos(nf) = 2cos(f) cos((n — 1)8) — cos((n — 2)0) (4)

héavitetddn kaikki kulman 6 monikerrat. Merkitaan cos(nf) = p,(r/s). Silloin

¢n = s"pp(r/s) on kokonaisluku, jolle on voimassa rekursioyhtalo
2rCpi1 — 82Cp = Cnyo, (5)

kun ¢; = 7 ja ¢y = 2r? —s?. Tami rekursio on yht#ls (4) kerrottuna puolittain
luvulla s2.

Oletetaan, ettd luku s ei ole luvun 2 potenssi. Silloin luvut s ja v voi-
daan esittdd muodossa s = 29, v = 2%V, missd a,a’ > 0 ja luvut b > 1 ja
b’ > 1 ovat parittomia. Yritamme loytad kokonaisluvun n, jolle on voimassa
cn/(29707) = u/(27V). Nyt syt(cn,b") = 1 kaikille luonnollisille luvuille n.
Nimittéin, jos joku pariton kokonaisluku d jakaa molemmat luvut s ja c,,
niin silloin d jakaa myos luvut ¢,_q,¢p_a, ..., ¢y ja luvun 2. Oletuksen no-
jalla syt(r,s) = 1, joten d = 1. TAmén seurauksena luku n toteuttaa ehdon
b= b".

Oletetaan sitten, ettd luku s on kahden potenssi eli s = 2¥ k > 1. Luku
k = 1 ei kiiy, silla oletimme, ettd r/s # % Kirjoitetaan jokainen luku c,

muotoon 2*#v,,, jossa v, on pariton kokonaisluku. Nyt rekursio (5) on

Py — 2Ry, = 2z, . (6)
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Osoitetaan, ettd on olemassa kokonaisluku n, jolle A\, + 1 < 2k + \,_1. Ni-
mittiin r = ¢; = 2Mwy, joten A\ = 0, ja ¢y = 2r2 — 228 = 2(r2 — 2%~1) joten
A2 =1. Nyt 1 +1 < 2k + 0 on aina voimassa, silla k£ > 1.

Olkoon ng = 1. Se on pienin luonnollinen luku, jolle on voimassa A1 +
1 < 2k + A,,. Nyt yhtélo (6) saadaan muotoon

o 2>\n0+2k—>\n0+1—1 — 2>\n0+2—>\n0+1—1

TUng+1 Uny Ung+2-

Luvun ny valinnan nojalla, luvun v,, kerroin on parillinen, lisdksi luvut r ja
Uno+1 OVat parittomia, joten vasen puoli on pariton. Oikea puoli on pariton
jos Ang+2 — Ang+1 — 1 = 0. Eli siis Ayy10 = Apy41 + 1. Téasté seuraa, etté
Angt2 +1 = A1 + 2 < 2k 4+ A\ 1. Tatd argumenttia toistamalla, kaikille
kokonaisluvuille & > 0 on voimassa A, +2+n = Angt+14n + 1. Siispé jokaiselle
positiiviselle kokonaisluvulle h on voimassa Ay +n = Ap, + h.

Palataan takaisin alkuperdiseen ongelmaan, eli luvun n olemassaoloon,
jolle cos(nf) = u/v. Koska luvun cos(f) nimittdji on 2%, luvun v pitii olla
luvun 2 potenssi. Oletetaan, ettd v = 2™. On mahdollista, ettd on olemassa

ratkaisu jollekin n < ng. Jos n > ng, ratkaisun n = ny + h pitda toteuttaa

Un0+h2/\"0+h U

COS((HQ + h)@) = W = 2_m’

joten k(ng + h) — Ay, — h = m, josta voidaan ratkaista h = (m + \,, —

kno)/(k — 1). Siispa ainoa mahdollinen lukua ng suurempi oleva ratkaisu on
no + (m + Any — kno)/(k — 1),
jos se on kokonaisluku. [l

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan edellistd ongelmaa syotteilla p = 3/4 ja ¢ =
—9/16. Nyt ng = 1 ja A\,, = 0. Siispé ratkaisu on joko n = 0,1 tai n =

1+ 4552 = 3. Nyt

cos(36) = 4 cos®(0) — 3cos(9) = 4 3 3 -3 S_ 9 _ q
4 4 16 '

Olkoot p = 5/6 ja ¢ = 7/18 ongelman sydtteet. Luvun p nimittdja s = 2-3
ja luvun ¢ nimittdja v =2-9. Nyt 9 = 32 ja

2
c0s(20) = 2cos*() — 1 =2 <§) —1= T q.
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Lemma 4.16. Olkoon A 2 x 2 matriisi, jonka alkiot ovat rationaalilukuja.

Silloin Jordanin normaalimuodon similaarimatriisin P alkiot ovat

(i) rationaalilukuja, jos rank(A) = 1 tai rank(A) = 2 ja A on ainoa omi-

naisarvo, tat

(ii) kunnan Q(N) alkioita, jos matriisilla A on kaksi ominaisarvoa A, .
. (a b)
c d
z w

Jordanin normaalimuodon similaarimatriisi. Matriisi P toteuttaa yhtélon

Todistus. Olkoon

ja

PA=JP, (7)

jossa matriisi J on matriisin A Jordanin normaalimuoto.

Olkoon rank(A) = 1, silloin matriisin A ominaisarvo A = tr(4) = a +
d. Luvut x,y,w ja z voidaan ratkaista yhtdlosta (7). Koska kaikki laskut
tapahtuvat kunnassa QQ, my6s luvut z,y, z ja w ovat rationaalilukuja.

Oletetaan sitten, ettd matriisin A aste on 2 ja silld on yksi ominaisarvo A.
Silloin ominaisarvo A = ¢r(A)/2 = ¢ ja siten rationaaliluku. Kuten edel-
lisessékin tapauksessa, similaarimatriisin alkiot ovat rationaalilukuja, sill&
kaikki laskut tapahtuvat kunnassa Q.

Oletetaan, ettd matriisin A aste on 2 ja sen ominaisarvot ovat A, u. Nyt
A+ p = tr(A) = a + d, mutta ominaisarvot voivat olla kompleksilukuja.

Ratkaisemalla ominaisarvot matriisin A karakteristisesta yhtélosté, saadaan

)= a+d++/(a—d)?+ 4bc
B 2

ja

a+d—/(a—d)?+4bc
5 :

Nyt ominaisarvo p voidaan esittdd muodossa p = a+d— . Siis u € Q(\). Si-
milaarimatriisin P alkiot voidaan ratkaista yhtalosté (7), jolloin kaikki laskut

tapahtuvat laajennuskunnassa Q(\) ja téten z,y, z,w € Q(\). O]
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Lause 4.17. Ongelma MORT(2,2) on ratkeava rationaalisille matriiseille.

Todistus. Olkoon F' = {A;, Ay} ongelman syote. Voidaan rajoituksetta olet-
taa, ettd matriisin Ay aste on suurempi kuin matriisin A;. Jos molempien
matriisien aste on 2, niin lemman 4.6 nojalla joukko F ei ole kuoleva. Jos mat-
riisin A; aste on 0, niin F' on triviaalisti kuoleva. Jos rank(A;) = rank(Ay) =
1, niin lemman 4.6 nojalla riittaé laskea tulot A% A; Ay, AsA; ja A3.

Jéljelle jda tapaus, jossa matriisin A, aste on 2 ja matriisin A; aste on
1. Lemman 4.6 nojalla, F' on kuoleva jos ja vain jos on olemassa luku n € N

jolle
A1AS A = O. (8)

Tarkastellaan tatd muotoa olevaa tuloa kiyttden Jordanin normaalimuo-
toa matriiseista A; ja As. Merkitddn A; = PflJlPl, Ay = P{1J2P2,

0
J= "
0 0
A0 Al
J2: tal 9
0 u 0 A

jossa matriisit P; ja P, eivit ole singulaarisia. Ominaisarvo x on rationaali-

ja

luku, silld se on tr(A). Ominaisarvot A ja p ovat matriisin Ay karakteristisen

polynomin kompleksiset juuret. Nyt yhtélo (8) on ekvivalentti yhtalon
PrY L PPy Iy PP P = O
kanssa. Koska P; on kddntyvi, voidaan kirjoittaa yhtalé muotoon

JLPJ3P1J =0,

P=PPt = (p q) .
T S
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Sijoittamalla matriisien P, P~1, J; ja J, arvot yhtiloon saadaan

LPIyPl =

I T P R T

1 A\ 2 _ n,.2 0
(pS K qriu- K > -0

ps —qr 0 0

tai

LPIPV, =

k 0\ (p q\ [\ nA+! 1 s —q\(x 0 _
0 0 ros 0 A" psS—qr \—r p 00

1 (ps)\”/-i2 — qrA\"k2 — X" lnpr O)

= 0

ps — qr 0 0

riippuen matriisin J, muodosta. Nama yhtélot ovat ekvivalentit yhtéaloiden

P 2 n .2 0
(pS K qru- K > -0

0 0
<ps>\”/€2 — qrA\"k? — X" Inpr O) o
0 o)

kanssa.
Nyt alkuperdinen ongelma on ekvivalentti sen kanssa, ettd on olemassa

luku n € N, jolle
(i) psA™ — gru™ = 0, jos matriisilla Ay on kaksi eri ominaisarvoa, tai
(ii) (ps — qr)k*X — rpn = 0, jos matriisilla A, on yksi ominaisarvo.

Oletetaan ensin, ettd matriisilla A, on yksi ominaisarvo. Ominaisarvo A
on rationaaliluku ja lemman 4.16 nojalla my6s luvut p, q,r, s ovat rationaa-
lilukuja, jotka voidaan esittdd alkuperdisten matriisien A; ja Ay alkioiden
avulla. Nyt luvun n olemassaolo on helposti tarkistettavissa. Nimittain riit-

taa tarkistaa onko n = W kokonaisluku.
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Oletetaan sitten, ettd matriisilla A, on kaksi eri ominaisarvoa. Huoma-
taan, ettd ominaisarvot A # 0 ja u # 0, silld matriisin Ay aste on 2. Kuten
lemmassa 4.16 todettiin luvut A, 4, p,q,r ja s voivat olla kompleksilukuja
ja kuuluvat laajennuskuntaan Q(A). Toisin sanoen, ne ovat muotoa a + Ab
joillekin luvuille a,b € Q, jotka voidaan ratkaista matriisien A; ja A, alkiois-
ta. Nyt tapaukset ps = 0 tai gr = 0 ovat triviaalit, silla silloin ratkaistaan
psA" = 0 tai gru™ = 0 kunnassa Q(\).

Tarkastellaan tapausta ps # 0 ja qr # 0. Tehtédviné on 16ytda kokonais-
luku n, jolle (A\/u)" = (pq)/(rs). Selvdsti |A\/u|™ = |pq|/|rs|. Jos [N/ u| # 1,
luvun n on oltava (log|pg| — log|rs|)/log|A/p|. Ta&mé on helposti tarkas-
tettavissa. Oletetaan, ettd |[A/u| = 1 ja ominaisarvot A\ ja u ovat reaalilu-
kuja, silloin véalttamétta A = +pu. Talloin kokonaisluvun n on toteutettava

(£1)" = (pg/rs), joka on laskettavissa.
Jos [N/ u| =1 ja |pg|/|rs| # 1, niin silloin ratkaisua ei ole.

Jaljelle jaa tapaus, jossa ominaisarvot A ja p ovat kompleksilukuja, joil-

le |\/p| = 1, ja |pg|/|rs| = 1. Kuten lemman 4.16 todistuksessa todettiin,

\ = a+d++/ (a+d)2+4bc ja = a+d—+/ (a+d)2+4bc
o 2 o 2

sisia, ne voidaan kirjoittaa muotoon A\ =

. Koska nama luvut ovat komplek-

at+d atd 2o :
5 S ti, JOllekln

+tijapu =
t € R. Huomataan, ettd A ja p ovat liittolukuja, joiden reaaliosa on ratio-
naaliluku. Siispd myos kompleksilukujen \/u ja (pq)/(rs) reaaliosat ovat ra-
tionaalilukuja. Olkoon # luvun A/p napakoordinaattiesityksen kulma. Koska
luvun A\/p pituus on 1, niin sen reaaliosa p’ = cos . Kokonaisluku n toteut-
taa cos(nf) = 1’ jossa r’ on luvun (pq)/(rs) reaaliosa. Tdmé& on lemman 4.15
nojalla ratkeavaa. Néin on kiiyty kaikki tapaukset ja siis ongelma MORT(2, 2)

on ratkeava, miké oli todistettava. [

4.3 Matriisien lukumaaran vaikutus ratkeavuuteen

Téassé osiossa tarkastellaan matriisien kuolevuuden ratkeavuutta matriisien
lukuméérén nékokulmasta. Kéytetdéan merkintdd MORT(n, m) kuoveluuson-
gelmasta, jonka syotteena on m kappaletta n x n kokonaislukumatriisia. Siis

ongelma MORT(n, m) maéritelladn seuraavanlaisesti.
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MoRT(n, m)

SYOTE: Matriisijoukko { My, My, ..., M},
jossa jokainen matriisi on kokoa n x n.
ONGELMA: Onko M;, M;, -+ - M;; = O jollain indeksijonolla iy, . .., ;7

Ei tiedetd onko ongelma MORT(2,m) ratkeava vai ei, mutta edellisessi
alaluvussa osoitettiin, ettd ongelma MORT(2,2) on ratkeava.

Ongelma MORT(3,m) tiedetdin ratkeamattomaksi, mutta tarkkaa alara-
jaa luvulle m ei tiedetd. Lauseen 4.2 todistuksessa kiytetdan 2p+ 1 matriisia,
jossa p on ongelman PCP dominoiden lukumééra. Artikkelissaan [19] Y. Ma-
tiyasevich ja G. Sénizergues osoittivat, ettd PCP on ratkeamaton kun syot-
teené on 7 dominoa, joten ongelma MORT(3, 15) on ratkeamaton. Artikkelin
[5] tarkempi analyysi paljastaa, ettd ongelma on ratkeamaton jo kahdeksalle
3 x 3 matriisille. V. Halava, T. Harju ja M. Hirvensalo osoittivat artikkelis-

saan [12], ettd ongelma MORT(3,7) on ratkeamaton.
Lause 4.18 ([12]). Ongelma MORT(3,7) on ratkeamaton.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd ongelman MORT(3,7) ratkeamattomuudes-
ta seuraa, ettd myos ongelmat MORT(21,2), MORT(12,3), MORT(9,4) ja
MORT(6,5) ovat ratkeamattomia.

Seuraus 4.19. Ongelma MORT(21,2) on ratkeamaton.

Todistus. Merkitdaan O = O3 ja I = I5. Osoitetaan, ettd matriisipari

O 0 - 01
A0 O I 0O 0 -+ 0
O A -+ O
M=\ . p=|lo 1 0 .. 0 ,
O 0 - A1), O ... O I

21221

missd Aq,..., Ay € M3(Z), on kuoleva jos ja vain joukko {A;,..., A7} on

kuoleva.
Tarkastellaan tuloja P **I1MPF1 kun k € {1,...,7}. Matriisissa
PRI PF=1 paddiagonaalilla on Ay, ..., A7, Ay, ..., Aj_1, ja muualla on
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nollaa. Esimerkiksi

Ay O - 0 0O A3 O -~ 0 0
O A - O 0O O A - O 0
PPMP=|: & . i i, PPMPP= o n
O 0 - A O O 0 - A O
O 0 - 0 A O 0 - O 4

Liséksi matriisien M ja P mielivaltainen tulo C' voidaan kirjoittaa muodossa
C = P?—k1+lMPk1—1 . P?—k‘n-l-lMPkn—l

sillé, P7 = I,;. Matriisissa C' piidiagonaalin alkiot ovat matriisien A,,..., A;
tuloja. Siispa {M, P} on kuoleva jos ja vain jos {Ai,..., A7} on kuoleva.
Koska ongelma MORT(3, 7) ei ole ratkeava, ongelma MORT(21, 2) ei my6skddn

ole ratkeava. ]

Seuraus 4.20. Ongelma MORT(12,3) on ratkeamaton.

Todistus. Kuten edellisen seurauksen todistuksessakin, merkitdin O on 3 x 3
nollamatriisi ja I on 3 x 3 identiteettimatriisi. Osoitetaan, ettd matriisikol-
mikko

A O O O As O O O O 0 o0 1
A A I 0o 0
M, = O A O O My = O 4 O O P (@) ’
O 0O A3 O O 0 Ay O o 1 0 0
O 0 0 A O 0 0 I 0O o0 1 0

missd Ay, ..., A7 € M3(Z), on kuoleva jos ja vain jos joukko {A;,..., Ar}
on kuoleva. Jélleen, tulossa P4 1M, PE=1 (vast. PYF1M, PF=1) paidiago-
naalilla on Ay, A, A3, Ay (vast. As, Ag, A7, I) syklisesti permutoituna.
Edelleen, tulossa [],.; X;, missé jokainen X; € {P**IM;P*! | k €
Z,j € {1,2}}, on nollaa paddiagonaalilla jos ja vain jos joukko {A;,..., A7}
on kuoleva samoilla indekseilld. Siispa {M;, My, P} on kuoleva jos ja vain jos
{A1,..., A7} on kuoleva. Koska ongelma MORT(3, 7) ei ole ratkeava, ongelma
MORT(12, 3) ei myoskéén ole ratkeava. O

Seuraus 4.21. Ongelma MORT(9,4) on ratkeamaton.
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Todistus. Edellisten seurauksien ideaa ja merkintoja kayttéen osoitetaan, et-
té matriisijoukko { M, My, M3, P}, missé

A, O O Ay O O
Mi=|10 Ay, O|, My=|0O A5 O |,
O 0O A O O A
A; O O O 0 I
My=|10O 1 O], P=11 O O,
O O 1 o1 0
on kuoleva jos ja vain jos joukko {Aj,..., A7} on kuoleva. Jélleen, tulossa

P3=*HLM PR=Y on pisdiagonaalilla matriisien (Ag, Ag, Az), (A4, As, Ag) tai
(A7, 1,1) syklinen permutaatio.

Kuten edellisissékin seurauksissa tulossa Hie ; X, missé jokainen X; €
{P3=FINM PP | k € Z,5 € {1,2,3}}, on nollaa piidiagonaalilla jos ja
vain jos joukko {Ai,..., A7} on kuoleva samoilla indekseilld. Siispa joukko
{My, My, M3, P} on kuoleva jos ja vain jos {Aj,..., A7} on kuoleva. Koska
ongelma MORT(3,7) ei ole ratkeava, ongelma MORT(9,4) ei mydskéén ole

ratkeava. [
Lause 4.22. Ongelma MORT(6,5) on ratkeamaton.

Todistus. Edellisten seurauksien ideaa ja merkintoja kiayttéen osoitetaan, et-

td matriisijoukko { M, ..., My, P}, missd
A A A
Ml = ! O ) M2 = ’ O ) M3 = ° O y
O A, O A O Ag

M4:A7O,P:OI,
0o I I O

on kuoleva jos ja vain jos matriisijoukko {A;,..., A7} on kuoleva. Tulo
[,c; Xi, missi jokainen X; € {M;P* ... MyP*}, on nollamatriisi jos ja
vain jos joukko {Aj, ..., A7} on kuoleva. Siispa { My, My, M3, My, P} on kuo-
leva jos ja vain jos {Aj,..., A7} on kuoleva. Koska ongelma MORT(3,7) ei

ole ratkeava, ongelma MORT(6,5) ei myoskiaén ole ratkeava. ]

Lause 4.23. Ongelma MORT(n, 1) on ratkeava kaikille n > 1.
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Todistus. Olkoon A € M, (Z). Lineaarialgebrasta tiedetéén, ettd jokainen
nelidmatriisi toteuttaa oman karakteristisen yhtélonsé. Tarkemmin p(A) =
O, misséd p(t) on matriisin A karakteristinen polynomi ja sen aste on kor-
keintaan n. Jos p(t) = t* missd k < n, niin p(A) = A* = O ja siis jouk-
ko {A} on kuoleva. Jos taas polynomi p(t) = tF + p/(t), missi k < n ja
polynomi p/(t) ei ole nollapolynomi, jonka aste on korkeintaan k& — 1, niin
p(A) = A = p/(A) # O ja siis joukko {A} ei ole kuoleva. Siispi ongelma

MORT(n, 1) on ratkeava. O

m
7 ratkeamaton
5 [
4 [

9,4
A ©0.4)
(2,2) (12,3) (21,2)
2r tuntematon
1 [
ratkeava
1 2 3 456 9 12 21 "

Kuva 10: Ongelman MORT(n,m) tunnetut rankeavuusrajat.

Tarkkoja ratkeavuuden ja ratkeamattomuuden rajoja ei tunneta muille
kun n > 21 matriiseille. Nimittéin edellisten lauseiden nojalla kaikille n > 21
ongelma MORT(n, 2) ei ole ratkeava ja ongelma MORT(n, 1) on. Kuvassa 10
on esitetty tunnetut ratkeavuusrajat. Tunnetut ratkeamattomat ongelmat on

merkattu nelidilla ja ratkeavat ympyroilla.
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5 Lopuksi

Tasséd tutkielmassa tarkasteltiin ratkeavuustuloksia keskittyen erityisesti
matriisien kuolevuusongelmaan.

Lauseessa 4.2 ja seurauksessa 4.3 osoitettiin, ettd ongelma on ratkeamaton
n x n kokonaislukumatriiseille, kun n > 3. Matriisien koon ollessa 2 x 2
ongelma on avoin. Julkaisussaan |7] J. Cassaigne, J. Karhuméki ja T. Harju
ovat osoittaneet, ettd todistuksen 4.2 tekniikkaa ei voi kiyttaa 2 x 2 matriisien
tapauksessa.

Luvussa 4.1 todistettiin, ettd 2 x 2 kokonaislukumatriisien kuolevuus on
ratkeavaa, kun rajoitutaan matriiseihin, joiden determinantti on 0 tai +1.
On mielenkiintoista onko vastaava tulos voimassa n x n matriiseille.

Viimeisessé alaluvussa tarkasteltiin n x n matriisien kuolevuutta, kun
syotteend on m matriisia. Koon ollessa 3 x 3 ratkeamattomuuden paras ala-
raja on 7 matriisin joukko. Lisdksi todistettiin, ettd ongelmat MORT(21, 2),
MORT(12,3), MORT(9,4) ja MORT(6,5) ovat ratkeamattomia. Luvussa 4.2
todistettiin, ettd kahden 2 x 2 kokonaislukumatriisin kuolevuus on ratkea-
vaa. Talla hetkelld ei tiedetd missd menee n X n matriisiparin kuolevuu-
den tarkka ratkeavuusraja. Kuvassa 10 on esitetty tunnetut rajat ongelmalle
MORT(n, m).

Ongelmien MORT(21,2), MORT(12,3), MORT(9,4) ja MORT(6,5) todis-
tuksissa kéytettiin ongelman MORT(3,7) ratkeavuutta. Artikkelissa [6] on
osoitettu, ettd ongelman MORT(3, m) ratkeamattomuudesta seuraa, etti on-
gelma MORT(3m,2) on ratkeamaton. Té&mé tulos voidaan yleistéé, jolloin
ongelmat MORT(3k, [ 2] 4 1) ovat ratkeamattomia jos ongelma MORT(3, m)
on ratkeamaton.

Artikkelissaan [5] O. Bournez ja M. Branicky todistivat, ettd kahden 2 x 2
reaalisen matriisin kuolevuus ei ole ratkeavaa kayttden pelkkié aritmeettisia
laskutoimituksia.

Luvussa 3 maariteltiin deterministiset Turingin koneet. Turingin koneet
voidaan myos olla epédeterministisia samalla tavalla kuin &déarelliset auto-
maatit. Kuten darellisten automaattien tapauksessa, deterministisella Turin-

gin koneella voi simuloida epadeterminististda Turingin konetta. On luontevaa
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puhua Turingin koneiden aikakompleksisuudesta. Olkoon f funktio N — N.
Sanotaan, ettd kieli L hyvaksytdan ajassa f, jos on olemassa Turingin kone
M, joka hyviksyy sanan w € L kiyttden korkeintaan f(|w]|) askelta. Edel-
leen, kieli L voidaan hyviksyé deterministisesti tai epadeterministisesti, jol-

loin vastaavat luokat ovat

TIME(f) = {L CX*|L hyviksytdin ajassa f kiyttden
determinististd Turingin konetta}
NTIME(f) = {L C X" | L hyviksytddn ajassa f kiyttden

epadeterminististd Turingin konetta}.

Erityisen tarkeét aikakompleksisuusluokat ovat determinististen polynomiai-

kaisten algoritmien joukko

P=|JTIME(P,)

i>1

ja epadeterminististen polynomiaikaisten algoritmien joukko

NP = | JNTIME(P,),
i>1
missé P; on polynomi P;(n) = n’ kaikilla indekseill4 .
Madritelladn seuraavaksi polynomiaikainen reduktio. Ongelma P redusoi-
tuu ongelmaan P’ polynomiajassa, jos on olemassa deterministinen TM M,

siten, etta
(i) M, toimii polynomiajassa, ja

(ii) M; muuttaa mielivaltaisen instanssin ¢ ongelmasta P ongelman P’ ins-
tanssiksi M,(7) siten, ettd i on ongelman positiivinen instanssi jos ja

vain jos M;(i) on ongelman P’ positiivinen instanssi.

Tastd kdytetddn merkintdd P <, P’ ja sanotaan, ettd ongelma P p-
redusoituu ongelmaan P’
Ongelma P’ on NP-kova, jos jokainen ongelma luokasta NP p-redusoituu

sithen. NP-kovien ongelmien olemassaolo ei ole ilmeista, mutta sité ei kiyda
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téssd tutkielmassa ldpi. Ongelma on NP-tdydellinen, jos se on NP-kova ja
kuuluu luokkaan NP. Lisda kompleksisuusteoriasta voi lukea luentomonis-
teesta [16] tai kirjasta [29].

Artikkelissaan [3| P. Bell, M. Hirvensalo ja I. Potapov osoittivat, ettd ko-
konaislukumatriisien kuolevuusongelma on NP-kova, jopa silloin kuin rajoi-
tutaan matriiseihin, joiden determinantit ovat 0, 1, eli ongelman MORT’(2)
matriiseihin.

Ongelma k-MORT(n, m) on kuolevuusongelma, jossa vaaditaan, ettd mat-
riisitulossa on k matriisia. On selvéd, ettd tdmé ongelma on ratkeava. Nimit-
tain on olemassa vain darellinen maara erilaisia tuloja, joista laskemalla voi-
daan todeta onko jokin niistd nollamatriisi. Tamé& ongelma kuuluu luokkaan
NP ja artikkelissaan [4] V. Blondel ja J. Tsitsiklis osoittivat, ettd ongelma
k-MORT(n, 2) on NP-tdydellinen.

Artikkelissaan [5] O. Bournez ja M. Branicky osoittivat, ettd ongelma
MORT,(Q) on ekvivalentti ongelman ZITC, jossa kysytddn onko annettujen

matriisien jossain tulossa 0 vasemmassa yldkulmassa, kanssa.

211C
SYOTE: Aérellinen matriisijoukko { My, My, ..., M},

jossa jokainen matriisi on kokoa 2 x 2.
ONGELMA: Onko M M, --- M;; = C jollain indeksijonolla

il, ig, ce ,ij siten, etta CH =07
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