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Téassa pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan, millaisia virhekéasityksia ja virhe-
tyyppeja opiskelijoilla esiintyy yhtéloiden ratkaisemisessa lyhyen matematiikan yli-
oppilaskokeessa. Tutkimuksen tavoitteena on selvittidd, millaisia ajattelun puutteita
tai vadristymia opiskelijoiden ratkaisuissa esiintyy, ja miten virheet eroavat eri teh-
tavatyypeissd. Aihe on ajankohtainen, silld virhekéasitykset ovat keskeinen osa ma-
tematiikan oppimisen tutkimusta. Virhekasityksilla on merkittava vaikutus siihen
miten opiskelijat ymmartdviat matemaattisia kasitteitd ja toimintatapoja.

Tutkimusaineistona kéytettiin neljaa ylioppilaskokeen tehtavaa, jotka sisdlsivét
yhtélonratkaisua eri tehtéavityypeissi. Aineistona oli yhteensé 40 opiskelijan vastaus,
jotka analysoitiin virhetyyppien ja virhekésitysten esiintymisen perusteella. Analyysi
toteutettiin laadullisen siséllonanalyysin keinoin ja vastauksista tunnistettiin tois-
tuvia virheitd, esimerkiksi yhtdsuuruusmerkin vaérin tulkintaa ja virheellisten las-
kusdantojen soveltamista.

Tulokset osoittivat, ettd suurin osa opiskelijoista osasi soveltaa yhtalonratkaisun
perusmenetelmia, mutta virheita esiintyi erityisesti, kun tehtava edellytti késitteel-
listd ymmarrysta tai mallintamista. Yleisimpia virheité olivat sulkeiden avaamiseen
ja negatiivisten lukujen késittelyyn liittyvét ongelmat. Sanallisissa tehtévisséa koros-
tuivat mallintamisen ja muuttujien nimedmisen vaikeudet.

Tutkimuksen perusteella virhekésitykset nayttaytyvat pinttyneena ilmicina, jot-
ka voivat sailya lapi opiskelupolun. Tulokset korostavat tarvetta vahvistaa késit-
teellistd ymmaérrysta yhtéalonratkaisussa ja tarjota opiskelijoille enemméan mahdol-
lisuuksia pohtia omaa ajatteluaan. Opetuksessa tulisi hyodyntda havainnollistavia

valineita ja eriyttavia tehtéavia.
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1 Johdanto

Yhtéaloiden ratkaiseminen on yksi keskeisimmista sisdlloistd perusopetuksen ja lu-
kion matematiikassa. Se toimii ldhtokohtana algebralliselle ajattelulle, ongelman-
ratkaisulle ja mallintamiselle, joita tarvitaan sekd jatko-opinnoissa etta arkipaivan
sovelluksissa. Vaikka yhtalonratkaisun menettelytavat ovat usein mekaanisia ja saan-
nonmukaisia, oppilaiden on havaittu tekevin toistuvia samankaltaisia virheita niiden
soveltamisessa. Nama virheet kertovat usein syvemmista kasitteellisistd vaarinkasi-
tyksisté eli virhekésityksisté, jotka ohjaavat oppijan ajattelun kulkua.

Virhekasitysten tutkiminen tarjoaa arvokasta tietoa oppimisprosessista ja siité,
miten oppilaat ymmaértavit matemaattisia késitteitd. Aikaisemmissa tutkimuksissa
on todettu, ettd monet virhekésitykset syntyvéit jo varhaisessa vaiheessa ja sailyvat
pitkélle toisen asteen opintoihin, ellei niitd tietoisesti korjata (Booth ja Koedinger,
2008). Erityisesti yhtasuurusmerkin, muuttujan ja laskusdéntojen merkityksen ym-
mértamisessd on havaittu toistuvia vaikeuksia.

Ylioppilaskirjoitukset tarjoavat ainutlaatuisen nédkokulman opiskelijoiden mate-
maattiseen ajatteluun, silld ne kokoavat yhteen koko lukio-opintojen aikana kerty-
neen osaamisen. Yhtéloihin liittyvét tehtavit ovat olennainen osa lyhyen matematii-
kan ylioppilaskoetta, ja ne edellyttavit seka laskennallista taitoa ettd kasitteellista
ymmarrysta. Ylioppilaskokeiden vastauksia tarkastelemalla voidaan tunnistaa, mil-
laisia virheitd opiskelijoilla esiintyy ja missd médrin ne laajentuu virhekéasityksiksi
yhtélonratkaisussa.

Tamaéan tutkimuksen tavoitteena on tarkastella, millaisia virhekasityksia ja vir-
hetyyppeja opiskelijoilla esiintyy yhtéléiden ratkaisemisessa ylioppilaskokeen tehté-
vissa. Lisaksi tutkitaan, eroavatko virheet tehtéavatyypeittdin, esimerkiksi algebral-
lisissa tai sanallisissa tehtévissd. Tutkimus tarjoaa tietoa siitd, millaiset késitteet ja
menetelmat tuottavat opiskelijoille eniten haasteita. Toisaalta pohditaan myos, mité

opettajat voisivat tehda, ettei virhekasityksia syntyisi.



2 Teoriaa

Yhtalo ilmaisee suhteen kahden lausekkeen vililla ja vaittaa, ettéd lausekkeiden arvot
ovat yhtasuuret. Yhtéloiden ratkaiseminen vaatii, ettd niissa esiintyy tuntematon
muuttuja, joka yritetddn ratkaista niin ettd yhtalo toteutuu. Vaikka méaritelmé on
suhteellisen yksinkertainen, yhtélon kasitteen syvillinen ymmértadminen edellyttda
useita valmiuksia, kuten yhtdsuuruuden ymmartamisté, erilaisia laskusdantoja ja
muuttujan késitteen hallintaa (Marcus ja Watt, 2012).

Yhtéloihin tutustutaan jo alakoulun aikana, vaikka niista ei vield silloin puhuta
nimelld "yhtéalo”. Esimerkiksi tehtéava, jossa kolme samanlaista kuviota muodostaa
summan 15, ja jossa oppilaan tulee paételld yksittaisen kuvion arvo, on yksinkertai-
nen yhtéalotilanne, vaikka sitd ei ndin nimettéisikdan. Téllaisissa tilanteissa meilla
on muuttuja, jolle haluamme laskea arvon, jotta yhtalon molemmat puolet tulevat
yhtasuuriksi. Nama tehtavit ovat lahtokohtia yhtélonratkaisun ymmaértamiselle.

Opetuksessa yhtélot tarkastellaan opetussuunnitelman ohjaamien tavoitteiden ja
sisaltdjen kautta, vaikka niiden matemaattinen teoria rakentuu huomattavasti laa-
jemmalle perustalle. Opetussuunnitelmissa tulee esille yhtaloiden ratkaisu ja sen ta-
voitteet. Alla on kerrottu yksityiskohtaisemmin, mité opetussuunnitelmat tarkalleen
sanovat yhtaloiden ratkaisemisesta ja soveltamisesta.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (Opetushallitus, 2014) yht&lot
tulevat esiin seitseménnen luokan sisélldissd. Opetussuunitelman tavoitteena on, et-
ta oppilas oppii ratkaisemaan ensimmaéisen asteen yhtaloitd ja ymmartamaan yhta-
suuruusmerkin tasapainon symbolina. Liséksi oppilaan tulee osata kiayttda yhtéloita
yksinkertaisten ongelmien mallintamiseen ja niiden ratkaisuissa.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa (Opetushallitus, 2019) vaatimukset sy-
venevit ja laajenevat. Opiskelijan odotetaan hallitsevan ensimmaisen asteen yhté-
l16iden liséksi muun muassa toisen asteen yhtalot, potenssi- ja logaritmiyhtélot seka
yhtaloryhmat. Yhtéaloiden merkitys laajenee myos soveltamisessa ja mallintamisessa.
Opiskelijoita ohjataan hyodyntdmaéaédn yhtéloita erilaisten luonnontieteellisten ja yh-
teiskunnallisten ilmitiden kuvaamisessa. Lukion opetussuunnitelma korostaa myos
teknologian, kuten laskinohjelmien ja tietokoneohjelmien, kiyttoa yhtaloiden ratkai-
sun apuna.

Opetussuunnitelmien perusteista huomaa selkeéin oppimisen jatkumon. Ylikou-
lussa yhtaldiden ratkaiseminen aloitetaan yksinkertaisista ensimmaéisen asteen yh-
taloisté ja niiden soveltamisesta arjen tilanteisiin. Puolestaan lukiossa naita taitoja
syvennetéddn ja laajennetaan kohti monimutkaisempia yhtaloité ja mallintamistilan-
teita. Koska yhtalot ovat keskeinen osa matemaattista ajattelua ja niilla on runsaasti
yhteyksiéd arkielamé&an, niita esiintyy usein myds usein ylioppilaskokeiden tehtévis-

sd. Lukion lopussa olevien ylioppilaskokeiden avulla voidaan arvioida, miten hyvin



opiskelijat ovat saavuttaneet lukion opetussuunitelman tavoitteet ja pystyvit sovel-

tamaan opittua kdytdnnossa.

2.1 Yhtalon ratkaisu Suomen opetussuunnitelmissa

Yhtéaloiden ratkaiseminen on keskeinen osa suomalaisen matematiikan opetuksen ta-
voitteita sekd perusopetuksessa ettéd lukiossa. Perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteissa yhtalot kuuluvat seké algebraan ettd matemaattiseen ajatteluun. Oppi-
laan odotetaan oppivan peruskéasitteet jo vuosiluokilla 7-9. Perusopetuksen opetus-
suunnitelmassa korostuu, ettd oppilaiden tulee osata tunnistaa ja muodostaa yh-
taloita seké ratkaista yksinkertaisia yhtaloitd ja ymmartda yhtalon ratkaisemiseen
liittyva ajatus tasapainosta. Keskeisené sisdltond mainitaan myos yhtalon ratkaise-
misen perusmenetelmii, kuten vastaluvun ja kdanteisluvun kaytto sekéd jakolaskun
ja kertolaskun yhteydet (Opetushallitus, [2014).

Perusopetuksen tavoitteena on, etté oppilas oppii mallintamaan tilanteita yhta-
16iden avulla ja ratkaisemaan arjen, matematiikan ja muiden oppiaineiden ongelmia
symbolisen esityksen kautta. Tamé tukee ongelmanratkaisun ja loogisen paattelyn
kehittymistéd, jotka ovat laaja-alaisen osaamisen tavoitteita (Opetushallitus, 2014).
Yhtaloiden kasittely valmistaa oppilaita myds myohempiin algebraan liittyviin op-
pisisaltoihin, kuten funktioihin ja yhtalopareihin.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa yhtéldiden ratkaisu syvenee huomatta-
vasti. Matematiikan tavoitteena on, etté opiskelija "osaa ratkaista yhtéloita ja yh-
téaloryhmid sekd tutkia ratkaisujen merkitysta erilaisissa tilanteissa" (Opetushallitus,
2019). Lukiossa yhtéloita tarkastellaan sekd suoraan laskennallisina tehtévind ettd
laajemmin matemaattisen mallintamisen vélineend. Keskeisid sisdltoja ovat ensim-
méisen ja toisen asteen yhtalot, potenssi- ja eksponenttiyhtélot, logaritmiyhtalot
seké trigonometriset yhtalot (Opetushallitus, 2019). Yhtalonratkaisussa algebra ke-
hittyy kohti jarjestelmallistd menetelmien hallintaa, ja opiskelija oppii valitsemaan
tarkoituksenmukaiset ratkaisutavat.

Yhtéaloiden ratkaisemisella on lukiossa myos tiivis yhteys funktion kisitteeseen
ja ymmaéartamiseen. Esimerkiksi kurssissa MAA2 (Analyysi I) opiskelija oppii tulkit-
semaan yhtalon ratkaisun funktion nollakohtana, ja mychemmissé kursseissa (kuten
MAAD5 ja MAAG) tarkastellaan yhtdloiden ratkaisemista graafisesti, numeerisesti ja
analyyttisesti. Taméa suunnitelmallinen laajentuminen tukee matematiikan pitkajan-
teistd oppimista ja johdonmukaista etenemista.

Kokonaisuudessaan yhtaloiden ratkaisu rakentaa perustaa matemaattiselle ajat-
telulle koko suomalaisessa koulutusjarjestelméssa. Perusopetuksessa luodaan késit-
teellinen ymmarrys ja symbolisen ajattelun perusta, kun taas lukiossa taitoa syven-

netédn ja monipuolistetaan seké abstraktion ettéd soveltamisen tasolla. Opetussuun-



nitelmien linjausten mukaisesti yhtéaloiden ratkaisu toimii keskeisend matematiikan
sisaltond ja vélineena laajempien ongelmanratkaisu- ja mallintamistaitojen kehitta-

miselle.

2.2 Virhekasityksia matematiikan oppimisessa

Matematiikan oppimisen tutkimuksessa on pitkdéan kiinnitetty huomiota erilaisiin
virhekasityksiin. Virhekésitykselld tarkoitetaan oppilaan ajattelumallia, joka on puut-
teelinen tai virheellinen. Toisin sanoen opiskelija luulee ratkaisevan oikeaoppisesti,
mutta hénen tapansa ei ole matemaattisesti oikein (Michael, 2002). Virhekésitykset
ovat eri asia kuin satunnaiset virheet. Virhekisitykset eroavat satunnaisista virheis-
ta, kuten laskuvirheisté, koska ne heijastavat syvemmallé olevaa ajattelun véaaristy-
mad. Virhekasitykset eivit ole yksittaisia laskuvirheitéd, vaan pysyvampia vaaristy-
miéd oppijan tietorakenteissa. Ne tulevat ilmi usein silloin, kun oppilaan vastaukset
toistuvasti ovat virheellisid tai sisdltavéit vaarid tulkintoja. Virhekasitysten syntyyn
vaikuttaa oppilaiden aikaisemmat kokemukset ja arkipéivin ajattelumallit (Booth
ja Koedinger, 2008)).

Virhekasityksida voidaan jakaa eri tavalla, esimerkiksi kasitteellisen ja menette-
lyllisen tiedon ja ymmérryksen eroihin (Rittle-Johnson ym. [2001)). Késitteelliset vir-
hekésitykset liittyvit késitteiden ymmaéartamiseen, esimerkiksi oppilas ajattelee yh-
tasuuruusmerkin tarkoittavan vastauksen paikkaa eikd tasapainoa. Menettelylliset
virhekésitykset nakyvéat virheellisind laskutapoina, esimerkiksi oppilas voi soveltaa
laskusdantoa mekaanisesti myds tilanteessa, jossa se ei ole matemaattisesti mahdol-
lista. Namé kaksi kietoutuvat toisiinsa, silld puutteellinen késitys kéasitteistd johtaa
usein virheellisiin toimenpiteisiin ja ndméa puolestaan johtavat vadriin vastauksiin
(Rittle-Johnson ym. 2001)).

2.3 Miksi yhtalot tuottavat vaikeuksia?

Yhtaloiden ratkaiseminen on oppimisen kannalta erityisen haastava alue, ja siihen
liittyy runsaasti erilaisia virhekésityksia. Yksi yleisimmistd ongelmista on yhtéasuu-
ruusmerkin vadrinkaytto. Monet opiskelijat pitavéit sitd merkkina laskun tuloksesta,
eivitkd kahden lausekkeen vilisené tasapainon symbolina (Stephens ym. [2006). T4-
mé virheellinen késitys voi johtaa esimerkiksi siihen, etta opiskelija pyrkii siirtdmaan
kaikki termit yhtdsuuruusmerkin toiselle puolelle, ikdén kuin vastausta etsien.
Toinen keskeinen virhekésitys liittyy negatiivisiin lukuihin ja laskusédéantoihin.
Boothin ja Koedingerin (2008) tutkimuksessa havaittiin, ettd oppilaat usein poista-
vat negatiivisen merkin huomaamatta tai soveltavat laskusdantoja vadrissa tilanteis-

sa, jossa ne eivit ole matemaattisesti oikein. Esimerkiksi yhtdlossa x —4 = 13 jotkut
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opiskelijat vihentavat 4 molemmilta puolilta, vaikka oikea toimenpide olisi lisata 4
molemmille puolille. Tamé paljastaa puutteellisen kasityksen siitéd, mita opiskelijoi-
den mielestd negatiivinen merkki tarkoittaa, miten se vaikuttaa laskutoimitukseen
ja miten siitd padsee eroon oikeaoppisesti.

Liséksi muuttujan késite tuottaa oppilaille haasteita. Juprin, Drijversin ja Zawo-
jewskin (Jupri ym. 2014)) seitsemésluokkalaisille teetetyssd tutkimuksessa todettiin,
ettd osa oppilaista tulkitsee muuttujan vain tuntemattomaksi luvuksi, joka tulee
mekaanisesti ratkaista, sen sijaan, ettd he ymmartaisivit sen suurempaa merkitysta.
Tama puolestaan rajoittaa heidan kykyaan soveltaa yhtéloita, esimerkiksi ongelma-
ratkaisutilanteissa.

Oppimisen kannalta on keskeistd huomata, ettd pelkkd tehtédvien tekeminen ei
yleensé riitd korjaamaan virhekésityksid. Tutkimusten mukaan oppilaat saattavat
oppia toistamaan virhellisiad laskusaantoja ja ratkaisemaan tehtévia mekaanisesti il-
man, ettd he ymmartavéit, miksi ratkaisut toimivat. Tamé johtaa usein siihen, etta
virheelliset ajattelumallit sailyvéat, vaikka vastaus olisi ndennéisesti oikea. Virhe-
késitysten korjaaminen edellyttddkin myos konkreettisia apuvélineitd. Esimerkiksi
yhtédsuuruuden merkitystda voidaan havainnollistaa tasapainovaa’an avulla, jolloin
opiskelija hahmottaa, ettd yhtalon molempien puolien on pysyttiva tasapainossa.
Samoin negatiivisten lukujen késitettd voidaan avata konkreettisten esimerkkien
kautta, kuten ldmpdotilan muutoksen tai velan ja varallisuuden vertailua hyédyn-
téden. Boothin ja Koedingerin (2008) tutkimuksen mukaan oppilaiden késitteellisen
ymmarryksen vahvistaminen tukee huomattavasti heiddn kykyéan soveltaa oikeita
menetelmia yhtéaloiden ratkaisemisessa. Myos Rittle-Johnsonin, Sieglerin ja Alibalin
(Rittle-Johnson ym. 2001) kehittdmé&n mallin mukaan késitteellisen ja menettelyl-
lisen tiedon kehitys on vuorovaikutteinen prosessi. Syvéllinen ymmérrys késitteisté
auttaa omaksumaan oikeita laskutapoja ja -menetelmia, ja vastaavasti oikein opitut

menetelmat tukevat kisitteellisen ymmarryksen rakentumista.

2.4 Sanalliset tehtavat ja mallintamisen haasteet

Tehtédvanannolla on merkitysté siind, millaisia virhekésityksié oppilailta paljastuu.
Suljetut tehtavét, joissa on yksi selked ratkaisu tuovat usein esiin mekaanisia lasku-
virheité tai tiettyyn sdantoon liittyvia virheita tai virhekasityksida. Avoimet ja sanal-
liset tehtavit puolestaan paljastavat syvempia ajattelun ja mallintamisen ongelmia.
Tutkimusten mukaan molempien tehtavityyppien tarkastelu on tarpeellista, jotta
oppilaiden ajattelusta saataisiin kokonaiskuva (Booth ja Koedinger, 2008). Esimer-
kiksi ylioppilaskokeessa esiintyy seké laskennallisia rutiinitehtavia ettd avoimempia
soveltavia tehtavia, mika tekee ylioppilaskokeiden ratkaisuista aineistona erityisen

antoisan virhekésitysten tutkimiselle.



Tyossa tutkitaan myos, miten lukiolaiset opiskelijat ldhtevat ratkaisemaan sanal-
lisia tehtévid, joissa tarvitsee hyodyntda yhtéloitd. Sanalliset tehtévit ovat keskei-
nen osa matematiikan opetuksen siséltod, silld ne yhdistavit matemaattisen ajat-
telun arkipéivén tilanteisiin. Tutkimukset kuitenkin osoittavat, ettd juuri sanalliset
tehtavit aiheuttavat paljon vaikeuksia. Oppilaat eivat aina kykene muodostamaan
tilanteesta oikeaa matemaattista mallia, vaan virhe syntyy jo mallintamisvaiheessa
(Hegarty ym. [1995)). Esimerkiksi "Kaksi kertaa luku vihennettyné kolmella on yhta
suuri kuin seitseman” voi helposti vaéristyd yhtéaloksi 2x — 3 = 7, tai jopa osalle
oppilaista ilmaisu johtaa virheelliseen muotoon x — 3 = 7. Yhtédlon oikea tulkinta
olisi 2(x — 3) =T7.

Suomalaisessa tutkimuksessa (Holmlund, [2025)) on havaittu, etté sanallisten teh-
tavien vaikeus liittyy usein kielen ja matematiikan vuorovaikutukseen ja sen puuttee-
seen. Oppilaat pyrkivét tulkitsemaan tekstid kirjaimellisesti, jolloin matemaattinen
rakenne jaa kokonaan hahmottamatta. Tamé voi johtaa siihen, ettd he soveltavat
laskusaantoja mekaanisesti ilman, ettd he ymmaértavit, ettd miksi nédin tehdaan.

Useat tutkimukset ovat osoittaneet, etté oppilaat soveltavat sanallisia tehtavia
ratkaistessaan niin sanottua koulumatematiikan sdantoa eli he eivat tarkastele teh-
tavan todellista sisdltod vaan pyrkiviat paattelemédn, millaista ratkaisua opettaja
tai oppikirja todennéakoisesti odottaa. Talloin oppilaat turvautuvat usein opittui-
hin laskusdantoihin ilman, ettd he pysahtyvit pohtimaan, onko ratkaisu mielekés
tai todenmukainen. Mellone, Verschaffel ja Van Dooren (2014) kuvaavat, kuinka té&l-
lainen odotuksiin perustuva toimintatapa estdé oppilaita rakentamasta arkipaivan
tilanteisiin yhteyttd matematiikan kanssa. Kun tehtévi on monitulkintainen tai vaa-
tii arkisen toimintalogiikan huomioimista, oppilaat paatyvit helposti epéarealistisiin
ratkaisuihin. Oppilaat unohtavat arkielamén rajoitteet, koska heidén on vain pakko

saada tehtéva jotenkin tehtyé.

2.5 Tehtavatyypit ja virheiden ilmentyminen

Tehtéavatyypilla on vaikutus siihen, millaisia virheitd ja virhekésityksid oppilaiden
ratkaisuista paljastuu. Matematiikan tehtdvid voidaan tarkastella esimerkiksi jat-
kuvana jatkumona rutiininomaisista, algebrallisista tehtavistd avoimiin, soveltaviin
ja mallintamista vaativiin tehtdviin. Rutiinitehtavissa korostuvat usein menettelyl-
liset virheet, kuten laskuvirheet tai yksittdisten laskusdantojen vaara soveltaminen,
kun taas avoimemmat tehtavat tuovat esiin késitteellisia puutteita ja mallintamisen
vaikeuksia.

Yhtaloihin liittyvia tehtavia voidaan karkeasti jaotella esimerkiksi kolmeen luok-

kaan:

e puhtaasti algebralliset tehtéavit;



e soveltavat algebralliset tehtavét, joissa on annettu jokin yksinkertainen malli-

kuva tai sovelletumpi yhtalo; ja

e sanalliset tehtavit, joissa opiskelijan odotetaan itse muodostavan mallin ja

yhtélon.
Puhtaasti algebrallisissa tehtévissa, kuten
Ratkaise yhtalo 2z — 5 = 11

opiskelijan huomio kohdistuu paédasiassa symboliseen laskentaan ja yhtélon ratkai-
semisen perusteisiin. Talloin virheet liittyvét usein yhtdsuuruuden tasapainon séily-
mattomuuteen, negatiivisten lukujen vaarinkésittelyyn tai kertolaskun ja jakolaskun
vadraan suhteeseen (Booth ja Koedinger, |2008)). Soveltavissa algebrallisissa tehté-
vissd puolestaan tarkastellaan usein jonkin yksinkertaisen tilanteen, kuten alennus-
myynnin mallintamista valmiiksi annetuilla kaavoilla tai melko suoraviivaisella péét-
telylla. Néissa tehtédvisséd virheet voivat syntyé sekd mallintamisessa etté loogisessa
ratkaisussa.

Sanalliset ja laajemmat mallintamistehtévit ovat monivaiheisia. Opiskelijan on
ymmarrettava kielellinen tehtaviananto, poimittava olennainen tieto, paatettava, mi-
ta suureita tehtavissé esiintyy, muodostettava yhtalo tai yhtaloryhma, ratkaistava
se ja lopuksi analysoitava vastaus ja pohdittava sen luotettavuutta. Jokainen néais-
ta vaiheista sisiltda potentiaalisia virheen paikkoja. Tutkimuksessaan Hegarty ym.
(1995)) erottavat ratkaisustrategioissa karkeasti kahdenlaisia ldhestymistapoja. Me-
nettelyllisen, jossa oppilas etsii nopeasti tuttuja avainsanoja ja soveltaa valmista
reseptid, sekd kasitteellisemmaén, jossa hén rakentaa tilanteesta mentaalisen mallin.
Ensimmaéinen strategia tuottaa usein virheitd monitulkintaisissa tai arkirealismia
sisaltavissa tehtavissa.

Ylioppilaskokeissa esiintyy tyypillisesti kaikkia edelld mainittuja tehtavityyppe-
ja. Tamaé tekee kokeen vastauksista erityisen mielekkédan aineiston virheanalyysille,
silla saman opiskelijan ratkaisut voivat paljastaa erilaisia virhekésityksia riippuen sii-
td, millaista ajattelua tehtavd milloinkin vaatii. Esimerkiksi opiskelija saattaa suo-
riutua virheettomasti rutiininomaisista algebrallisista yhtéloista, mutta soveltavim-
missa tehtévissd saattaa tulla systemaattisia virheité, joissa esimerkiksi opiskelijan

pitédisi muodostaa yhtalo itse.

2.6 Digitaalinen ymparisto ja teknologian rooli yhtaloiden

ratkaisussa

Lukion opetussuunnitelmassa korostetaan teknologian, kuten CAS-laskimien ja tie-
tokoneohjelmien, kdyttod yhtéloiden ratkaisun tukena (Opetushallitus, 2019). Digi-
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taalisen ylioppilaskokeen takia oppimisympéristot ovat muuttuneet. Opiskelijat rat-
kovat nykyéan tehtévat sihkoisessa oppimisymparistossé, eiké tavallisessa kynapaperi-
ymparistossd. Tamaéan takia opiskelijoilla on kiytossadn erilaisia tydkaluja, kuten tau-
lukkolaskenta, symbolisen laskennan ohjelmistot ja piirtosovellukset, jotka mahdol-
listavat yhtaloiden ratkaisun graafisesti, numeerisesti tai symbolisesti.

Tutkimusten mukaan teknologian hyodyntadminen ei kuitenkaan automaattises-
ti poista ksitteellisid virhekésityksia (Jupri ym. [2014)). Péinvastoin se voi joskus
peittad niitd. Opiskelija saattaa saada oikean numeerisen lopputuloksen valitsemal-
la oikean tyokalun ja syottdmalld siihen oikeat luvut, vaikka hédnen kéasitteellinen
ymmarryksensa yhtalon rakenteesta ja ratkaisuprosessista olisi puutteellinen. Toi-
saalta teknologia voi myo0s paljastaa uusia virhetyyppejé, esimerkiksi silloin, kun
opiskelija ei osaa tulkita graafisen ratkaisun merkitysté tai tekee virheitd ohjelmaa
kéiyttaessa.

Digitaalisessa koeympéristossa opiskelijan on kyettava liitkkumaan joustavasti eri

esitystapojen valilla:

sanallinen tehtava — algebrallinen malli
— graafinen esitys

— numeerinen ratkaisu.

Jos jokin néisté vaiheista on heikko tai kokonaan puutteelinen, virheitd syntyy ja
vastaus menee yleensé pieleen. Esimerkiksi funktion kuvaajasta luettu nollakohta
voidaan ymmaértaa kohdaksi, jossa kuvaaja kohtaa x-akselin, mutta yhteys sitd vas-
taavaan yhtéloon f(z) = 0 jaa puutteelliseksi. Talloin opiskelijan voi olla vaikea
nahdd, miksi yhtélon ratkaiseminen ja funktion nollakohdan etsiminen ovat sama
asia.

Liséksi digitaalinen ymparisté vaikuttaa opiskelijoiden ratkaisuajatteluun. Osa
opiskelijoista saattaa lahestya tehtavaa kokeile ja katso -periaatteella syottamalla
erilaisia lukuja laskimeen sen sijaan, ettd muodostaisi loogisen algebrallisen ratkai-
sun. Tama voi johtaa pintapuoliseen ajatteluun, jossa oikea vastaus 16ytyy, mutta
taustalla oleva rakenne jad ymméartamatta. Toisaalta teknologia antaa myos uusia
mahdollisuuksia tutkia virheita. Esimerkiksi vélivaiheiden tallentuminen ja eri sovel-
lusten tyokalujen kaytto voivat tarjota tutkimukselle aineistoa siitéa, miten opiskelijat

todella ajattelevat ratkaisuprosessin aikana.

2.7 Virheanalyysin pedagoginen merkitys

Virhekasitysten tutkiminen ei ole kiinnostavaa vain teoreettisesta ndkokulmasta,
vaan silla on suora yhteys opetuksen kehittdmiseen parempaan suuntaan. Virhea-

nalyysin avulla voidaan tunnistaa tyypillisia virheellisia ajattelumalleja, jotka tois-



tuvat monilla oppilailla. Ndin voidaan suunnitella opetusta niin, ettd nadmé mallit
huomataan ja tehddan nakyviksi. Taytyy muistaa, etté virheet eivat ole merkki epé-
onnistumisesta vaan osa oppimista ja sen kehitysta.

Opetuksen nakokulmasta on olennaista erottaa toisistaan satunnaiset virheet ja
systemaattiset virhekésitykset. Satunnaiset laskuvirheet voivat viahentyéa harjoitte-
lun ja tarkkuuden myo6téd, mutta virhekasitykset vaativat usein erilaista ja pitkéikes-
toista kasittelyd. Esimerkiksi yhtdsuuruusmerkin merkitysté voidaan tutkia yhdessa
oppilaiden kanssa vertailemalla tilanteita, joissa yhtdsuuruus esiintyy eri rooleissa
(esim. 344 =7,7 =344, 3+ 4 = 2+ 5). Vastaavasti muuttujan késitetta voi-
daan avata tehtavilld, joissa sama kirjain saa eri arvoja tai joissa muuttuja kuvaa
kokonaisuutta, ei vain tuntematonta lukua.

Formatiivisen arvioinnin nakokulmasta virheiden tarkastelu on keskeinen osa op-
pimisprosessia. Monipuolinen arviointi auttaa oppilasta ymmaértaméaan, milla tasolla
hénen osaamisensa on ja mihin suuntaan sitd pitdisi muuttaa. Yhtéloihin liittyvissa
tehtéavissd tama tarkoittaa esimerkiksi keskusteluja siitd, miksi tietty ratkaisutapa
ei toimi, tai vertaisarviointia, jossa oppilaat analysoivat toistensa ratkaisupolkuja ja
etsivat niistd mahdollisia virhekohtia.

Ylioppilaskokeen kontekstissa virheanalyysi voi tarjota arvokasta palautetta pait-
si yksittaisille opiskelijoille my6s opetuksen ja arvioinnin suunnittelijoille. Jos tie-
tyntyyppiset virheet toistuvat vuodesta toiseen monilla opiskelijoilla, voi olla syyta
tarkastella, miten kyseinen sisélto on esitetty opetussuunnitelmassa, oppikirjoissa ja
opetustilanteissa. Esimerkiksi jos suurin osa opiskelijoista tekee systemaattisesti vir-
heita sanallisissa yhtalotehtavissa, voidaan pohtia, tulisiko mallintamiseen ja kielen
ja matematiikan vuoropuheluun panostaa enemmaén ja monipuolisemmin.

Lopulta virheanalyysin tavoitteena ei ole ainoastaan listata véaria ratkaisuja,
vaan ymmértaa oppilaiden ajattelua ja tukea oppimisen jatkumoa. Yhtaloiden koh-
dalla tdméa tarkoittaa sitd, ettd opetuksessa pyritddn rakentamaan siltoja aritme-
tiikasta algebraan, rinnastamaan kasitteitd arkipaivaan, harjoittelemaan eri esitys-
tapojen vilistd yhteyttd ja tarjoamaan tilaisuuksia arvioida omia oikeita ja véaaria

ratkaisutapoja. Nain virheista tulee osa oppimista, ei pelkistaén arvioinnin véline.



3 Tutkimuskysymykset

Téamén tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, millaisia virheitd ja virhekasityksia
opiskelijat tekevét ylioppilaskirjoituksissa lyhyen matematiikan kokeessa, erityisesti
yhtéloita sisdltavissa tehtavissa. Tutkimuksen ldhtokohtana on ajatus, ettéa vastauk-
sista 10ytyy virhekasityksid ja niiden tunnistaminen voi auttaa kehittdméaan opetus-
ta ja arviointia parempaan suuntaan. Yhtéloiden ratkaiseminen ei ole pelkéstédan
tekninen taito, vaan siihen liittyy olennainen osa matemaattisen ajattelun ja késit-
teellisen ymmaérryksen kehittymisté. Siksi virheiden systemaattinen analyysi tarjoaa
mahdollisuuden tarkastella laajemmin opiskelijoiden ajattelun kulkua.

Aiemmat tutkimukset ovat osoittaneet, ettd yhtdléiden ratkaiseminen aiheut-
taa vaikeuksia eri koulutusasteilla. Esimerkiksi Marcus ja Watt (Marcus ja Watt,
2012) ovat tuoneet esiin, etta yhtélon késite voi olla opiskelijoille monimerkityksinen
ja abstrakti, miké johtaa virheellisiin lopputuloksiin, erityisesti yhtdsuuruusmerkin
merkityksen ymmértdmisessid. Holmlundin (2025) mukaan myos lukujen ja sym-
bolien tyypilla voi olla vaikutusta siihen, miten opiskelijat lahestyvat yhtaloitéd ja
niiden mallintamista ja ratkaisemista. Lisdksi Juprin, Drijversin ja van den Heuvel-
Panhuizenin (Jupri ym. 2014) tutkimukset osoittavat, ettd digitaalinen tyoskentely
ei itsessdan poista késitteellisia vaarinymmaérryksia. Oppilaat tarvitsevat silti apua
tehtavien ymmartamisessé, vaikka digitaalisia apuvilineita olisi kiytossa.

Néiden havaintojen perusteella on perusteltua tarkastella, millaisia virheité opis-
kelijat tekevit nimenomaan ylioppilaskokeissa, joissa tehtévien vaikeustaso ja muo-
to vaihtelevat. Ylioppilaskoket tarjoavat autenttisen kontekstin, jossa opiskelijoiden
matemaattinen ajattelu, kisitteellinen ymmérrys ja ongelmanratkaisutaidot tulevat
esiin. Lisdksi ylioppilaskoe on arvioinnillisesti korkeapanoksinen tilanne, mika tekee
siitd erityisen kiinnostavan kohteen virheanalyyseille. Tietynlainen paine, jannitys
digitaaliset tyokalut ja tehtadvien vaihtelevat ratkaisutavat voivat tuottaa erilaisia
virheitad kuin luokkahuonetilanteissa.

Taméan tutkimuksen tavoitteena onkin ymmaértada, miten opiskelijat lahestyvét
yhtéaloita ylioppilaskokeessa ja millaisia virhepolkuja he kulkevat ratkaistessaan al-
gebrallisia, soveltavia ja sanallisia tehtédviéd. Tarkastelemalla virheité erilaisissa tehté-
vatyypeissa voidaan saada tietoa siitd, mitké taidot ovat hyvin hallinnassa tai mitka
osa-alueet vaativat opetuksessa enemmaén aikaa ja vahvempaa painotusta.

Tutkimuskysymykset ovat seuraavat:

1. Millaisia virhekasityksia ja virhetyyppeja opiskelijoilla esiintyy yhtéloiden rat-

kaisemisessa ylioppilaskokeen tehtévissa?

2. Miten virheet eroavat eri tehtévityypeissa (algebrallinen, soveltava algebralli-

nen ja sanallinen tehtévi)?
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Néiden kysymysten avulla pyritddn muodostamaan kokonaiskuva opiskelijoiden
tavallisimmista virheisté ja virhekasityksista seka siitd, miten tehtévatyyppi vaikut-
taa virheiden laatuun ja yleisyyteen. Tutkimus tuottaa tietoa, jota voidaan hyédyn-
taa sekd opetuksen suunnittelussa, ettd arvioinnin kehittédmisessa, erityisesti yhté-

16iden opettamisen ja virheiden ennaltachkiisyn nakokulmasta.
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4 Aineisto ja menetelmat

Téasséd tutkimuksessa tarkastellaan lukion lyhyen matematiikan opiskelijoiden osaa-
mista yhtéloihin ja niiden ratkaisemiseen liittyvisséd tehtavissa ylioppilaskokeissa.

Aineistossa on kunkin tehtévin osalta sadan opiskelijan vastaukset. Naista opis-
kelijoiden vastauksista valittiin satunnaisesti 40 vastausta tarkempaan analyysiin
kustakin tehtévistd. Néin kokonaisaineistoksi muodostui 160 eri vastausta (4 tehté-
vad x 40 vastausta). Otoskooksi valittiin 40 vastausta tehtédvad kohden, koska tél-
16in voidaan arvioida niiden tarjoavan riittdvan monipuolisen kuvan opiskelijoiden
erilaisista ratkaisutavoista ja virhetyypeista, mutta sailyvin samalla laadullisesti ja
madrallisesti hallittavissa.

Satunnaisotanta toteutettiin valitsemalla sadan vastauksen joukosta 40 ensim-
méistd vastausta. Vastaukset oli listattu satunnaisessa jarjestyksessd. Satunnaiso-
tannan avulla pyrittiin varmistamaan, etté aineistoon sisaltyy seka heikosti etté hy-
vin suoriutuneita opiskelijoita. Valinta ei perustunut esimerkiksi pisteméériin. Tar-
koituksena oli kuvata mahdollisimman todenmukaisesti ja monipuolisesti sité vaih-
telua, jota ylioppilaskokeen yhtélotehtavien ratkaisuissa esiintyy.

Virheanalyysi kohdistettiin satunnaisesti valittuun 40 vastauksen otokseen. N&in
analyysi voitiin tehda riittavin yksityiskohtaisesti eli jokainen vastaus analysoitiin
yksittain. Siihen liittyvat virheet ja ajatteluprosessi kirjattiin ylos, jotta pystytdan

teettdmadn taulukkoja.

4.1 Analyysimenetelma

Vastausten analysointi toteutettiin virheanalyysin menetelmélld, jossa opiskelijoi-
den ratkaisuja tarkastellaan sekd onnistumisten ettd virheiden kautta. Menetelmés-
sd el keskityta pelkistaan lopputuloksen oikeellisuuteen, vaan myos siihen, millai-
sia ajatteluprosesseja ja virhekisityksia ratkaisun taustalla mahdollisesti on. Téssé
tutkimuksessa virheanalyysi yhdistettiin laadulliseen sisdllonanalyysiin eli virheita
luokiteltiin sekéd ennalta muodostettujen teoreettisten luokkien etté aineistosta esiin
nousevien uusien piirteiden perusteella.

Analyysi eteni vaiheittain. Ensimmaéisessé vaiheessa kaikki valitut vastaukset kat-
sottiin lapi kokonaisuutena. Tadmén alustavan tarkastelun perusteella muodostettiin

alustava luokittelurunko, jossa kiinnitin huomiota seuraaviin asioihin:
e Termien siirtdmisen virheet

e Laskusiintdjen virheellinen kiytto (esimerkiksi sulkeiden avaamisessa tai

negatiivisten lukujen késittelyssé)

e Eksponentti- ja juurilaskujen virhekasitykset
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Muuttujan ja symbolien merkitykseen liittyvat virheet

Mallintamisvirheet sanallisissa tehtavissa

Tehtavan kesken jattidminen tai kokonaan vairin

Taysin oikein

Toisessa vaiheessa vastaukset kéytiin lapi luokittelurungon avulla ja jokainen
virhe kirjattiin sopiviin kohtiin. Virheet olivat tyypillisesti monitasoisia eli samassa
vastauksessa saattoi ilmeté seké kasitteellisia ja menettelyllisia virheitd. Analyysin
kuluessa luokkia tarkennettiin ja yhdisteltiin, ja osasta muodostettiin alaluokkia.
Esimerkiksi laskusadantojen virheellinen kiytto jaettiin negatiivisiin lukuihin liitty-
viin virheisiin ja potenssi- ja juurilaskuihin liittyviin virheisiin.

Kolmannessa vaiheessa virheiden yleisyytta tarkasteltiin méaaréllisesti. Keskeis-
ten virhetyyppien esiintymisté laskettiin prosentteina analysoiduista vastauksista.
Néin eri tehtavatyyppeja voitiin vertailla myos méaaréllisesti, esimerkiksi kuinka mo-
nella opiskelijalla ilmeni tietyn tyyppinen virhe pelkésséd algebrallisessa tehtévis-
sd verrattuna sanalliseen tehtaviaan. Namaé prosenttiosuudet eivit ole tilastollisesti
yleistettavida, mutta ne auttavat hahmottamaan virheiden suhteellista yleisyytta ja

painottumista eri tehtavityypeissa.

4.2 Tutkimuksen luonne ja tavoitteet

Tutkimuksen tavoitteena on havaita ja vertailla opiskelijoiden tyypillisia virhekasi-
tyksia yhtaloiden ratkaisemisessa sekéa tarkastella, millaisia eroja esiintyy eri tehtéva-
tyyppien valilla. Lisdksi tutkimuksessa pyritaén tulkitsemaan, mité havaitut virheet
kertovat opiskelijoiden késitteellisesté ja menettelyllisestd ymmaérryksesta. Tutkimus
on luonteeltaan kuvaileva ja eksploratiivinen. Sen tarkoituksena ei ole tilastollinen
yleistys, vaan yhtélonratkaisun ja siihen liittyvien ajatteluprosessien tunnistaminen
ja ymmartaminen. Toisaalta tarkoitus on tunnistaa ja 16ytda virhekasityksié, jotta
opetuksessa ja sen suunnittelussa niihin voitaisiin puuttua.

Tutkimuksen ldhtokohtana on konstruktivistinen oppimiskésitys, jonka mukaan
opiskelijat rakentavat matemaattista ymmaérrystaén aiempien tietojen pohjalta. Vir-
hekésitykset nahdédan tdmén ndkemyksen valossa osana oppimista eli ne kertovat
siitd, millaisia virheellisia késityksid opiskelijat ovat muodostaneet matemaattisil-
le kasitteille ja sdanndéille. Virheanalyysi tarjoaa mahdollisuuden tarkastella néité
merkityksié ja niiden kehittymista.

Tuloksia voidaan hyodyntad matematiikan opetuksen kehittamisessé. Erityisesti

késitteellisen ymmérryksen tukemisessa ja opetuksen eriyttdmisen suunnittelussa.
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Kun opettajat tietdvat millaiset virhekasitykset ovat yleisia ja missa tehtavatyypeis-
sé ne tyypillisesti ilmenevét, he voivat suunnata opetustaan ja arviointiaan niin, etta

virhekasitykset tulevat nakyviksi ja niitd yritetdén korjata oikeaksi.

4.3 Luotettavuus ja menetelmalliset rajoitteet

Laadullisen virheanalyysin luotettavuuteen vaikuttaa erityisesti se, miten johdonmu-
kaisesti virheita luokitellaan. Tésséd tutkimuksessa analyysi toteutettin yksin, mika
tuo mukanaan subjektiivisuuden riskin. Sama virhe olisi voitu luokitella hieman eri
tavoin, jos analyysin olisi tehnyt toinen henkil6. Tamén riskin vihentamiseksi kéytiin
vastauksia léapi useaan kertaan ja luokittelua muutettiin ja tarkennettiin analyysin
edetessa.

Tutkimuksen aineisto on myos rajallinen. Téssa tutkimuksessa oli nelja tehtavaa
ja 40 vastausta per tehtavi eivit anna kattavaa kuvaa kaikkien lukion lyhyen mate-
matiikan opiskelijoiden osaamisesta. Kyseessd on harkinnanvarainen ja rajattu otos,
jonka perusteella voidaan tehda suuntaa-antavia, mutta ei tilastollisesti yleistettéavia
johtopaatoksia. Tarkoituksena onkin syventdd ymmaérrysta yhtéalokasitykseen liitty-
vista tyypillisista virheista, ei tuottaa tilastollisia vertailuja esimerkiksi eri lukioiden
tai vuosikurssien valilla.

Lisdksi on huomioitava, ettd aineisto koostuu valmiista koevastauksista. Tut-
kimuksessa ei ole kdytettavissa tietoa opiskelijoiden taustatekijoistd, kuten kurs-
sivalinnoista, aiemmasta koulumenestyksesta tai suhtautumisesta matematiikkaan.
Néin ollen virheité tarkastellaan ainoastaan nékyvien ratkaisujen perusteella, eika
niiden taustalla olevia oppimishistorioita voida yksityiskohtaisesti jaljittaa. Téasta
huolimatta koevastaukset tarjoavat autenttisen ja opetussuunnitelmaan kytkeyty-

van kontekstin, jossa opiskelijoiden matemaattinen ajattelu tulee esiin.

4.4 Ylioppilaskokeet Suomessa

Suomalainen matematiikan ylioppilaskoe on osa valtakunnallista ylioppilastutkin-
toa, ja se mittaa opiskelijan matemaattista ajattelua, ongelmanratkaisutaitoa ja
kykyd soveltaa oppimaansa eri tilanteissa. Lyhyen matematiikan koe on suunnat-
tu niille opiskelijoille, jotka eivit ole valinneet pitkdd matematiikkaa, mutta joiden
odotetaan hallitsevan perusmatemaattiset taidot ja pystyvin soveltamaan niité ar-
kielamén ja jatko-opintojen kannalta keskeisissé tilanteissa.

Kokeen rakenne uudistui vuonna 2016, jolloin se jaettiin kahteen osaan, A-osaan
ja B-osaan. A-osa siséltdd kaikille pakollisia, lyhyempié tehtévid, jotka mittaavat
perusosaamista, kisitteiden hallintaa ja laskurutiineja. Vuonna 2019 ylioppilaskokeet

siirtyiviat sdhkoiseksi. Siind a-osa saa hyodyntédd peruslaskinta. B-osa puolestaan
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koostuu laajemmista ja syvéallisempéaa soveltamista edellyttavista tehtavisté, joissa
opiskelija saa kiyttaa sdhkoisid apuvélineita (Ylioppilastutkintolautakunta, 2025)).

Tama rakenne mahdollistaa sekd menettelyllisen osaamisen ettd kasitteellisen
ymmérryksen arvioinnin. A-osa tarjoaa ndkokulman siithen, miten opiskelijat hallit-
sevat keskeiset asiat yht&loihin liittyen ilman teknistd tukea, kun taas B-osa pal-
jastaa heidan kykynsé soveltaa yhtaloitd avoimemmissa ongelmanratkaisutilanteis-
sa ja digitaalista ymparistoa hyodyntéaen. Yhtaloitéd ja yhtalonratkaisua voi esiintya
molemmissa osissa. A-osassa ne liittyvit usein peruslaskentaan ja yksinkertaisiin
mallintamistehtéviin, kun taas B-osassa yhtélot voivat esiintya esimerkiksi tilasto-,
talous- tai ongelmaratkaisutehtavissa ja kytkeytya teknologian kayttoon.

Ylioppilaskokeen arvioinnissa kiinnitetddn huomiota sekd lopulliseen vastauk-
seen ettd ratkaisun esittdmiseen. Arvosteluperusteissa korostetaan matemaattises-
ti perusteltua etenemisté, oikeiden menetelmien kiayttoa ja selkedd merkintatapaa.
Tasta nakokulmasta koevastaukset ovat otollista aineistoa virheanalyysille, koska ne
paljastavat mitéa opiskelijat ovat valmiita vastaamaan korkean panoksen kokeessa ja
millaisia ratkaisutapoja he suosivat.

Téassd tutkimuksessa kiytetyt tehtdavit valittiin nimenomaan lyhyen matema-
tiikan ylioppilaskokeista, koska niiden tehtavéityypit vastaavat suoraan lukion ope-
tussuunnitelman tavoitteita yhtéldiden osalta. Néin tuloksia voidaan peilata seka
opetussuunnitelmien linjauksiin ettéd sithen, miten hyvin opiskelijat nayttavat hal-
litsevan opetussuunnitelmassa tavoiteltuja taitoja. Ylioppilaskoe toimii ikddn kuin
peiliné, jonka avulla voidaan tarkastella millaisiksi yhtélokasitys ja yhtalonratkaisun

taidot ovat kehittyneet lukion paatyttya.
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5 Analysointi ja tulokset

5.1 Lyhyt matematiikka syksy 2022 2a

Analysoitiin lyhyen matematiikan vuoden 2022 syksyn kokeen tehtévin 2a-kohtaa.
Tarkasteltiin yhteensa 40 opiskelijan vastausta. Tarkastelussa kiinnitettiin erityisesti
huomiota, ettd millaisia virheita opiskelijat tekevat ja milloin ratkaisu oli kokonaan
oikein.

Tehtidva 2. Yhtélonratkaisu (12 p.)

1. Ratkaise yhtalo
(x+1)(x+4)=4.

(4 p.)

2. Ratkaise yhtéalopari
20 + 4y = 8
2y =1 —4x.

(8 p.)

(Yle, [2022)

Analysoitiin pelkéstdéin tehtavan a-kohtaa, koska siiné oli perinteisté yhtalonrat-
kaisua, kun taas b-kohdassa oli yhtaloparin ratkaiseminen.

Alla malliratkaisu a-kohtaan:
(x+1)(z+4) =4
2? +5r+4=4
22 +52=0
z(x+5)=0

r=0talx=-5

Vastaus: z = 0 tai z = —5.

Taulukosta 1 voidaan huomata, ettd 85% opiskelijoista hallitsi perusasiat, kuten
termien siirtdmisen oikeille puolille. Sen sijaan virheité esiintyi erityisesti sulkeiden
avaamisessa ja ratkaisun tulkinnassa.

Sulkeiden avaaminen tuotti suurimmat ongelmat tehtavéssa. 25% opiskelijoista ei
osannut avata sulkeita oikein. Tehtdvin ensimmaéinen vaihe oli sulkeiden avaaminen
eli jos se meni jo pieleen niin yleensd koko tehtédvd meni vaérin. Toinen yleisesti
esiintynyt virhe oli lisidminen tai vihentdminen vain yht&lon toiselta puolelta. Tama

tukee Boothin ja Koedingerin (2008) havaintoa, ettd virhekésitykset liittyvét usein
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Taulukko 1: Yhtalotehtavan syksy 2022 2a-kohdan virhetyypit ja niiden yleisyys

Virhetyyppi Maira (n=40) Prosenttiosuus (%)
Yhtésuuruusmerkin virhetulkinta 4 10
Ratkaisun tulkintavirhe 8 20
Avasi sulkeet vadrin 10 25
Siirsi termit oikein 34 85
Ei virheita 15 37.5

sdantojen mekaaniseen soveltamiseen ilman ymmérrystd, ettd miksi ndin kuuluu
tehda.

Ratkaisun tulkintavirheitd ilmeni 20%:114 opiskelijoista. Opiskelijat eivit huo-
manneet, ettd toisen asteen yhtalolla voi olla kaksi eri ratkaisua, vaikka lasku muu-
ten eteni oikeaoppisesti. Téama kertoo puutteista késitteiden ymmaérryksessa. Jois-
sain vastauksissa opiskelijat esittivit vain toisen ratkaisun tai jattivit tehtévéin rat-
kaisun kesken. Jotkut opiskelijat saivat avattua sulkeet oikein ja siirrettyd termit
oikeille paikoille, eli he saivat yht#lon muotoon 2 + 5z = 0, mutta totesivat silti,
ettei yhtalolla ole ratkaisua.

Yhtasuuruusmerkin virhetulkinta nékyi 10%:ssa vastauksista. Tamé tuli ilmi
muun muassa tilanteissa, joissa opiskelija siirsi termeja vadrin puolelta toiselle tai
jéatti yhtasuuruuden kokonaan merkkaamatta. Tamé osoittaa, ettéd osa opiskelijoista
tulkitsee yha yhtasuuruusmerkin "tulosmerkkiksi” eikd tasapainon symboliksi, mika
on (Stephens ym. 2006) kuvaama tyypillinen virhekésitys. Toisaalta osa opiskelijoita
lisdili ylim&araisia yhtasuuruksia kaikkien laskurivien alkuun tai puolestaan ratkai-
si koko tehtdvin yhtend potkond, joilloin yhtdsuuruusmerkin ymmértamisessia on
puutteita.

Toisaalta 15 opiskelijaa eli 37,5% ratkaisi tehtévéan tdysin oikein. Namé ratkaisut
pitivat sisallaan seké toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan kiayttod, etta tulon nolla-
sdannon hyodyntamista. Ratkaisukaavan kiytto oli huomattavasti yleisempéd kuin

tulon nollasdénnon kaytto.

5.2 Lyhyt matematiikka syksy 2020 tehtava 2 kohta 2

Analysoitiin lyhyen matematiikan vuoden 2020 syksyn tehtavia 2 ja tarkemmin koh-
taa 2. Tarkasteltiin 40 opiskelijan vastauksia tutkimuksessa. Tarkastelussa kiinnitet-
tiin erityisesti huomiota, ettd millaisia virheitd opiskelijat tekevét ja milloin ratkaisu
oli kokonaan oikein. Tehtavéa oli ratkaista polynomiyhtalo.

Tehtiva 2 Yhtaloita 12 p.
Ratkaise seuraavat yhtalot. Anna vastausten likiarvot kahden desimaalin tarkkuu-
della.
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1. 22=7 (3p)
2. Tr°+2=-32"+4 (3p)
3. (3%)*-3*=3" (3p)
4. 13" =147 (3 p.)
(Yle, 2020)

Téassa tehtavassa tarkasteltiin ainoastaan kohtaa kaksi, joten kohdan kaksi mal-

livastaus on esitetty alla.

Tx® +2=—32" + 4

102° =2

2> =0.2

r=02Y%~0.72

Vastaus: z ~ 0.72

Taulukko 2: Virhetyypit polynomiyhtalon tehtavéssa

Virhetyyppi Maara (n=40) Prosenttiosuus (%)
Kéaytti vaaraa laskusaantoa 15 37,5%
Potenssi- ja juurilaskuvirhe 14 35%

Vastaus ilmoitettu vadrin 10 25%

Téaysin vadrin / ei edes ratkaissut 4 10%

Téysin oikein 3 7,5%

Tehtavan 2 kohta 2 mittasi opiskelijoiden kykyé ratkaista viidennen asteen yh-
talo, jossa esiintyi saman muuttujan potenssitermeja molemmilla puolilla yhtaloa.
Tallainen tehtéava edellyttda opiskelijalta paitsi laskuséddntojen hallintaa my6s ym-
mérrysta potenssilausekkeista ja muuttujan erottamisesta. Liséksi tehtavassa koros-
tuu algebrallisen ajattelun sujuvuus. Opiskelijan tulee tunnistaa oikea ratkaisutapa
ja soveltaa sitd johdonmukaisesti useiden laskuvaiheiden léapi, jotta paastéisiin ha-
luttuun lopputulokseen.

Taulukon 2 perusteella tehtéava osoittautui monille opiskelijoille haastavaksi. Ylei-

simmaksi virhetyypiksi tarkastelussa nousi viaran laskusaannon kaytto, joka ilmeni
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37,5% opiskelijoilla. Tama viittaa siihen, ettd merkittava osa opiskelijoista ei hallin-
nut potenssien kasittelya tai termien siirtamistd. Tamé voi ilmeté esimerkiksi tilan-
teissa, joissa potenssien eksponentteja on kisitelty virheellisesti. Toisaalta voi olla,

ettd opiskelijoille ei ole tarpeeksi usein tuotu esille potenssin erilaisia laskusaantoja.

Toiseksi yleisin virhetyyppi oli potenssi- ja juurilaskuihin liittyvét virheet 35%.
Opiskelijat esimerkiksi unohtivat eksponentin, poistivat potenssin vaérin tai kaytti-
vat juurilaskua tilanteissa, joissa sité ei olisi ollut sallittua. Tamé viittaa siihen, etta

eksponenttifunktion ja juurifunktion vélinen yhteys ei ole kaikille selkea.

Viarin ilmoitetut vastaukset muodostivat 25% virheistéd. Naissd tapauksissa opis-
kelija oli saattanut ratkaista tehtévan ldhes oikein, mutta lopputulos kirjoitettiin
puutteellisena, vadrin pyoristettynéa tai ilman vaadittua tarkkuutta. Tama osoittaa,
ettd osa opiskelijoista tarvitsee viela harjoitusta vastauksen esittdmiseen ja ratkai-
sun viimeistelyyn. Osa opiskelijoitsa ei valttdmatta ole huomannut, ettd tehtéavissi

on pyydetty antamaan vastaus tietylld tarkkuudella.

Lisdksi 10 25% opiskelijoista ei saanut tehtaviaa ratkaistua lainkaan tai ratkaisu
oli kauttaaltaan virheellinen. Téssa on iso osa oppilaita, jotka eivat paasseet teh-
tavissa ollenkaan alkuun. Vain 7,5 25% opiskelijoista ratkaisivat polynomiyht&lon
taysin oikein. Alhainen osuus kertoo tehtévin vaativuudesta seké siité, ettd poly-
nomiyhtalot vaativat sekd teknistd laskutaitoa etta kisitteellistd ymmarrysté, jotka

eivit toteutuneet samanaikaisesti suurimmalla osalla opiskelijoista.

Polynomiyhtéalon ratkaisemiseen liittyvéit virheet keskittyivéit erityisesti laskuséan-
tojen kiyttoon ja eksponenttien kisittelyyn. Tama viittaa siihen, etta opiskelijoilla
on edelleen epévarmuutta algebran perusrutiineissa ja eksponenttia koskevassa ké-
sitteellisessa ymmarryksessa. Tehtava osoittautui selvasti haastavaksi, mikd nékyi

my0s taysin oikeiden vastausten vahaisend maarana.

5.3 Lyhyt matematiikka kevat 2021 3 kohtia 1 ja 2

Analysoitiin lyhyen matematiikan vuoden 2021 kevééan tehtévéin 3 kohtia 1 ja 2. Tar-
kasteltiin 40 opiskelijan vastauksia tutkimuksessa. Tarkastelussa kiinnitettiin erityi-
sesti huomiota, ettd millaisia virheita opiskelijat tekevit ja milloin ratkaisu oli ko-
konaan oikein. Tehtéva oli ratkaise yhtalo eri muuttujien suhteen.

Tehtava 3. Kaavoja 12 p.
Matematiikan sovelluksissa kiytetddan erilaisia kaavoja. Téssé tehtédvané on joko rat-
kaista kysytty suure kaavasta (kohdat 1-4) tai laskea sen lukuarvo (kohdat 5 ja 6).

Jokaisesta osatehtavastéa voi saada 2 pistetta.
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1. Ratkaise aika t :

2. Ratkaise moolimassa M : n =

v = vy + at.

SE

Lo

3. Ratkaise nopeus v: F = §mv .

4. Ratkaise kateetin pituus a : a® + b* = 2.

5. Laske sidde r :

6. Laske aika ¢ :

Amr3

V= 5 kun V = 2.

K= k(1+1%)t, kun K = 1000, k = 500 ja p = 2.

(Yle, [2021))
Tasta tehtavasta analysoitiin kohtia 1 ja 2. Alla on esitetty niiden oikeat ratkai-
sut:
l.v=wvg+at
v — vy = at
v Vo
t= 0
0 (a#0)
m
2.n=—
TN
nM =m
M=" (n0)
n
Taulukko 3: Virhetyypit tehtéavéssd 3 kohdat 1 ja 2
Virhetyyppi Maidra (n=40) Prosenttiosuus (%)
Kéaytti vaaraa laskusadntod 18 45%
Ratkaisi vaaran muuttujan suhteen 2 5%
Laskuvirhe 12 30%
Taysin vaarin / ei edes ratkaissut 14 35%
Téysin oikein 6 15%

Tehtava 3 mittasi opiskelijoiden kykyéa ratkaista suureita fysiikan tai kemian

kaavoja muistuttavista yhtéloista. Tallaiset tehtavit edellyttavit seké algebrallista

osaamista ja ymmarrystd suureiden vélisistd suhteista. Toisin kuin puhtaasti nu-

meeriset yhtélot, suureyhtalot korostavat késitteellistd ajattelua. Opiskelijan tulee

hallita symbolinen laskenta ja osata ratkaista haluttu suure muiden avulla ilman

lukuarvoja.
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Taulukossa 3 esitetyista tuloksista huomataan, etta tehtédva oli monille opiske-
lijoille haastava. Yleisin virhetyyppi oli vaédran laskusadnnon kéytto, jota esiintyi
45% vastauksista. Tama viittaa siihen, etta lihes puolet opiskelijoista ei hallinnut
muuttujien ja suureiden vélisten laskusdéntojen soveltamista oikein. Tyypillisid vir-
heité olivat tilanteet, joissa opiskelija yritti jakaa vaaralla termilla tai sovelsi vaaria
kdanteisoperaatiota. Osa yritti my0Os sijoitaa suureiden paikalle jotain lukuja, jot-
ta yhtélo olisi helpompi ratkaista. Nama virheet kertovat menettelyllisen osaamisen
puutteista, jotka saattavat johtua myos heikosta késitteellisestd ymmarryksesté.

Laskuvirheita esiintyi 30%:ssa vastauksista. Taéméa on merkittavd osuus, silla se
viittaa siihen, ettd monella opiskelijalla on vaikeuksia pitda valivaiheet jarjestyk-
sessa. Tallaiset virheet voivat syntya erityisesti silloin, kun kaavaan sisiltyy useita
muuttujia ja erilaisia laskutoimituksia, jolloin laskujérjestyksen hallinta on ratkai-
sevaa. Toisaalta naissa laskuissa ei vahentynyt mikaan termi vaan kaikkien kanssa
piti operoida loppuun asti.

Lisdksi 35% opiskelijoista teki tehtavan tdysin vaérin tai ei ratkaissut sitd ollen-
kaan. Tama kertoo siité, ettéd osalle tehtévin rakenne tai sen vaatimustaso oli liian
vaikea. Mahdollisesti opiskelijat eivat hahmottaneet, mika suure tulisi ratkaista, tai
eivit tunnistaneet tarvittavaa algebrallista laskutapaa. Myos tehtavin konteksti fy-
siikan tai kemian kaavaa muistuttava muoto saattoi lisata kognitiivista kuormitusta,
jos opiskelijat eivét olleet varmoja suureiden merkityksista.

Vain 15% opiskelijoista ratkaisi tehtavan taysin oikein, miké on suhteellisen pieni
osuus. Tehtavan onnistunut ratkaiseminen vaati sekd menettelyllista tarkkuutta etta
ymmarrysta siitd, miten muuttujat ja suureet riippuvat toisistaan ja milloin termeja
pystyy yvhdistdmaéaéan ja milloin ei.

Tulokset osoittavat, etté opiskelijoilla esiintyy seké menettelyllisia virheité eli
vaarien laskusdantjen valitsemista ja laskuvirheitéd. Toisaalta 10ytyi myos késitteel-
lisia virheitd, kuten vaaran muuttujan suhteen ratkaiseminen ja tehtévan jasentami-
sen vaikeus. Naiden virheiden samanaikainen esiintyminen viittaa siihen, etta opiske-
lijoiden késitys suureyhtaldista on usein pinnallinen ja perustuu enemman kaavojen

mekaaniseen késittelyyn kuin niiden merkityksen ymmartamiseen.

5.4 Lyhyt matematiikka kevit 2021 5

Analysoitiin lyhyen matematiikan vuoden 2021 kevéddn kokeen tehtéviad 5. Tarkas-
teltiin 40 opiskelijan vastauksia tutkimuksessa. Tarkastelussa kiinnitettiin erityisesti
huomiota, ettd millaisia virheitd opiskelijat tekevit ja milloin ratkaisu oli kokonaan
oikein tai puolestaan kokonana vadrin. Kyseinen tehtavi oli sanallinen tehtavé, jo-
ten tarkasteltiin my6s miten oppilaat muunsivat sanallisen tehtédvan matemaattisin

symdolein.
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Tehtéava 5. Lipputulot (12 p.)
Maaotteluun on ostettu yhteensa 4 802 lippua. Padkatsomon lippu maksaa 35 eu-
roa ja ylé- seké sivukatsomoiden liput 25 euroa. Ottelun lipputuloja kertyi yhteensé
136900 euroa. Kuinka moni katsojista istui padkatsomossa? (Yle, [2021))
Malliratkaisu kyseiseen tehtéavaan:
Merkitaan padkatsomon lippujen méaaraa x.
Talloin muiden katsomoiden lippuja on 4802 — x.
Muodostetaan lipputulojen yhtalo: 35z + 25(4802 — ) = 136900.

35z + 120050 — 252 = 136900
10z = 136900 — 120050
10z = 16850
r = 1685.

Vastaus: Péadkatsomossa istui 1685 katsojaa.

Taulukko 4: Virhetyypit tehtévéassa 4

Virhetyyppi Maédra (n=40) Prosenttiosuus (%)
Fi osannut muodostaa yhtaloita 23 57,5%
Merkkasi muuttujia samalla symbolilla 2 5%
Laskuvirhe 2 5%

Kokeili ratkaisun ilman yhtaloita 6 15%

Téysin vadrin 12 30%

Téaysin oikein 15 37,5%

Analysoinnin tulokset ovat listattuna taulukossa 4. Sanallisen yhtalétehtavan tu-
lokset osoittivat, ettd oppilaille suurimmat vaikeudet liittyivat yhtéléiden muodos-
tamiseen ja mallintamiseen. Yli puolet opiskelijoista eli 57,5% ei onnistunut muo-
dostamaan tehtavain sopivia yhtaloitd. Tama viittaa sithen, ettd ongelmana ei ollut
valttamétta laskutoimituksessa, vaan sanallisen tilanteen kddntdminen matemaatti-
seksi malliksi. Osa opiskelijoista noin 15% ratkaisi tehtévin kokeilemalla eri lukuja
ilman yhtaloa, mikéd kertoo mallintamisprosessin ohittamisesta ja puutteita yhtaloi-
den hyodyntamisesta arkipaivan tilanteissa.

Vain pieni osa opiskelijoista teki laskuvirheen (5%) tai kiytti muuttujia virheel-
lisesti (5%). Néitd voidaan pitdd enemménkin satunnaisena virheené kuin virhe-
kasityksend. Téysin vaarin ratkaisseiden osuus oli 30%, mika osoittaa, ettd vaikka
yritysté oli, virhe tapahtui joko mallintamisvaiheessa tai laskutoimituksissa.

Taysin oikein ratkaisseiden osuus oli 37,5%, mikéd on merkittava. Tehtavassi kui-

tenkin piti muodostaa kaksi yhtaloa ja yhdistaéd ne ratkaisun 16ytamiseksi. Huomaa,
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ettd sanalliset tehtaviat kuormittavat oppijoiden kognitiivisia resursseja enemman
kuin suorat laskennalliset tehtavét, koska ne edellyttéavat seké kielellistéd ettd mate-
maattista osaamista.

Tulosten perusteella voidaan paatelld, ettd mallintamisen vaihe on kriittisin koh-
ta sanallisten tehtédvien ratkaisemisessa. Oppilaat, jotka osasivat muodostaa oikeat
yhtélot, onnistuivat ldhes aina myo6s ratkaisussa ja vastauksen tulkinnassa. Tama
korostaa késitteellisen ymmaérryksen ja kielellisen ajattelun valistd yhteyttd mate-

matiikan oppimisessa.

5.5 Yhteenveto analysoiduista tehtavista

Tassa tutkimuksessa analysoitiin nelja erilaista ylioppilaskokeen tehtavaé, jotka mit-
tasivat opiskelijoiden osaamista yhtaldiden ratkaisemisessa. Tehtévét erosivat toisis-
taan. Ensimmé&inen oli puhtaasti algebrallinen yhtélo (5.1), toinen tehtévé oli po-
lynomiyhtalo (5.2), kolmas oli kaavanmuunnostehtévi(5.3) sekd neljds tehtavé oli
soveltava sanallinen tehtéva (5.4). Néiden tarkastelu yhdessé tarjoaa laajan kuvan
siitd, millaisia virhekasityksia ja vaikeuksia opiskelijoilla esiintyy yhtaloiden ratkai-
semisessa. Tarkastetut tehtdvat hankaloituvat hieman koko ajan, jotta saatiin mah-
dollisimman monipuolista tietoa.

Tulosten perusteella havaittiin, ettd opiskelijoiden virheet olivat luonteeltaan pit-
kélti samankaltaisia kaikissa tehtévissé, vaikka niiden konteksti vaihteli. Termien ja
merkkien siirtoon liittyvat virheet sekd epavarmuus laskusédéantojen soveltamisessa
toistuivat kaikissa tehtévatyypeissa. Jokaisessa tehtavéssa oli jonkinlaista haparoin-
tia yhtasuuruusmerkin kanssa, mutta lukiolaisille se oli aika vahé&ista. Nain ollen voi-
daan paatelld, ettd kyse ei ole yksittéisista virheistd yhtaloiden ratkaisuissa, vaan
syvemmista késitteellisistd haasteista, jotka liittyvat yhtélon rakenteen ja ratkaisu-
prosessin ymmértdmiseen ja soveltamiseen.

Algebrallisessa tehtavissd (5.1) tyypillisimpia virheita olivat sulkeiden avaami-
nen vadrin tai ymmartaé, ettd toiseen asteen yhtalolld voi olla kaksi eri ratkaisua.
Noin kolmasosa opiskelijoista ratkaisi tehtavén taysin oikein, mutta monilla ratkaisu
jéai kesken tai he eivit tunnistaneet yhtalon ratkaisuja. Tamé osoittaa, ettd vaik-
ka ratkaisumenettely sindnséa oli useille tuttu, késitteellinen ymmaéarrys toisen asteen
yhtélon rakenteesta oli osittain puutteellista. Yhtéalon ratkaisu kyseisessé tehtéavissa
lahti liikkeelle sulkeiden avaamisesta. Opiskelijat eivit osanneet laskea, mitd on x-x.
Jos heti ensimmaisessé vaiheessa tekee virheen, harvoin paédsee oikeaan lopputulok-
seen.

Polynomiyhtélon (5.2) kohdalla laskuvaikeudet korostuivat edelleen. Monet opis-
kelijat osasivat yhdistda termeja, mutta eksponentin ja juuren vélinen yhteys oli epa-

selva. Osa opiskelijoista jakoi termit luvulla 5 sen sijaan, etté olisi ottanut viidennen
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juuren. Tama viittaa siihen, ettd eksponentin kasitteellinen merkitys ei ollut taysin
hallussa.

Kaavojen késittelytehtavissi (5.3) virheet liittyiviit padosin laskusaantojen vir-
heelliseen soveltamiseen ja vadaran muuttujan ratkaisemiseen. Useat opiskelijat yrit-
tivit ratkaista yhtélon suoraan ilman selkeita vélivaiheita, mika johti yleensa merkki-
ja jakovirheisiin. Tama tehtéava toi esiin sen, ettd algoritminen lahestymistapa ilman
ymmarrysta yhtalon rakenteesta aiheuttaa helposti virheita erityisesti silloin, kun
tehtava ei noudata taysin tuttua mallia eli siind ei ole annettu valmiina lukuja joilla
pitéisi laskea.

Sanallisessa lipputulo-tehtévéssd (5.4) vaikeudet painottuivat yhtéléiden muo-
dostamiseen ja muuttujien nimeédmiseen. Monet opiskelijat tiesivat, mitd heidan piti
laskea, mutta he eivit onnistuneet mallintamaan tilannetta oikeana yhtalon&. Téa-
mé tukee aiempia havaintoja (Stephens ym. 2006|) tutkimuksissa, joiden mukaan
symbolisen ja sanallisen esitystavan vilinen yhteys ja sen mallintaminen on monille
oppilaille haastava. Vaikka tehtévassé oli realistinen konteksti, ei silti mallintami-
nen onnistu eli menettelyllinen osaaminen ei siirry soveltavaan ympaéaristéon. Todel-
la harvat opiskelijat otannasta tarkistivat vastauksen paikkaansa pitdvyyden. Téssa
tehtévassa oli pelkédstddan kokonaislukuja ja laskinohjelmat olivat opiskelijoiden kay-
tossé, jotka helpottivat laskentaprosessia.

Kokonaisuutena neljan tehtévan tarkastelu osoitti, ettd oppilaiden virheet ovat
systemaattisia ja toistuvat eri tehtdvamuodoissa. Vaikka konteksti ja laskennallinen
vaikeus vaihtelivat, virheiden perusluonne pysyi samana. Monilla opiskelijoilla on
puutteita ymmarryksessa siitda, mita yhtalo matemaattisesti tarkoittaa ja miten yh-
tasuuruus tulee sailyttaa ratkaisuprosessin aikana. Toisaalta yhtélon ratkaisemisessa
tarvitaan paljon erilaisia laskusaantoja.

Tulokset viittaavat siihen, ettd opetuksessa tulisi kiinnittda huomiota erityisesti
sanallisen tehtédvien muodostamiseen seké operaatioiden vastavuoroisuuden (potens-
si—juuri, kertolasku—jako, plus-miinus) havainnollistamiseen. Virheet eivit ndyttéydy
yksittaisina virhelaskuina, vaan oppilaiden ajattelun ja ymmaérryksen rakenteellisina
puutteina, joiden tunnistaminen voi tarjota opettajalle arvokasta tietoa opetuksen

kohdentamiseen ja eriyttdmiseen.
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6 Pohdintaa

Téasséd luvussa tarkastellaan tutkimuksen tuloksia asetettujen tutkimuskysymysten
avulla. Tutkimuksen tavoitteena oli selvittda, millaisia virhekasityksia opiskelijoilla
esiintyy yhtaloiden ratkaisemisessa ja miten ndmé virheet eroavat eri tehtavatyy-
peissé. Lisdksi pohditaan tulosten merkitystd matematiikan opetuksen ja oppimisen
kannalta seké esitetddn pedagogisia suosituksia opettajille virhekéasitysten tunnista-
miseksi ja korjaamiseksi.

Tulosten perusteella voidaan todeta, etta opiskelijoiden tekemét virheet eivét ol-
leet satunnaisia laskuvirheitd, vaan toistuvia ja rakenteellisia ajattelun vaaristymié.
Ne kertoivat opiskelijoiden keskenerdisesta yhtalokésitteestd ja sen ratkaisemisen
vaiheiden puutteellisesta hallinnasta. Havaittuja virheita esiintyi kaikissa neljissa
analysoidussa tehtévissd, mutta niiden taustalla oli usein samankaltaisia mekanis-
meja, kuten termien siirtdminen toiselle puolelle ilman ymmaérrystéa tasapainosta tai

muuttujan késitteen rajaaminen pelkiksi tuntemattomaksi luvuksi.

6.1 Virhekasitysten luonne ja yhteys aiempaan tutkimukseen

Tutkimuksen ensimmaéinen tutkimuskysymys késitteli sita, millaisia virhekéasityksié
ja virhetyyppeja opiskelijoilla esiintyy yhtéloiden ratkaisemisessa. Tulokset osoitti-
vat, ettd virheet olivat luonteeltaan systemaattisia ja toistuivat samankaltaisina eri
opiskelijoilla ja eri tehtéavissa. Téama tukee ndkemysté, jonka mukaan virhekésitykset
ovat osa oppijan tietorakennetta, eivit yksittaisia lipsahduksia (Michael, 2002).

Keskeinen virhetyyppi liittyi laskusdantojen késittelyyn. Boothin ja Koedingerin
(2008)) mukaan téllaiset virheet syntyvéit usein silloin, kun opiskelija soveltaa tuttu-
ja menetelmid mekaanisesti ilman késitteellistd ymmarrysta. Téassa tutkimuksessa
havaittiin, ettd opiskelijat esimerkiksi vihensivit termeja vaarin toiselta puolelta,
poistivat negatiivisen merkin huomaamatta tai jakoivat vaarilla kertoimella. N&-
ma virheet viittaavat heikkoon ymmarrykseen kidanteisoperaatiosta ja yhtéalon tasa-
painoperiaatteesta. Toisin sanoen menettelyllinen tieto on jossain méarin hallussa,
mutta sen taustalla oleva kisitteellinen pohja on puutteellinen.

Toinen keskeinen virhekategoria koski muuttujan ja symbolien merkityksen ym-
méartadmistéa. Juprin, Drijversin ja Zawojewskin (2014) tutkimuksen tavoin myos tés-
sé tutkimuksessa havaittiin, ettd osa opiskelijoista késitteli muuttujaa vain ratkais-
tavana tuntemattomana, ei yleisend symbolina, joka voi edustaa useita arvoja tai
suhdetta kahden suureen vililla. Tama ajattelumalli rajoitti heidédn kykyédéan hah-
mottaa tehtdvan rakennetta ja johti virheellisiin ratkaisuihin erityisesti silloin, kun
tehtéavassé esiintyi useampi muuttuja tai kun sanallinen tehtéva oli muutettava al-

gebralliseen muotoon.
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Yleisesti ottaen tulokset tukevat kansainvélisia tutkimuksia ja niiden havainto-
ja. Tutkimusten mukaan yht&loihin liittyvét virhekéasitykset ovat samankaltaisia eri
maissa ja koulutusjirjestelmissi (Jamaludin ja Maat, 2020). Virhekésitykset eivét
siis ole pelkéstdan yksittiisen opettajan tai opetustavan seurausta, vaan heijasta-
vat laajempia kognitiivisia haasteita, jotka liittyvat matemaattisten rakenteiden ym-
mértamiseen ja kasitteelliseen ajatteluun. Konstruktivistisen oppimiskésityksen Von
Glasersfeldin (1995) mukaan opiskelijat rakentavat tietoa aikaisempien kokemusten
pohjalta, ja siksi virhekasitykset voivat olla varsin sitkeitd: ne muodostavat johdon-
mukaisen, mutta matemaattisesti virheellisen tai puutteellisen selityksen, jota uudet
opetustilanteet eivit automaattisesti korjaa.

Tulokset ovat linjassa myos perusopetuksen ja lukion opetussuunnitelmien kans-
sa. Molemmat opetussuunnitelmat korostavat yhtaléiden ymmaértamista sekd mallin-
tamisen taitoja, mutta kiytdnnossd monen opiskelijan osaaminen nayttaytyy enem-
mén laskusdantojen kiayttaminen ulkoa opittuna kuin késitteellisené hallintana. Yli-
oppilaskokeen vastaukset paljastavat, ettd osa opiskelijoista on saavuttanut opetus-

suunnitelmien tavoitteet lahinné tekniselld tasolla.

6.2 Tehtavatyyppien valiset erot ja ratkaisuprosessin vaiheet

Toinen tutkimuskysymys tarkasteli, miten virheet eroavat eri tehtavityypeissa. Tut-
kimuksen aineisto sisélsi nelja tehtavia, jotka erosivat toisistaan seké rakenteeltaan
ettd kontekstiltaan. Ensimméinen tehtava oli algebrallinen toisen asteen yhtélo, toi-
nen eksponenttiyhtilo, kolmas kaavamuunnostehtéava ja viimeinen sanallinen sovel-
tamistehtava. Tehtavat valittiin tarkoituksella erilaisiksi, jotta voitiin tarkastella vir-
heiden ilmenemistéd sekd puhtaasti symbolisissa ettd soveltavimmissa tilanteissa.
Eroja tehtavatyyppien vélilla havaittiin erityisesti siiné, missé vaiheessa ratkaisu-
prosessia virhe tapahtui ja millainen ajattelun vaaristyma sen taustalla mahdollisesti
oli. Algebrallisessa tehtavissa tyypillisimpia virheité olivat sulkeiden avaaminen véa-
rin, neliGjuuren késittelyn puutteellisuus, esimerkiksi vain toinen juuri huomioitiin
vastauksessa seké ratkaisun virheellinen tulkinta. Namaé virheet ovat osoitus siité,
ettd vaikka menettely on opiskelijalle tuttu, sen késitteellinen peruste jaa usein hé-
maraksi. Opiskelija osaa mekaanisesti tehdé oikeita ratkaisuaskeleita, mutta ei taysin
ymmarra, miksi ne toimivat ja milloin ne ovat sovellettavissa.
Eksponenttiyhtéloissa puolestaan suurimmat virheet liittyivat potenssien ja juu-
rien vélisen yhteyden ymmartadmiseen. Monet opiskelijat jakoivat luvulla viisi, vaikka
olisi pitényt ottaa viides juuri yhtdlon molemmilta puolilta, tai he yrittivat soveltaa
lineaarisen yhtélon ratkaisutapaa tilanteessa, joka edellyttéisi logaritmien kayttoa.
Tama osoittaa, ettei eksponenttioperaation merkitys tai sen ja logaritmin vélinen

yhteys ole taysin omaksuttu. Virheet heijastavat myos sitd, ettd opiskelijat eivét
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tunnista yhtélon rakennetta tai symbolien merkitysta, vaan he nakevéit sen sekava-
na kokoelmana erilaisia merkkeja.

Kaavojen késittelytehtévissé virheet olivat usein laskusdéntoihin ja symboliseen
ajatteluun liittyvid. Opiskelijat saattoivat ratkaista tehtavin viaran muuttujan suh-
teen, jakaa virheellisesti vadralla symbolilla tai késitella vakioita ja muuttujia keske-
néan sekoittaen. Tamaé kertoo vaikeuksista nahda yhtalon osien vélinen riippuvuus
ja erottaa, mikd on muuttuja ja mikd parametri. Téllaiset virheet viittaavat siihen,
etta opiskelija ei hahmota kokonaisuutta, vaan etenee vaihe vaiheelta ilman yhteytta
tehtavan tavoitteeseen tai oikeaan lopputulokseen.

Sanallisessa lipputulo-tehtéavéissa ongelmat painottuivat mallintamiseen. Osa opis-
kelijoista osasi ratkaista itse muodostamansa yhtalot oikein, mutta valitettavasti
muodostetut yhtélot olivat vaaria tai niilld ei padsty haluttuun lopputulokseen. Té-
mé osoittaa, etta kielen ja matematiikan véilinen yhteys on oppimisessa tarked, mut-
ta usein puutteellinen taito. Oppilaat pyrkivat usein ratkaisemaan tehtdvin mekaa-
nisesti soveltamalla ulkoa opittuja sdantéja, vaikka he eivat téysin ymméartaneet
ongelman matemaattista rakennetta tai ratkaisun mielekkyytta.

Néiden havaintojen perusteella voidaan paatelld, ettd eri tehtavatyyppien vélil-
l& on eroja virheiden ilmenemismuodoissa ja ratkaisuprosessin kriittisissé kohdissa,
mutta niiden taustalla olevat késitteelliset vaikeudet ovat pitkilti samoja. Virheka-
sitykset eivét siis liity pelkéstdan tehtdavan pintarakenteeseen, vaan laajempiin ajat-
telun ja ymmarryksen malleihin, jotka ohjaavat opiskelijan toimintaa. Tama tukee
konstruktivistista ndkemysta oppimisesta: opiskelijat eivat pelkédstadn opi saantoja,
vaan rakentavat henkilokohtaisia merkityksié, jotka voivat poiketa matemaattisesti
oikeista késitteistd ja menetelmistd (von Glasersfeld, 1995)).

Tulokset osoittavat myos, ettd opiskelijoiden ulkoaoppiminen on rajallista. He
osaavat soveltaa opittua menetelméad tutussa tilanteessa, mutta eivat tunnista sen
yhteyttd uusiin tai erillaisiin ongelmatilanteisiin. Ilman késitteellistd ymmérrysta
menetelmien soveltaminen jaa pinnalliseksi tai johtaa virheellisiin toimintatapoihin

ja sitd myota vaaraan lopputulokseen.

6.3 Mita opettajat voivat tehda?

Opettajalla on keskeinen rooli virhekésitysten tunnistamisessa, ennaltaehkéiisyssé ja
korjaamisessa. Ensinndkin opetuksessa tulisi korostaa, ettd yhtdloiden ratkaiseminen
ei ole vain laskusdantéjen soveltamista tai niiden ulkoa opettelua, vaan ennen kaik-
kea késitteellistd ymmartamisté. Tasapainon konkretisointi esimerkiksi vaa’alla, geo-
metrisilla havainnollistuksilla tai digitaalisten sovellusten, kuten GeoGebran, avulla
auttaa opiskelijoita ndkemaan, ettd yhtalon molempia puolia tulee kasitelld samalla

tavalla, jotta tasapaino sailyy. Tamé tukee yhtdsuuruusmerkin ymmaéartamista tasa-
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painon merkkina, ei pelkidn vastauksen paikkana.

Toiseksi opettajan tulisi hyodyntaa diagnostisia tehtavia ja virheanalyysia osana
arjen opetusta. Kun oppilaita pyydetddn selittdméaén ratkaisunsa ja perustelemaan
valintansa, opettaja saa tietoa heiddn ajattelustaan ja voi tunnistaa virhekésityk-
sia jo varhaisessa vaiheessa. Téahén voivat kuulua, esimerkiksi tehtavéit, joissa op-
pilaat arvioivat valmiita tai omia ratkaisuja ja etsivéit niistd virheitéd ja ehdottavat
korjauksia. Téllaiset tehtavét siirtdvat painopistetta pelkisté laskemisesta ajattelun
prosessiin.

Kolmanneksi, opetuksessa tulisi vahvistaa symbolisten ja sanallisten tehtévien
valistd yhteyttéd. Sanallisten tehtdvien ymmaértamista voidaan harjoitella systemaat-
tisesti eli esimerkiksi laatimalla yhdessa taulukko, jossa sama tilanne esitetdan sa-
nallisesti, taulukkomuodossa, kuvana ja yhtalonéd. Nain opiskelijat oppivat tunnis-
tamaan, mitd eri menetelmét ja termit tarkoittavat ja miten ne liittyvat toisiinsa.
Tama kehittaé opiskelijoiden matemaattista kielitaitoa, joka on keskeinen osa yhtéa-
l6iden mallintamisessa varsinkin ongelma ratkaisu tehtavissa.

Neljéanneksi, opettajien olisi tarkead késitella virheitd luontevana osana oppimis-
prosessia. Kun virheet ndhdéan oppimisen valineené eiké epdonnistumisena, oppilaat
uskaltavat pohtia ja testata omaa ajatteluaan avoimemmin. Taméa edellyttaa ope-
tusta, jossa virheelliset ratkaisut otetaan keskustelun lahtokohdaksi ja niitd hyddyn-
netaan koko ryhmén oppimisen tukena. Tallainen lahestymistapa tukee konstrukti-
vistista oppimiskésitysté ja auttaa oppilaita rakentamaan pysyvampaa kasitteellista
ymmarrystd matematiikan rakenteista.

Viidenneksi, opettaja voi tietoisesti suunnitella tehtavakokonaisuuksia, jotka tuo-
vat esiin samoja kasitteita ja toimintatapoja eri tehtavityypeissa. Esimerkiksi yhté-
16n ratkaisemista voidaan harjoitella perdkkéin rutiinitehtévilla, soveltavilla tehté-
villd ja sanallisilla mallintamistehtévilla. Kun oppilaat huomaavat, ettd sama mate-
maattinen ajatus esiintyy eri muodoissa, heidan kéasitteellinen ymmaérryksensa vah-
vistuu ja virhekésitysten todennékoisyys vihenee.

Lopuksi, formatiivinen arviointi ja jatkuva palaute ovat keskeisia virhekésitysten
korjaamisessa. Sen sijaan, ettd virheet nikyvit ainoastaan summatiivisina pisteme-
netyksind, niitd voidaan hyddyntéaa keskustelun, itsearvioinnin ja vertaisarvioinnin
lahtokohtana. N&in matematiikan oppiminen muuttuu mekaanisesta laskemisesta
ajattelun kehittamiseksi, jossa virheet eivit ole epdonnistumisia, vaan portaita koh-

ti syvempaa ymmarrysta.

6.4 Jatkotutkimusaiheita

Téamén tutkimuksen tulokset avaavat useita mahdollisia jatkotutkimuksen suuntia.

Yksi kiinnostava jatkotutkimusaihe olisi laajentaa analyysi useampiin ylioppilaskoe-
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tehtaviin ja eri vuosikertoihin. Néin voitaisiin tarkastella, ovatko havaitut virhekasi-
tykset pysyvid vai muuttuuko niiden luonne ajan kuluessa esimerkiksi opetussuun-
nitelmien tai digitaalisten tyokalujen kehittyessa.

Toinen mahdollinen suunta olisi vertailla lyhyen ja pitkdn matematiikan opiske-
lijoiden virheitd samoissa tehtavityypeissa. Téama voisi tuoda uutta tietoa siité, mi-
ten matematiikan kurssivalinnat, opintojen maéra ja sisaltopainotukset vaikuttavat
yhtélokasityksen kehittymiseen.

Kolmanneksi olisi térkeda tutkia interventioita, joiden tavoitteena on virhekési-
tysten tietoinen késittely opetuksessa. Esimerkiksi opetuskokeilu, jossa virheanalyy-
si ja sanallisten tehtavien mallintaminen otetaan systemaattiseksi osaksi opetusta.
Talldinen voisi antaa tietoa siitd, miten opiskelijoiden ratkaisut muuttuvat ja vihe-
nevatko tietyntyyppiset virheet.

Lisdksi jatkotutkimuksessa voisi tarkastella tarkemmin digitaalisen ympériston
vaikutusta virheisiin, esimerkiksi analysoimalla opiskelijoiden tuottamia vélivaiheita,
luonnoksia ja teknologiankayton jalkia. Tallainen tutkimus syventdisi ymmérrysta
siitd, miten teknologia muokkaa ratkaisustrategioita ja millaisia uusia virhetyyppeja

se mahdollisesti tuottaa.
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