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Tutkielman aiheena on epéayhtélot. Tarkoituksena on tarkastella erilaisia epayh-
taloitd havainnollistavien kuvien ja esimerkkien avulla. Teorian avulla yritetddn 16y-
tdd sopivia menetelmié niiden ratkaisemiseen ja todistamiseen.

Aluksi perehdytaédn funktion analyyttisiin ominaisuuksiin, joita voidaan usein hyd-
dyntdi tutkittaessa epayhtaloitda. Taméan jalkeen keskitytddn erityyppisten epayhta-
16iden tarkasteluun.

Polynomiepéayhtaldiden ratkaiseminen perustuu tavallisesti nollakohtien etsintdan ja
merkkitarkasteluun 16ydettyjen nollakohtien vililld. Muiden alkeellisten epéayhtal6i-
den, kuten rationaali-, itseisarvo-, juuri-, eksponentti- ja logaritmiepayhtilot, tar-
kastelussa kilytetifin tilanteesta riippuen niille ominaisia ratkaisumenetelmii. A#-
rellisten summien ja tulojen kohdalla voidaan todistus perustaa usein induktion va-
raan, tai summausjirjestyksen tai tulon tekijoiden jarjestyksen vaihtamiseen. Néihin
tarkasteluihin liittyvéit 1dheisesti myos Bernoullin epayhtalon avulla saadut tulokset.

Trigonometriset epayhtilot ovat laaja kokonaisuus, jossa on huomioitava erityises-
ti funktion omainaisuudet ja merkin muuttuminen. Integraaliepdyhtal6itd voidaan
soveltaa monissa matemaattisissa ongelmissa ja myos niiden kohdalla funktion ana-
lyyttisten ominaisuuksien huomioiminen on tarkedd. Klassisiin epédyhtédloihin liit-
tyvat erilaiset keskiarvoepayhtilot, sekd useita eri henkiloiden mukaan nimettyja
epayhtiloitd, joista tdssd yhteydessd tarkastellaan Jensenin ja Cauchyn-Schwarzin
epayhtaloita.

Naita tutkielman aiheita voisi sopivasti kiyttda esimerkiksi lukion kurssimateriaali-
na, silld mukana on runsaasti aiheisiin liittyvid harjoitustehtdvia sekd vanhoja yli-
oppilaskoetehtavid malliratkaisuineen.

Asiasanat: epayhtilot, jatkuvuus.
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1 Johdanto

Tutkielman tarkoituksena on perehtya erilaisiin epdyhtél6ihin tutustumal-
la niiden ratkaisemiseen ja todistamiseen liittyviin menetelmiin. Epayhtalol-
14 tarkoitetaan tavallisesti kahden lausekkeen suuruusjarjestyksen vertailua.
Niitd voidaan kayttad esimerkiksi matemaattiseen analyysiin ja optimointiin
liittyvissd ongelmissa.

Tutkielma jakautuu yhdeksddn lukuun. Néistd luvuissa 2-7 on késitelty
ensin kyseisiin epayhtél6ihin liittyvaa teoriaa. Monet tutkielmassa késitelta-
vista aiheista pohjautuvat aiempaan kurssimonisteeseen |10]. Téssa teoksessa
teoriaa on kuitenkin pyritty havainnollistamaan erilaisin kuvin ja esimerkein.
Jokaisen teorialuvun loppuun on lisiksi laadittu muutamia harjoitustehtavia
késiteltyyn aiheeseen liittyen ja sen teoriaan sekd esimerkkeihin pohjautuen.
Néihin tehtédviin on kirjoitettu esimerkkivastaukset teoksen loppuun lukuun
yhdeksén.

Luvussa kaksi tarkastellaan jatkuvien funktioiden eri ominaisuuksia, joita
voidaan usein hyodyntia tutkittaessa epayhtiloitd. Tassa yhteydessa kisitel-
ld4n myds muutamia teoksissa [1], [2] ja [8] esiteltyjd analyysin perustuloksia,
joita voidaan monesti kiyttdd apuna myohemmissa epayhtéiloiden tarkaste-
luissa.

Luvussa kolme kisitelliin polynomiepiyhtaloitd. Téassd ldhdetddn liik-
keelle ensimmaisen ja toisen asteen tapauksista, jotka molemmat on kési-
telty omana osanaan. Néiden lisdksi tarkastellaan myos korkeamman asteen
polynomiepéyhtéloiden ratkaisemista.

Luvussa nelji tarkastellaan kootusti erilaisia alkeellisia epayhtaloita. Ta-
hén liittyen mukana on esimerkiksi joitakin epayhtéloissa esiintyvia darelli-
sid summia ja tuloja. Lisdksi téssd yhteydessi keskitytddn tarkemmin myos
Bernoullin epayhtdl6on, joka on erds klassista epayhtéloisté.

Luvussa viisi kiisitelldén laajasti erilaisia trigonometrisia epayhtaloita. Pe-
rusteet niille 16ytyvit pddosin teoksesta [14]. Toisaalta téssé luvussa on kes-
kitytty erityisesti Jordanin epdyhtdloon ja sen avulla on tarkasteltu joitakin
hyperbolisia epdyhtaloita. Néihin liittyen on paljon lisidtietoa teoksissa [5] ja
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Luvussa kuusi tarkastellaan aluksi integraaliepdyhtiloiden ominaisuuksia
ja esitetddn néiden tueksi joitakin analyysin perustuloksia integraaleihin liit-
tyen. Tamén lisdksi syvennytddn tarkastelemaan erityisesti Youngin epayh-
taloa ja siithen liittyvia esimerkkejé.

Luku seitsemén kasittelee muutamia klassisia epayhtaloité, kuten keskiar-
voepayhtilot sekd Jensenin ja Cauchyn-Schawarzin epédyhtilot. Ndiden osalta
tarkastelua voisi laajentaa vield useisiin muihin tunnettuihin epdyhtaloihin.

Lukuun kahdeksan on koottu muutamia vuosien 2001-2007 ylioppilaskir-
joitusten pitkdn matematiikan kokeen kysymyksid, jotka liittyvit ldheisesti
jatkuvuuteen ja epayhtil6ihin. Ndihin on myés esitetty samassa yhteydessa
esimerkkivastaukset.

Tutkielman lopussa on vield liite, johon on koottu Mathematica-
ohjelmistolla laadittujen kuvien sy6telistaukset.

Tutkielma késittelee epayhtéloihin liittyvaa teoriaa varsin eri tasoilla 1dh-
tien liikkeelle melko perusteista. Mukana on myos haastavampiakin osioita.
Tarkoituksena olisi, ettd tutkielmaa voisi kdyttda materiaalina esimerkiksi

lukion pitkdn matematiikan syventivilld kursseilla.



2 Jatkuvien funktioiden ominaisuuksia

Epéyhtaloiden todistaminen voi perustua moniin funktion eri ominaisuuksiin,
kuten jatkuvuuteen, derivoituvuuteen, nollakohtiin, dédriarvoihin, kasvavuu-
teen tai vihenevyyteen ja niin edelleen. Tarkastellaan aluksi joitakin néihin
liittyvid tuloksia, joita voidaan myohemmin hyodyntda tutkittaessa erilaisia
epayhtiloita.

Tyossa tarkastellaan funktioita f : A — R, missd A C R. Jos méé-
rittelyjoukkoa A ei ole annettu oletetaan, ettd A on mahdollisimman suuri
joukko. Télloin esimerkiksi poikkeuspisteet, kuten rationaalifunktioiden ni-
mittdjan nollakohdat, eivit kuulu méarittelyalueeseen ja niité ei tarkastella.

Tavallisessa tapauksessa maarittelyjoukko on vili tai vilien yhdiste.

2.1 Raja-arvo

Raja-arvoa kiytetdan tavallisesti maarittamadn jatkuvuutta, derivoituvuut-
ta ja integroituvuutta. Téssd tarkasteltavat funktiot ovat yhden muuttujan
reaalifunktioita. Raja-arvo kuvaa funktion kiyttdytymistd, kun sen muuttu-
ja lahestyy tiettya pistetta tai ddretontd. Kun x ldhestyy lukua z(, sanotaan
lukua L funktion f raja-arvoksi, jos funktion arvo f(x) voidaan saada kuinka
lahelle lukua L tahansa valitsemalla muuttujan arvo x riittdvan laheltd lukua

xp, mutta tastd kuitenkin eroavaksi. Ta4mé asia on esitetty alla tdsmaéllisesti.

Maaritelma 2.1. Olkoon funktio f méaritelty pisteen xy ympéristossa, pis-
tettd xo mahdollisesti lukuun ottamatta. Funktiolla f on raja-arvo L pistees-

sd T, jos kaikilla € > 0 on olemassa sellainen § > 0, etta
|f(z) — L| < e aina, kun 0 < |z — x| <.
Téll6in merkitddn lim, .., f(z) = L tai f(z) — L, kun x — x.

Geometrisesti raja-arvoehto merkitsee, ettd x:n saadessa arvoja vililta
(2o — 0, kg + J) pistettd xo lukuun ottamatta, funktion f kuvaaja kulkee suo-
rien y = L —e€ jay = L+ € vilissd. Funktion mahdollinen méaérittely pisteessi
T el vaikuta raja-arvoon. Siiné tapauksessa, jos raja-arvo on olemassa, se on

yksikésitteinen, joten funktiolla f on pisteessd xy korkeintaan yksi raja-arvo.



Esimerkki 2.1. Osoitetaan, ettd lim, ., 22 = 4.
Ratk. Olkoon € > 0. Funktiolla 2 on raja-arvo 4 pisteessi 2, silli
22— A=z +2llr—2/ <5-|t—2/ <e kun 0<|z—2 <mz’n{1,§}.

Téssd ensimméinen epdyhtilo seuraa siitd, ettd 3 < x 4+ 2 < 5, kun
|z — 2| < 1, mikd on voimassa valitsemalla 6 < 1. Nyt deltaksi voidaan valita

min{l, £}.
Raja-arvon kisite voidaan laajentaa koskemaan seuraavia tapauksia.

Maaritelma 2.2. Funktiolla f : [a,b] — R on pisteessd zo € (a,b) vasem-
manpuoleinen raja-arvo L, jos kaikilla € > 0 on olemassa sellainen 6 > 0,

etta

|f(z) — L| <€ aina, kun zp—0d <z < x,

ja otkeanpuoleinen raja-arvo L, jos kaikilla € > 0 on olemassa sellainen § > 0,

etta

|f(x) — L| <€ aina, kun xy <z <z + 0.

Télloin merkitddn vastaavasti lim, .., f(x) = L tai f(z) — L, kun x — x¢—

jalim, .4 f(x) = L tai f(z) — L, kun x — xo+.

Edellisen mééritelméin mukaisia raja-arvoja sanotaan toispuoleisiksi raja-

arvoiksi. Téassad tapauksessa on selvaa, etta
Jm =L lm f@)="L= ln f@.

Raja-arvon kisite voidaan laajentaa myos tapauksiin xy = +oo ja/tai
L = +o0. Lisiksi toispuoleinen raja-arvo voitaisiin laajentaa tapauksiin L =
Fo0.

On syytd huomata, ettd yleenséd raja-arvon ei tarvitse olla olemassa. Esi-
merkiksi funktiolla g : R — [1,1], g(z) = 0, kun < 0 ja g(z) = sin 2, kun
x > 0, on vasemmanpuoleinen raja-arvo origossa, mutta ei oikeanpuoleista

raja-arvoa.



2.2 Jatkuvuus, nollakohdat ja merkkitarkastelu

Avoimella vililla méaritellyn funktion voidaan ajatella olevan jatkuva, jos sen
arvot eivat muutu dkillisesti missdin sen méarittelyjoukon pisteiden ympéris-
tossd. Pitda kuitenkin huomata tilanne, jossa méarittelyjoukkona on vilien
yhdiste, kuten kuvassa 1. Geometrisesti ajateltuna reaalifunktio on jatku-
va, jos sen kuvaaja on yhtenéinen, katkeamaton kiyrd maérittelyalueessaan.

Jatkuvuudelle voidaan esittdd seuraava tdsmaéllinen maaritelma.

Miiritelma 2.3. Funktio f : [a,b] — R on jatkuva, jos se on jatkuva
jokaisessa mééarittelyjoukon pisteessdén. Funktio f : [a,b] — R on jatkuva

pisteessd g € (a,b), jos kaikille € > 0 on olemassa sellainen § > 0, etté
|f(z) — f(zo)] < € aina, kun |z — xo| < 0.

Jatkuvuus tarkoittaa siis sitd, ettd olipa € > 0 miten pieni hyvinsi, niin
funktion f kuvaaja kulkee suorien y = f(zg) — € ja y = f(xo) + € vilissi
pisteen xg laheisyydessa. Luku ¢ riippuu paitsi funktiosta f, my0s pisteesté

xo ja erityisesti luvusta e.

Esimerkki 2.2. Niytetiddn, ettd itseisarvofunktio f(x) = |z| on jatkuva
koko R:ssa.

Ratk. Olkoon zy € R ja € > 0. Télloin

() = f(xo)| = [l = ol | < |2 — ol

Valitaan ¢ = ¢, jolloin pétee |f(z) — f(zo)| < €, mikili |z — zo| < 4.

Jos funktio ei ole jatkuva jossain méarittelyjoukkonsa pisteessd, niin funk-
tion sanotaan olevan epdjatkuva kyseisessi pisteessi. Talloin funktion kuvaa-
ja katkeaa jossakin maéérittelyjoukkonsa pisteessa.

Jatkuvuudelle saadaan myo6s vaihtoehtoinen méaritelméa raja-arvoa kayt-

tamalla.

Maiéaritelmi 2.4. Funktiota f : [a,b] — R sanotaan jatkuvaksi pisteessé
Ty € (avb)a jOS

lim f(z) = f(zo).

T—T0



Taméan mukaan jatkuvuuteen sisiltyy siis kolme vaatimusta. Ensinnakin
funktion f on oltava mééritelty pisteessi xg, eli f(xg) on olemassa. Toisek-
si f(x):114 on &d&rellinen raja-arvo, kun z — . Kolmanneksi varsinaisesti
lim, .., f(x) = f(x). Jos funktio f on mééritelty pisteessd z,, mutta aina-
kin toinen jalkimmaisista ehdoista ei ole voimassa, funktio f on epéjatkuva
pisteessi xg. Epédjatkuvuuskohtaa g, jossa lim, .., f(z) on aarelliseni ole-
massa, sanotaan poistuvaksi. Tallaisessa kohdassa funktio muuttuu jatkuvak-

si, jos sen médrittelyd muutetaan asettamalla f(x¢) = lim, ., f(z).

Maéaritelmd 2.5. Funktio f : [a,b0] — R on wvasemmalta jatkuva pisteessé
xo € (a,b), jos

lim  f(x) = f(xo)

T—ITo—
ja vastaavasti oikealta jatkuva pisteessi xq € (a,b), jos

lim f(z) = f(wo).

T—x0o+

Maéaritelmista 2.4 ja 2.5 seki toispuoleisten raja-arvojen ominaisuuksista

saadaan seuraava tulos.

Lemma 2.1. Funktio f : [a,b] — R jatkuva pisteessi xo € (a,b) silloin ja
vain silloin kun se on tdssd pisteessd sekd vasemmalta ettd oikealta jatkuva,

eli vasemman- ja otkeanpuoleiset raja-arvot ovat samat.

Jatkuvuus jollakin valilla tarkoittaa, ettd funktio on jatkuva jokaisessa vi-
lin pisteessa sekd suljetun vilin ollessa kyseessé, toispuoleisesti jatkuva vilin

paatepisteissi. Kaikki alkeisfunktiot ovat jatkuvia méaarittelyjoukoissaan.

Esimerkki 2.3. Tarkastellaan funktioita

1 sinx

fi(z) = . ja  fo(z) =

x
Kumpikaan néistd ei ole mééritelty, kun x = 0. Molemmat funktiot ovat
jatkuvia méarittelyjoukossaan R\ {0}. Funktion f;(x) méérittelyjoukkoa ei
voida laajentaa siten, ettd tuloksena oleva uusi funktio olisi jatkuva koko
reaalilukujen joukossa, silld millddn funktion arvolla pisteessd x = 0 funktio
ei ole jatkuva. Funktio f(x) voidaan puolestaan laajentaa jatkuvaksi koko

reaalilukualueella méérittelemélla raja-arvon perusteella fo(0) = 1.
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Kuva 1: Funktio on jatkuva méérittelyjoukossaan: (—1,1) ja (1, 3).

( X )
1 A 3

Maérittelyjoukon laajentamista on tarkasteltava aina tapauskohtaisesti.
Esimerkiksi kuvan 1 funktiota ei voida méaaritelld pisteessd 1 siten, ettd tu-
loksena oleva uusi funktio tulisi jatkuvaksi koko vililld (—1,3).

Jatkuvaa funktiota sanotaan +-merkkiseksi, kun se saa positiivisia arvo-
ja ja vastaavasti —merkkiseksi, kun se saa negatiivisia arvoja. Saadessaan
arvon nolla, silld ei ole merkkid. Jatkuvan funktion merkkié tarkasteltaessa

on ensinndkin huomioitava nollakohtiin liittyvit perustulokset.

Lemma 2.2 (Bolzanon lause). Jos funktio f : [a,b] — R on jatkuva sulje-
tulla valilld [a, b ja f(a)f(b) <0, niin on olemassa sellainen luku ¢ € (a,b),
ettd f(c) = 0.

Taméan mukaan suljetulla valilla jatkuva funktio ei voi vaihtaa merkki-
adn kiymaétta vililld nollassa. Geometrisesti tulkittuna timéi tarkoittaa sité,
ettd jatkuvan funktion kuvaaja ei voi kulkea x-akselin puolelta toiselle leik-
kaamatta valilla tétd akselia ainakin yhdessa pisteessi. Jatkuva funktio voi
vaihtaa merkkinsi ainoastaan nollakohtaa ohitettaessa. Néin ei valttdmatta
kuitenkaan aina kiy, jos nollakohta on funktion lokaalinen (tai globaalinen)
maksimi tai minimi.

Funktion merkin tarkastelussa kannattaa usein kiyttdd merkkikaaviota.
Merkkikaaviossa on taulukko, jossa lukualue on jaettu funktion nollakohtien

kohdilta osiin. Tahan taulukkoon merkitadan riveittain kunkin termin kerroin



Kuva 2: Funktion merkki ei muutu kahta ensimmaistd nollakohtaa ohitet-

taessa.

kussakin alueessa. Funktion koostuessa tulotermeistd koko funktion merkki
muodostuu tulon tekijoiden merkkisddnnon avulla: jos negatiivisia merkkeja
on parillinen maara, tulo on positiivinen ja jos merkkeji on pariton méaara,
tulo on negatiivinen. Samaan tapaan merkkikaaviota voidaan soveltaa myos
osamédrin kohdalla. Osoittajan ja nimittdjan kohdalla patee talloin osaméa-

ran merkkisdanto.

Esimerkki 2.4. Tarkastellaan funktion f(z) = (z + 3)(2® — 6) merkkii eri

nollakohtien valilld merkkikaavion avulla. Funktio saa arvon nolla kohdissa

T = —3, —\/Gja \/6

Funktio f saa negatiivisia arvoja, kun z < —3 ja —3 < & < v/6, sekil positii-

visia arvoja, kun x > /6.

2.3 Differentiaalilaskennan valiarvolause

Jos jatkuva funktio on liséksi derivoituva, niin voidaan kiyttdd seuraavia

analyysin perustuloksia. Todistukset nédihin aputuloksiin 16ytyvit teoksesta

18]-



Lemma 2.3 (Rollen lause). Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva suljetulla
valilld |a, b ja derivoituva avoimella vililli (a,b). Jos f(a) = f(b) = 0, niin

on olemassa ainakin yksi sellainen piste & € (a,b), etti f'(§) = 0.

Rollen lause ilmaisee, ettd jatkuvan funktion kahden nollakohdan vilissa
sen derivaatalla on ainakin yksi nollakohta. Témaéan avulla saadaan tarpeelli-

nen valiarvolause.

Lemma 2.4 (Differentiaalilaskennan viliarvolause). Jos funktio f : [a,b] —
R on jatkuva suljetulla vililla [a, b] ja derivoituva avoimella vililli (a,b), niin

vdlilld (a,b) on ainakin yksi piste &, jolla

Kuvassa 3 on esitetty geometrinen tulkinta véliarvolauseelle. Geometri-
sesti véliarvolause merkitsee, etti kiyrén f(z) = y tangentti on jossakin vélin
la, b] pisteessi janan AB suuntainen.

Viliarvolause on kiyttokelpoinen arvioitaessa funktion arvoa pisteessé
x = b, kun arvo pisteessi x = a tunnetaan. Viliarvolauseen mukainen kaava
kirjoitetaan talloin muotoon f(b) = f(a)+ f'(£)(b— a), missd £ € (a,b). Nyt

tassd arvioidaan derivaattaa f'(&).



Esimerkki 2.5. Osoitetaan, ettd a:n positiivisilla arvoilla

1
l1—--<Ina<a-1.
a

Ratk. Jos a > 1, lemman 2.4 soveltaminen logaritmifunktioon antaa
1
Ina—Inl=—(a—1),
3
jollain & € (1,a). Siis

1
l——-—<lhna<a-1, a>1.
a

Tapaus 0 < a < 1 saadaan edellisesta sijoittamalla a:n paikalle % Yhtasuu-

ruus epiyhtilossid on voimassa jos ja vain jos a = 1.

2.4 Monotonisuus

Funktion monotonisuus, eli kasvavuus tai vihenevyys, on tirked matemaat-
tinen késite, joka ilmaisee miten funktion arvot muuttuvat, kun muuttujan

arvot kasvavat.
Maéritelméi 2.6. Funktio f(x) on kasvava vililla I, jos

1 < 29 = f(x1) < f(22) kaikilla z1, 29 € 1,
ja aidosti kasvava valilla I, jos

x1 < g = f(x1) < f(xq) kaikilla zq, 29 € I.
Vastaavasti madritelladn vihenevd ja aidosti vihenevd funktio.

Esimerkki 2.6. Osoitetaan, ettd funktio

1—2z
1+z

f(z) =In
on vaheneva valilla —1 < z < 1.
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. . _ 1—2 .
Kuva 4: Funktion f(z) = In {77 kuvaaja.

In[(1-x)/(1+X)] 4k

-1.0 -0.5 r 0.5 10

Ratk. Tarkastellaan funktiota osissa. Selvésti fi(x) = 1 — = on véhenevi
ja fa(x) = 1+ z on kasvava funktio, joten néiden osamiird on viheneva.
Luonnollinen logaritmi on puolestaan kasvava funktio, joten kokonaisuudes-

saan funktio f(z) = In {=% on véheneva.
Derivoituvalle funktiolle pitee seuraava kiyttokelpoinen ehto monotoni-
suuden tarkastelussa.

Lemma 2.5 (Monotonisuusehto). Jos funktio f : |a,b] — R on jatkuva
vdlilli [a,b] ja derivoituva vdlilli (a,b) ja funktio toteuttaa ehdon f'(x) >
0, niin f(x) on kasvava valilld [a,b]. Jos f'(x) > 0, niin f(x) on aidosti
kasvava. Vastaava tulos on voimassa funktion vihenevyyden ja derivaatan

negatiivisuuden f(x) <0 vdlilld.
Niin ollen voidaan tarkastella epdyhtéloita, jotka ovat esimerkiksi muotoa
g(x) < h(x), x > xo,

missd g(xg) = h(xo) ja funktioiden g(z) ja h(z) derivaatat on tunnettu.

Epéayhtalon todistamiseksi riittad ndyttad, ettd funktiolle
f(x) = h(z) — g(z),

11



missd f(zg) = 0, pitee f'(x) > 0, kun z > .
Esimerkki 2.7. Kun z > 1 ja 0 <r < 1, niin
" <rzx+(1-r).

Ratk. Merkitidan
flx)=rz+(1—-r)—2a",

jolloin

flx)=r—ra"! :r(1— L )

s
Nyt f'(z) > 0, kun = > 1 ja siis f(z) on tilloin kasvava. Koska f(1) = 0,
niin f(z) > 0. Yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos f(z) = 1. Vastaavasti
saadaan

" >re+(1—r),

kun z > 1jar > 1.

2.5 L’Hospitalin monotoniasaanto

Seuraava lause on kdyttokelpoinen tarkasteltaessa kahden funktion suhdetta

ja sen monotonisuutta. Todistus tdhan tulokseen 16ytyy teoksesta [2].

Lause 2.6 (L’Hospitalin monotoniasaantd). Olkoot reaaliarvoiset funktiot f
[a,b] — R ja g : [a,b] — R jatkuvia suljetulla vdlilli [a,b] sekd derivoituvia
avoimella vililld (a,b), missd f(a) = g(a) = 0 tai f(b) = g(b) = 0. Oletetaan,
etti g'(x) # 0 kaikilla x € (a,b). Jos f'(x)/g'(x) on kasvava (vihenevd)
valilli (a, b), niin myés funktio f(x)/g(x) on kasvava (vihenevi) vdlilli (a, b).
Samalla tavalla f(z)/g(x) on aidosti kasvava (vihenevd), jos f'(x)/g'(x) on

aidosti kasvava (viheneva,).

Tamaéan mukaan osoitettaessa funktioiden suhteen monotonisuutta tietyl-
14 valilla taytyy ensin nayttdd, ettd yhdessa paidtepisteessi saadaan muoto
0/0. Tamén jialkeen derivoidaan osoittaja ja nimittdji ja tarkastellaan niiden
suhdetta uudelleen. Téssidkin on huomattava, etta kyseisella avoimella valilla
nimittija ¢'(x) # 0.

12



Esimerkki 2.8. Osoitetaan, ettd funktio

W) = (1+a;c)a—1

on kasvava, kun a > 1 jax > —1, x # 0.

Ratk. Merkitaan h(x) = f(z)/g(x), missa f(z) = (1+2)*—1ja g(z) = z.
Koska f(0) = ¢(0) = 0, voidaan soveltaa L’Hospitalin monotoniasdantoa.
Nyt

f'(x)
g'(x)
joka on kasvava, silld sen derivaatta a(a—1)(1+x)*"2 > 0. Koska f'(z)/¢'(x)

=a(l+2)" !,

on kasvava, lauseen 2.6 mukaan funktio h(z) on myos kasvava.

2.6 Harjoitustehtivit 1

1.1 Milld luvun z arvoilla funktio

r—1

Jw) = |z — 1| + 22

on médritelty? Entd missad joukossa se on jatkuva? Voidaanko maéérit-

telyad taydentamalld funktio saada jatkuvaksi koko R:ssid?

1.2 Kaytéa differentiaalilaskennan viliarvolausetta 2.4 ja osoita, etta
(1+2)*<1l+4ax(l+z)"",

kun a > 1 ja x > —1. Milloin yhtdsuuruus on voimassa epayhtilossa?

1.3 Hyodynni esimerkkié 2.5 ja osoita, ettd
ea\®
“=(7)
T \z
kun a > x ja x > 0. Milloin yhtidsuuruus on voimassa epéayhtalossi?

1.4 Tarkastele funktiota
B Inz

flx) = —

x
ja osoita, ettd m° < e”.
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1.5 Osoita, etta
1+2

1—=x

In

> 2,

kun 0 < z < 1. Onko tulos voimassa myds, kun —1 < x < 07
1.6 Osoita, etté
P -1 z29-1
>
p q
kun z >0,z # 1jap>q>0.

Y
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3 Polynomiepayhtalot

Polynomiepéyhtildiden ratkaiseminen perustuu tavallisesti nollakohtien etsi-

miseen ja merkkitarkasteluun ndiden nollakohtien valilla.

3.1 Ensimmaiisen asteen tapaus

Ensimmaisen asteen polynomiepayhtdlé on muotoa ax +b > 0, a # 0, misséi
merkin > tilalla voi olla mikd tahansa muu epéyhtdlomerkki. Ensimméisen

asteen epiyhtilo voidaan aina ratkaista yleiselld sieventdmisperiaatteella.

Esimerkki 3.1. Ratkaistaan epéyhtalo

x—3>5x+4
2 7T

Kertomalla ensin nimittdjat pois paastaan ekvivalenttiin muotoon
Tr—21>1024+8 <& —3x > 29,

joten epayhtald toteutuu, kun z < —3%.

3.2 Toisen asteen tapaus

Toisen asteen epiyhtilo eli neliGepiyhtilé on muotoa az?+br+c > 0, a # 0,
missd merkin > tilalla voi olla mikd tahansa muu epayhtdlomerkki. Toisen
asteen epayhtalon ratkaisu perustuu sen geometriseen tulkintaan. Yhtalon
vasemmalla puolella olevan toisen asteen polynomifunktion kuvaaja on tun-
netusti paraabeli. Ratkaistaessa epayhtaloid selvitetddn ensin vastaavan pa-
raabelin aukeamissuunta sekd paraabelin ja z-akselin leikkauskohdat ratkai-
semalla vastaava toisen asteen yhtilo. Niiden tietojen perusteella paitelladn

lopullinen ratkaisu seuraavan lauseen mukaisesti.

Lause 3.1. Funktio f(z) = ax®+bx+c, missia > 0 (a < 0), on positivinen
(negatiivinen) kaikilla x:n arvoilla, paitsi jos funktion nollakohdat x1 ja x4,
x1 < x9, ovat reaaliset. Tdlloin funktio on positiivinen (negatiivinen), kun

x < x1 tai x > x9, ja negatiivinen (positivinen), kun 1 < x < 3.
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Esimerkki 3.2. Tarkastellaan epiyhtilos 222 —72+7 > 0. Koska vasemman
puolen nollakohdat ovat imaginaariset, niin se on lauseen 3.1 mukaan aina

positiivinen ja toteutuu néin ollen kaikilla z:n arvoilla.

Esimerkki 3.3. Ratkaistaan yht#lo 422 — 52 + 1 < 0. Vasemman puolen
nollakohdat ovat x; = }l ja xo = 1. Lauseen 3.1 mukaan epiyhtalo toteutuu,

kuni<x<1.

3.3 Korkeamman asteen tapaus

Korkeamman asteen epiyhtilé on muotoa a,z"+a,_ 12" 4. . .+ajx+ag > 0,
missd merkin > tilalla voi olla mikd tahansa epdyhtdlomerkki ja n > 3,
a, # 0. Ratkaistaessa epayhtilo saatetaan ensin muotoon, jossa vasemmalla
seksi on tutkittava eri tekijoiden merkit reaalilukualueella. Naiden perusteel-
la laaditaan merkkikaavio, jossa tulon tekijoiden merkkisdantod soveltamalla

voidaan péatelld missa alueissa epiyhtilo toteutuu.

Esimerkki 3.4. Ratkaistaan kolmannen asteen epiyhtilo 3z° —42? —x+2 <

—%1
(x —1)? +‘+‘+
3e+2 |+ |+
— |+ ]+

Sen avulla paitellddn, ettd epdyhtélo toteutuu, kun z < —%.

Viereisen sivun ylemmaissd kuvassa 5 on esitetty esimerkkiin 3.4 liittyva

kuvaaja.

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan neljinnen asteen epiyhtilod z* — 522 > 0.

Merkitédn funktiolla f(z) = x* — 5% yht#lon vasenta puolta, joka voidaan

nollakohdat ovat z1 = —v/5, 2o = 0 ja z3 = /5. Termi 22 on kaikkialla
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Kuva 5: Esimerkin 3.4 kuvaaja.

ei-negatiivinen ja funktion arvo sivuaa nollaa ohitettaessa nollakohtaa x,,

mutta sen merkki ei kuitenkaan muutu siind. Siis epdyhtdlo toteutuu, kun

.21:<—\/5tai:c>\/3.

Alla kuvassa 6 ylempi pisteviiva vastaa kiyrdi 22 ja alempi katkoviiva

kiyrdd 22 — 5. Yhteniinen viiva puolestaan esittii ndiden tuloa eli z* — 522,

Kuva 6: Esimerkin 3.5 kuvaajat.

2
x*-5x
2 5r
X
~.. r 54
.
.. | o
o o
v, t .
.......
________
[ [RSLLETS amen?” I L
2 -1 1 2
N 7’
\\ //
~ ’
N r -’
~o | PR
~ -
\~~-’5___—’/
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3.4 Harjoitustehtavit 2

2.1 Ratkaise epiyhtilo 222 4+ 13z — 7 > 0.
2.2 Ratkaise epiyhtild 53 4+ 1722 + 8x — 12 > 0.

2.3 Ratkaise epiyhtilo o — 223 — 322 4 62 < 0.

18



4 Muita alkeellisia epayhtaloita

4.1 Rationaaliepayhtalot

Rationaalifunktioiden epayhtéloitd ratkaistaessa on syytd ensin selvittda
madrittelyjoukko. Toiseksi on huomattava, ettei nimittdjid saa kertoa puo-
littain epdyhtdlostd pois ottamatta niiden merkkid huomioon. Tama siksi,
ettd epayhtdlon suuntahan muuttuu negatiivisella luvulla kerrottaessa. Ni-
mittdjdn poistaminen vaatisi aina lisdtarkasteluja nimittdjin kiyttaytymi-
sestd. Tasta syystd usein on yksinkertaisinta siirtda kaikki epayhtalon termit
samalle puolelle ja tutkia erikseen osoittajan ja nimittdjin merkkid. Téassa
yhteydessd merkkikaavio on taas tavallisesti varsin toimiva apukeino. Rat-
kaisu paatelldan néiden tietojen perusteella osamaadran merkkisadntoa kayt-
tamaélla. Erityista huolellisuutta tarkastelussa vaativat nimittdjan nollakoh-
dat, joissa rationaalifunktion ei tarvitse olla méiritelty ja joita sivuutettaessa

funktion merkki voi vaihtua.

Esimerkki 4.1. Ratkaistaan epédyhtalo

x—|—1< T
x x—3

Ratk. Tamé on ekvivalentti epdyhtdlon

—2x — 3

<0
— 3x

kanssa. Osoittajan nollakohta on z = —3/2 ja nimittdjan nollakohdat ovat
x = 0 ja z = 3. Osoittajan ja nimittdjin merkit eri nollakohtien vililld on

esitetty alla olevassa merkkikaaviossa.

~3/2 0 3
—22-3 +| - | - |-
x? —3x —|—‘ ‘ ‘—l—

+] -+ |-

Taméan perusteella voidaan helposti paatelld, ettd epayhtilo toteutuu, kun
—3/2 <x <0 tai x> 3.
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4.2 TItseisarvoepiyhtalot

Kasiteltdessi itseisarvoepiyhtaldita perinteinen ratkaisumenetelmé on pois-

taa itseisarvomerkit itseisarvon maéritelmaén perustuen. Reaaliluvun z it-

2] x, kun z >0
T =
x, kun z < 0.

seisarvo on

Nyt péaastdan tarkastelemaan eri osavilejd, joiden perusteella yhdistetdain
koko ratkaisu. Toisaalta ratkaisuun voidaan soveltaa myos tietoa |z| < a <
—a < x < a tai sen negaatiota |x| > a < x < a tai x > a. Lisdksi usein
kiyttokelpoinen tapa on nelioén korottaminen: |z| < |y| jos ja vain jos 2 <

y?. Niiti ratkaisutapoja on sovellettu alla olevissa kahdessa esimerkissi.

Esimerkki 4.2. Milld z:n arvoilla on voimassa epayhtélo
2% — 3| — |4 — 22| <32 — 17

Ratk. Téssd 22 —3 < 0, kun —v3 < 2 < v3ja4d —22 <0, kun = > 2.
Vileilld z < —v/3 ja V3<z <2 epayhtalostd voidaan poistaa itseisarvo-
merkit suoraan ja pafstiin toisen asteen epiayhtiloon 22 —x — 6 < 0. Tésta
saadaan osaratkaisut —2 < z < —\/gja V3 < <2 Villla —v3 <z <3
paadytaan epayhtaloon

— 2 +3—-44+2r<3r—-1 < —2*—-1x<0,

josta saadaan osaratkaisut —v3 < z < —1ja 0 < z < /3. Vililld z > 2

epayhtalosta padstddn muotoon
2 —=34+4-2r<3x—-1 < 22-5r+2<0,

josta saadaan vastaavasti osaratkaisu 2 < z < %ﬁ Yhdistamalla kaikki
viisi osaratkaisua saadaan vastaus kysymykseen, eli epidyhtdlo on voimassa,
kun —2 <z < —1tai 0 < o < 25/,

Esimerkki 4.3. Milld z:n arvoilla on voimassa epayhtalo

3x24+2x—5
2 — 9z + 8

‘<1?
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Ratk. Korotetaan epayhtilo puolittain nelioon, jolloin saadaan

(32% + 2z — 5)? _
(22 — 9z + 8)?

Tastd padstaan ekvivalenttiin muotoon

(322 + 22 — 5)? — (2* — 9z + 8)?

< 0.
(22 — 9z + 8)?

Nimittdja on nyt kaikkialla positiivinen, joten se ei vaikuta epédyhtilon tar-

kasteluun. Epdyhtalo toteutuu siis vain, kun osoittaja on negatiivinen. Jaka-

(z — 1)*(22 4+ 13)(4z — 3) < 0.
Kéyttamalla lausetta 3.1 sekd tulon merkkisdéntod saadaan ratkaisuksi, etté

epayhtélo toteutuu, kun —% <z < %.

Itseisarvoihin liittyva perustulos on kolmioepéyhtélo, jonka todistus 10y-

tyy teoksesta [8].
Lause 4.1 (Kolmioepéyhtélo). Jos z1, z2 € C, niin
21| = |22]| < |21 £ 22| < 21| + |2a.

Soveltamalla induktiota jalkimmdiseen epdyhtdaléon tdsta saadaan

n
<l
=1

Tarkastellaan paria kolmioepayhtdloon liittyvad esimerkkié.

n

>

=1

Esimerkki 4.4. Osoitetaan, ettd kaikille a, b € R on voimassa
ja B2 < a2 4 b2

Ratk. Koska molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, voidaan ne korottaa

nelioon ja padstddan ekvivalenttiin muotoon
la+b] < |a| + [b] + 2|al/?[b]'2,

josta kolmioepayhtilon avulla ndhdaéan suoraan alkuperéisen epdyhtalon voi-

massaolo.
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Esimerkki 4.5. Osoitetaan, ettd jos |z —y| <1 ja |u —v| < 1, niin
lzv — yu| < |x| + |ul.

Ratk. Epayhtdlon vasenta puolta voidaan ensin muokata sopivasti. Kayt-
tamélla sitten kolmioepayhtaloa seké tietoa, ettd |[x —y| < 1ja |[u—v| <1

saadaan viite seuraavan paittelyketjun mukaisesti

lzv — yu| = |2v —yu + 2u — zu| = |x(v—u) +ulr —y)|
A
< oo —w)[ +fu(z —y)| =[] jv—u|+u] |z —y|
S—— S——
<1 <1
<lof-T4ful-1 = [z +[ul.

4.3 Juuri-, eksponentti- ja logaritmiepayhtalot

Juuri-, eksponentti- ja logaritmiepayhtiloitd ratkaistaan ldhes samaan ta-
paan kuin vastaavia yhtéloitdkin ja néitd vastaavat laskusddnnot ovat mo-
nilta osin voimassa. Kuitenkin muutama yksityiskohta on otettava huomioon
tédssd yhteydessa.

Juuriepdyhtéloita ratkaistaessa sovelletaan tavallisesti puolittaista po-
tenssiin korottamista. Ero vastaavan epayhtilon ratkaisemisessa on siind, etta
epayhtdlon maéirittelyjoukon ja potenssiinkorotusehdon tutkiminen on valt-
taméatonta. Pariton juuri on kuitenkin aina mééritelty, joten se voidaan heti
korottaa vastaavaan potenssiin. Parillisilla juurilla ratkaisu jakaantuu yleen-
sd maarittelyjoukossa kahteen tapaukseen. Ensinnékin jos epayhtélon vasen-
ja oikeapuoli ovat erimerkkiset, epayhtdlon suunnasta riippuu, onko se ky-
seisilld muuttujan arvoilla tosi vai epédtosi. Toinen vaihtoehto on, ettd mo-
lemmat puolet ovat positiivisia ja epayhtilé voidaan néin ollen korottaa vas-
taavaan potenssiin. Osaratkaisu saadaan yhdistamé&lld ne muuttujan arvot,
jotka samalla toteuttavat potenssiin korottamalla saadun epéyhtélén ja posi-
tiivisuusehdon. Kokonaisratkaisussa on aina otettava myos méaéarittelyjoukko

huomioon.

Esimerkki 4.6. Ratkaistaan epdyhtalo
r > /(42?2 +1).
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Ratk. Epayhtilossa on parillinen juuri, jossa juurrettava on kuitenkin aina
positiivinen, joten se ei vaikuta tarkasteluun. Vasen puoli on positiivinen,
kun z > 0. Tdmén tarkastelun jélkeen voidaan yhtédlo korottaa puolittain

neljdnteen potenssiin ja pddstdan muotoon
t> 42’ +1 o ot =42 —1>0.

Télle neljannen asteen yhtéalolle 1oydetdan reaaliset nollakohdat pisteisséi

T ==+vV2+ \/gja se on positiivinen, kun z < —/2 + V5 tai z > V2 + V5.
Yhdistamalld tadmé ratkaisu esimerkin alussa tehdyn tarkastelun kanssa

saadaan, ettd epayhtilo pitee, kun = > /2 + /5.

Eksponenttiepayhtéloita ratkaistessa voidaan apuna kiyttdd seuraavia

yhtépitavyyksid. Jos epayhtalon molemmin puolin on sama kantaluku a, niin
a®>a’ & x>y, kun a > 1 ja

a®* >a¥ & <y, kun 0 < a < 1.

Jos kantaluvut ovat erit a # b, niin vaihtoehtona on ottaa puolittain logarit-
mi:

a®>b |log() < x-loga>y-logh.

Esimerkki 4.7. Ratkaistaan epédyhtalo

1 x? 1 3x—1
-l >z .
5 - G)
Ratk. Tamé epiyhtils on ekvivalentti muodon (1)%* > ()3~ kanssa.
Nyt kantaluku on %, joten epayhtalon merkin suunta kddntyy eksponentteja
tarkasteltaessa, ja piaidstdin toisen asteen epiyhtiloon 222 — 3z + 1 < 0.

Tastd saadaan lauseen 3.1 mukaan ratkaisuksi % < x <1

Koska logaritmifunktio on kasvava, niin epiyhtéloitd ratkaistaessa voi-

daan aina kiyttaa tietoa

logx >logy & x>uy.
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4.4 Ajrelliset summat ja tulot epiyhtildissi

Téssé luvussa n kuuluu aina luonnollisten lukujen N = 1,2, 3, ... joukkoon.
Perusmenetelma luvusta n riippuvien vaittdmien todistamiseen on induktio.
Néin on usein myo0s epayhtéloiden kohdalla. Toinen huomattava apukeino on
termien jirjestyksen vaihtaminen. Arellisessi summassa voidaan summaus-
jarjestystd vaihtaa ja adrellisessd tulossa tulon tekijéitd voidaan jarjestelld
uudelleen. Kolmanneksi, jos summissa tai tuloissa esiintyy murtolausekkei-
ta, voidaan osoittajaa ja/tai nimittdjaé sopivasti arvioimalla saada erilaisia
epayhtaloita.

Seuraavassa esimerkissi kiytetdan induktiota Weierstrassin erdén epayh-

talon todistamiseen.

Esimerkki 4.8. Positiivisille reaaliluville aq, ..., a, on voimassa epayhtalo

n

[[a+a)> 1+zn:ai.

i=1 i=1
Todistetaan viite induktiolla. Kun n = 1, yhtdsuuruus on voimassa. tehddin
induktio-oletus, etti viite patee luvulla k eli

k

H(l—i—ai) > 1—|—Zai.

i=1 i=1

Yleisesti vaitteen todistaa laskelma

kt1 k k k
H(l—kai) = (14 ag1) H (1+a;) = H(l‘i_ai)‘i_ak_t'_l H(l—kai)
i=1 i=1 i=1 i=1
k k k k1
>14 ) aitan [[A+a) =21+ aitam =1+ a.
=1 i=1 ~ =1 i=1

Néytetdan, miten tulon tekijoiden jarjestyksen muuttaminen auttaa

epayhtélon todistuksessa.

Esimerkki 4.9. Kun n > 2, niin on voimassa
(n)? > n™

24



Tarkastellaan vasemman puolen termié, jossa

(n)? = 12.2%...n7

= (1-n)2n—-1)B(Mn-2))---(a(ln—a+1))---(n-1).

Jalkimmaéinen muoto on saatu kirjoittamalla sulkulausekkeissa ensimméinen
tulon tekiji kasvavaan ja toinen tekija vihenevaén jarjestykseen, jolloin kukin
tekiji tulee edelleen kahteen kertaan koko lausekkeessa. Koska —a(n — a +
1)+n = (a—1)(a—n) <0, kun 1 < a < n, niin jokainen tulon termi
a(n—a-+1)>n, kun 1 < a < n. Termeji kerrotaan keskenddn n kappaletta,

joten vaite on voimassa.

Seuraavassa esimerkissid on kiytetty murtolausekkeisiin liittyvid yksin-
kertaista tietoa 1/(n+ 1) <1/njal/2n < 1/(n+ k), kun 1 < k < n.

Esimerkki 4.10. Kun n € N ja n > 1, niin

1 - 1 1
— < —_— < —.
4n ;(n+k>2 n

Selviisti arvoltaan pienin termi on 1/(n+n)? ja suurin termi 1/(n+1)?, joten

laskemalla

n

—_—=n — - ns——m—— - = —
4n (n+n)? & (n+k)? (n+1)2 n?2 n

nidhdain esimerkin alussa esitetyn viitteen toteutuvan.

4.5 Bernoullin epiayhtalo

Tassd yhteydessd tarkasteltava Bernoullin epdyhtdlo on erds klassisista
epayhtéloistd. Yksinkertaisuudestaan huolimatta se on kiyttokelpoinen tu-
los, jota voidaan hyodyntdéd esimerkiksi muiden epédyhtéloiden todistamises-

sa.
Lause 4.2 (Bernoullin epéyhtéld). Josn € N ja x € R, x > —1, niin

(14+2)" > 1+ nx. (1)
Yhtasuuruus patee jos ja vain jos n =1 tai xr = 0.
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Todistus. Suoritetaan todistus induktiolla. Jos n = 1, niin yhtdsuuruus on
voimassa. Tehd#sin induktio-oletus, ettf viite pitee arvolla k eli (1 + z)* >

1+ kx, missid k > 1. Télloin
1+ = 1+2)1+a)f > (1+2)1+ k)
= 1+ (k+ Dz +ka* > 1+ (k+ 1)z
Yhtisuuruus pitee jos ja vain jos k2?2 =0 x =0 O]

Alla olevassa kuvassa 7 on esitetty Bernoullin epayhtiloé tapauksessa n =
4. Yhteniinen viiva vastaa kiyrdd (1 + x)? ja katkoviiva puolestaan kuvaa

tilannetta 1 + 4zx.

Kuva 7: Bernoullin epédyhtilo tapauksessa n = 4.

Bernoullin epéyhtélon voidaan todistaa olevan voimassa myos yleisem-

misséd tapauksissa, esimerkiksi
(1+2)? > 1+ px, kaikillaz > —1jap <Otaip>1
ja
(1+x)P <1+ px, kaikilla z > —1ja 0 <p < 1.

Esimerkki 4.11. Sijoittamalla Bernoullin epayhtél6on z:n paikalle £ ja an-

tamalla n:n ldhestyd ddretonta saadaan, ettd e® > 1 + x kaikilla x € R.
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Tarkastellaan vield Bernoullin epayhtilon erdsta yleistystda. Muita taméan-

tyyppisia tuloksia on kisitelty teoksessa |6].

Lause 4.3. Olkoon 0 < a < 1 < b ja ¢ > 1. Talloin funktiolle p(t) =

maz{t*, t*}. on voimassa

clog"(1+1t), kun0<t<1

log(1+ cp(t)) <
Bl o ))_{bclog(l—i-t), kun t > 1.

Todistus. Tarkastellaan ensin vaitettd valilla 0 < ¢ < 1, jolloin

log(1+cp(t)) < log(l+ ct®) <log(l+t*)°
= clog(1+1t*) <clog®(1+1).

Téssd ensimméinen epayhtilo patee, koska vililla 0 < ¢ < 1 on voimassa t* >
t*. Toinen epiyhtild seuraa suoraan Bernoullin epdyhtilostd 4.2. Viimeinen
epayhtdlo saadaan siitd, ettd kyseiselld vililli on voimassa log(1 + t*) <
log®(1 +t). Tarkastellaan sitten viitettd vélilla ¢ > 1. Nyt voidaan kirjoittaa

log(1+cp(t)) < log(1l+ct?) <log(l + )" =
clog(1+) < clog(1+1)" = bclog(1+1t).

Téassé sekéd ensimmainen ettéd viimeinen epayhtilo ovat voimassa, koska ¢ > 1
ja b > 1. Toinen epayhtilo seuraa taas Bernoullin epdyhtalosta 4.2. Kun a =

= 1, lauseen viitteen voimassaolo nidhd&in suoraan Bernoullin epdyhtalosta
4.2. m

4.6 Harjoitustehtavat 3

3.1 Ratkaise epayhtilo

2r — 3 2
> .
T r—2>5

3.2 Ratkaise epiyhtélo |22 — x| + 5z > 3.

3.3 Ratkaise epdyhtilo
4% + 1
x2—8r+7

> 1
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3.4 Osoita, ettd |a +b] <|a+c|+[b—c|
3.5 Ratkaise epayhtilo v3 + 2x — 22 > 3z — 1.

3.6 Oletetaan, ettd n € N ja n > 1. Osoita, etti

$len !

i=1

3

3.7 Osoita, etta
(n)? < k!'(2n —k)!,

kun n,k € N ja k < n.
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5 Trigonometriset epayhtilot

5.1 Trigonometristen epiyhtiloiden ominaisuuksia

Kasiteltdessa trigonometrisia epayhtiloitd on tietyt funktion ominaisuuteen
liittyvét tosiasiat otettava huomioon, kuten funktion merkin muuttuminen.
Jos f(z) on jatkuva funktio, niin sen merkki voi muuttua vain x:n ohittaes-
sa nollakohdan eli yhtdalén f(z) = 0 juuren. Kahden perékkéisen nollakoh-
dan vélilld funktion merkki pysyy samana, ja se saadaan selville laskemalla
funktion arvo kyseiselld vililla olevalla x:n arvolla. Toisaalta funktion merkki
voi muuttua ohitettaessa epdjatkuvuuskohta tai piste, jossa funktiota ei ole
maaritelty.

Tassa luvussa n kuuluu aina kokonaislukujen Z joukkoon.

Esimerkki 5.1. Tutkitaan funktiota f(x) = tanz. Sen nollakohdat ovat
pisteissé = n- 7. Liséksi funktiota ei ole madritelty pisteissia © = w/24n-,
jolloin funktion arvo ldhestyy &dretontd. Ohittaessaan ndmé edelld mainitut

pisteet funktion merkki muuttuu joka kerta.

Kuva 8: Tan x.
30f

20t

Srlas

-20+

-30+

Edella esitettyja tietoja voidaan hyddyntdad tutkittaessa ja ratkaistessa
trigonometrisia epayhtaloitd. Naiden lisdksi usein on kdyttod trigonomet-

risten yhtédloiden kaavoille, kuten summa- ja tulokaavoille sekd kaksin- ja
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kolminkertaisia kulmia koskeville kaavoille. Naiden lisdksi yhtal6itd voidaan

muokata my6s muilla tavoin.

Koska
sin(2 - 9) 2sin§ cos § 2tan &
sin o = 22 = 2 2_ — 2
1 sin® ¢ +cos?¢ 1+ tan®§
ja
cos(2-%)  cos?$ —sin®¢  1—tan?$
cos v = = — = 5o
1 sin®§ +cos?§  1+tan” g

niin merkitsemélla tan § = ¢ saadaan a:n trigonometriset funktiot rationaa-

lisina ¢:n funktioina:

, 2t 1—t
sma:m, COSO{:m, (2)
2t 11—t
tan o = g cotaw = o (3)

Edella esitettyja merkint6ja kiyttden voidaan yhtélo sopivassa tilantees-
sa muuttaa algebralliseksi, jolloin puolestaan voidaan hyodyntad perinteisid

algebrallisia ratkaisumenetelmia.

Esimerkki 5.2. Ratkaistaan epédyhtilo
1 —cosx
1+sinz
Tapa 1. Oletetaan, ettd sinx > —1 ja kirjoitetaan yhtalé6 muotoon
1 —cosx —cosx —sinx

- —-1<0 <« - < 0.
1+ sinz 1+sinx

Koska nyt nimittdji on aina positiivinen, keskitytdin osoittajan merkkitar-
kasteluun ja epayhtdloon sinx + cosxz > 0. Muunnetaan tatd epayhtaloa

palautus- sekd summien tulokaavojen avulla:

0 <sinx +cosz = sinx—l—sin(%—x)
T 2r— % T
= 92si <_) 2 ) =42 < __),
sin 1 cos( 5 ) \/_ cos—+ | x 1

Tarkastellaan funktiota f(z) = cos (z — Z) ja ratkaistaan nollakohdat yhté-

m
——) =0
COS (l’ 4)
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Talloin saadaan

x—z::lzz—i—n-%r,

4 2
josta
x:{ %W+n-27r
-4 +n-2m

Tarkastellaan funktion f arvoja eri vileilld. Koska funktio cosx on positii-
vinen vélilld —% +n - 2r < x < § + n - 2w, niin vastaavasti funktion f on
positiivinen valilla —% +n - 27 <z < ‘%” +n-27.

Tapa 2. Kayttamailla kaavan (2) merkintdtapaa kirjoitetaan yhtdlo al-

gebralliseen muotoon

1— 1*752
— <1
L+ 1+¢2
Yhtaloa sieventamalla saadaan
2 —2t—1
— < 0.

(t—1)

Osoittajan nollakohdat ovat t; = 1 — v/2 ja ty = 1 + v/2, sekd nimittijin
nollakohta t; = —1. Osoittaja on negatiivinen vililli 1 — /2 < t < 1 +
V2, nimittiji puolestaan on kaikkialla positiivinen. Nin ollen alkuperiinen
yht#lo saa negatiivisia arvoja vililli 1 — /2 < tan 5 <1+ V2, josta pisdstiin

samaan ratkaisuun —% <z < %” monikertoineen.

Esimerkki 5.3. Ratkaistaan epédyhtalo
T
tan (x — Z> < cot 2z.

Tapa 1. Palautuskaavoja kidyttadmaélld yhtdlo saadaan muotoon

™

f(z) = tan <x— Z> + tan (295 — g) < 0.

Funktion f(z) nollakohdat saadaan ratkaisemalla yht&lo

Dol oy
t—g =g 2utnem

joten x; = % +n- %. Liséiksi on otettava huomioon kohdat, joissa funktiota ei

ole médritelty. Pisteissd xo = 7 +n -7 ja 3 = n - 7w jompikumpi funktion f
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yhteenlaskettavista tulee darettomaksi ja f(z):n merkki voi my6s muuttua.
Tangenttifunktio on aidosti kasvava kahden peridkkiisen dédrettomyyskohtan-
sa valilla. Téaten z:n kasvaessa myos funktion f kumpikin yhteenlaskettava
kasvaa ja itse funktio on aidosti kasvava perdkkiisten darettomyyskohtien-
sa valilla. Tasta seuraa, ettd x:n ohittaessa nollakohdan funktion f merkki
muuttuu —:sta +:ksi. Pisteissd, joissa funktiota f ei ole méairitelty, toinen
yhteenlaskettavista pysyy adérellisend ja toinen muuttuu +oo:std —oo:a4n, jo-

ten itse funktion merkki muuttuu téalloin +:sta —:ksi. Ndiden tulosten perus-

Kuva 9: Funktion merkin vaihtelu nolla- ja epdjatkuvuuskohtien véililla.

90

teella voidaan funktion merkin vaihtelua havainnollistaa kuvassa 9 esitetylla
tavalla, jossa nollakohtia vastaavien kulmien loppukyljet on merkitty yhtenéi-
sella viivalla ja darettomyyskohtia vastaavien katkoviivalla. Téstd padstaan

epayhtalon ratkaisuun, jossa

0+ <r< 4 Ty cz< Ty
12 ] 12

. 3T
tal 7T+TL-7T<$<Z+TL-7T.

Tapa 2. Kayttadmalla kaksinkertaisten kulmien kaavaa alkuperdinen yhta-

16 voidaan kirjoittaa muodossa

1+ tanz 1 —tan®zx
— <0,

1 —tanx 2tanzx

2tanx(1 + tanz) — (1 — tanz)(1 — tan®x)
(1 —tanx)tanz

<0,
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(tanz + 1)(—tan®z + 4 tanz — 1)
—tan?z + tanx

< 0.

Merkitsemalla ¢ = tan z, niin epdyhtilo saadaan algebralliseen muotoon

(t+1)(#* — 4t + 1)

<0.
t2—t

Osoittajan nollakohdat ovat t; = —1, t, = 2 — V3 jaty = 2+ \/g, seki
nimittdjan nollakohdat ¢, = 0 ja t; = 1. Osoittajan ja nimittdjin merkki ¢:n

eri arvoilla on esitetty merkkikaaviossa:

ty ty to ts t3

t+1 — |+ + |+ |+
—4t+1 + |+ - =+t
t*—t + |+ ==+ |+

— |+ =+ -+

Epéayhtilo toteutuu, kun —merkkien lukumééra on pariton, joten sen rat-

kaisu on
t<—1, 0<t<2—-V3, 1<t<2+3

Lasketaan vield ndiden vilien paitepisteiti vastaavat x:n arvot yhtalosta
t = tanx ja huomioidaan, ettd tanz on aidosti kasvava kyseisilld vileilla.

Néin ollen paistdin samaan ratkaisuun kuin edella.

5.2 Jordanin epayhtilo

Lause 5.1 (Jordanin epiyhtéld). Vililli 0 < x < % on voimassa

2
—x <sinz < z. (4)
7r

Todistus. Tarkastellaan funktiota h(z) = 322 vililld (0, 5]. Se laajence vi-
lille [0, 5] méadrittelemalld I'Hospitalin sddnnén perusteella h(0) = 1. Liséksi
h(%) = 2. Nyt #2Z on muotoa 0/0, kun = = 0. Soveltamalla nyt funktioon

cos T
1

aidosti vihenevd, josta padstddn suoraan lauseen viitteeseen. O

h(x) 1'Hospitalin monotoniasdantod 2.6 padstaan muotoon . Tama on
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Kuva 10: Jordanin epéyhtalo.

15+
....... X r /,//
10}
— snx ] —
2x 05F /,/’/ —
_ _ i - —
T —
~ -
L L L | L L L L | L L L L | !
0.5 1.0 15

Kuvassa 10 nékyy yhtendiselld viivalla funktion sin z rajoittuminen Jor-

danin epayhtdlon mukaisesti. Téssd kuvassa ylempi katkoviiva merkitsee suo-
2

raa r ja alempi katkoviiva suoraa = .

Esimerkki 5.4. Kosinille on vililla 0 < y < 7 voimassa epayhtélo
2 s
l——y<cosy < ——u.
s 2

Sijoittamalla Jordanin epayhtilossa kulmaksi x = 7 —y tdma seuraa suoraan,

2(71' ) 1 2 . <7r ><7r

—(z—y)=1—— sin | — — —.

T\g Y Y=g YY) =5
N———

silla

—cosy

Tarkastellaan vield muutamaa hieman toisenlaista epayhtdldd, joissa
esiintyy hyperbolisia funktioita. Tésséd esitetyt epayhtalot liittyvit ldheises-
ti Jordanin epdyhtdloon. Sen mukaan % < S‘% <1, kun 0 <z < 7. Talle
funktiolle voidaan 16ytaa yla- ja alarajat myds kiayttamalla hyperbolisia tri-

gonometrisia funktioita. Laajemmin n&itd tuloksia on tarkasteltu teoksissa
[5] ja [9].
Lause 5.2. Vililli 0 <z < 5 on voimassa

1 sin x x

< < — .
cosh x T sinh z
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Todistus. Ensimméinen epédyhtilo toteutuu, jos funktio f(x) = sinz cosh z —

x on positiivinen vililld (0, 7). Derivoimalla funktio kertaalleen saadaan
f'(z) = cosx coshx + sinzsinhz — 1

ja edelleen

f"(z) = 2cosxsinhz.

Koska cosz > 0 ja sinhz > 0, kun « € (0, %), niin f”(2) > 0. Néin ollen
funktio f'(x) on kasvava kyseiselld vililld ja edelleen f'(x) > f'(0) = 0. Tédten
funktio f(x) on kasvava ja f(z) > f(0) = 0. Siis ensimméinen epéyht&lo on
volmassa.

Vastaavasti jéalkimméinen epiyhtilo toteutuu, jos funktio g(z) = z? —
sinzsinhz on positiivinen vililld (0, 7). Merkitddn h(r) = tanx — tanhz.
Koska kyseessi olevalla vililli cosz < 1 < cosha, niin A'(z) = cosh >z —
cos >z < 0 ja h(z) > h(0) =0, kun = € (0,%). Nyt

g" () = 2(cos x cosh z)h(z),

joka on positiivinen vilill (0, 7 ), silld télla vélilla cos x coshz > 0 ja h(x) > 0.

Néin ollen vililla (0, 7)
g"(x) =2(1 —cosxcoshz) > 4"(0)=0
ja
¢ (x) =2z — cosxsinhx —sinzcoshz > ¢'(0)=0.
Téten funktio g(x) on kasvava ja g(z) > ¢g(0) = 0. Siis jalkimmaéinen epéyh-

talo on myos voimassa. O]

sin x

Seuraavan sivun kuvassa 11 nédkyy yhtendiselld viivalla funktion *2* ra-

joittuminen lauseen 5.2 mukaisesti. Alempi katkoviiva merkitsee funktiota

1
cosh x

Seuraavan lauseen tarkastelussa kiytetdén teoksessa [5] esitettyd epéyh-

T
sinhx°

ja ylempi katkoviiva funktiota

taloa ) ) 5
+ cosx < sin x < + cosx

2~ x - 3 7

(6)

missa —g <z< g
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Kuva 11: Lauseen 5.2 epédyhtaloketjun funktioiden kuvaajat, kun = € (O, g)

1,00
095

X :

,,,,,,,,, 0.90|
sinh x r

Snx 085,

y 080,

- ! 075
cosh x 0.70|

0.0 0.5 1.0 15

Lause 5.3. Valilld 0 < z < % on voimassa
x?  sinx 22
1— =< <1——. 7
4 - x - 372 (7)

Todistus. Kayttamalld tietoa 1 — cosz = QSiHQ% epayhtdloon (6) padstdin

ekvivalenttiin muotoon

. . 21:
N sin x 2sin“ 2
1—sm2§§ <1-— 2

x
Kéyttaméilla nyt Jordanin epdyhtélon tuloksia = < sin § ja sin§ < § péds-

taan esitettyyn vaitteeseen. O]

Y114 esitetyn lauseen epéayhtélolle saadaan vield tarkempi tulos esimerkiksi
sarjakehitelmid kayttdmalla.
Viereisen sivun kuvassa 12 ndkyy yhtendiselld viivalla funktion % ra-
joittuminen lauseen 5.3 mukaisesti. Alempi katkoviiva merkitsee funktiota
272

1— "”‘742 ja ylempi katkoviiva funktiota 1 — £%.

5.3 Muita trigonometrisia epayhtaloita

Trigonometrisiin funktioihin liittyen on olemassa runsaasti erilaisia epayh-
taloita. Tassd luvussa tarkastellaan esimerkkien kautta muutamaa tulosta,

jotka liittyvét ldhinnd trigonometrisiin summiin.
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Kuva 12: Lauseen 5.3 epdyhtéloketjun funktioiden kuvaajat, kun = € (0, %)

1.00
095/

2 x2 i

.......... - 0.90
372 i

Snx 0.85 |
S 0.80 1
o, x2 0751
4 0.70f

0.0 0.5 10 15

Esimerkki 5.5 (Fejér-Jacksonin epiyhtélo). Oletetaan, ettd xy > 1 >

>z, > 0ja xep < Elpo o omissd 1 < k< %n Talloin epayhta-

2k
16t
n n
Zxksinka >0 ja Zcoska >0
k=1 k=0
ovat voimassa, kun 0 < x < w. Jos g = 1 ja x} = %, k=1,2,,...,n, niin

oletukset ovat voimassa. Téalldin sinin kohdalla epayhtdlé on muotoa

n .
sin ka

k

> 0, O<a<m
k=1

ja vastaavasti kosinille muotoa

n

cos ko
Z P O<a<m.
k=1

Esimerkki 5.6. Osoita, ettd reaaliluville x4, ..., z, on voimassa
& 1
Zcos(xi —x;) > —5n

1<J
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Ratk. Laskemalla

(Z COS xz> + (Z sin a:z> = n+2 Z(COS x;cosxj +sinz; sinz;)

= n-+ 22605(332- — ),

josta epayhtilo seuraa suoraan.

5.4 Harjoitustehtivit 4

4.1 Osoita, etti epdyhtdlo |sina + cosal < v/2 on voimassa yleisesti. Mil-

loin yhtidsuuruus on voimassa?
4.2 Ratkaise epayhtal6 cos 2z > cosx cos 3.
4.3 Ratkaise epéyhtilo sinz > 2cos?z — 1.

4.4 Oletetaan, ettd 0 < a; < az < ... < a, < 7. Osoita, ettd talldin on

voimassa epayhtilo

> sinayg

n < tan o,.
D=1 COS Qy

tan oy <

38



6 Integraaliepayhtalot

6.1 Integraaliepiyhtialoiden analyyttisia ominaisuuksia

Erilaisia integraaliepdyhtal6itd on tutkittu laajasti monilla matemaattisen
analyysin alueilla. Ne ovat varsin hyodyllisid approksimointitehtévissa ja nu-
meerisessa analyysissd, jossa arvioidaan esimerkiksi virheen suuruutta. Tassa
tarkastellaan ldhinnd Riemannin integraaleihin liittyvid epdyhtéloitd. Kasi-
teltidessd integraaleja on muistettava, ettd funktio f : [a,b] — R on integroi-
tuva valilla [a, b], jos se on jatkuva tai monotoninen valilla [a, b]. Integraaleihin
liittyvien epayhtiloiden késittely tapahtuu helpoimmin arvioimalla integran-

dia ylos- tai alaspiin toisella funktiolla, vakiolla tai itseisarvolla.

Kuva 13: Integraalin arvioiminen ylos- tai alaspéin.

y y
A A
f(x) f(x)

Lemma 6.1. Jos f : [a,b] — R ja g : [a,b] — R ovat integroituvia valilld

[a, 6] ja f(z) < g(x), niin
b b
/f(x) dzx < /g(:n) dzx.

Tastéd saadaan seurauksena alla olevat kaksi lemmaa.
Lemma 6.2. Jos f : [a,b] — R on integroituva vdlilli |a,b] ja m < f(z) <
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M, niin
b
m(b—a)ﬁ/f(x)dmﬁ]\/[(b—a).

Lemma 6.3. Jos f : [a,b] — R on integroituva vdlilli [a,b], niin

[ s

Néaistd viimeinen lemma on integraalien kolmioepdyhtald ja se seuraa

epayhtélostd —|f ()] < f(z) < |f(z)].
Edelld mainitut integraalien perusominaisuudet ovat usein kiyttokelpoi-

< /blf(x)ldx'

sia, kun halutaan arvioida integraalin arvoa. Toisin sanoen nain integraalille

saadaan yli- tai alaraja tai mahdollisesti molemmat.

Esimerkki 6.1. Olkoon kokonaisluku n > 1. Osoita, etta

1/2

/ 1
VgD

0

Ratk. Alarajan saadaan lemman 6.2 mukaan

1
v1—0

Ylirajan arvioimiseksi voidaan kiyttia lemmaa 6.1, josta saadaan

0,50 < dr < 0,53.

(1/2—0)=1-1/2 =0,50.

1/2 1/2 1/2
. A o
arcsin z = arcsin — = — < 0, 53.

/;dl’</;dlc—/
A N 276

Néin ollen on saatu todistettua esimerkin alussa esitetty viite.

Funktion monotonisuutta voidaan myos kiyttda apuna etsittidessa inte-

graalin arvolle yli- ja alarajoja.

Esimerkki 6.2. Osoita, ettd kaikilla 0 < z < 1 on voimassa

1

/—ln(Ht) dt < (2mm2)2 2
t 1+

T
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In(1+4¢)
t

Ratk. Derivointi riittdd osoittamaan, ettd funktio f(t) = on vihe-

nevi ja funktio g(t) = (1 + 1)In(1 +t) on kasvava vililld 0 < ¢ < 1. Niin
ollen saadaan

1

jlnu:t) dt < hl(lﬂ:)/dt: <1+é) ln(1+x)1_x.

X +x
X X

Koska ¢(t) < g(1) = 2In2, niin viite seuraa tasta.

Integraaleille on my6s voimassa lemmaa 2.4 vastaava tulos.

Lemma 6.4 (Integraalilaskennan viliarvolause). Jos funktio f : [a,b] — R
on jatkuwva valilld [a,b], ja funktio g : [a,b] — R on integroituva eikd vaihda

merkkiddn vdlilld [a,b], niin jollain luvulla & € [a,b] on voimassa

Erikoistapauksessa g(x) = 1 yhtdlo kirjoitetaan muodossa

/f GIET)

Geometrisesti integraalilaskennan véliarvolausetta voidaan havainnollis-
taa kuvassa 14 esitetyllé tavalla, jossa musta piste merkitsee lukua &. Oikealle
ylaviistoon kohdistuvilla suorilla on esitetty alaa f(£)(b — a) ja vasemmalle

ylaviistoon kohdistuvilla suorilla integraalista saatavaa pinta-alaa.

Esimerkki 6.3. Lemman 6.4 mukaan 16ytyy sellainen £ € [0, 1], etta

23
e i [ it
0/1+:c2 14 &2 1+ &2

Siis
IR R
4\/5_0 Vit T4
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Kuva 14: Integraalilaskennan véliarvolause.

A y = f(x)

6.2 Youngin epayhtilo

Tarkastellaan aidosti kasvavaa funktiota f ja sen kidnteisfunktiota. Tilan-
netta voidaan havainnollistaa kuvan 15 mukaisesti. Integraaleista saatava ala
A(1) + A(2) on néhtévisti suurempi verrattaessa w levyisen ja h korkui-
sen suorakulmion alaan. Tamaéan perusteella seuraava tulos on varsin ilmei-
nen. Teoksessa [12]| on esitetty télle lauseelle tdsméllinen todistus perustuen
differentiaalilaskennan viliarvolauseeseen. Vaihtoehtoisesti todistus voidaan

esittaa esimerkiksi Riemann-summien avulla.

Lause 6.5 (Youngin epiyhtilo). Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva ja
aidosti kasvava funktio, jolle f(0) = 0. Tdlloin

wh < / f(z) d + / F @) dr < wf(w) — FB) ) — B, ()

missi =1 on fmn kddnteisfunktio. Yhtasuuruudet epiyhtildssd ovat voimassa

jos ja vain jos h = f(w).
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Kuva 15: Youngin epéayhtalo.

y = f(x)

A(2)
A(1)

Valitsemalla funktio f(z) = 2P~! saadaan erityistapauksena

P —
wh < w + p_lhp/p—l < wP — WP pieT + BT,
p p
Kiyttamilld merkintdd f~'(z) = 297! epéyhtilo esitetéifin tavallisesti muo-
dossa
wP  h4
wh < — 4+ — < wP —wP th? ! 4+ b, (9)
p q

missd w, h > 0, p > 1 ja }D + % = 1. Yhtasuuruudet epéyhtalossi (9) ovat

voimassa jos ja vain jos h = wP~ L.

Esimerkki 6.4. Funktiolla f(z) = x on kiiénteisfunktio f~!(z) = z. Kaavan

(8) perusteella saadaan

2 h2
ngh§%+7§w2—wh+h2,

missd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos w = h.

Esimerkki 6.5. Funktio f(z) = In(z + 1) toteuttaa my6s Youngin epéyh-

tialon ehdot ja sen kidnteisfunktio on f~!(z) = e® — 1. Téssd tapauksessa
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kaavasta (8) saadaan

w h
whg/ln(x—kl)dx—i-/(ex—l)da:,
0 0

josta padstiadn edelleen epayhtaloon
wh < whn(w+1) — (" — )[In(w + 1) — h]

= (w+1—e")In(w+ 1)+ h(e" —1).

6.3 Harjoitustehtavat 5

5.1 Osoita, etté

1/2
d
0,166 < / * <0,167.
VI + 2?2 — 223

0

5.2 Tarkastele tehtavin 1.6 epiyhtélod ¢ (27 — 1) > p (29— 1), missd = > 0
jap > q > 0. Osoita timéan perusteella epdyhtilo

(o) 2 (@)
1) > [ —1].
p\(p+1)" q \(qg+1)"
/2
1
/ln(,—)dt<oo.
sint
0

5.4 Sovella integraalilaskennan viliarvolausetta 6.4 integraaliin

5.3 Osoita, etta
1
=
——dx.
) 22+ 15
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7 Klassiset epayhtalot

Téssa luvussa tarkastellaan joitakin klassisia epayhtaloita, jotka ovat tunnet-
tuja laajalti sekd puhtaassa ettd sovelletussa matematiikassa. Alussa keskity-
tdan painotettuihin keskiarvoihin sekd niihin liittyviin epayhtéloihin. Tasta
jatketaan kasittelemalld eri matemaatikkojen mukaan nimettyji epayhtaloi-
td. Monet tuloksista ovat hyvin vaikuttavia ja kdyttokelpoisia. Lisiksi yhté-
laisyydet, eroavuudet ja riippuvuudet ndiden tulosten vélilld ovat huomion-

arvoisia.

7.1 Keskiarvoepayhtalot

Téssd yhteydessd kisitellidn positiivisia lukuja zq,...,x,, missi n € N.

Naille luvuille on méaaritelty aritmeettinen keskiarvo

Z?:l i

n
geometrinen keskiarvo
n 1/n
(1)
i=1
sekd harmoninen keskiarvo
n

1
D i1 T
Néiden lukujen eri keskiarvojen vilisid yhteyksid voidaan tarkastella esimer-

kiksi epdyhtédloiden muodossa. Yleisessa tuloksessa kasiteltdviin lukuihin on

liitetty paino «;.

Maaritelma 7.1. Olkoon reaaliluku ¢ # 0 ja olkoon ag, ..., a, sellaisia
positiivisia lukuja, joille ay + - -+ + «a,, = 1. Positiivisiin lukuihin zq,..., 2,

liittyva painotettu keskiarvo voidaan maéritella eksponentin ¢ funktiona

o(t) = (Za)/ (10)

Valitsemalla ¢ = 1 kaavassa (10) saadaan painotettu aritmeettinen kes-

=1
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Vastaavasti, kun valitaan ¢ = —1, saadaan painotettu harmoninen keskiarvo

9(-1) = (Z j—) R :

Tapaus ¢ = 0 vaatii hieman lisitarkasteluja. Funktio g(t) — [[;_, =7

i

‘, kun
t — 0, silld PHospitalin siénnon ja oletuksen > " | a; = 1 perustella saadaan
In (3 aizt)

e

L S (et In ;) B

Télloin méaritellaan painotettu geometrinen keskiarvo

Funktio ¢g(t) on eksponentin ¢ suhteen kasvava. Ottamalla ensin funktiosta
puolittain luonnollinen logaritmi saadaan
In (3 aizt)

Ing(t) = —=

Tédméa on muotoa 0/0, kun ¢ = 0. Tdhén voidaan soveltaa I’'Hospitalin mono-

toniasdantod 2.6, jolloin
S (gt In ;)
PO

Tama lauseke on derivaattansa perusteella kasvava. Kayttamalla sdantoa

hi(@)hs(x) = ha(x)hs(x)
(o ()2

g'(x) =
voidaan osoittaja kirjoittaa muotoon

(Z osz) (Z aixf In2 $z> — (Z aix’; In xz) i .

Nimittdjd on téssd tapauksessa aina positiivinen. Myohemmin luvussa 7.3

todistettavasta Cauchyn-Schwarzin epdyhtalosti seuraa

(Z izt In a:1> i = (Z 047;1/21'1;/2041-1/295;/2 In xl> i
(Z oz,;xf) (Z ot In? xz> ,
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joten my0s osoittaja on positiivinen. Kasvavuus on voimassa funktiolle g
valilld (—oo,0) tai (0, 00).
Funktion g kasvavuus voidaan tiivistda seuraavaksi lauseeksi liittyen pai-

notettuihin keskiarvoihin.

Lause 7.1 (Painotettu keskiarvoepayhtilo). Olkoon xi, ...z, positiivisia
lukuja ja olkoon oy, . . ., oy, sellaisia positiwvisia lukuja, joille aq+- - -+, = 1.

Talloin kaikille luvuille r < s on voimassa

n 1/r n 1/s
(Zaixg) < (Zazxf) . (11)
i=1 =1
Yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos x1 = Tg = -+ = Ty,

Todistus. Viite seuraa suoraan termien kasvavuudesta. Yhtiasuuruus puoles-

taan seuraa siitd, ettd epayhtilossi

n n
( g aixg) < E o]
i=1 =1

yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos 1 = o9 = + -+ = Xp,. O

Kuva 16: Painotettu keskiarvoepayhtilo.

S

A
v

Painotettu keskiarvoepdyhtilo on voimassa kaikkialla valilld —oo < r <
s < oo. Tapaus 0 < r < s kéisittda kuvan 16 alueen I, tapaus r < s < 0

alueen II ja tapaus r < 0 < s alueen III.
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Edeltavan lauseen 7.1 perusteella saadaan eksponenttien kautta johdettua

painotettu harmonis-aritmeettis-geometrinen keskiarvoepdayhtalo

(zj: j—z) R < ﬁx? < iaixi. (12)

Tamén perusteella voidaan n&hdé, etti kaavan (9) mukainen Youngin epéyh-
talo on itse asiassa painotetun aritmeettis-geometrisen epayhtéilon erikoista-

paus.

Esimerkki 7.1. Kun n = 2 ja a; = ay = 3, kaavasta (12) saadaan suoraan

epayhtélo kahden luvun aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vilille

ZL‘1—|—112

VT X < 5

Esimerkki 7.2. Kun luvut z,y,2 > 0jaz; = 1

1 o . 1 .
T T2 = pplars = o seké

painot yhtdsuuret, niin painotetusta harmonis-aritmeettisesta epayhtéilosta

seuraa
9 1 1 1

< + + .
2 +y+z) " r+y r+z y+=z

Tarkastellaan vield toista melko samanlaista funktiota kuin maaritelman

7.1. Olkoon z, ..., z, positiivisia lukuja. Maaritelldén talloin valilla (0, co)
funktio
n 1/t
h(t) = (ng) . (13)
i=1

Funktio A on puolestaan vihenevi. Tamén osoittamiseksi ja merkintojen yk-

sinkertaistamiseksi kirjoitetaan y; = z¢ ja s = > y;. Nyt

d _t/s> (yilnx;) —Ins
Eh’lh(t) = 2

on ei-negatiivinen, silld Ins > (¢/s) > (y; Inz¥*). Téssa edeltéva lauseke puo-

lestaan on voimassa siksi, ettd Ins® > > (tInz?) = In[]y/. Viimeinen

epiyhtild on voimassa, koska s° = 2% > [[yY.

Esimerkki 7.3. Kun n = 2, niin kaavan (13) funktio on pisteessd ¢ = 1
muotoa h(1) = x; + x5 ja pisteessi t = 2 muotoa h(2) = /a3 + x3. Funktion

h vahenevyyden perusteella saadaan epayhtalo

\/ 23+ 23 < x1 + To.
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7.2 Jensenin epayhtalo

Konvekseille funktioille méaaritelty Jensenin epayhtdlé on hyddyllinen tulos,
jota voidaan kiyttaé esimerkiksi perustana monien muiden epdyhtéiloiden to-
distuksissa. Funktion yleistettyd konveksisuutta on késitelty erityisesti teok-

sessa [9)].

Miaritelmi 7.2. Funktio f : [a,b] — R on konveksi avoimella vililla (a, b),

jos kaikilla x, xo € (a,b) ja jokaisella 0 < p < 1 on voimassa epayhtilo

flprr + (1 = p)xa) < pf(x) + (1 = p)f(22).

Funktio f(x) on aidosti konveksi, jos

fpz1+ (1 —p)xs) < pf(xr) + (1 —p)f(x2),

kun x; # xo. Funktio f(z) on (aidosti) konkaavi, jos —f(x) on (aidosti)

konveksi.

On huomattava, ettd mikd tahansa luku z, € (x1,22) voidaan esittdd
muodossa x, = 1 + (1 — p)(xs — x1) = px1 + (1 — p)a2, jollakin p € (0,1).

Pisteiden (z1, f(x1)) ja (2, f(z2)) vélinen suora on

f(z2) — f(1)

To2 —T1

i) = o) + | [,

joten fy(z,) = pf(x1) + (1 — p)f(x2). Geometrisesti konveksisuus merkit-
see, ettd funktion f(z) kuvaaja ei ylitd kahden pisteensd vilille piirrettya
sekanttia. Kaytannossa funktion konveksisuus (konkaavisuus) selvidé tarkas-
telemalla funktion toista derivaatta vélilla (a,b). Jos funktiolle kyseiselld vé-
lilld patee f”(z) > 0, kaikilla z € (a,b), niin funktio on konveksi vélill4
(a,b). Vastaavasti konkaavin funktion tapauksessa f”(z) < 0. Tétd asiaa ja
konveksisuutta yleenséd on kisitelty tarkemmin esimerkiksi teoksessa [13].
Seuraavan lauseen perusteella nihdadn yhteys epédyhtédloiden ja funktion

konveksisuuden valilla.

Lause 7.2 (Jensenin epiyhtild). Olkoon funktio f : |a,b] — R konveksi

valilli (a,b) ja olkoon py,...,p, sellaisia ei-negatiivisia reaalilukuja, joille
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Kuva 17: Funktion konveksisuus.

f(x)

5 (x)

p1+ -+ po = 1. Tdlloin kaikille x4, . .., z, € (a,b) on voimassa

f(;:;pixi) < gpif(fm)-

Jos funktio on aidosti konveksi ja luvut p; ovat positiivisia, niin yhtdsuuruus

0N VOLMASSA jOS jG VAIN jOS X1 = ... = Tp.

Todistus. Tapaus p,, = 1 on triviaali, joten rajoituksetta voidaan olettaa, etté
pn < 1. Todistetaan viite induktiolla. Kun n = 2, niin epdyhtilo on voimassa
funktion f konveksisuuden maéaritelmén nojalla. Talloin myos yhtédsuuruus
pitee aidosti konveksille funktiolle f ainoastaan, kun x; = x5, silli muutoin
f(prx1+paza) < prf(x1)+p2f(x2). Tehdddn induktio-oletus, ettd viite pitee

tapauksessa n = k ja oletetaan, ettd p; + - -+ 4+ pry1 = 1. Témén ja funktion
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konveksisuuden nojalla saadaan

k k
Di
f< pixi) = f((l—pk 1) — T + Prr1Tk 1)
k D,
< (1-p f( —Zﬂfi)er iz
( k1) ; 1= pros k1. (Trs1)
1 k
< (1 =prar) - 1— proa Zzlpzf(xz) + P f (Tht1)
k1

= szf<$z)

Néista viimeinen epayhtalo seuraa siité, ettd lukujen 1—52“ summa on yksi,

kun 1 <7 < k. Yhtidsuuruuden todistamiseksi taytyy tehdd hieman lisitar-

kasteluja. Jos 1 = ... = xp,1, niin yhtdsuuruus on voimassa lauseen epiyh-
télossa. Oletetaan kddntden, ettd yhtdsuuruus on voimassa, kunn = k+1, f
on aidosti konveksi ja p; > 0 kaikilla ¢. Nyt yhtdsuuruus on voimassa epéyh-

talossa
k

k
i 1
f(zp—l”z) < 1_—pk+12pzf($z)

— 1= prp Py
Jos néin ei olisi, vastoin oletusta ei yhtisuuruus lauseen epéyhtéldssi olisi-
kaan voimassa. Oletuksen mukaan lause patee luvuille 1,... k, xy = ... = 2y,
ja
k k
f {( sz) x1 + pkﬂxkﬂ] = ( ZZ%) f(x1) + preyrf(Trs),
i=1 =1

joten tapauksen n = 2 nojalla x;,; = x; ja induktio on valmis. [l

Konkaaville funktiolle Jensenin epdyhtild on méaritelty vastaavasti, jol-

loin vain epédyhtdlomerkki on toisinpéin.

Esimerkki 7.4. Funktio f(z) = % on konveksi, kun = > 1. Kun p; = ps =
Py = % sekd 1 = v — 1, 19 = x ja x3 = x + 1, niin Jensenin epéyhtalostéi

seuraa suoraan tulos
3 1 1 1

r z—1 x x+1
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Esimerkki 7.5. Funktio f(z) = cosz on konkaavi, kun z € [-7, 7]. Kun

r; € [~7%, 5], saadaan Jensenin epéyhtdlén perusteella
1< 1<
ﬁz;cosxi < cos (Ez;xz)

1= 1=

Esimerkki 7.6. Funktio f(x) = Inz on konkaavi, kun z > 0, koska f"(z) =

—x% < 0. Kun x; > 0 Jensenin epiyhtilostd seuraa, etti

In (Zaixi) > Zailnx,; =alnzy+---+a,lnz,
i=1 i=1

= Ina"+---+Inay" =In(z---a0") = lnH:c‘-”.

Logaritmifunktio on kasvava, joten saatiin siis vaihtoehtoinen todistus kaavan

(12) mukaiselle painotetulle aritmeettis-geometriselle keskiarvoepéyhtéalolle.

7.3 Cauchyn-Schwarzin epayhtilo

Yksi matematiikan tunnetuimpia ja tidrkeimpid epayhtdloitda on Cauchyn-
Schwarzin epayhtild, jota kiytetddn laajalti eri matematiikan osa-alueilla.
Se voidaan todistaa monella eri tavalla, tissi esitetty todistus perustuu ne-

liGepéayhtéloihin.

Lause 7.3 (Cauchyn-Schwarzin epéyhtild). Olkoot reaaliluvut a;, b; > 0

katkilla i =1, ... ,n. Tdlloin
n 2 n n
(2em) = () (2)
=1 =1 i=1

Yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos kaikki a;:t ovat nollia tai katkks b;:t

ovat nollia tai kaikilla indekseilld j pdtee

|2 ai
aj: Zb2 bj.
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Todistus. Ensinnékin, jos a; = 0 kaikilla indekseilld ¢, epayhtalo on triviaalisti
voimassa. Jos a; # 0 ainakin yhdelld indeksilld ¢, niin kaikilla x € R on

voimassa

0< Z a;x + b)) = <Z f)x2+2<2n:aibi>x+zn:b?.
i=1 i=1

i=1

Lauseen 3.1 mukaan

(éab> ( ”1 “O(;@) <.

1=

]

Esimerkki 7.7. Kun a; > 0 ja b; = 1, niin Cauchyn-Schwarzin epéayhtalostéi

(iai)2 Sn(iaf).

i=1 i=1

seuraa

Esimerkki 7.8. Kun a;, b;, ¢; > 0, on voimassa

() = (24) (L) (%)

Taméan osoittamiseksi ryhmitelldan tulontekijoitd uudelleen ja kiytetaan kah-

desti Cauchyn-Schwarzin epéayht&loa

() = ((Zoo) )
() (eer)) - (54) ()
< (%) (Bor) ()

(S (EI(E)

=1

IN

7.4 Harjoitustehtavit 6

6.1 Osoita, etti



ja tésta edelleen, ettd

UQO(MU + uv2004 S u2005 + 1}2005'

6.2 Kéytd Jensenin epiyhtélod funktioon f(z) =sinz, kun 0 <z <.

6.3 Olkoon z,y > 0 ja n € N. Osoita, ettd

T +y n< " 4+ y"
2 - 2 '

n n 1
- X &
1 1

1= 1=

6.4 Osoita, etta

6.5 Osoita, etté
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8 Ylioppilaskoetehtavia liittyen epayhtiloihin

Téasséd luvussa esitetdédn joitakin viime vuosien ylioppilaskirjoitusten pitkan

matematiikan tehtdvid ratkaisuineen. Tehtavissa kaisiteltaviat ongelmat liitty-

vit ldheisesti jatkuvuuteen ja epayhtaloihin.

8.1

1.

Tehtavat
Jonon (a,) termit ovat muotoa a, = 271"—;12, n = 1,2,3,.... Osoita,

ettd kaikille termeille péitee a, < 2 ja a,.1 > a,. Mairitd raja-arvo
lim,, o a,. (Kevét 2007, teht. 10.)

a) Olkoon a >0, b > 0 ja 0 < p < 2. Néyti, ettd pab < a® + b%.

b) Osoita, ettd jos suorakulmaisella kolmiolla ja neli6lld on sama pinta-
ala, niin kolmion piiri on pidempi kuin nelién piiri. (Kevéit 2007, teht.
*15.)

Olkoon )

f(m):x4+$2+1
Kumpi on suurempi, f(a) vai f(b), kuna=1+10"%%jab=1+2-
10715007 (Syksy 2005, teht. 7.)

. Anna esimerkki sellaisesta jatkuvasta funktiosta f : [0,1] — R, ettd

1
[ saa arvon 6 jossakin pisteessd ja [ f(z)dx = 0. Saako ndmé ehdot
0

tayttava funktio aina arvon 0 jossakin pisteessi? (Kevét 2005, teht. 8.)
Ratkaise epiyhtélot

a)2r —3<3—2z, b)(x+1)*<1, ¢ 2® <’
(Syksy 2004, teht.1.)

Olkoon x > 1. Osoita, ettd 2% — ¢! > 0. Milld zm arvoilla pitee
vhtésuuruus? (Kevéit 2004, teht. 11.)

Suorakulmion pinta-ala on 30 m? ja piiri enintiin 24 m. Miti arvoja

suorakulmion pituudet voivat saada? (Kevit 2002, teht. 7.)

%)



8.2

Sailio sisdltda 2,3 kg ilmaa, ja pumppu poistaa jokaisella vedolla 5
% siiliossa olevasta ilmasta. Kuinka monen vedon jilkeen sailiossd on
vihemmaén kuin 0, 2 kg ilmaa? (Kevét 2001, teht. 4.)

Ratkaisut

. Jonon yleinen termi a, = 22=2 = 2. 2= < 2 koska kaikkialla pitee

n+1 n+1
n=l 1. Laskemalla esimerkiksi

n+1
9 n n—1
Apil — Ap = — =
1 n+2 n+1

nn+1)—nm—-1)(n+2) 4
2 (n+1)(n+2) B (n+1)(n+2)>0'

Néin ollen epayhtéalo a, 1 > a, on aina voimassa. Raja-arvoksi saadaan
1-1/n

T = 2, silld lim, oo - = 0.

lim,,— oo @y = limy,, oo 2 -

. a) Koska a,b > 0, niin 0 < (a—b)? = a® — 2ab+ b?, joten 2ab < a® + °.

Liséksi koska p < 2, niin pab < 2ab. Niin ollen voidaan todeta, etta
pab < a® + b2

b) Olkoon suorakulmaisen kolmion kateetit a ja b, sekd nelion sivu
s. Niin ollen kolmion hypotenuusan pituus on va2? + b2. Kuvioiden
pinta-alat ovat samat, joten pitee %ab = 52, josta saadaan s = \/g
Taytyy siis osoittaa ettd a + b + Va2 +b2 > 4s eli a + bva2 + b2 —
2v/2ab > 0. Koska kateetti b > 0, niin Va2 + b2 > a. Merkitsemélld
a+b++a2 + b2 —2v2ab > 2a+ b — 2v/2ab = (v/2a — V/b)? > 0, joten

vaite on todistettu.

Funktion f derivaatta f'(z) = %

x =1 tai x = —1. Nimittdja on aina positiivinen, joten derivaatta voi

. Derivaatan nollakohdat ovat

muuttaa merkkidin vain nollakohdissaan. Koska f'(2) ~ —0,14 < 0,
derivaatta on negatiivinen, kun x > 1. Niin ollen funktio on aidosti
viahenevi, kun = > 1. Koska 1 < a < b, niin on oltava f(a) > f(b),

joten f(a) on suurempi.

4. Funktioksi voidaan valita esimerkiksi f(x) = 12z — 6. Talléin f on
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polynomifunktiona jatkuva, f(1) = 6 ja flf(.r) dr = 0, joten funktio
tdyttdd annetut vaatimukset. Jokainen néir(}léi ehdot tayttava funktio on
positiivinen jossain pisteessd ja sen ympéristossia. Sen méadritty inte-
graali menee nollaksi vain jos funktio saa myos negatiivisia arvoja. Jat-
kuva funktio, joka saa seki positiivisia ettd negatiivisia arvoja, saa aina
myo6s arvon nolla. Siispd ndmé edelld mainitut ehdot tayttava funktio

saa jatkuvuuden perusteella aina arvon nolla jossakin pisteessé.

La)2r—3<3-r e dr <6 <3,
b) (z+1)<ler?+2r<0& —2<z<0,
<o r<a? ler<lz#0.

. Tarkastellaan funktiota f(z) = 2% —e® ! = e*"% — ¢2~1, Koska funktio
e” on kasvava, niin f(x) > 0, kun zlnx > z — 1. Merkitdén sitten tésté
saatavaa funktiota g(z) = zlnz — z + 1. Tdmén derivaatta ¢'(z) =
Inxz + z - % —1=1Inz >0, kun x > 1. Téten funktio g on kasvava ja
koska ¢(1) = 0, niin g(x) > 0, kun z > 1. Témén perusteella saadaan
myo6s, ettd f(z) > 0, kun > 1. Edellisen mukaan f(z) = 0, kun
g(xz) = 0. Koska ¢g(1) = 0 ja ¢’(x) > 0, kun = > 1, niin piste z = 1 on

funktion g ainoa nollakohta ja siten my6s funktion f ainoa nollakohta.

. Olkoon suorakulmion sivut z m ja y m. Talloin z +y < 12 ja xy = 30,
josta y = %. Sijoittamalla tdmé ensimmaiiseen epayhtdloon saadaan
43 <12eli 22 — 122+ 30 < 0. Nyt nimittéjin = voidaan kertoa pois,
koska x on sivun pituutena aina positiivinen. Epdyhtdlon vasemman
puolen nollakohdat ovat = = 6 £+ v/6 ja ne ovat molemmat positiivisia.
Tistd padstiddn epiyhtilon ratkaisuun 6 — v6 < = < 6 + \/_ joka

antaa z:n vaihteluvilin. Koska y = 30

, merkitain 6+\f Sys oo f eli
6 —v6 <y < 6+ 6. Siispi pituudet voivat saada arvoja valiltd 3,6

m - 8,4 m ([6— 6,6+ 6](m)).

. Yhden vedon jilkeen siilitssd ilmaa 0,95 - 2, 3 kg. Vastaavasti kahden
vedon jilkeen ilmaa on 0,952%-2, 3 kg. Samalla tavalla n:n vedon jilkeen
ilmaa on 0,95" - 2, 3 kg. Tastd paastadn epayhtaloon 0,95 -2,3 < 0,2,
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jonka ratkaisuksi saadaan n > % ~ 47,62. Joten 48 vedon jilkeen

ilmaa on alle 0,2 kg.

o8



9

Ratkaisut harjoitustehtaviin

Harjoitustehtavit 1, s. 13.

1.1

1.2

1.3

Funktio f(z) on alkeisfunktiona jatkuva méaarittelyjoukossaan. Funk-

tiota ei ole médritelty, kun |z —1|+2z = 0. Téstd saadaan, ettd funktio

ei ole méaritelty pisteessid x = —1. Funktio on siis jatkuva méarittely-
joukossaan R\ {—1}. Koska raja-arvo on eri z:n ldhestyessé pistetta

—1 vasemmalta tai oikealta, funktion méaarittelya ei voida tdydentda

niin, ettd funktio tulisi jatkuvaksi koko R.:ssé.

Soveltamalla lemmaa 2.4 funktioon f(z) = (1 + z)%, = > 0, saadaan

CH =l g <a v oy,

jollain & € (0, z). Koska x > 0, niin
(1+z)*—1<ax(l+z)* "

Jos x € (—1,0), on olemassa sellainen ¢ € (z,0), etté

Q+or-1 =a(1+&" ' >a(l+a) "

Koska z > 0, niin

(1+z)—1<ax(l+z)*"

Sijoittamalla a = ¢ epéyhtdloon Ina < a — 1 saadaan

a>zx <1+ln%> =z <1ne—|—ln%> :ln<?>m.

Tasta paastdaan kirjoittamalla

et > (5" = (QY

B T
haluttuun tulokseen. Yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos a = x.
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1.4

1.5

1.6

2.1

2.2

2.3

Funktion f(z) = £ derivaatta on f'(z) = =32, Derivaatta on negatii-
vinen, kun z > e, joten funktio f(x) on aidosti viheneva ja f(m) < f(e).

Tama voidaan kirjoittaa

e

Inz 1
T e

Tarkastellaan funktiota f(z) = In {2 — 2z. Funktio on jatkuva, kun

—1 < x < 1. Funktion derivaatta f'(z) = 12_“”;2 on positiivinen, kun
z € (0,1), joten funktio f(z) on aidosti kasvava vililld 0 < z < 1.
Niin ollen f(z) > f(0) = 0 kaikilla z € (0,1) ja tehtdvin epéyhtilo

seuraa tistd. Vilillda —1 < x < 0 funktio on myo6s aidosti kasvava

ja f(z) < f(0) = 0, joten epayhtilo kdadntyy télla vililli muotoon

lnf_r—; < 2x.

Tarkastellaan funktiota

CaP—1
Coae— 1

()

kun = # 1. Funktio on méédrittelematontd muotoa 0/0 pisteessd x =
1. Raja-arvon ja I’'Hospitalin sd&nnon perusteella voidaan méiéaritella
f(1) = £. Derivoimalla funktiossa osoittaja ja nimittéjd erikseen péds-
tdan muotoon §xp_q, joka on kasvava funktio, kun z > 0. L'Hospitalin
monotoniasddnnon 2.6 perusteella funktio f(z) on kasvava, kun z > 0.
Taten f(z) < f(1) valilla (0,1) ja f(x) > f(1) valilla (0,00). Tama

osoittaa tehtavan vaitteen.

Harjoitustehtavat 2, s. 18.

Polynomin nollakohdat ovat z; = —7 ja xy = % Lauseen 3.1 mukaan

epayhtalo toteutuu, kun x < —7 tai x > %

3z(x — 2) = z(2? — 3)(x — 2). Tésti saadaan nollakohdat z; = —/3,
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3.1

3.2

3.3

Ty = 0, z3 = V3 ja x4 = 2. Merkkikaavion ja tulon merkkisifinnon
perusteella ratkaisuksi saadaan —V3<r<2taiv3<z<?2.

Harjoitustehtavat 3, s. 27.

Tehtdvian epayhtald voidaan kirjoittaa ekvivalenttiin muotoon

—13xz + 8
2?2 — b

> 0.

Ratkaisemalla osoittajan ja nimittdjin nollakohdat ja tarkastelemalla
merkkia eri osavéleilld esimerkiksi merkkikaavion avulla paastain rat-

kaisuun x < 0 tai % < x < 5.

Epéyhtiléssd 22 — 2 < 0, kun 0 < 2 < 1. Vileilldi < 0 ja x > 1
epayhtalostd voidaan poistaa itseisarvomerkit suoraan ja saadaan osa-
ratkaisuna z < —2 — /7 tai z > 1. Vililli 0 < z < 1 epiyhtils
voidaan kirjoittaa muotoon —2% + 6x — 3 > 0 ja saadaan osaratkai-
su 3 — 6 < z < 1. Nami osaratkaisut yhdistimalli padtellddn, etti
epayhtilo toteutuu, kun z < —2 — V7 tai x > 3 — /6.

Lauseke ei ole maéritelty, kun x = 1 tai x = 7. Korotetaan epéiyhtalo
puolittain neli6én
472 + 1)
U+ 1)
(22 — 8x + T7)?

Téasta padstadn ekvivalenttiin muotoon

(422 + 1) — (22 — 8w + 7)?

> 0.
(22 —8x + 7)?

Nimittdja on nyt kaikkialla positiivinen, joten se ei vaikuta epayhtilon

(32% 4+ 8z — 6)(5x* — 8z + 8) > 0.

Téssé jalkimmainen sulkulauseke on aina positiivinen ja ensimméinen,
kun x < ’AL’T V34 tai @ > ’4+T V34 Timi on myds epiyhtilon ratkaisu ja

madrittelyn osalta on huomattava, ettd x # 1 ja xz # 7.
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3.4

3.5

3.6

3.7

4.1

Kayttden kolmioepayhtilod 4.1 todistus voidaan suorittaa seuraavan

laskelman mukaisesti

la + b la+c—c+b=|(a+c)+ (—c+ )|

IAND

latel+|—c+bl=lat+cl+]b—d

Epéyhtdlon vasen puoli on ei-negatiivinen, kun —1 < x < 3 ja oikea
puoli, kun x > % Korottamalla nyt yhtalé puolittain toiseen saadaan,
ettd epayhtalo toteutuu, kun —% < x < 1. Tarkastelemalla epayhtilon

merkkié eri osavileilld padstdan ratkaisuun —1 < x < 1.

Todistetaan viite induktiolla. Jos n = 1, niin yhtdsuuruus on voimassa.
Tehdaidn induktio-oletus, etté viite patee arvolla £ eli Zle %2 <2-— %
Seuraava laskelma osoittaa, ettd viite pitee nyt myos arvolla k + 1
o 1 | 1 o 1 1
S - L9 4=
izlz? Z,le'2+(k+1)2— k;+(l<;+1)2
k(k+1) 1 <9 1
k(k+1)2  k(k+1)2 (k+1)

Jakamalla epiyhtélod puolittain luvulla n!k! saadaan muotoa
nn—1)---(k+1)<(n+1)(n+2)---(2n — k)

oleva epayhtilo. Tama on selvisti aina voimassa, silli molemmin puo-
lin epdyhtdlod on yhtd monta tulotermid ja kukin tulon tekija vasem-
malla puolella on vihemman kuin jarjestystd vastaavaa tekiji oikealla

puolella.

Harjoitustehtavat 4, s. 38.

Epéayhtilon voimassaolo voidaan nayttda laskemalla

2—-2
QCOSECOS (77/—0‘) ‘ =

s
Ccos (— —a) +cosa| =

2 4 2
2cos feos (G -a) | = |2 Zreos (§-a)
cos—cos|— — = -—cos|——all|=
4 4 V2 4
\/§COS<£—OC> < \/5
€[0,1]
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4.2

4.3

4.4

5.1

Yhtasuuruus on voimassa, kun cos (% - a) = 1 tai cos (% — a) = -1

eli, kun a =7 +n-m, n€Z.
Epéayhtiloa voidaan muokata esimerkiksi seuraavasti

1 1
COS 22 > COS X COS 3% & CcoSs 2 > 3 cos 2z + 3 cos4x
< cosdx —cos2x < 0 & —2sindzx -sinx < 0

= sin3x -sinx > 0.

Téassd sinx =0 < 2z =n- . Tulon merkkisddnnon perusteella ratkai-

suksi saadaan —F +n-w <z < g+n-mne€ZjaxrFn-m.

Epéyhtild voidaan kirjoittaa muotoon 2sin?z + sinz — 1 > 0 tai
2(sinz 4 1)(sinz — 3) > 0. Koska sinz > —1 kaikilla z # 2F 4 2n -,
niin ylla oleva epédyhtélo toteutuu, kun sinx — % > (. Téstd padstaan

tehtéviin ratkaisuun ¢ +2n -7 <z < %” +2n-m, n € 2.

Vililld 0 < ap < 7 sini on kasvava ja kosini vihenevé funktio. Ylarajan
arvioimiseksi merkitddn kulmaksi «,, jolloin osoittaja saa suurimman
arvonsa ja nimittdja pienimmaén. Taten

sinog + - - -+ sin o, - sino,, + -+ -+ sina, n - sin o,

= = tan a,.
cosaq + -+ -+ cosay, Cos Qi + -+ + cos oy, n - COS (¢

Alaraja voidaan arvioida vastaavasti merkitsemélla kulmaksi o, jolloin

sinog + -+ -+ sin oy, sinoy; + -+ +sinoy n - sin oy
> = = tan o;.
cosay + -+ cosay cosay + -+ cosay T - COS (/1

Harjoitustehtavat 5, s. 44.

Ratkaisussa voidaan kidyttdd apuna lemmaa 6.2. Yliraja saadaan ar-

vioimalla

! ! 0 1L 0)=0,1666... < 0,167
73 =313 =0, , 167.

Alarajan arvioimiseksi todetaan, ettd nimittdja saa suurimman arvonsa

kohdassa x = % Sijoittamalla saadaan

1 1 1 1
i) 2 (:-°)
9+ 22 — 223 \2 VI+(1/3)2—2-(1/3)3 \2
=0,166324786... > 0,166.
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0.2

5.3

0.4

6.1

Integroimalla tehtdvin alussa annettua epayhtidlod saadaan

x x

Jatw=vdy= [pi-1)ay

0 0

Téasta padstidan laskemalla muotoon

%(ﬁl”)zé(@fl)‘l)'

Integroimalla vielda n — 1 kertaa paadytdan haluttuun epayhtaloon.

Kéytetadn apuna Jordanin epéyhtalod, jonka mukaan valilla 0 < x <

pitee sinx < x. Tastd saadaan

w/2 w/2

/ln(,l )dt§/1n<l>dtzz<1—lnz><oo.
sin x T 2 T

0 0

Lemma 6.4 mukaan 16ytyy sellainen £ € [0, 1], ettd

1
/ xt p 1
—  dr = —
Va2 +15 5VE+ 15
0

ja téastd padstaan epayhtaloon
1
1 / 1
20 7 ) Va4 15 5v/15
0
Harjoitustehtavat 6, s. 53.

Kéytetddn painotetussa aritmeettis-geometrisessa epayhtilossa 7.1 seu-

. . e o ee . a . b . a+b . o aer
raavia merkintoji a1 = 45, az = 5, 11 = u"" ja Ty = V"
Nyt epfiyhtiilén oikean puolen termit ovat ' = (u*?)"? = u? ja
x5 = (v“+b) i v, Viite seuraa suoraan sijoittamalla nimé ter-

mit painotettuun aritmeettis-geometriseen epayhtiloon. Jalkimméainen
viite puolestaan saadaan kiyttamalla kahdesti edellisti kaavaa, ensin
a = 2004, b =1 ja toistamiseen a = 1 ja b = 2004.
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6.2 Funktio f(z) = sinz on konkaavi, kun = € [0,7]. Kun z; € [0, ],
saadaan Jensenin epayhtalon perusteella

%isinmi < sin (%ixl)
i=1

i=1

6.3 Tarkastellaan funktiota f(x) = x™, joka on konveksi, kun = > 0. Jen-

senin epayhtilostd 7.2 saadaan, etté

f (%(fc + y)) <

josta edelleen seuraa viite

(f(x) + f(y),

N

(%(w + y)>n < %(a:” +y").

6.4 Sijoittamalla Cauchyn-Schwarzin epdyhtdloon 7.3 a; = \/c; ja b; = \/ia

paastadn muotoon

1 1\? ) ) 1
Cl-——= T+ "+ Cp §< (& R cn> + -
josta ndhdain suoraan viite.
6.5 Sijoittamalla Cauchyn-Schwarzin epayhtdloon 7.3 a; = ci/?’ jab; = c?/g

padstadn suoraan haluttuun viitteeseen.
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Liite 1. Kuvien Mathematica-tiedostot

Tutkielman kuvien laadinnassa on kiytetty apuna Mathematica-ohjelmistoa.

Seuraavat syotteet toimivat versiolla 7.0.

(*Sivun 11 Kuva 4 saadaan seuraavalla syotteelld: x)

Needs["PlotLegends ‘"]

pl = Plot[Log[(1-x)/(1+x)], {x,-1,1}, PlotRange — {-7,71}]

Show[pl, Graphics[Text["1n[(1-x)/(1+x)]",{-0.9¢,4.2¢%},
{-1,0}111]

(#*Sivun 17 Kuva 5 saadaan seuraavalla syotteelld: x)

p2 = Plot[3 x°3-4 x~2-x+2, {x,-1,2}]

Show[p2, Graphics[Text["\!\(\*SuperscriptBox[\(3x\),\(3\)1\-4
\ !\ (\*SuperscriptBox[\(x\),\(2\)1\)-x+2",{1.1¢,3.5¢},{-1,0}11]

(*Sivun 17 Kuva 6 saadaan seuraavalla syotteelld: x)

p3 = Plot[{x~2(x~2 -5), x~2, x~2-5}, {x,-3,3},
PlotRange — {-8,10}, PlotStyle — {{Dashing[{}],
Thickness[0.005¢]}, {Dashing[{0.001¢,0.01}],
Thickness[0.005¢]}, {Dashing[{0.012¢,0.01}],
Thickness[0.005¢1}}]

Show[p3, Graphics[Text["\!\(\*SuperscriptBox[\(x\),\(4\)1\)-5
\ "\ (\*SuperscriptBox [\ (x\),\(2\D)1\)",{-2.3¢,7.5},{-1,0}11,
Graphics[Text ["\!\ (\*SuperscriptBox[\(x\),\(2\)1\)",{-1.9¢,4.7},
{-1,0}11, Graphics[Text["\!\(\*SuperscriptBox[\(x\),\(2\)]1\)-5",
{-3,1},{-1,03}11]

(*Sivun 26 Kuva 7 saadaan seuraavalla syotteelld: x)
p4 = Plot[{(1+x)~4, 1+4 x}, {x,-1,1},
PlotStyle — {{Dashing[{}], Thickness[0.005¢]},
{Dashing[{0.012¢,0.01‘}], Thickness[0.005]}}]



Show[p4, Graphics[Text["\!\(\*SuperscriptBox[\((1+x)\),
\(4\)1\)",{0.5¢,8.5},{-1,0}]1]1, Graphics[Text["1+4x",
{0.7¢,3.13,{-1,0}11]

(*Sivun 29 Kuva 8 saadaan seuraavalla syotteelld: *)
p5 = Plot[Tan[x], {x,-6,6}, PlotRange — {-30,30}]

(*Sivun 34 Kuva 10 saadaan seuraavalla syodtteelld: x)

p6 = Plot[{x, Sin[x], 2/Pi x}, {x,0,Pi/2}, PlotStyle —
{Dashing[{0.01}], GrayLevel[0], Dashing[{.06}]1}, PlotLegend
— "\ "\ (\*RowBox [{\"x\", \"\"}I\)", "\'\(\*RowBox[{\"sin x\",
\"\"}I\)", "\!'\(\*FractionBox[\"2x\", RowBox[{\"\[Pil\"}11\)"},
LegendPosition — {-1.9,-0.4}]

(*Sivun 36 Kuva 11 saadaan seuraavalla syodtteelld: x)

p7 = Plot[{x/Sinh[x], Sin[x]/x, 1/Cosh[x]}, {x,0,Pi/2},
AxesOrigin — {0,0.65‘}, PlotRange — {0.65¢,1}, PlotStyle
— {Dashing[{0.008‘}], GrayLevell[O], Dashing[{0.06‘}]1},
PlotLegend — {"\!\(\*#FractionBox[\"x\", RowBox[{\"sinh
x\"XI1\)", "\!\(\*#FractionBox[\"sin x\", RowBox[{\"x\"}1I1\)",
"\ 1\ (\*FractionBox[\"1\", RowBox[{\"cosh x\"}11\)"},
LegendPosition — {-1.9,-0.4}]

(*Sivun 37 Kuva 12 saadaan seuraavalla syotteelld: x)

p8 = Plot[{1-x~2/4, Sin[x]/x, 1-(2 x~2)/(3 Pi~2)},
{x,0,Pi/2}, AxesOrigin — {0,0.65‘}, PlotRange — {0.65°,1},
PlotStyle — {Dashing[{0.008‘}], GrayLevel[O], Dashingl[
{0.06°}]1}, PlotLegend — {"1-\!\(\*FractionBox[\"\!\(\
*SuperscriptBox [\ (2x\), \(2\)1\)\", RowBox[{\"\!\(\
*SuperscriptBox [\ (3\ [Pil\), \(2V)IV\"}I\",
"\ I\ (\*FractionBox[\"sin x\", RowBox[{\"x\"}11\)",
"1-\!1\ (\*FractionBox [\"\!\ (\*SuperscriptBox [\ (x\), \(2\D)I\\",
RowBox [{\"4\"}11\)"}, LegendPosition — {-1.9,-0.4}]



