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Matematiikka
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Téassé tutkielmassa esitetdan matemaattisen optimoinnin yksi tunnetuimmista algo-
ritmeista, simplex-algoritmi, seké sen pohjalta kehitetty parannettu simplex-menetelma.
Tutkielmassa esitetdan miten lineaarista optimointiongelmaa voi muokata. Taméan
jéalkeen esitetdan kaksivaiheinen simplex-algoritmi, jota voidaan kayttaa sallitun kan-
taratkaisun etsimiseen. Liséksi esitetddn simplex-algoritmin ja parannetun simplex-
menetelméan algoritmit, ja ratkaistaan niiden avulla lineaarinen optimointiongelma.
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1 Johdanto

Lineaarinen optimointi on keskeinen matematiikan ja operaatioanalyysin osa-alue,
jossa pyritaan loytamaan paras mahdollinen ratkaisu kohdefunktiolle yhtalorajoittei-
den madradamaéssa sallitussa alueessa. Yksi tunnetuimmista algoritmeista naiden on-
gelmien ratkaisemiseen on George Dantzigin 1940-luvulla kehittdmé simplex-algoritmi
[5]. Se kehitettiin juuri teollistuvaan maailmaan ja varsinkin sodan jélkeinen aika-
kausi esitti monimutkaisia logistiikka- ja tuotantohaasteita, jotka edellyttivat mate-
maattisia ratkaisuja. Simplex-algoritmi ratkaisi ndméa haasteet ja sen kéytto levisi
yhé laajemmalle. Tietotekniikan kehittyessd simplex-algoritmi saatiin ohjelmoitua
tietokoneelle, jolloin se pystyi ratkaisemaan yhéa suurempia ja monimutkaisempia
ongelmia. T&ll6in kuitenkin huomattiin sen rajoitukset, ja varsinkin sen vaatima
suuri laskentakapasiteetti todettiin ongelmaksi. Nédiden rajoitteiden selvittdmiseksi
vuonna 1965 simplex-algoritmista kehitettiin parannettu simplex-menetelma [2], jo-
ta lineaariseen optimointiin keskittyneet ohjelmistot, kuten CPLEX, saattavat edel-
leen kayttda. Tamén lisdksi muutkin valmisohjelmistot saattavat kdyttad simplex-
algoritmia pohjana, johon voidaan yhdistdd muita optimointikeinoja. Tamén avulla
saadaan valmisohjelmisto, joka on todella tehokas tietyn tyyppisisséd optimointion-
gelmissa.

Téssé tyossa kiaydadn 1api simplex-algoritmi, parannettu simplex-menetelmé ja
ratkaistaan lineaarinen optimointiongelma algoritmeja kéyttden. Aluksi luvussa 2
kiydaan lapi lineaarista optimointia ja esitelldédn kaksivaiheinen simplex-algoritmi,
joiden avulla kaikki lineaariset optimointiongelmat saadaan muotoon, johon simplex-
algoritmia voi soveltaa. Luvussa 3 esitetdén simplex-algoritmi ja luvussa 4 esitetdén
parannettu simplex-menetelmé. Lopuksi luvussa 5 on tyon yhteenveto.

2 Lineaarisesta optimoinnista

Lineaarisessa optimoinnissa kohdefunktio on aina unimodaalinen ja lineaariset ra-
joitukset maardaavit konveksin joukon. Téstéa seuraa, etté lokaali optimi on aina glo-
baali optimi [I]. T&ll6in ei tarvitse keskittyéd optimaalisuusehtoihin niin tarkasti kuin
muissa matemaattisen optimoinnin osa-alueissa. Lineaarisessa optimointitehtavissa
médritadn pastosmuuttujille x; arvot, joilla kohdefunktio

C1T1 + CoToy + -+ - + CrTy,

maksimoidaan tai minimoidaan. Lineaarisen optimointitehtavin rajoitukset, jotka
sitovat paatosmuuttujia, ovat muotoa

a1y + agxy + -+ - + apxy, > b
171 + Aoy + -+ apx, =0

a1x1 + agxy + - - - + apx, < 0.

Naiden lisdksi on etumerkkirajoitusehto x; > 0, joka yleensa merkitaan erikseen.
Simplex-algoritmia kédytetdén, kun tehtéva on standardimuodossa, joka yleisesti saa-



daan lisdamalla epayhtalorajoituksiin ylimaaraiset muuttujat, eli muoto

n

max E ij]fj
j=1
n
s. t. E Gijl’jgbj, i:17--~,m
Jj=1
'I]Z()a jzla"'7n

voidaan muuttaa standardimuotoon

n
max cha:j (1)
7j=1
n
S. t. Zaijl'j+5j:bj, t=1,---,m
j=1
fL‘jaSjZOa j:]-)"'ana

joka on matriisimuotoon kirjoitettuna

max clx
s.t. Ax =0
x > 0.

Standardimuodossa simplex-algoritmia on helpoin kéyttaa, silla siitd on helpoin sel-
vittaa, onko jokin epayhtalorajoitus aktiivinen vai ei.

Lineaarisen optimointitehtavén sallittu piste on reunapiste, jos ainakin yksi epayh-
talorajoituksista toteutuu siind yhtdsuuruutena, ja sisdpiste, jos kaikki epéayhtalo-
rajoitukset toteutuvat aidosti [I]. Simplex-algoritmi hakee tehtévin ratkaisua kiy-
malld lapi nditd reunapisteitd. Reunapisteissd jokin epayhtalorajoitus on aktiivi-
nen, ja naistd voidaan muodostaa lineaarisia yhtédloryhmia, joiden avulla saadaan
ratkaistua tuntemattomat muuttujat. Nollaan kiinnitettyja muuttujia kutsutaan ei-
kantamuuttujiksi, ja muuttujia, jotka selvitetdan yhtaloryhmista kutsutaan kanta-
muuttujiksi.

Standardimuotoisen lineaarisen optimointitehtavian kantaratkaisun pitaa olla sal-
littu, eli ratkaisun jokaisen komponentin pitda olla ei-negatiivinen. Tamé péatee myos
ensimmaiseen ratkaisuun, josta simplex-algoritmia ldhdetédén iteroimaan. Yleensa
ensimméinen sallittu kantaratkaisu saadaan asettamalla kohdefunktion muuttujat
ei-kantamuuttujiksi, eli lahdetdin hakemaan ratkaisua origosta, jolloin yliméa#rai-
set muuttujat saavat yhtalorajoituksen oikeanpuoleisen arvon. Ensimmaéisen kanta-
ratkaisun selvittdminen ei kuitenkaan aina ole niin yksinkertaista, jolloin voidaan
kiyttaa kaksivaiheista simplex-algoritmia.

2.1 Kaksivaiheinen simplex-algoritmi

Kaikissa optimointitehtavissa ei ole selvad, mikd on ensimmainen sallittu kantarat-
kaisu. Sen selvittdmiseksi voidaan luoda toinen lineaarinen optimointitehtava, jonka



ratkaisuksi saadaan alkuperéisen lineaarisen optimointitehtévan jokin sallittu kan-
taratkaisu. Tamé on kaksivaiheisen simplex-algoritmin perusidea. Tarkastellaan aja-
tusta vield tarkemmin esimerkin (1) avulla.

Esimerkki 1. Olkoon lineaarinen optimointitehtavé (lahde: [4])

min 6z + 3x9
s.t. x1+x92>1
201 + a9 > 1
3re < 2

xy, w0 > 0.

Muutetaan tehtdva maksimointitehtéaviksi ja otetaan kayttoon lisimuuttujat s, so
ja s3, jotta saadaan muutettua tehtava standardimuotoon:

max — 6x1 — 3x9
s.t. T4+ z9o—85=1
201+ 29— S9 =1
3x0 + 83 =2
T1,Ts, 81, 82,53 > 0.

0

Nyt tehtdvin kantaratkaisu on z = (x1, 29, $1, 82, s3) = (0,0, —1, —1,2), joka ei ole

sallittu kantaratkaisu, koska jokainen komponentti ei ole ei-negatiivinen. Tehtavaan
voidaan lisdté ylimaardinen muuttuja y yhtéloihin, joissa yli-alijagdmémuuttujilla on
eri etumerkki kuin oikean puolen vakioilla. Yliméardiset muuttujat myos korvaavat
kohdefunktion. N&in ollen saadaan tehtdvd muotoon

min Yy, + Yo

s.t. miF+re—2un+y =1
2e1t 1y — 22ty =1
3r9 + 23 =2

T1,T2, 21, 22,23, Y1, Y2 2 0.

Nyt tehtivin kantaratkaisu on 2° = (0,0,0,0,2,1, 1), joka on sallittu kantaratkaisu.
Jos alkuperdinen optimointitehtdva on toteutettavissa, niin on olemassa kantarat-
kaisu, jolla y; = y2 = 0 ja siiné pisteessd on alkuperéisen optimointitehtavan sallittu
kantaratkaisu.

Tiivistettyna kaksivaiheinen simplex-algoritmi toimii seuraavalla tavalla.
Algoritmi 1. Kaksivaiheinen simplex-algoritmi

Askel 0. (Aputehtivd) Jos alkuperdiselld optimointitehtavélla on helposti 16ytyvé
sallittu lahtokanta, niin muodostetaan se ja ratkaistaan tehtéava tavallisesti simplex-
algoritmilla. Muuten muodostetaan aputehtavi esimerkin tavalla.

Askel 1. (Vaihe 1) Minimoidaan aputehtévin apumuuttujien summaa simplex-
algoritmilla alkaen aputehtévin sallitusta lahtokannasta.
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Askel 2. (Ei-sallittavuus) Jos aputehtavén kohdefunktion arvo on iteroinnin jalkeen
suurempi kuin 0, lopetetaan, silla alkuperéisella optimointitehtavalla ei ole sallittuja
pisteitd. Muuten muodostetaan alkuperéisen optimointitehtévan sallittu lahtokanta
aputehtéavan ratkaisusta.

Askel 3. (Vaihe 2) Muodostetun ldhtokannan avulla palataan optimoimaan alku-
peraista standardimuotoista optimointitehtavaa.

3 Simplex-algoritmi

Simplex-algoritmin toimintaperiaate perustuu iteratiiviseen prosessiin, jossa aluksi
valitaan sallittu aloituspiste, ja sitten edetédn askel askeleelta kohti optimia. Jokai-
sessa iteroinnissa tarkastellaan yhtalorajoitteiden muodostaman polyedrin naapu-
rikdrkia ja valitaan niistd se, joka parhaiten parantaa tavoitefunktion arvoa. Tatéa
prosessia jatketaan, kunnes optimaalinen ratkaisu saavutetaan tai todetaan, etta on-
gelma ei ole ratkaistavissa. Simplex-algoritmi on todella kdytannoéllinen, ja se toimii
parhaiten pienille ja keskikokoisille ongelmille. Vaikka simplex-algoritmi on kdytan-
nollinen ja tehokas monissa tilanteissa, sen suorituskykyé rajoittavat tietyt tekijét.
Esimerkiksi algoritmin vaatima muistin ja laskentatehon méaara kasvaa nopeasti on-
gelman koon ja muuttujien lukumaéérin kasvaessa. Tama tekee algoritmista vihem-
mén sopivan erittdin suurille lineaarisille optimointitehtéville.

3.1 Simplex-algoritmin askeleet

Tiivistettyna simplex-algoritmi toimii alla esitetylld tavalla.
Algoritmi 2. Simplex-algoritmi

Askel 0. (Alustus) Muodostetaan kantaratkaisu z° valitsemalla jokin sallittu 1&dh-
tokanta ja asetetaan kierroslaskuriin arvo ¢ < 0.

Askel 1. (Simplex-suunnat) Parannetaan jokaista ei-kantamuuttujaa muodostamal-
la simplex-suunta Az; = (2;,0,0,--- , Az, _;, Az,), jossa jokainen ei-kantamuuttuja
x; on vuorollaan 1 ja muut ei-kantamuuttujat ovat 0. Kantamuuttujat merkittyina
Awx, selvitetdén lineaarisista yhtéaloryhmisté. Lopuksi jokaiselle simplex-suunnalle
lasketaan sen redusoitu kustannus kaavalla ¢; = ¢’ Az;.

Askel 2. (Optimaalisuus) Maksimointitehtdvian parantava suunta on jokin ¢; > 0,
ja minimointitehtévasséd se on ¢; < 0. Jos parantavaa suuntaa ei ole, sen hetki-
nen kantaratkaisu x' on optimaalinen ja kierto lopetetaan. Muuten valitaan jokin
parantava suunta Ax; ja vaihdetaan suuntaa vastaan muuttujan indeksi x; < z,.

Askel 3. (Askelpituus) Jos kaikki kantamuuttujia vastaavat suunnan Az; kompo-
nentit ovat negatiivisia, tehtavalld ei ole darellistd ratkaisua ja kierto lopetetaan.
Muuten valitaan kannasta poistuva muuttuja kaavalla

7y )
= min

“Agttl t+1
Azt —Axz;]

Aa:ﬁ-“ <0, ] kantamuuttuja} .
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Asetetaan valittu arvo askelpituudeksi,

l’t

- __r
A= —Agt+1’
T

Askel 4. (Uusi kirki ja kanta) Uusi kirkipiste lasketaan kaavalla
't =t + ANz

Korvataan myos kannassa oleva muuttuja z, muuttujalla x,. Lopuksi kasvatetaan
kierroslaskuria t <— t 4+ 1 ja palataan askeleeseen 1.

3.2 Ongelman ratkaisu simplex-algoritmilla

Kaydéaan seuraavaksi lapi algoritmin toiminta esimerkin avulla.

Esimerkki 2. Tarkastellaan lineaarista optimointitehtavaa (lahde: [3])

max bxy + 4xy + 323
s.t. 2x1+ 3154+ 23<5
dry + 29 + 223 < 11

3xy + 4wy + 223 < 8

x1, X9, w3 = 0.

Muutetaan tehtéiva standardimuotoon ottamalla kiayttoon lisamuuttujat z4, x5 ja g,
joiden avulla tehtdava saadaan muotoon

max 9x; + 4xrs + 313

s.t. 2x1+3xy+2x3+24=05
41 + 29+ 223+ 25 = 11

3r1 + 429 + 223+ 26 = 8

X1,T2,T3,T4,Ts5,Tg Z 0.

Nyt tehtavda voidaan alkaa iteroimaan simplex-algoritmilla. Ensin muodostetaan
kantaratkaisu, joka nyt saadaan asettamalla xq, o, 23 = 0. Sijoitetaan nadméa arvot
yhtdloon Ax = b, josta saadaan ratkaistua arvot x4, = 5, x5 = 11 ja x¢ = 8. Sallittu
kantaratkaisu on siis 2° = {0,0,0,5,11,8}7, ja kohdefunktion arvo kantaratkaisulla
on 2%T = {0,0,0,5,11,8}7{5,4,3,0,0,0}T = 0. Kantamuuttujat ovat B = {4,5,6}
ja ei-kantamuuttujat ovat N = {1, 2, 3}.
Seuraavaksi etsitdén simplex-suunnat muodostamalla jokaiselle ei-kantamuuttujalle

yhtdlo Az = (1,0,0, Axy, Axs, Azg). Tuntemattomat muuttujat selvitetddn yhté-
16std AAx; = 0, joka on auki kirjoitettuna

AAr; =¢4-14+1-04+2-04+0-Axy+1-Az5+0-26=0

>



Yhtalostéd saadaan arvot

AZE4 = -2
A.CEE) =—4
Al'(; = —3.

Simplex-suunnaksi saadaan Az; = (1,0,0, —2, —4, —3). Simplex-suunnille Az, =
(0,1,0, Axy, Axs, Azg) ja Az = (0,0, 1, Azy, Axs, Axg) suoritetaan sama toimenpi-
de. Niille saadaan arvoksi Az, = (0,1,0,—-3,—1,—4) ja Azs = (0,0,1, -1, —2, —2).
Lasketaan simplex-suuntien avulla redusoidut kustannukset eli, kuinka kannattava
muuttujaa vastaava suunta on. Ne lasketaan kaavalla ¢; = ¢” Az, eli téssi tapauk-
sessa

¢ =c'Azy; = (5,4,3,0,0,0)" - (1,0,0,-2,—4,-3) =5
Ty = ' Axy = (5,4,3,0,0,0)7 - (0,1,0, =3, -1, —4) =
G3 = ¢ Aws = (5,4,3,0,0,0)" - (0,0,1, -1, -2, —2) = 3.
Kaikki redusoidut kustannukset ovat positiivisia, eli jokainen suunta on paranta-

va. Valitaan suunnaksi Az;. Lasketaan kannasta poistuva muuttuja ja askelpituus.
Askelpituudeksi saadaan

Ammin| = g )

Valittu arvo vastaa muuttujaa x4, se poistuu kannasta ja x; tulee kantaan sen tilalle.
Uusi karkipiste tehtéville on

't =2+ Ay

5
' =(0,0,0,5,11,8) + R (1,0,0, -2, —4, —3)
5 1

1
=(=,0,0,0,1, ).
x (27 ) Y 7 ) 2)
Kohdefunktion arvo uudessa kirkipisteessé on
5 1 25
T 1
= (5,4 (= 1,=)=—.
cx =(5,4,3,0,0,0) (2,0,0,0, ,2) 5

Uusi iteraatiokierros: Kasvatetaan kierroslaskuria ¢ <— 2. Kantamuutujat ovat B =
{1,5,6} ja ei-kantamuuttujat N = {2,3,4}. Uudet simplex-suunnat ovat:

Axy = (Axq,1,0,0, Azs, Axg)

A[Eg = (AZL‘l, 07 1, O, ACL’5, A.l’ﬁ)

A$4 = (Al’l, O, O, 1, ALL’5, Al’ﬁ)

Niille saadaan arvoiksi:

3 1
Al’g = (_57170707575)

1 1
Al‘fﬂ = (_§a0717070a_§)

1 3
ASC4 = (—5,070,1,2,5).



Joista saadaan laskettua seuraavat redusoidut kustannukset:

3 1 7
Cg = CTA$2 = (57473707070)T ’ (__7 1’07075’ _> Y
2 2 2
1 1 1
C3 = CTALE;)) = (5,4,3a07070)T ) (_5707 170a07 _5) = 5
~ . T 1 3 5
Cy=c Axy = (57473707070) ’ (_570707 1,2, 5) - _5

Ainoa parantava suunta on Axs. Askelpituudeksi tulee

A = min { 1y _(é_%)} = min{5,1} = 1.

Kantamuuttuja z¢ vastaa valittua arvoa, se poistuu kannasta, x3 tulee kantaan. Uusi
kérkipiste on nyt

5 1 1 1

2 1
— 2! £ Az = (2 1,>+1(~=,0,1,0,0, — =
x [ S WAV i (2,0,0,0, '3 ( 2,O, ,0,0, 2)

r* =(2,0,1,0,1,0).
Kohdefunktion arvo uudessa kérkipisteessé on
cr'a? = (5,4,3,0,0,0)7(2,0,1,0,1,0) = 13.

Kantamuuttujat ovat B = {1, 3,5} ja ei-kantamuuttujat ovat N = {2,4,6}. Simplex-
suunnat ovat:

AIQ = (A{L'l, 1, Afbg, 0, AI57 0)
AJ}4 = (Al’l, 07 A.Ig, 1, Al’5, O)
A.’E(’, = (A[L’l, 0, A.ﬁEg, 0, A.Q?g,, 1)

Niiden arvoiksi saadaan:

Azy = (=2,1,1,0,5,0)
Azy = (=2,0,3,1,2,0)
Azg = (1,0,-2,0,0,1).

Redusoidut kustannukset ovat:

Gy = c Ay = (5,4,3,0,0,0)7(-2,1,1,0,5,0) = —3

¢y =c Axy = (5,4,3,0,0,0)7(-2,0,3,1,2,0) = —1

G = ¢ Axg = (5,4,3,0,0,0)7(1,0,-2,0,0,1) = —1.
Kaikki redusoidut kustannukset ovat negatiivisia, jolloin parantavaa suuntaa ei ole,
eli kantaratkaisu 22 on globaali optimi, jossa kohdefunktion arvo on 13. Kuvasta

voidaan hahmottaa, kuinka simplex-algoritmi etenee. Rajoitteet muodostavat taso-
ja, joiden reunalta voidaan 16ytda optimi.
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Kuva 1: Simplex-algoritmin eteneminen

4 Parannettu simplex-menetelma

Parannettu simplex-menetelmé on matemaattisesti sama kuin perinteinen simplex-
algoritmi, toteutus on vain hiukan erilainen. Perinteinen simplex-algoritmi vaatii
lineaarisen yhtalon ratkaisua jokaisen kantaratkaisun ja simplex-suunnan mé&aras-
miseksi. Parannetussa simplex-menetelmésséa sen sijaan kiytetdan kantamatriisia B,
joka on muodostettu alkuperédisen matriisin kantamuuttujia vastaavista sarakkeista.
Kantamatriisi ei paljon muutu iteraation aikana, joten uutta kantamatriisin kaan-
teismatriisia ei tarvitse aina muodostaa. Sen sijaan jokaisen iteraation lopuksi kanta-
matriisia paivitetadn paivitysmatriisilla. Paivitysmatriisi on n-n matriisi, jossa n on
yhté suuri kuin kantamuuttujien lukumééaré. Siinéd jaetaan valitun simplex-suunnan
jokainen komponentti kannasta poistuvan x, muuttujan simplex-suunnan arvolla.
Jakolaskut laitetaan valitun simplex-suunnan indeksin sarakkeeseen. Esimerkiksi,
jos valittu suunta on Az!, jakolaskut laitetaan ensimmaiseen sarakkeeseen. Kannas-
ta poistuva muuttuja ei myoskidédn jaa itseddn, vaan sen kohdalle laitetaan arvo —1.
Péivitysmatriisi voi olla esimerkiksi seuraavanlainen:

10 --- 0 _ﬁ_ii 0 --- 0

1 --- 0 _ﬁ_ii 0 --- 0

B |00 1~ 0 0
“loo -0 &L 0
00 - 0 —Am 0

00 -0 —3u 1



4.1 Parannetun simplex-menetelman algoritmi

Tiivistettynd parannettu simplex-menetelma toimii alla esitetylla tavalla.
Algoritmi 3. Parannettu simplex-menetelma

Askel 0. (Alustus) Valitaan jokin sallittu lahtokanta ja tehdddn sitd vastaavista
matriisin A pystyriveistd kantamatriisin kiéinteismatriisi B~'. Sité kiyttamalla rat-
kaistaan yhtilon Bax®? = b toteuttavat kantamuuttujien 2° arvot. Ei-kantamuuttujien
arvoiksi asetetaan nolla, x? < 0 ja asetetaan kierroslaskurin arvoksi myos nolla,
t < 0.

Askel 1. (Pricing) Lasketaan arvo v” = (¢®)"B™!, jonka avulla lasketaan jokaisen
ei-kantamuuttujan redusoitu kustannus ¢; = ¢; — v'a’.

Askel 2. (Optimaalisuus) Maksimointitehtévin parantava suunta on jokin ¢; > 0, ja
minimointitehtavéssa se on ¢; < 0. Jos parantavaa suuntaa ei ole, sen hetkinen kan-
taratkaisu x' on optimaalinen ratkaisu. Muuten valitaan uudeksi kantamuuttujaksi
jokin z;, jolla on parantava suunta ¢;. Lopuksi vaihdetaan valitun kantamuuttujan
indeksi, z; < z,.

Askel 3. (Simplex-suunta) Méérataén kantaan otettavaa muuttujaa x, vastaavan
simplex-suunnan Az!*! kantaa vastaavat komponentit Az = —B~'a?. Muuttujat,
jotka eivit kuulu kantaan ovat nollia, paitsi indeksiad p vastaava komponentti, joka
on yksi.

Askel 4. (Askelpituus) Jos saadun simplex-suunnan Az‘*! kaikki komponentit ovat
ei-negatiivisia, lopetetaan, silla kohdefunktion arvo ei ole rajoitettu. Muuten valitaan
kannasta poistuva muuttuja x, ehdosta

Ax?’l < 0} )

———— =min{ ———
—Azttl  jeB —Aa:;“
Lopuksi asetetaan saatu arvo askelpituudeksi

.Tt

A= ——"F—.
—Agtt!
Azt

Askel 5. (Uusi kirki ja kanta) Madrdtaan uusi kirkipiste ™! < x! + AAz'™!
ja asetetaan x, kantaan muuttujan z, tilalle. Tehdaan paivitysmatriisi E ja pai-
vitetdsn kantamatriisin kiifinteismatriisia sen avulla, EB™'. Lopuksi kasvatetaan
kierroslaskuria t <— t 4+ 1 ja palataan askeleeseen yksi.

4.2 Ongelman ratkaisu parannetulla simplex-menetelméilla

Ratkaistaan sama lineaarinen optimointiongelma, kuin esimerkissé parannetun
simplex-algoritmin avulla.



Esimerkki 3. Standardimuotoinen tehtavi on muotoa

max dxq + 4xe + 3x3

s.t. 2x1+3r2+ax3+2x4=25
4r1 + 29+ 223+ 25 = 11

321 +4ay + 223+ 26 =8

L1, T2,X3,T4,Ts5, Te 2 0.

Léahtokanta saadaan samalla tavalla kuin aiemmin, eli asetetaan z, 9, 3 = 0. Kan-
tamuuttujat ovat B = {4, x5, ¢ }. Alussa on matriisi A ja kantamuuttujia vastaava
matriisi B, jotka ovat arvoltaan

231100 100
A=|412010| ja B=|010]=B"
342001 00 1

Ratkaistaan kantamuuttujien arvot yhtélostd Bx® = b,

10 0\ [ 5
01 0 ([xs]=1]11
00 1) \as 8

Arvoiksi saadaan x4 = 5,25 = 11,26 = 8, eli ldhtékanta on 2 = (0,0,0,5,11,8).
Lasketaan arvo v

100
v = (PY'B1=(0,0,00{0 1 0] =(0,0,0).
001
Taman avulla lasketaan jokaiselle ei-kantamuuttujalle redusoitu kustannus:

¢ =c —vla' =5-1(0,0,0) =5

Gy =cy —v'a* =4-(0,0,0)

= 3.

G3=c3—v'a®>=3-(0,0,0)

S e I NS
I
W~

Jokainen suunta on parantava, joten valitaan eniten parantava suunta eli x;. Laske-
taan simplex-suunnan kantaa vastaavat komponentit

2 —2
4| =|(-4
3

10
Ar=—-Bla'=—[(0 1
00 -3



Simplex-suunta on siis Az! = (1,0,0, —2, —4, —3). Valitaan kannasta poistuva
muuttuja ehdosta

min o z g . 5 11 8 9
—Az}’ —Azl’ —Axi [ —(=2)" = (=4)" —(=3) ) 2

Valittu arvo vastaa muuttujaa z,, se poistuu kannasta ja x; menee tilalle. Uusi
kanta on B = {z1, x5, x6}. Asetetaan askelpituudeksi valittu arvo, A = g Uudeksi
kantaratkaisuksi saadaan

5
ot =2+ A\Az' = (0,0,0,5,11,8) + 5(1,0,0, —2,—4,-3)
5 1
1
= (=,0,0,0,1,=).
x (27 ) ) ) 72)

T

Kohdefunktion arvo uudella kantaratkaisulla on ¢’z! = 12.5. Lopuksi tehddin péi-

vitysmatriisi ja paivitetdan kantamatriisia B silla:

1
Tz 00 L 00 190
E:—A—izloz—:—glO:—ZlO
x _=3 _3
_ﬁ_xz 0 1 — 0 1 5 01
100\ /100 100
EB'=[|-2 10|01 0]=|-210
-2 01/ \0 01 201
Uusi iteraatiokierros: Kasvatetaan kierroslaskuria, ¢ < 2. Lasketaan uusi v7:
00 .
vl =(5,0,00{ -2 1 0 :(5,0,0).
3
-5 01
Lasketaan redusoidut kustannukset:
3
) 7
EQICQ—UTGQI4—(§,O,O) 1 2—5
4
1
) 1
63203—UTCL3:3—(§,0,0) 2 :é
2
5 0
66:cﬁ—vTa2:0—(§,0,0) 0] =0.
1

C3 on ainoa positiivinen, joten valitaan x3 suunnaksi. Lasketaan kantaa vastaavat
komponentit

$ 0 0\ /1 -1
Arzs=—B'a*=—|-2 1 0] ([2]=]0
-20 1) \2 -1



Simplex-suunta on siis Az? = (—%, 0,1,0,0, —%) Valitaan kannasta poistuva muut-

tuja
1 1 5 1
. Ly Lg } . { 2 2 }
min , = min , = 1.
{—Aaf? —Axg —(=3)" = (=3)

Valittu arvo vastaa muuttujaa xg, joka poistuu kannasta ja xz menee sen tilalle.
Uusi kanta on B = {1, x5, 23}. Asetetaan valittu arvo askelpituudeksi, A = 1, ja
lasketaan uusi kantaratkaisu

) 1 1 1

2 1 2
= 402 = (2 1.2+ 1(=2.0.1 _Z
" =2 =+\Azx (2,0,0,0, ,2)+ ( 2,0, ,0,0, 2)

(2,0,1,0,1,0).

.Z‘2

Kohdefunktion arvo uudella kantaratkaisulla on c¢’2? = 13. Esimerkisti tiede-
taan, ettd tdma on globaali optimi. Kierretddan kuitenkin vield algoritmia, kunnes
algoritmin mukaan voidaan lopettaa kierto. Tehdaéin paivitysmatriisi ja paivitetdaén

kantamatriisia )
-3

10 —=4 10 -1
E=101-%]=(01 0
00 —4 0 0 2
2
10 -1 5 00 2 0 -1
EB'=101 0 -2 1 0]=|-21 0
00 2 -201 -3 0 2
Uusi iteraatiokierros: Kasvatetaan kierroslaskuria, t < 3 ja lasketaan uusi v’
2 0 —1
0" =(5,0,3)| -2 1 0 | =(1,0,1).
-3 0 2

Lasketaan ei-kantamuuttujien redusoidut kustannukset:

3
Go=cy—va®>=4—(1,0,1) | 1] = -3

4

1
G=c,—vla*=0-(1,0,1) (0] =~1

0

0
Gg=cs—va®=0-(1,0,1)[0] = —1.

1

Yksikdadn redusoitu kustannus ei ole positiivinen, joten lopetetaan kierto. Kanta-
ratkaisu 22 on optimaalinen ratkaisu, ja kohdefunktion arvoksi saadaan ¢’'z? = 13.
Matemaattisesti parannettu simplex algoritmi ja simplex-algoritmi ovat samat, eli
parannettu simplex-algoritmi etenee samalla tavalla kuin simplex-algoritmi kuvassa

itk
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5 Yhteenveto

Y14 olevista esimerkeista ndhdéan, ettd parannetulla simplex-menetelmalla ja
simplex-algoritmilla saadaan aina sama lopputulos lineaarisille optimointitehtéaville.
Simplex-algoritmi on néistd kahdesta helpompi ymmartaéa ja kiyttdd, mutta pa-
rannettu simplex-menetelméd on matemaattisesti tehokkaampi, varsinkin kun yhtéa-
lorajoitusten méara kasvaa. Jokaista yhtalorajoitusta kohden simplex-algoritmilla
joudutaan ratkaisemaan lineaarinen yhtéloryhma ja muuttuja yhtaloryhmastéa. Pa-
rannetun simplex-menetelméan laskuaika ei kasva niin rajusti. Kantamuuttujan lu-
kumaéran kasvaessa kantamatriisi kasvaa yhdelld ulottuvuudella, jonka lisdksi jou-
dutaan laskemaan yksi uusi redusoitu kustannus ja valitun suunnan kantamuuttujan
arvo.

Pahimmassa tapauksessa simplex-algoritmin laskuaika on O(n™), jossa n on
muuttujien lukumééra ja m on epéayhtélorajoitteiden lukumééra [7]. Keskiméérin sen
laskuaika on O((n +m)n) [6]. Ndistd molemmat ovat teoreettisia laskuaikoja, joten
todellisuudessa laskuaika on luultavasti pienempi. Parannetun simplex-menetelméan
laskuaika on noin O(m?). Reaalimaailman tilanteissa kiytetéin erilaisia ohjelmisto-
ja optimointiongelmien ratkaisuun, kuten CPLEX tai MATLAB. Niitd kiytetdan,
silla reaalimaailman optimointiongelmat ovat huomattavasti laajempia kuin mita
yleensa kiytetdan esimerkkeiné.

Simplex-algoritmi on yksi lineaarisen optimoinnin kulmakivisté ja se on edelleen
laajasti kiytossa sovellettavuutensa ansiosta. Parannettu simplex-menetelméa puo-
lestaan tuo tehokkuutta erityisesti laajoihin ongelmiin vahentédmalld ylim&araisia
laskuja.
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