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1 Johdanto

Satunnaisten tapahtumien lukumé&éarin mallintaminen on keskeinen osa todennakoi-
syyslaskentaa ja tilastollista mallinnusta. Monissa luonnontieteellisissd, teknisissa
ja yhteiskunnallisissa sovelluksissa tarkastellaan tilanteita, joissa yksittdiset tapah-
tumat ovat harvinaisia, toisistaan riippumattomia ja syntyvat satunnaisesti ajan
kuluessa.

Tallaisia ilmioGité esiintyy esimerkiksi puhelinliikenteessé, teollisuuden prosesseis-
sa ja tieliikenteessd. Puhelinliikenteesté voidaan tutkia esimerksi montako puhelua
saapuu tiettyyn paikkaan tietylld aikavililla. Erilaisissa asiakaspalvelutilanteissa saa-
puvien puheluiden méara tiettyné ajankohtana voi olla oleellinen tieto, jotta pysty-
tdan maarittamaan resurssitarpeet. Teollisuudessa tuotantolinjalla voi esiintyé vial-
lisia tuotteita ja on hyva tietda kuinka todennékdista se on, jotta voidaan esimerkik-
si arvioida riskejé. Taas tieliikenteesséd voidaan tarkastella liikenneonnettomuuksien
méaaraa tietyllda alueella eri ajanjaksoina. Nama tiedot auttavat esimerkiksi liikenne-
turvallisuuden suunnittelussa tai yleisesti onnettomuusennusteissa.

Tallaisten tapahtumien mallintaminen ja ratkaiseminen ei ole aina niin suora-
viivaista. Vaikka voidaan olettaa, ettd ndmé kaikki tapahtumat ovat satunnaisia ja
riippumattomia niin esimerkiksi liikenneonnettomuuksiin voi vaikuttaa ruuhka-ajat.
Samoin myos puhelinliikenteeseen voi vaikuttaa kellonajat ja viallisten tuotteiden
méérddn voi vaikuttaa esimerkiksi teollisuuslaitteen rikkoutuminen. [6]

Naihin kaikkiin tilanteisiin voidaan hyédyntéa Poisson-prosesseja, koska voidaan
kuitenkin olettaa, ettd namaé tilanteet ovat satunnaisesti riippumattomia ja harvi-
naisia. Poisson-jakauma on diskreetti todennékoisyysjakauma, jota kiytetdan mal-
lintamaan satunnaisten tapahtumien lukuméaras aika- tai mittayksikossé. Poisson-
jakauman parametrina toimii A > 0, joka kuvaa keskimé&aréista esiintymisnopeutta
aika- tal mittayksikkod kohden. 2]

Poisson-jakauman on keksinyt nimen mukaisesti Siméon-Denis Poisson (1781-
1840). Hén on oivaltanut monia nykypéivin merkityksellisid saavutuksia matema-
tiikan ja fysiikan aloille sekéd hén toimi Ranskassa. Poisson-jakauma esiintyyy vuonna
1837 hénen koko tuonannossaan Recherches sur la Probablité des Jugments vain yh-
den kerran sivulla 206 [10]. Jakauma esiintyy Poissonin teoksessa binommijakauman
raja-arvona tilanteessa, jossa kokeiden lukuméara on suuri ja yksittdisen tapahtu-
man todenndkdisyys on hyvin pieni. |3, 6]

Poisson-jakauman merkitys perustuu sen matemaattisiin ominaisuuksiin seké sii-
hen, etté se voidaan johtaa useista toisistaan riippumattomista lahtokohdista. Téassa
tutkielmassa esitetdan kaksi johtamistapaa, joista toinen johtaminen esitetdan bi-
nomijakauman raja-arvona ja toinen tapa esitetdan Poisson-prosessin kautta.

Tamaén tyon tavoitteena on esitelld miten Poisson-jakaumaan paadytéaan eli sen
johtamistavat, Poisson-jakauman keskeiset ominaisuudet seké tarkastella myos kah-
den riippumattoman Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan summaa. Tamén tut-
kielman kirjoituksessa on hyodynnetty ChatGPT-tekoalytyokalua kielenhuoltoon.



2 Poisson-jakauman johtaminen

Klassinen tapa johtaa Poisson-jakauma on tarkastella binomijakauman rajajakau-
maa, jonka nojalla voidaan ajatella Poisson-jakauma sopivaksi harvinaisen tapah-
tuman esiintymiskertojen lukumééréksi suuressa populaatiossa [3]. Poisson-jakauma
voidaan myos johtaa Poisson-prosessin oletuksista, jotka pohjautuvat hyvin lyhyiden
aikavélien mallintamiseen. [5] 4]

2.1 Binomijakauman raja-arvo

Téassd alaluvussa havainnollistetaan, miten Poisson-jakauma syntyy binomijakau-
man raja-arvona harvinaisten tapahtumien tapauksessa. Alaluku pohjautuu kolmeen
eri lahteeseen |2, 3], [6].

Olkoon yksittdinen satunnaiskoe Bernoulli-koe, jossa onnistumistodennékoisyys
on p ja epaonnistumisen todennékoisyys 1—p. Kun koe toistetaan n kertaa toisistaan
riippumattomasti ja onnistumisten lukuméaraa merkitdan satunnaismuuttujalla X,
saadaan

X ~ Bin(n,p),

ja pistetodennékoisyys on

_mxzky:cgﬁu—mwﬂ k=0,1,...,n. (1)

Seuraava tulos kuvaa binomijakauman raja-arvoa.
Viite. Olkoon X,, ~ Bin(n,p,) ja oletetaan, etté

P — 0, n — 00,
siten, etta
lim np, = A > 0. (2)
n—oo

Talloin jokaiselle £k = 0,1,2, ... pétee, etta

k
lim P(X, =k) = e_)‘)\—

n—00 k!’

(3)

Toisin sanoen binomijakauman pistetodennékoisyydet suppenevat Poisson-jakauman
pistetodennékoisyyksiin parametrilla A.

Todistus. Merkitdan A\, = np, ja k on vakio, jolloin A\, = lim,, ,, A. Talloin

n

Binomikerroin voidaan kirjoittaa muodossa

Cﬁ n(n—1)...(n—k+1)

k)~ ! ' (5)



Nain saadaan

P(X, = k) = n(n_1>“]'{!(n_k+1)p2(1—pn)”_k. (6)

Voidaan merkité p, = 2 ja pk = (2)F = 2—: Téalloin

n(n—l)..].g!(n—k’-i—l).%_(1_%)71,(1_&)k_ (7)

n

Voidaan tarkastella tulon tekijoitd yksitellen tulon raja-arvosddnnon nojalla, koska
jokaisella tekijalla on olemassa aérellinen raja-arvo. Kaksi ensimmaista tulon tekijaa
voidaan ryhmitelld uudelleen, jolloin ensimmaéinen tulon tekija lahestyy arvoa 1 ja
toinen on vakio

nn—1)...(n—k+1) M\ AE
) 15 (8)

Jim ( " )

Seuraavana tarkastellaan kahta viimeista tulon tekijéa yksitellen, jolloin

Lisaksi
lim (1— )7 =1, (10)
joten nain ollen
Ak

lim P(X, =k)=¢

(11)

Siis X,, suppenee melkein varmasti kohti poisson jakauman pistetodennékoisyys-
funktiota parametrilla \. O

2.2 Poisson-prosessi

Téssé luvussa johdetaan Poisson-jakauma Poisson-prosessin aksioomista. Aluksi méaa-
ritellddn Poisson-prosessi ja sitd koskevat oletukset, minka jélkeen naista oletuksista
johdetaan Poisson-jakauman differentiaaliyhtélot ja ratkaistaan ne.

2.2.1 Poisson-prosessin aksioomat

Poisson-prosessi X (¢) on stokastinen prosessi, jossa tapahtumat esiintyvét satunnai-
sesti ajan kuluessa siten, ettd niiden viliset ajat eivéit ole sddnnollisid. Prosessille
ominaista on, ettd tapahtumien keskiméérdinen esiintymisnopeus pysyy vakiona.
Prosessia kuvataan aksioomien avulla, jotka heijastavat harvinaisten ja toisistaan
riippumattomien tapahtumien perusominaisuuksia. Olkoon 0 < ¢t € R jatkuva aika-
muuttuja, joka kuvaa prosessia. [4, [6] Poisson-prosessin aksioomat ovat seuraavat:
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1. Jos [t1,t2] ja [ts, t4] ovat erillisid aikavilejd niin niill& tapahtuvien tapahtumien
lukumaarat ovat toisistaan riippumattomia:

X(ts) — X (t1) ja X(t4) — X (t3) ovat riippumattomia. (12)

2. Tapahtumien esiintymisen todennékoisyys lyhyelld aikavalilla [¢, t+h| on suun-
nilleen verrannollinen muuttujan & > 0 kanssa, verrannollisuussuhteen ollessa
A > 0. Tarkemmin sanottuna:

- P(X(t+ h)h— X =1 _

(13)

3. Kahden tapahtuman esiintymisen todennékoisyys lyhyelld aikavalilla [¢, ¢ +
h] on paljon pienempi kuin yhden tapahtuman todennékoisyys. Tarkemmin
sanottuna:

o PX(E 4+ h) = X(1) > 2)
h—0 h

~0. (14)

Merkitaan Py(t) todennékoisyyttd, ettd aikavalilla [0,¢] ei tapahdu yhtédén tapahtu-
maa. Jos pidemmaélla aikavélilla [0, ¢ + h] ei tapahdu tapahtumia, niin tapahtumia ei
esiinny myoskéén erillisilla aikavéleilld [0, ¢] ja [t,t + h]. Namé aikavilit ovat erillisia
ja Poisson-prosessin inkrementtien riippumattomuus tarkoittaa, etta nailla véleilla
tapahtumattomuus on riippumaton. Siksi

Po(t + h) = Po(t)Po(h). (15)
Derivaatan méadritelmén perusteella Pj(t) on
Pyt +h) — Py(t Py(h) —1
P)(t) = lim bt +h) = Bolt) _ Py(t) lim Poh) =1 (16)

h—0 h h—0 h
Liséksi todennékoisyys Py(h) = P(X (t+h)—X(t) =0) = 1-P(X(t+h)—X(t) > 1),
joten

, . P(X(t+h)—X(t)>1)
Py(t) = ~ Fy(t) lim . .

(17)

Aksiooman 2. ja 3. nojalla viimeinen raja-arvo on yhtéd kuin A. Nyt saadaan yhtalo

Pi(t) = —APy(t). (18)

Tamé on ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtélo, jonka yleinen ratkaisu on
muotoa Py(t) = Ae . Alkuarvosta Py(0) = 1 seuraa A = 1, joten

Py(t) = e, (19)

Edelld johdettu tulos osoittaa, ettd nollan tapahtuman todennéakéisyys vahe-
nee eksponentiaalisesti ajan funktiona. Seuraavaksi johdetaan yleisemmin kaikkien
tapahtumamaérien todennékoisyydet.



2.2.2 Poisson-jakauman johtaminen differentiaaliyhtédlon avulla

Tassé alaluvussa tavoitteena on osoittaa induktiolla, ettd todennédkéisyys sille, etta
aikavalilla [0, ¢] tapahtuu tdsmélleen n tapahtumaa, on muotoa

Pu(t) = %e—”. (20)
Tata varten johdetaan ensin differentiaaliyhtélo, joka kuvaa todennakoisyyksien
P,(t) ajallista kehitystd. Todistetaan induktiolla, ettd P,(t) patee kaikilla luvuil-
laneN
Merkitddn P,(t) todenndkdisyytté, ettd aikavlilla [0, ¢] tapahtuu tédsmélleen n
tapahtumaa. Tarkastellaan lyhytta aikavélia h. Talloin todennékoisyydet yhdelle ja
nollalle tapahtumalle ovat aksioomien nojalla

Pi(h) = Ah,  Py(h) =1— Ah. (21)

Tarkastellaan todennédkdisyyttd P, (t + h). Aikavalilld [¢,¢ 4+ h] voi tapahtua 0, 1,2
tai useampia tapahtumia. Poisson-prosessin aksioomien mukaan kuitenkin kahden
tai useamman tapahtuman todenndkéisyys hyvin lyhyelld aikavalilla [t,¢ + h] on
huomattavasti pienempi kuin yhden tapahtuman todennékoisyys. Aksiooma 3 sanoo,
ettd kahden tai useamman tapahtuman todennékdéisyys on niin pieni, ettéd se voidaan
jattad huomiotta, kun tarkastellaan raja-arvoa h — 0. Néin saadaan rekursio

Pu(t +h) = Py(t)(1 — Ah) + Py ()M, (22)

Vahentamélla yhtélosta P,(t) ja jakamalla puolittain parametreilla h seké siirtymaél-
14 raja-arvoon h — 0 saadaan differentiaaliyht&lo

dP, (t)
dt

Yhdessd yhtalon Pj(t) = —APy(t) kanssa tdméd muodostaa differentiaaliyhtaloryh-
man, joka kuvaa Poisson-prosessin ajallista kehitysta. Ratkaisu johdetaan induktiol-
la. Perustapauksessa n = 0 on jo saatu

FAP, () = AP, (). (23)

Py(t) = e (24)
Tarkastellaan seuraavaksi tapausta n = 1. Differentiaaliyhtélé saa muodon

%t(’f) FAPL(E) = ARy(8). (25)

Sijoittamalla Py(t) = e~ ja kertomalla yht#lo integroivalla tekijélld eM saadaan

d

E (e’\tpl(t)) =\ (26)
Integroimalla seuraa

eMP(t) = X+ C. (27)



Alkuarvosta P;(0) = 0 saadaan C' = 0, joten
Pi(t) = Me ™, (28)

miké on viitteen mukainen muoto tapauksessa n = 1. Tehdaén nyt induktio-oletus:
oletetaan, ettd jollakin n € N péatee

_ )" n
P,(t) = U (29)
Tarkastellaan differentiaaliyhtéloéd indeksille n + 1
dP, 1 (t
Woetl) 4 \pa(t) = AP (30)
Kertomalla integroivalla tekijalli e* saadaan
d
7 ( )‘tPnH(t)) = MAP, (). (31)
Induktio-oletusta kilyttien yhtdlon oikea puoli voidaan kirjoittaa muotoon
At)" At)"
6)\t>\( ) 67/\25 — >\( ) ) (32)
n! n!
Siis
d (At)"
p (eA Pn—i—l(t)) =A n (33)
Integroimalla saadaan
A AN OO
e Pn+1(t)_/)\ it = S C (34)
Alkuarvosta P,,+1(0) = 0 seuraa C' = 0, joten
(A"
P (t) = :
w() = (e (35)
Téten vaite patee luvulle n + 1, ja induktioperiaatteen nojalla kaava
At)"
P,(t) = GOUY (36)

n!
péatee kaikille n € N. Lopputuloksena on saatu Poisson-jakauman tunnettu muoto eli
Poisson-jakauman todennédkoisyysfunktio. Tamé johtaminen osoittaa, ettd Poisson-
jakauma seuraa suoraan Poisson-prosessin aksioomista ja niitd vastaavasta differen-
tiaaliyhtéaloryhmésta. [5]

3 Poisson-jakauman keskeiset ominaisuudet

Téasséd luvussa keskitytdan Poisson-jakauman keskeisiin ominaisuuksiin, jotka ovat
olennaisia jakauman tulkinnan ja sovellusten kannalta. Erityistd huomiota kiinnite-
tdan odotusarvoon, varianssiin seké jakauman kdyttaytymiseen parametrin A eri ar-
voilla. Aluksi voidaan johtaa Poisson-jakauman odotusarvo suoraan méaritelméasté.

2l



3.1 Poisson-jakauman odotusarvo ja varianssi

Lause 3.1. X ~ Poisson(\) = E[X] = A.

Todistus. Aloitetaan odotusarvon maéaaritelméasta
EX] =) k-P(X=k =) k-e Ik (37)
k=0

Huomataan, ettd termi £ = 0 on nolla, joten summa voidaan aloittaa indeksista
k = 1. Téman jalkeen voidaan sieventid kertomalla ja jakamalla A

E[X] = *Amk—Ak—A*Aw A 38
Xl =e kz Ko kz(k—l)!' (38)
=1 =1

Tehdéén indeksin vaihto m = k — 1, jolloin summa muuttuu muotoon

> (39)

Tamé on eksponenttifunktion sarjakehitelmé, joten saadaan

o0

A
> = (40)
m=0

Sijoittamalla tadma takaisin saadaan
E[X] = Xe e =\ (41)
O

Seuraavaksi voidaan todistaa varianssin kaava, jotta saadaan laskettua Poisson-
jakauman varianssi. Varianssi saadaan odotusarvon nojalla varianssin kaavasta.

Lause 3.2. Satunnaismuuttujan X variansst voidaan ilmaista muodossa

Var(X) = E[(X — E[X])?]. (42)

Todistus. Voidaan laskea varianssi hyodyntdmallad odotusarvon lineaarisuutta. Saa-
daan

Var(X) = E[(X — E[X])?] (43)
= E[X? - 2E[X]X + E[X]?] (44)

= E[X?] — E2E[X]X — E[X]?] (45)

= E[X?] - 2E[X]? + E[X]? (46)

= E[X?] - E[X]. (47)

O



Seuraavaksi voidaan laskea Poisson-jakauman varianssi kiyttamalld lausetta[3.2]
Lause 3.3. X ~ Poisson(\) = Var(X) = \.

Todistus. Jotta voidaan laskea Poisson-jakauman varianssi, kirjoitetaan termi X?
uudelleen:

X2=X(X-1)+X. (48)

Sijoittamalla tAmé& varianssin peruskaavaan , saadaan
Var(X) = E[X(X — 1) + X] - E[X]? (49)
=E[X(X - 1)+ E[X] - E[X]*. (50)

Nyt voidaan laskea Poisson-jakauman varianssi hyodyntamalla téatda muotoa. Laske-
taan ensiksi

EX(X —1)] =) k(k—1) o (51)

Voidaan aloittaa summa k = 2, silld termit £ = 0 ja k = 1 ovat nollia. Saadaan

— oA 1)
EX(X —1)]=e¢ ’;k(k b (52)
Koska k(k};l) = k(k]i(f)zkl)—Q)! = (k_12)!, niin seuraavaksi saadaan
s M
EX(X —1)]=e Az(k_Q)!. (53)
k=2
Tehdédén indeksinvaihto j = k — 2, josta tulee
O N2 O N\
_ - _ M2 A
EX(X —1)] =e ; T A;j!. (54)
Talloin
Z —' = 6)\. (55>
=0 J°
Eli saadaan
E[X(X —1)] = e *\2%e = \2 (56)

Sijoitetaan saatu tulos varianssin kaavaan
Var(X) = A2+ X — \2 (57)
Tastéd saadaan Poisson-jakauman varianssi, joka on

Var(X) = \. (58)



Odotusarvon ja varianssin yhtdsuuruus on Poisson-jakauman tunnusomainen
piirre ja erottaa sen monista muista diskreeteistd jakaumista. Keskihajonta kasvaa
neliojuurena parametrin mukana

o=V, (59)

mikd vaikuttaa suoraan jakauman leveyteen ja hajontaan. Kuvasta (1| huomataan,
ettd pienilla X\ -arvoilla jakauma on kapea ja selvisti oikealle vino, kun taas suurem-
milla X -arvoilla hajonta kasvaa ja jakauma alkaa muistuttamaan normaalijakaumaa.
Poisson-jakauma voidaan tulkita binomijakauman rajatapauksena, kuten luvussa2.1
johdettiin. Té&ll6in muuttuja voidaan esittdd Bernoulli-muuttujien summana. Kun
parametrin arvo kasvaa, summassa on paljon pienid osatekijoitd, jolloin keskeisen
raja-arvolauseen seurauksena jakauma alkaa muistuttaa normaalijakaumaa. [6]

Poisson-jakauma, A =1 Poisson-jakauma, A = 10
[V}
=
@
i i
[ee]
= - © -
B o~ > o
n o n
a3 a3 B
o o I
o
S P
o 8
° 5 T T T T T S T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 25
X X

Kuva 1: Poisson-jakauman muoto pienilla ja suurilla A-arvoilla.

3.2 Kirjoitusvirheiden maara tekstissa

Poisson-jakaumaa kéytetdén laajasti erilaisissa sovelluksissa, niin kuin luvussa [I] ker-
rottiin. Yksi tyypillinen esimerkki on viela kirjoitusvirheiden lukumaéré tekstissa.
Tallaisessa tilanteissa Poisson-jakauma on yksinkertainen, mutta tehokas tapa sel-
vittdd todennakoisyys.

Esimerkki 3.4. Oletetaan, ettd tdmén tutkielman yhdelld sivulla olevien satun-
naisten kirjoitusvirheiden méaéra noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A = %
Parametri tarkoittaa, ettd keskimééarin yhdella sivulla esiintyy puoli satunnaista kir-
joitusvirhetta, eli noin yksi satunnainen virhe kahdella sivulla. Tama vastaa Poisson-
jakauman maéaaritelméaé, jossa parametri kuvaa odotusarvoa eli tapahtumien keski-
méaaraista maaraa tarkasteltavalla alueella. Lasketaan todennékoisyys sille, etta talla
sivulla on ainakin yksi satunnainen virhe.
Jos X merkitsee virheiden lukumaéraa télla sivulla, saadaan

P{X>1}=1-P{X=0}=1-¢12%0.395 (60)



Satunnaisia kirjoitusvirheitd voidaan pitédd Poisson-malliin sopivina tapahtumina,
koska kirjoitusvirheet tayttavat Poisson-prosessin keskeiset ominaisuudet. Yhden
kirjoitusvirheen todennékoéisyys lyhyelld tekstiosuudella on hyvin pieni. Téma vas-
taa Poisson-prosessin harvinaisten tapahtumien oletusta eli aksioomaa[2] Kahden tai
useamman kirjoitusvirheen esiintyminen samalla tekstiosuudella on huomattavasti
epatodennékoisempéd kuin yhden kirjoitusvirheen esiintyminen, niinkuin aksiooma
sanoo. Kirjoitusvirheet syntyvéit tyypillisesti toisistaan riippumatta, esimerkiksi
néppailyvirhe tai huolimattomuus. Virheen esiintyminen yhdessd kohdassa ei siis
vaikuta virheen todennakoisyyteen muualla tekstissé, miké vastaa Poisson-prosessin
inkrementtien riippumattomuutta. [7]

Kun yhden muuttujan Poisson-jakauman matemaattinen perusta on esitetty, voi-
daan seuraavaksi tarkastella kahden riippumattoman Poisson-satunnaismuuttujan
yhteista kayttaytymista. Talloin kiinnostuksen kohteena on se, miten Poisson-jakauman
ominaisuudet sailyvat tai muuttuvat, kun tarkastellaan kahta satunnaismuuttujaa
samanaikaisesti.

4 Riippumattomat Poisson-satunnaismuuttujat

Téassé luvussa tarkastellaan kahta Poisson-jakautunutta riippumatonta satunnais-
muuttujaa. Kahden riippumattoman Poisson-satunnaismuuttujan yhteistodennakoi-
syysfunktio mahdollistaa muun muassa todennikoisyyksien laskemisen eri yhdis-
telmille sekd summamuuttujan X + Y analysoinnin. Téassd luvussa tarkastellaan
esimerkkid tésta tilanteesta. Tarkastellaan myos kahden riippumattoman Poisson-
jakautuneen satunnaismuuttujan kovarianssia ja korrelaatiota. Ensiksi kuitenkin
madritellddn riippumattomuus. Luku (4] pohjautuu hyvin paljon Pekka Tuomisen
kirjaan Todenndkdisyyslaskenta 1 |2].

Maaritelma 4.1. X ja Y ovat riippumattomia, jos

P(XNY) = P(X)P(Y). (61)

Seuraavaksi voidaan maéritelld yhteistodennékoisyysfunktio ja tarkastella esi-
merkKkia.

Maaritelma 4.2. Kahden riippumattoman Poisson-jakautuneen satunnaismuuttu-
jan yhteistodennékoisyysfunktio on

Nie—M A%e‘AQ
i j!
miké on kahden riippumattoman Poisson pistetodennédkdisyysfunktion tulo. [I]

flr,y) = P(X =i,V =j) = = P(X =9)P(Y =j), (62)

4.1 Kahden riippumattoman Poisson-jakautuneen satunnais-
muuttujan summajakauma

Esitetdan todennékoisyysmitan additiivisuus ennen kuin esitetdan esimerkkia tilan-
teesta, missé tarkastellaan kahden riippumattoman poisson-jakautuneen satunnais-
muuttujan summajakaumaa.
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Maéritelméa 4.3. Jos X; € F(i=1,2,...,n) ja X; N X; =0 (i # j), niin

PUX) = Pxa). (63)

Esimerkki 4.4. Olkoon X 1 Y, X ~ Poisson();) ja Y ~ Poisson()\y). Tarkastel-
laan summan X + Y jakaumaa.

Merkitaan P{X = i} ja P{Y = j}, missd i,j € N. Tapahtuma {X +Y = k} =
{weN: X(w)+Y(w) =k} voidaan esittda erillisend yhdisteend

(X+y=kt=J{x=3n{y =k-i}. (64)

Koska joukot {X = i}N{Y = k—i} ovat toisensa poissulkevia, todennékéisyysmitan
additiivisuuden (4.3 nojalla

P{X+Y:k}:iP{X:z’,Y:k—z’}. (65)

1=0

Riippumattomuusoletus X L Y tarkoittaa, ettd P{X =i, Y =k —i} = P{X =
(Y P{Y =k — i} kaikilla i = 0,1, ..., &, joten

P{X+Y =k} =) P{X=i}P{Y =k—i}. (66)

1=0

Saatu summa on diskreettien todennikosyysjakaumien konvoluutio. Kahden riippu-
mattoman diskreetin satunnaismuuttujan summajakauma saadaan niiden jakaumien
konvoluutiona. Téma summa esiintyy myos potenssisarjojen kertolaskussa, Cauchyn
tulona.
Poisson-oletus tarkoittaa, etta

\h—i

: Y : _
P{X:z}:e’\ll_—!l, P{Y:k—z}:eh(kii)!. (67)

Kun ndma sijoitetaan yhtdloon , saadaan

) k—1i
—)\1)‘1 —)\2 >\

P{X+Y =k} = Z (] (68)

1 K i gk
e~ M\itA2) — T (’L) NN (69)
=0
Summa on binomilauseen mukainen, joten saadaan
AL+ o)k
P{X+Y =k}= e@l“ﬂ%, k €N. (70)

Siis X + Y ~ Poisson(A; + Ag).
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4.2 Kahden riippumattoman Poisson-jakautuneen satunnais-
muuttujan kovarianssi ja korrelaatio

Seuraavana voidaan laskea nédiden kahden riippumattoman Poisson-jakautuneen sa-
tunnaismuuttujan X ja Y kovarianssi ja korrelaatio. Poisson-jakauman varianssi
laskettiin aiemmin luvussa [3| lauseessa [3.3] ja se on Var(X) = \;. Aluksi voidaan
méaritelld kovarianssi ja korrelaatio.

Lause 4.5. Kahden rippumattoman satunnaismuuttujan X ja Y kovarianssi on

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]. (71)

Todistus. Koska X ja Y ovat riippumattomia, my6s satunnaismuuttujat X — E[X]
ja Y — E[Y] ovat riippumattomia. Riippumattomien satunnaismuuttujien tulojen
odotusarvo hajoaa tuloksi:

E[(X —EX])(Y - E[Y])] = E[X - E[X]|E[Y - E[Y]]. (72)

Koska E[X — E[X]] = 0 ja E[Y — E[Y]] = 0, saadaan
Cov(X,Y) = 0. (73)
O

Maaritelma 4.6. Kahden satunnaismuuttujan X ja Y korrelaatio voidaan merkité

Cov Xi7 Y.
iy = X Y) (74

0,035

Esimerkki 4.7. X ~ Poisson(\;) ja Y ~ Poisson(\y) ovat riippumattomat. Laske-
taan satunnaismuuttujien X ja Z = X + Y kovarianssi ja korrelaatio.

Cov(X,Z) = E[X Z] — E[X|E[Z] (
EX(X +Y)] - EX]E[X + Y] (
E[X? — E[X]* + E[XY] — E[X]E[Y] (77
= Var(X) + Cov(X,Y) (

Kovarianssi Cov(X, Z) yhtyy satunnaismuuttujan X varianssiin ;. Kaytetédén méaa-
ritelm&a jolloin saadaan korrelaatioksi

_ At - A1
P )\1(/\1 + /\2) )\1 + /\2 ‘

(79)

Nain on saatu esitettya kahden riippumattoman Poisson-jakautuneen satunnais-
muuttujan X ja Y kovarianssi ja korrelaatio. [9]

12



5 Yhteenveto

Poisson-jakauma on tehokas todennékoisyyslaskennan tyckalu erilaisissa harvinaisis-
sa ja satunnaisissa tapahtumissa. Téasssé LuK-tutkielmassa esitettiin, miten Poisson-
jakaumaan paadytddn binomijakauman raja-arvona sekd Poisson-prosessin kautta.
Poisson-prosessin aksioomia voidaan hyodyntéda erilaisissa tapahtumissa niin kuin
esimerkissa tutustuttiin kirjoitusvirheiden méaaraan tekstissa. Tutkielmassa esi-
tettiin Poisson-jakauman keskeisid ominaisuuksia, joita oli odotusarvo ja varianssi.
Liséksi esitettiin kahden riippumattoman Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan
summajakaumaa ja niiden vélistd kovarianssia seké korrelaatiota. Nama tulokset ha-
vainnolistivat esimerkiksi riippumattomuusoletuksen merkitysta. Ne ovat keskeisia
esimerkiksi monissa sovelluksissa, joissa yhdistyy kaksi Poisson-jakautunutta satun-
naismuuttujaa.

Poisson-jakaumaan liittyy myos muita keskeisid ominaisuuksia, kuten todennéa-
koisyysgeneroiva funktio, jonka avulla voidaan johtaa jakauman momentteja ja tar-
kastella erilaisia rajajakaumia. N&itd ominaisuuksia ei kuitenkaan kasitelty téssé
LuK-tutkielmassa, koska tyon tavoitteena oli keskittyd Poisson-jakauman johtami-
seen ja Poisson-prosessin perusominaisuuksiin. Todennédkoisyysgeneroivien funktioi-
den késittely olisi edellyttanyt laajempaa teoreettista taustaa, joka olisi vienyt tut-
kielman painopistettd pois sen varsinaisesta tarkoituksesta. Naihin asioihin pystyy
tutustumaan esimerkiksi lahteisté [I] ja [6].
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