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Tassa tutkielmassa esitellaan Zermelo-Fraenkel joukko-oppin aksioomat, seka
joitain perustuloksia, joiden jélkeen tutustutaan Paul Cohenin minimaaliseen mal-
liin. Tamén jalkeen kaydéaan lapi Cohenin pakotusmenetelméan kannalta tarkeat esi-
tiedot osittaisista jérjestyksistd, sekd esitelldan itse menetelmé. Lopuksi muodos-
tetaan edella mainitulla menetelmélla minimaalisen mallin laajennus ja osoitetaan,
etta kontinuumihypoteesi ei toteudu kyseisessa laajennuksessa.
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1 Johdanto

1800-luvun loppupuoliskolla Georg Cantor aloitti modernin joukko-opin tutkimuk-
sen todistamalla Cantorin lauseen, jonka mukaan mikéaan joukko ei ole samankokoi-
nen potenssijoukkonsa kanssa. Cantorin lauseen suorana seuraksena myos eri kokois-
ten adrettomyyksien maara on dareton. Kontinuumihypoteesi sanoo, ettd kokonais-
lukujen ja reaalilukujen adrettomyksien valissa ei ole ainuttakaan aarettomyyksien
kokoluokkaa. Cantor itse yritti, tuloksetta, monia vuosia todistaa kontinuumihypo-
teesin paikkansa pitdvyytta. Vuonna 1900 Hilbert julkaisi avoimien kysymystensé
listan, jolla my6s kontinuumihypoteesi esiintyy.

1900 luvun ensimmaisind vuosikymmeninéa kehitys aksiomaattisessa joukko-opissa
oli nopeaa. Zermelo ja Fraenkel kehittivat heiddn mukaansa nimetyn Zermelo-Fraenkel-
aksiomatisoinnin ja sen sisdlld tuotettiin paljon uusia tuloksia. Vuonna 1940 Kurt
Godel osoitti, ettd kontinuumihypoteesi ei ole ristiriidassa Zermelo-Fraenkel aksioo-
mien (valinta-aksiooma mukaan luettuna) kanssa.

Vuonna 1963 Paul Cohen onnistui osoittamaan, ettd kontinuumihypoteesin ne-
gaatiokaan ei ole ristiriidassa Zermelo-Fraenkel aksioomien kanssa. Nama kaksi to-
distusta yhdessa ratkaisevat Hilbertin ongelman Zermelo-Fraenkel aksiomatisoinnin
osalta, Zermelo-Fraenkel aksiomatisoinnin sisalla ei voida sanoa mitaan kontinuu-
mihypoteesin paikkansa pitédvyydesta, toisin sanottuna se on ratkeamaton.

Tama tutkielma kasittelee Cohenin todistusta, seka todistuksessa kaytettya pa-
kotusmenetelméé (eng. forcing), jolla voidaan tuottaa haluttuja lauseita toteuttavia
malleja. Tutkielman aluksi esitelldan Zermelo-Fraenkel joukko-opin aksioomat, mal-
lien teorian perusteet ja Lowenheimin-Skolemin lause alaspdin, mitkd muodostavat
Cohenin todistuksen pohjan. Néiden jalkeen, luvussa kolme, jotta saadaan jonkinlai-
nen kuva tutkittavista malleista, tutustutaan Cohenin minimaaliseen malliin, joka
toimii konkreettisena esimerkkina Zermelo-Fraenkel joukko-opin numeroituvasta ja
transitiivisesta mallista.

Luvussa nelja esitellian pakotusmenetelmé yksinkertaistetussa tapauksessa, jos-
sa numeroituvaan ja transitiiviseen malliin lisata yksi luonnollisten lukujen osajouk-
ko ja osoitetaan, etta uuden joukon huolellisella muodostamisella voidaan maéritella
kaikkien uutta joukkoa koskevien lauseiden totuus alkuperiisestd mallista késin ja
osoittaa uuden joukon toteuttavan halutut joukko-opin aksioomat.

Viidennessa luvussa todistetaan, ettéd lisiamélla Zermelo-Fraenkel aksioomiin ja
valinta-aksioomaan kontinuumihypoteesin negaatio, saadaan edelleen ristiriidaton
teoria. Tama toteutetaan muodostamalla teorialle malli, aloittamalla ensin jostain
joukko-opin numeroituvasta ja transitiivisesta mallista ja lisiamallé pakotusmenetel-
mén avulla malliin tarvittava maéra luonnollisten lukujen osajoukko ja injektiivinen
kuvaus mallin alkiojoukosta Ny luonnollisten lukujen osajoukkoihin. Luvussa myos
osoitetaan, ettd edelld kuvattu operaatio ei lisdd malliin uusia, kardinaalilukujen
valisia bijektioita, romahduttaen kaksi kardinaalia yhdeksi.

Tutkielman paélahteena on kéytetty Serafim Batzogloun ldhestyttavia artikkelia

.



2 Ensimmaisen kertaluvun logiikka ja Zermelo-
Fraenkel joukko-oppi

Tassa tutkielmassa rajoitutaan kasitteleméan ensimmaéisen kertaluvun logiikkaa ja
Zermelo-Fraenkel joukko-oppia. Lukijalta odotetaan ensimmaisen kertaluvun logii-
kan perusteiden tuntemista joten tassa luvussa keskitytadn esitteleméaan aksioomat-
tisen joukko-opin perusteita, seké joitain tutkielman kannalta tarkeitd ensimmaéisen
kertaluvun logiikkaan erityisia osa-alueita.

2.1 Joukko-opin kieli

Joukko-oppi késittelee nimenséd mukaisesti joukkoja. Ensimméisen kertaluvun kie-
leksi se on hyvin yksinkertainen, silla sen symboliaakkosto ei sisallé lainkaan vakioi-
ta tai funktioita. Relaatioita siihen kuuluu yksi, kaksipaikkainen sisaltymisrelaatio
€. Sisaltymisrelaatiota kayttavan kaavan a € b tulkitaan tarkoittavan a on joukon
b alkio. Taméan lisaksi kaytetdan tutkielmassa kaytetadn myos yleisesti tunnettuja
lyhenteita kuten a C b, a on joukon b osajoukko.

Huomattakoon myos, ettd malleissa esiintyvét funktiot tai kuvaukset maéritel-
laan joukkoina, joihin kuuluvat vain jarjestettyja pareja siten, ettd millaan kahdella
joukon alkiolla ei samaa ole joukkoa parin ensimméisené alkiona. Merkinté f(2) =5
on siis tAméan muotoilun puittessa ekvivalentti merkinnén (2,5) € f kanssa.

2.2 Zermelo-Fraenkel

Zermelo aloitti joukko-opin aksiomatisointinsa vuoden 1908 artikkelillaan “Unter-
suchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I”. Vuonna 1921 kirjeessdan Abra-
ham Fraenkel kuitenkin huomautti erdisti puutteista Zermelon jarjestelméssa [2], ja
myohemmin Thoralf Skolemin ja John von Neumannin avulla aksiomatisointi saa-
tiin muotoon, joka nykyédan tunnetaan nimelld Zermelo-Fraenkel aksiomatisointi tai
ZF.

Zermelo-Fraenkel-aksiomatiikka muodostuu seuraavista kahdeksasta joukko-opin
aksioomasta. Jatkossa termi joukko-oppi viittaa aina seuraavaksi esiteltavaan aksio-
matisointiin.

1. Ekstensionaalisuusaksiooma: kaksi joukkoa ovat samat, jos niilla on samat
alkiot, eli ZF-joukko-opin kaavana.

VaVy[Vz(z € x <> z € y) = = =y

2. Saannollisyysaksiooma: jokaiseen epatyhjaén joukkoon z kuuluu sellainen
joukko y, ettéd joukkojen x ja y leikkaus on tyhja, eli ZF-joukko-opin kaavana.

Ve[Fa(a € ) — Jy(y € e A—=Fz(z € y A 2 € 1))]

3. Erotteluaksiooma: aksioomaskeema, jokaista joukko-opin kielella muodos-
tettua kaavaa ®(x), jossa ovat vapaina muuttujat z, z, wy, wa, ws, . . . , Wy, kohti
on olemassa aksiooma, eli Z F-joukko-opin kaavana.

VoVw Vws .. Yw, FyVe[z € y > x € 2 A D(wy, we, w3, . .., wy, 2)]
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4. Pariaksiooma: jos x ja y ovat joukkoja, on olemassa joukko z, johon kuuluu-
vat joukot x ja y, eli ZF-joukko-opin kaavana.

VaVy3dzlx € z ANy € 2]

5. Yhdisteaksiooma: jokaista joukkoa z kohden on olemassa joukko z, kuuluu
vain ja ainoastaan joukkoon x kuuluviin joukkoihin kuuluvat alkiot.

Vr3zVala € z <> Jy(a € y Ny € )]

Joukkoa z kutsutaan joukkojen y € z yhdisteeksi.

6. Adrettomyysaksiooma: on olemassa sellainen joukko z, ettd () € z, ja jos
y € x niin myo6s y U {y} € z, eli ZF-joukko-opin kaavana.

D exAVyly ez —yU{y} € x))
Pienin taman aksiooman mukainen joukko on w.

7. Korvausaksiooma: aksioomaskeema. Olkoon z joukko ja P(a,b) sellainen
kaava, ettd jos P(x,y) ja P(z,z) niin y = z. On olemassa joukko
im(P;) = {z|P(y,2), y € «}.

8. Potenssijoukonaksiooma: jokaista joukkoa x kohden on olemassa joukko,
johon jokainen sen osajoukko kuuluu, eli Z F-joukko-opin kaavana.

VeIyVz(z Cx — z € y)

Aksioomien voidaan katsoa takaavan, tai vaativan, tiettyjen joukkojen olemas-
saolon, jotta joukkojen kokonaisuutta voidaan pitdd joukko-opin mallina. Luvus-
sa tullaan muodostamaan joukko-opin malli lahtemalld liikkeelle aarettomyy-
saksiooman vaatimasta joukosta ja tdydentamélla siitd malli lisaamalld aksioomien
vaatimat joukot kerta toisensa jalkeen.

Tutkielman kannalta aksioomista merkittavimpié ovat kaksi, potenssijoukonak-
siooma ja erotteluaksiooma. Potenssijoukonaksiooma, yhdessa erotteluaksiooman
kanssa, vaati jokaiselle joukolle, sen malliin kuuluvien osajoukkojen joukon olemas-
saoloa.

Erotteluaksiooma ei tosiasiassa ole yksittdinen aksiooma vaan se on itseasiassa
aksioomaskeema, jossa jokaiselle joukko-opin kielen yksimuuttujaiselle kaavalle on
yksi aksiooma, joista jokainen puolestaan vaatii, ettd jokaista joukkoa kohden ne
joukon alkiot, jotka toteuttavat kaavan muodostavat joukon.

Néiden kahdeksan aksiooman lisdksi otetaan usein mukaan valinta-aksiooma,
niin myos tassa tutkielmassa. Zermelo-Fraenkel aksioomat yhdessa valinta-aksiooman
kanssa tunnetaan kirjallisuudessa lyhenteelld ZFC

Maaritelma 1 (Valinta-aksiooma). Jokaista keskendén erillisten ei-tyhjien jouk-
kojen joukkoa x kohti on olemassa joukko gy, johon kuuluu tédsmaélleen yksi alkio
jokaisesta joukon x alkiosta.



Valinta-aksiooma on ekvivalentti useiden tunnettujen lauseiden, eritysesti Zor-
nin lemma ja hyvinjarjestysperiaatteen, kanssa. Naista tassa tutkielmassa tullaan
kayttamaan vain jalkimmaista.

Maaritelma 2 (Hyvinjérjestysperiaate). Jokaiselle ei-tyhjélle joukolle 2 on olemas-
sa hyvinjarjestys. Joukon x hyvinjarjestys on totaalinen jérjestys, jossa jokaisella
joukon z ei-tyhjalla osajoukolla on kyseisen jéarjestyksen mukainen pienin alkio.

2.2.1 FErityisia joukkojen kokoelmia

Joukko-opin kehittdmisen motivaationa on ollut halu saada perinteiselle matematii-
kalle jokin pohjateoria. Téstéd syysta onkin valaisevaa tarkastella yhta mahdollista
tapaa kasitelld luonnollisia lukuja Zermelo-Fraenkel teoriassa.

Luonnolliset luvut maaritellaan rekursiivisesti, lukua nolla edustaa tyhja joukko
ja lukua yksi joukko, johon kuuluu tyhja jouko. Luvun n seuraajaksi maéritellaan
nU{n}. Niin saadaan méériteltya kaikki luonnolliset luvut ja ne muodostavat tutun
hyvinjarjestyksen siséltymisrelaation suhteen silla, jos a < b, niin a € b. Luonnolliset
luvut ovat erikoistapaus joukoista, joita kutsutaan ordinaaleiksi, ne ovat nimittédin
ainoat aérelliset ordinaalit.

Maaritelma 3. Joukko av on ordinaali, jos se on transitiivinen ja sisaltymisrelaatio
€ hyvinjarjestaa sen.

Ordinaaleja on kahdenlaisia.

1. Joukko « on seuraajaordinaali, jos se on ordinaali ja on olemassa ordinaali /3,

jolle « = fU{B}.

2. Joukko « on rajaordinaali, jos se on ordinaali ja oo = Uﬁm s.

Luonnollisten lukujen joukko on esimerkki rajaordinaalista.

Koska ordinaalit ovat hyvinjarjestettyja, voidaan niitd hyodyntaa erilaisten maa-
ritelmien muodostamisessa transfiniittisen rekursion avulla. Transfiniittinen rekur-
sio on menetelmé, jonka avulla voidaan darellisesti maéritella mielivaltaisen kokoi-
sia aarettomia rakenteita, madrittelemalld pohjatapaus, seuraajaordinaalitapaus ja
rajaordinaalitapaus. Esimerkiksi luvun kumulatiivinen hierarkia maaritellaan
transfiniittisella rekursiolla.

Tutkielman késittelema kontinuumihypoteesi koskee joukkojen vélistd mahta-
vuutta, joten tarvitaan viela mahtavuuden maéaaritelmé. Mahtavuus maaritelldan
kuvauksien avulla.

Maaritelma 4. Jos joukosta o on olemassa injektiivinen kuvaus joukkoon 3, on g
vahintaan yhtdmahtava kuin o, merkitdan o < . Jos joukosta o on olemassa surjek-
tiivinen kuvaus joukkoon  on o > (. Jos joukkojen vélilld on olemassa bijektiivinen
kuvaus, ovat joukot yhtdmahtavat.

Huomattakoon, etté ordinaalijérjestys ja mahtavuuksista muodostuva jarjestys,
eivat ole samat vaikka notaatio onkin. Esimerkiksi w < w+ 1, vaikka kyseessa olevat
joukot ovat yhta mahtavat. Tutkielmassa mainitaan kyseisten merkintojen ohessa
kummasta on kyse, paitsi silloin, kun sekoittamisen vaaraa on héviédvan pieni.
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Kuten jo ylempéana todettiin asettaa mahtavuuden késite joukot jarjestykseen.
Tama motivoi kardinaaliluvun kasitteen.

Maaritelma 5. Ordinaali on kardinaali, jos ei ole olemassa bijektioita minkaan sité
ordinaalijarjestyksessa pienemman ordinaalin ja sen itsensa vélilla.

Selvésti kardinaaliluvut muodostavat keskendén hyvinjarjestyksen mahtavuuden
suhteen. Tata jarjestystd merkitdan yleensa N-luvuilla, jossa Ny on luonnolisten luku-
jen joukko, sita seuraava kardinaali N; ja niin edelleen. Cantorin diagonaalilauseesta
seuraa, ettd seuraava kardinaali on aina olemassa ja ettei suurinta kardinaalia voi
olla olemassa.

2.2.2 Zermelo-Fraenkel kaavat

Zermelo-Fraenkel kaavalla tarkoitetaan ensimméisen kertaluvun logiikan kaavaa,
joka kéyttaa joukko-opin kielen symboleita. Kaavoilla saadaan maéaariteltyéd erinai-
sid ominaisuuksia ja erotteluaksiooma puolestaan takaa, ettd néilld ominaisuuksilla
varustetut joukot ovat olemassa. Koska kaavat ovat usein pitkia ja suhteellisen ras-
kaita seka kayttaa, ettéd lukea kdydéan seuraavassa ldpi muutamia usein kaytettavia
ominaisuuksia maérittelevia kaavoja, seké annetaan niille lyhyemmaéat merkinnét.

1. Tyhja joukko: Koska tyhjin joukon aksioomaa ei tassa tutkielmassa kasitel-
lyssa aksiomatisoinnissa ole valittu aksioomien joukkoon, tulee tyhja joukko
mééritelld ja se maaritellidn kaavalla T'yh(x), joka on tosi kun = on tyhja
joukko.

Tyh(z) ==Vy(y € x =y #y)

Selvésti joukkoon jolle kaava Tyh(x) on tosi, ei kuulu ainuttakaan alkiota,
joten kyseessé on tyhja joukko. Tyhjajoukko on myos olemassa jos on olemassa
yksikin joukko, silla se voidaan muodostaa tasta olemassa olevasta joukosta
kaavan T'yh(x) ja erotteluaksiooman avulla.

2. Ordinaalit: Olettaen sdannollisyysaksiomaan, voidaan ordinaalit maéritel-
14 trasitiviisina joukkoina, jotka ovat trikotomisia relaation € suhteen (eli
Va,¥b(a € bV b € aV a = Db)). Niin ollen kaavan Ord(x), joka on tosi kun z
on ordinaali taytyy sisaltad namé molemmat vaatimukset.

Ord(z) =VyVz[(yex = (z€y—z€x))N(z€x— (2 €EYyVy € zVz =1y))]

Konnektiivin A vasemmalla puolella vaaditaan transitiivisuus ja oikealla puo-
lella trikotomia relaation € suhteen.

2.2.3 Kaavan kompleksisuus

Kasitellaén vield hieman kaavojen kompleksisuusteoriaa. Kaavan kompleksisuus maé-
raytyy sen kvanttoreiden mukaan. Kvanttoria kutsutaan sidotuksi, jos se on muotoa
Vo € y ¢ tal Jz € y ¢, jotka puolestaan ovat lyhenteita kaavoille Vz(x € y — ¢) ja
dz(z € yA¢). Jos kaavan kaikki kvanttorit ovat sidottuja, sanotaan kaavan kuuluvan
kompleksisuus luokkaan Ag. Jos kaava on muotoa Vi, missé ¢ on kuuluu luokkaan



Ag, sanotaan kaavan olevan luokkaa II;. Vastaavasti, jos kaava on muotoa Jx) ja 1
on luokkaa Ay, sanotaan kaavan olevan luokkaa ;. TAmén tutkielman puitteissa ei
tarvita suurempia kompleksisuusluokkia ja ne jétetaén tassa kasittelematta. Asiasta
kiinnostunut 16ytéa lisda lahteesta [3].

Huomattakoon, etté edellisessd luvussa mééritellyt kaavat Ord(x) ja Tyh(x)
kuuluvat luokkaan Ag, kaavat on kirjoitettu lyhentdmattoméssa muodossa, esimerk-
kind lyhennetty T'yh(x) on Yy € z(y # ).

2.3 Kumulatiivinen hierarkia

Zermelo-Fraenkel joukko-opin mallien eras ominaispiirre ovat kumulatiiviset hierar-
kiat. Jokaista ordinaalia o kohden on olemassa mallin taso V,,, johon kuuluvat kaikki
alempien tasojen alkiot. Tasot méaaritelldan transfiniittisen induktion avulla seuraa-
vasti.

1. Vo:=0
2. Voy1 :=P(Vy)

3. Vo =g, Vs, kun a on rajaordinaali

Taman liséksi saatetaan puhua joukkojen universumista V', joka on kaikkien V/,
yhdiste ja saannollisyysaksioomaan toteutuessa siihen kuuluvat kaikki joukot. Usei-
den joukko-opillisten paradoksien valttamiseksi joukkojen universumi ei kuitenkaan
itsessédan ole joukko.

2.4 Relativisointi

Kaava ¢ on relativisoitu joukkoon M, kun sen kaikki muuttujat ovat rajoitettu
joukkoon M. Merkitéin kaavan ¢ relativisointia joukkoon M, ¢M.

Esimerkki 1. Olkoon ¢ := Vz(z = (), joka on ZF-kaavana epatosi, esimerkiksi
ddrettomyysaksiooman nojalla. Olkoon M = {0}. Nyt ¢™ on Vo € M(z = (), joka
puolestaan on selvésti tosi.

Esimerkki 2. Olkoon ¢(z,y) := (x € yVy € xVx =y), jay = VaVyp(z,y). Lause
Y ei selvésti toteudu joukkojen universumissa V', silld jokaiseen standardimalliin
kuuluvat parit {1,2} ja {1,42}, eivit toteuta kaavaa ¢. Toisaalta relativisoituna
joukkoon w lause v selvasti toteutuu.

2.5 Lévy-Montague reflektioperiaate

Jotta voidaan tarkastella joukko-opin kaavojen toteutumista suhteessa konkreetti-
siin malleihin esitelldédn seuraavaksi reflektio.

Maiiritelma 6. Joukko M reflektoi kaavan ¢, jos kaava ¢ <+ ¢ on tosi, kun
kaavan ¢ vapaat muuttujat rajoittuvat joukkoon M.



Toisin sanottuna osajoukko M reflektoi kaavan ¢, silloin kun, muuttujien rajoit-
taminen osajoukkoon M ei muuta kaavan totuusarvoa. Reflektion avulla voidaankin
tutkia toteutuvuutta koko mallissa, késittelemalla mallin oikein valittua yksittéista
osajoukkoa.

Esimerkki 3. Olkoon ¢(z) := z = 0V Jy(z = y U {y}) ja M = w, jolloin ¢ (z)
onx =0V Iy € wx=yU{y}). Selvisti, seki kaava ¢(z), etti kaava ¢M(x) ovat
tosia aina, kun x € w, joten kaava ¢(x) <+ ¢™(z) aina, kun x € w, joten joukko w
reflektoi kaavan ¢.

Esimerkki 4. Tutkitaan seuraavaksi kaavaa Tyh(x). Olkoon M = {1,2}. Reflek-
toiko M kaavan Tyh(x)?

Jos x =1 = {0}, niin Tyh(x) on selvisti epitosi. Toisaalta Tyh™ (z) on tosi, silld
Yy € M(y ¢ 1), koska joukkoon M ei kuulu ainoaa joukkoon 1 kuuluvaa joukkoa,
joukkoa 0.

Tilanteeseen tulee radikaali muutos, jos joukolle M lisdtaén vaatimus transi-

tiivisuudesta. Nyt, koska 0 kuuluu joukkoon 1, on sen kuuluttava joukkoon M ja
Tyh(x) +> Tyh™(z) on tosi.

Kaavan reflektoituvuus transitiivissa joukoissa on yleistettévissia oleva ominai-
suus, jota kutsutaan kaavan absoluuttisuudeksi

2.5.1 Kaavan absoluuttisuus

Kaavaa ¢ kutsutaan absoluuttiseksi, jos ¢ <+ ¢™ aina kun M on transitiivinen
joukko. Erds ailemmin esitelty kaavojen joukko, nimittdin Ag-kaavat, on seuraavan
lauseen nojalla absoluuttiinen.

Lause 1. Olkoon M transititvinen joukko ja ¢ Ag-kaava, jonka vapaat muuttujat
rajoittuvat joukkoon M. Silloin ¢ <> ¢M on tosi.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla kvanttoreiden suhteen. Jos kaava ¢ ei sisélla
ainuttakaan kvanttoria, ovat ¢ ja ¢ relativisoinnin mééritelmén nojalla tdsmélleen
samat, joten selvisti ¢ <> @M.

Olkoon ¢ := 3z € y 1(x,y) € Ay, missd y on kaavan ¢ vapaa muuttuja. Koska
vapaat muuttujat kuuluvat joukkoon M, on y € M.

Nyt oM = 3z € M(z € y)Ap™(x,y),y € M. Koska M on transitiivinen, kaavan
¢ ehto 3(z € y),y € M on ekvivalentti ehdon Jx € M (z € y),y € M kanssa ja,
koska = € y ja y € M, niin myés = € M. Koska ¢(x,y) < ¢(z,y)" on aina tosi
induktio-oletuksen nojalla, on myés ¢ <+ ¢™ aina tosi.

Samoin myos tapauksessa, jossa ¢ on muotoa V(z € y) A Y(z,y) € Ao. O

Monet aiemmin kasitellyt Z F-kaavat ovat Ag-kaavoja. Koska esimerkiksi Ord(x)
on Ag-kaava, on ordinaalius absoluuttinen ominaisuus. Siis, jos M; ja M, ovat
joukko-opin malleja ja M; C Ms ovat niiden ordinaalit tdsméalleen samat. Samoin
on myo6s tyhjan joukon ja luonnollisten lukujen laita.

Kardinaalien kohdalla tilanne on eri, silli kardinaalit maéaritelliin suhteessa
kaikkiin bijektioihin. Esimerkiksi jos joukossa M on jokin bijektio ordinaalien « ja
B = a+ 1 valilla, ei 8 ole kardinaali. Jos rajoitutaan tarkastelemaan jotain joukon
M osajoukkoa josta kyseinen bijektio puuttuu on § valttamétta kardinaali.
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2.6 Lowenheimin-Skolemin lause alaspain

Vuonna 1915 Leopold Lowenheim todisti, ettd jos ensimmaéisen kertaluvun lauseella
on malli, on silld my6s numeroituva malli [2]. Seitsemén vuotta my6hemmin Thoralf
Skolem onnistui yleistdmaédn tuloksen koskemaan mielivaltaisia lausejoukkoja seu-
raavassa muodossa: jokaisella ensimmaisen kertaluvun lausejoukolla, jolla on jokin
aareton malli, on jokaisen, kyseisen kielen kaikkien kaavojen, kaavajoukon ja sitéa
mahtavampien kardinaalien kokoisia malleja. Erityisesti siis jokaisella aarettéoméan
mallin omaavalla kaavajoukkolla on myos numeroituva malli. Ensindkemalta teoree-
ma vaikuttaa mielettomalta: miten Zermelo-Fraenkelin aksiomatisoinnilla, joka pu-
huu darettomasta méaarasta eri kokosia darettomyksia, voisi olla numeroituva malli?
Tama naennainen paradoksi selviaéd tarkastelemalla numeroituvuuden maaritelmaa.

Numeroituvuuden maéritelman taustalla on mahtavuus. Joukkoa kutsutaan nu-
meroituvaksi, jos se on yhtdmahtava luonnollisten lukujen joukon kanssa. Koska
yhtdmahtavuus ei ole enempaé eikd vihempéad kuin bijektioiden olemassaoloa, voi-
daan helposti kuvitella malli, jossa kaikki joukot ovat “mallin ulkopuolelta” nume-
roituvia, siind mielessa, etta bijektio jokaisen joukon ja luonnollisten lukujen valilla
on kuviteltavissa, eli sen olemassaoloa ei pois sulje mikdan, esimerkiksi Cantorin
lause, mutta késilla olevasta numeroituvasta mallista nuo bijektio puuttuvat, jolloin
kyseiset joukot ovat mallin sisdiseistd nakokulmasta ylinumeroituvia.

Potenssijoukon aksiooma ei myoskaén, yllattavéia kylla, muodostu numeroituvien
mallien olemassaolon esteeksi, silld se vaatii vain, ettd jo malliin kuuluvat osajou-
kot muodostavat yhdesséa joukon, eivat “kaikki mahdolliset osajoukot” Esimerkiksi
Godelin konstruoituvaan universumiin kuuluu vain joukkoja, jotka voidaan maéri-
tella kaavoilla, joten sen luonnollisten lukujen joukon potenssijoukkoon mallin si-
silla kuuluvat vain kaikki kaavoilla maariteltavat luonnollisten lukujen osajoukot.
Myos koska kaavat ovat darellisia ja niitd on olemassa vain numeroituva méaara, ei
joukkojakaan voi olla sen enempaa.

Lause 2. Jos |L| = k, missd Lg on S-kielen kaavojen kokoelma, ja kaavajoukolla T
on malli, jonka mahtavuus A > K, niin kaavajoukolla T' on malli, jonka mahtavuus
on K.

Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi lahteesta [4]. O

Koska joukko-opin kielen kaavojen kokoelman mahtavuus on Ry, on Lowenheimin-
Skolemin lauseen nojalla olemassa joukko-opin teorian numeroituvia malleja. Myo-
hemmin muodostetaan eras tallainen malli.

2.7 Kontinuumihypoteesi

Cantorin diagonaalilause osoittaa, ettd minkéd tahansa joukon potenssijoukko on
aina alkuperdisté joukkoa mahtavampi. Se ei kuitenkaan sano mitaén siitd kuinka
paljon mahtavampi potenssijoukko on ja miten asiaa tulisi edes mitata?

Mahtavuuksien tapauksessa vertailuun on kaytettava edelld maariteltya kardi-
naalilukujen jonoa vaikka se onkin riippuvainen itse mallista. Kontinuumihypoteesi
kasittelee tatéa kyseista dilemmaa.

Maéritelmé 7 (Kontinuumihypoteesi CH). 2% = R;.
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Kyseessa on joukko-opin kaava, jonka toteuttavat sellaiset mallit, joissa kardi-
naalin N, osajoukkojen kokoelma on yhtdmahtava kardinaalin N; kanssa. Tavallisesti
tdman ajatellaan tarkoittavan sitéd, ettd luonnollisten lukujen osajoukkojen joukko
on yhtamahtava reaalilukujen joukon kanssa. Godel osoitti artikkelissaan [5], etta
jos ZF-malleja on olemassa, on olemassa myos kontinuumihypoteesin toteuttavia
Z F-malleja.

Viela vahvempi joukkojen ja niiden potenssijoukkojen mahtavuuksien suhdetta
kasitteleva kaava on seuraava.

Maaritelma 8 (Yleistetty kontinuumihypoteesi GC'H ). Kaikille ordinaaleille o pa-
tee, 2% = N, 1.

Yleistetty kontinuumihypoteesi antaa jo hyvin tiukat raamit sille, mita joukkojen

ja niiden potenssijoukkojen mahtavuuden vélisestéd suhteesta voidaan sanoa. Selvésti
jos GCH, niin CH.



3 Konstruoituvat joukot ja minimaaliset mallit

Todistuksessaan kaavajoukkojen ZFC' ja ZFC + GCH ristiriidattomuudesta [5]
Godel kehittaa konstruioituvien joukkojen késitteen ja osoittaa, ettd konstruoituvat
joukot muodostavat joukko-opin mallin. Téssé kostruoituvalla tarkoitetaan jouk-
koa, joka voidaan joitain ennalta maarattyja operaatioita kdyttden muodostaa sitéa
aiemmin esiintyneistd joukoista. Tamén jélkeen Godel osoittaa, ettd konstruoitu-
vien joukkojen muodostamia malleja 16ytyy jokaisen Z F-mallin sisélta ja ettd ndma
sisdiset mallit toteuttavat myos valinta-aksiooman ja yleistetyn kontinuumihypotee-
sin.

J.C. Shepherdson artikkelissaan Inner models for set theory [6] lahtee liikkkeelle
Godelin sisdisten mallien menetelmésté, ja padtyy osoittamaan, ettd kyseinen me-
netelmé ei kykene osoittamaan kaavajoukon ZFC + —~CH ristiriidattomuutta tai
ristiriitaisuutta. Samalla Shepherdson tulee esitelleeksi minimaalisen mallin késit-
teen.

Minimaalisilla malleilla tarkoitetaan joukko-opin tapauksessa sellaisia malleja
joilla ei ole ainuttakaan sisaistd mallia. Toisin sanottuna minimaalinen malli on
ekvivalentti sen jokaisen sisaisen mallin kanssa.

Kymmenen vuotta Shepherdsonin jalkeen, Cohen kehitti uuden tavan muodostaa
minimaalisia malleja. Taméa luku perustuu Cohenin alkuperiiseen artikkeliin [7].

3.1 Cohenin minimaalinen malli

Olkoon Tj, mielivaltainen transitiivinen kokoelma joukkoja, johon kuuluu luonnol-
listen lukujen joukko. Maaritelldan induktiolla jokaiselle ordinaalille o > 1, T}, seu-
raavasti.

Olkoon C, = g, Tp- Nyt:
1. Jos x,y € C,, niin {x,y} € T,, tdmi takaa, etta pariaksiooma toteutuu.

2. Jos x € C,, niin z = {y|Fu(y € u € x)} € T, tdma takaa, ettd T, on
transitiivinen ja toteuttaa yhdisteaksiooman.

3. Jos x € C,, niin z = {yly C z,y € Cy} € T,, potenssijoukon C,, rajoittuma
kuuluu joukkoon T,

4. Jos R(a,b) on joukko-opin kielen symboleista ja joukon C, alkioista muodos-
tettu kahden vapaan muuttujan kaava ja jos kaikille jonkin joukon x € C,,
alkioille y, on olemassa uniikit alkiot z € C, siten, ettd R(y,z) on tosi, kun
kaavan R kvanttorit rajataan joukkoon C,, niin alkioiden z kokoelma muo-
dostaa joukon, joka kuuluu joukkoon 7. Tama kohta takaa, etta korvaus- ja
erotteluaksiooma péateviat minimaalisessa mallissa.

5. Joukkoon T, ei kuulu muita joukkoja.

Ottamalla kaikkien edella maéariteltyjen joukkojen T, yhdiste, saadaan joukko
M, jota kutsutaan joukon Tj generoimaksi minimaaliseksi malliksi.

Jokaisella € M on olemassa pienin ordinaali « siten, ettd x € T,. Tata ordi-
naalia o kutsutaan joukon x asteeks.
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Huomaa, etté joukon M maéaritelmé on sama kuin Godelin konstruoituvan jou-
kon maaritelméa, mutta toisin kuin Godelin konstruoituvissa joukoissa, ei Cohenin
minimaalisessa mallissa vaadita, ettd C,, € T,.

Lause 3. M on Zermelo-Fraenkel-teorian malli.

Todistus. Todistetaan kaymalla lapi Zermelo-Fraenkel aksioomat.

1.

Ekstensionaalisuusaksiooma: Koska jokainen transitiivinen joukko toteut-
taa ekstensionaalisuusaksiooman ja M on transitiivinen, toteuttaa se eksten-
sionaalisuusaksiooman.

Saannollisyysaksiooma: Sdannollisyysaksiooma pétee jokaisessa joukossa,
niin myo6s joukossa M.

Erotteluaksiooma: Olkoon = € M, « joukon z aste ja ¢ jokin yhden vapaan
muuttujan kaava. Olkoon R(a,b) := (a = b) A¢(a). Koska R(a,b) on tosi, vain
jos a = b, joukko {b|R(a,b),a € x} on tdsmaélleen niiden alkioiden joukko,
jotka kuuluvat joukkoon z ja toteuttavat kaavan ¢. Joukon M konstruktion
neljannen vaiheen perusteella tamé joukko kuuluu joukkoon T} kaikilla 8 > «
ja siten myos joukkoon M.

Pariaksiooma: Olkoon x,y € M, a ja f joukkojen x ja y asteet ja v jokin niité
suurempi ordinaali. Nyt z,y € C,, joten joukon M konstruktion ensimmaisen
vaiheen mukaan {z,y} € T,. Koska M = |JT,, kaikille ordinaaleille ¢, niin
{z,y} € M.

Asrettomyysaksiooma: T; on joukon M osajoukko ja w € Tp, joten w € M.

. Yhdisteaksiooma: Olkoon = € M, a joukon z aste ja 3 jokin sitd suurempi

ordinaali. Koska = € T, niin « € Cg, joten joukon M konstruktion toisen
vaiheen mukaan, on olemassa sellainen z € T, ettid y € z <> Ju(y € uAu € x).
Koska z € M, toteuttaa M yhdisteaksiooman.

Korvausaksiooma: Olkoon « ordinaali, z € C, ja ¢ sellainen kahden muut-
tujan kaava, ettd jos ¢(a,b) on tosi, ja ¢(a,c) on tosi, niin b = c. Nyt ¢
on joukon M konstruktion vaiheen nelja mukainen kaava, joten im(¢,) =
{z|é(y, ), y € x} on joukko, joka kuuluu joukkoon T, ja siten myés joukkoon
M.

Potenssijoukonaksiooma: Olkoon x € M, « joukon z aste ja 8 joukkoon
M kuuluvien joukon x osajoukkojen asteiden maksimi. Nyt seka joukko x,
ettd kaikki sen joukkoon M kuuluvat osajoukot kuuluvat joukkoon C. kai-
killa v > «, 8. Joukon M konstruktion kolmannen vaiheen mukaan joukon x
potenssijoukko (joukossa M) kuuluu siis jokaiseen T, ja siten myos joukkoon
M.

]

Seuraavaksi osoitetaan vield, etté kyseinen malli on numeroituva ja minimaalinen
siind mielessé, ettd se on isomorfinen jokaisen sisdisen mallinsa kanssa.
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Lause 4. Jos M’ on Zermelo-Fraenkel teorian transitiivinen malli ja Ty C M, niin
M C M.

Todistus. Merkitdan jokaista ordinaalia o € M’ kohden symboleilla 77, ja C!, jouk-
koja, jotka on muodostettu samoin kuin 7y, ja C,. Selvésti, jos o € M', niin T, = T,
ja C! = C,. Olkoon

M =] c,
acM’
Y= {a|Ca+1 # Ca}
Y ={alae M',C/ ., #C.}

Seka X, ettd X/ ovat alaspain suljettuja ordinaalien joukkoja, eli jos z € ¥ ja y < z,
niin y € Y, josta seuraa, ettd 3 C Y/, silld muutoin on olemassa pienin sellainen
p e X ettd § ¢ ¥ ja Csg = M". Nyt, koska M"” on ZF-malli, yllimaaritellyt
operaatiot 1-4 eivét tuota uusia joukkoja kun otetaan C, = Cjg, joten Cz = Cpyy,
toisin sanottuna 5 ¢ 3, mika on ristiriita. Tasta seuraa, ettd kaikilla o € X, T,, C
M’ ja siis M C M'.

m

Lause 5. Jos Ty on numeroituva, niin myos joukon Ty generoima M on numeroi-
tuva.

Todistus. Koska Ty on numeroituva, voidaan muodostaa jokaista joukkoon Ty kuu-
luvaa alkiota a ja sen kuulumista toiseen joukon Tj alkioon b kohden lause a € b.
Lisadmaélla nama lauseet kaavajoukkoon ZF' saadaan kaavajoukko jota merkitdan
ZF + (Tp € M). Koska ylla maaritelty joukko M on kaavajoukon ZF + (Tp € M)
malli on Léwenheimin-Skolemin

lauseen nojalla olemassa numeroituva malli M’, joka toteuttaa kyseisen kaava-
joukon ja on siis Z F-teorian malli, johon kuuluu joukko Tj.

Maééritellddn transfiniittisella rekursiolla joukkojen x € M’ kumulatiivisen hie-
rarkian asteen suhteen kuvaus,

o) ={ylzeM zex,¢(z)=y }

Taméan kuvauksen kuvana saadaan relaation € suhteen joukon M’ kanssa isomor-
finen transitiviinen joukko M” (tdmé on erikoistapaus Mostowskin romahdus lem-
masta. Lisdtietoa loytaa esimerkiksi lahteesta [8]).

Nyt, koska M"” on ZF-mallin kanssa €-relaation suhteen isomorfinen, on myos
se Z F-malli. Koska M" on myos numeroituva, transitiivinen ja siithen kuuluu joukko
Tp, niin lauseen 4| nojalla M C M”, joten myds M on numeroituva.

O
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4 Mallin laajentaminen ja pakotusmenetelma

Tassé luvussa esitellidan menetelmé mallin laajentamiseksi ja tiettyjen lauseiden to-
tuuden varmistaminen muodostuvissa uusissa malleissa. Tekniikka esitelladn kon-
kreettisesti lisddamalla edellisessé luvussa madariteltyyn Cohenin minimaaliseen mal-
liin jokin luonnollisten lukujen osajoukko jota sielté ei viela edellisen maaritelméan
mukaan 16ydy. Pakotusmenetelmaé varten on tarpeellista ensin esitellé joitain yleisia
osittaisten jarjestysten ominaisuuksia.

4.1 Lisattava joukko

On selvaé, ettd mité tahansa joukkoja lisiamaélla ei saada muodostettua uutta mal-
lia. Seuraavaksi muutamia huomioita mahdollisista ja mahdottomista lisattavisté
joukoista.

Kuten joukko-opin aksioomia kasittelevéissa luvussa todettiin, asettavat aksioo-
mat tiettyja vaatimuksia malliin kuuluville joukoille. Lisdamalla jo kuuluvia joukko-
ja ei saada aikaiseksi uutta mallia ja ndiden malliin jo kuuluvien joukkojen méara on
valtava. Vaikka suunnitelmana onkin lisdta vain yksi luonnollisten lukujen osajouk-
ko ja Cohenin minimaalinen malli on numeroituva, on lisdttdvin joukon valinnassa
silti noudatettava huolellisuutta.

Ensinnékin kaikki luonnollisten lukujen aérelliset osajoukot kuuluvat jo malliin,
silla ne saadaan muodostettua darelliselld maarélla pari- ja yhdisteaksioomien sovel-
tamista, joten joukon tulee olla dareton. Malliin kuuluvat myos kaikki erotteluak-
sioomalla muodostettavat osajoukot, eli kaikki luonnollisten lukujen osajoukot jotka
voidaan maéaritelld darelliselld kaavalla, joten lisattavan joukon tulee olla kaavalla
madrittamaton, toisin sanottuna ei-konstruoituva.

Jotta edella mainitusta, ei-konstruoituvasta joukosta, on mahdollista puhua, kéy-
tetdan seuraavaa strategiaa. Joukkoa ei ikind maéritelld kerralla kokonaan, vaan
maéaaritellddn reunaehtoja lisattaville joukolle, ja todetaan, etta lisattavéa joukko on
“jokin ehdot tayttivista joukoista” Strategian helpottamiseksi edes ehtoja ei pideté
mukana kerralla monia, vaan erindiset vaatimukset sulautetaan aina yhdeksi ehdok-
si. Taman mahdollistaa toimiminen myohemmin méariteltavassa ehtojen osittaisessa
jarjestyksessa.

Téssd tutkielmassa ehtoina toimivat aluksi funktiot luonnollisten lukujen &arelli-
sista osajoukoista, ja myohemmin joukon Ry x Ny aarellisista osajoukoista, joukkoon
{0,1}. Huomionarvoista on, ettd kyseiset funktiot 16ytyvat alkuperaisestd mallista
M. Koska ehtojen lahtojoukot ovat aérellisid, tulee niiden vaatimien ominaisuuk-
sien olla maariteltavissa jonkin lisattdavan joukon &darellisen osan perusteella. Tal-
laista ominaisuutta kutsutaan geneeriseksi ja joukkoa, jonka jokainen ominaisuus
on geneerinen kutsutaan geneeriseksi joukoksi. Vain geneeristen joukkojen lisddmi-
nen malliin M on mahdollista, kuten mychemmin nahdé&an.

4.2 Osittaisista jarjestyksista

Tassa luvussa késitellaén Cohenin todistuksen ymmartamiseen tarvittavia esitietoja
osittaisisista jérjestyksista.
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4.2.1 Osittaiset jiarjestykset

Osittainen jérjestys on kokoelma alkioita varustettuna binddrirelaatiolla, joka on
refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen.
Osittaisen jéarjestyksen P alkiota a kutsutaan koatomiksi, jos

Ve[((x € P)ANx > a) — x = {a}]

Ositttaista jarjestystd kutsutaan koatomittomaksi, jos mikaan sen alkio ei ole
koatomi. Esimerkkina koatomittomasta osittaisesta jarjestyksesta otetaan kaikkien
aarellisten bindarisanojen joukko varustettuna relaatiolla b > a, jos sana a on sanan b
prefiksi. Relaatio on selvésti seka refleksiivinen, antisymmetrinen, etta transitiivinen.
Valittomésti myos ndhdaéan, ettd kyseessd on koatomiton osittainen jarjestys, sillé
jokaiselle alkiolle a on olemassa ainakin alkio a0, jolle patee a0 > a ja a0 # a
tai a0 # P. Voidaan siis ajatella osittaisen jérjestyksen olevan koatomiton, jos sen
jokainen alkio on tietyssa mielessa laajennettavissa ylospain.

Maaritelma 9. Osittaisen jarjestyksen P osajoukkoa G kutsutaan sen ihantecksi
jos:

1. Kaikille p,q € G, on olemassa r € G, jolle p <7, ja g < r.
2. GG on alaspéin suljettu eli, jos p < ¢ ja g € G, niin p € G

Jos jokaiselle p € P, joko p € GG tai on olemassa sellainen ¢ € G, ettéd kaikille
reG,p f r tai g ﬁ r, ihannetta G kutsutaan maksimaaliseksi ihanteeksi.

4.2.2 Osittainen jarjestys P

Esitelldan viela esimerkkina erds myohemmin hyodynnettavé osittainen jarjestys ja
sen eraiden ihanteiden ominaisuuksia.

Esimerkki 5. Muodostetaan osittainen jarjestys P luonnollisten lukujen joukon w
avulla ottamalla osittaisen jarjestyksen alkioiksi kaikki funktiot luonnollisten lukujen
aarellisista osajoukoista, joukkoon {0,1}. Jos a,b € P, niin a < b silloin, kun a C b,
eli kun funktio a on funktion b rajoittuma funktion a lahtojoukkoon.

Selvésti kaikki osittaisen jéarjestyksen P alkiot kuuluvat Cohenin minimaaliseen
malliin M, silla ne voidaan muodostaa darellisista ordinaaleista kayttdmalla darel-
lisen méaarén ZF'C':n aksioomia. Olkoon G osittaisen jérjestyksen P mielivaltainen
ihanne. Kuuluuko ihanteen alkioiden yhdiste [ J gec 9 malliin M7

Tarkastellaan ihanteen maéritelmaéd suhteessa kyseiseen osittaiseen jarjestyk-
seen. Thanteen tulee olla suljettu perattaisten unionien suhteen silla, jos p,q € G,
niin kohdan yksi nojalla on olemassa jokin r € G, johon kuuluvat alkiot p ja ¢,
joten siihen kuuluu my6s niiden unionin. Kohdan kaksi nojalla taas ihanteeseen G
kuuluvat kaikki alkioon r kuuluvat joukot, joten myos p U ¢ € G. Kohta yksi aset-
taa myos rajoituksen ihanteen alkioille. Nimittain kaikkien ihanteen alkioiden pitaé
olla yhteensopivia siind mielessd, etté jos p,q € G ja n € Dom(p) N Dom(q), niin
p(n) = q(n), silld muutoin p U ¢ ei olisi funktio, eiké siis voisi kuulua joukkoon P
eiké téten ihanteeseen G.
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Kohta kaksi puolestaan sanoo, ettd jos p € GG, my0s jokainen funktion p rajoit-
tuma johonkin sen ldhtéjoukon osajoukkoon kuuluu ihanteeseen G. Néiden ope-
raatioiden (unioni ja rajoittumien lisdidminen) avulla voidaan mikd tahansa yh-
teensopiva osittaisen jarjestyksen IP osajoukko laajentaa ihanteeksi. Yhteensopivuu-
desta seuraa myos, ettd jokaisen maksimaalisen ihanteen unioni antaa kuvauksen
fo :w — {0,1}, joka voidaan tulkita tuttuun tapaan luonnollisten lukujen osajou-
koksi. Jokaista mahdollista luonnollisten lukujen osajoukkoa kohden on siis olemassa
viahintadn yksi sellainen maksimaalinen ihanne, jonka unioni muodostaa funktion,
jolla luvun yksi alkukuva on kyseinen joukko. Koska Cohenin minimaalinen malli
on numeroituva, on olemassa sellaisia luonnollisten lukujen osajoukkoja, jotka eivét
sithen kuulu. Néin ollen on oltava olemassa myos sellaisia osittaisen jarjestyksen IP
ihanteita joiden unionit eivat kuuluu malliin M.

Yksittéisid osittaisen jarjestyksen P alkioita voidaankin edella kuvatun maksi-
maalisten ihanteiden ja luonnollisten lukujen osajoukkojen valisen suhteen nakokul-
masta pitdd saantoind jonkin osajoukon ominaisuuksille. Esimerkiksip € P, p(3) = 1
takaa, ettd jokainen maksimaalinen ihanne G, johon kuuluu alkio p méarittda os-
ajoukon johon luku kolme kuuluu. Suunnitelmana onkin lisitd jokin néistd mak-
simaalisista ihanteista G malliin M muodostaen taten mallin M[G] ja pakottaen
kyseiselle mallille joitain valittuja ominaisuuksia.

4.2.3 P-nimet ja evaluaatiot

Mallin M[G] muodostamiseksi kdytetddan niin sanottuja P-nimien evaluaatioita.
P-nimi on joukko jarjestettyja pareja (o, p) missid o on P-nimi ja p € P. P-nimet
muodostetaan transfiniittisella rekursiolla seuraavasti.

1. N() = @
2. Nyi1:=P(Ny x P)(N M, kun a + 1 on seuraajaordinaali

3. N, := UB@ Ng, kun « on rajaordinaali

Kaikkien P-nimien kokoelma |J .oy No on liian kuuluakseen malliin M. Siité
kaytetddan merkintdd MT.

Jokainen P-nimi kuuluu malliin M. Maaritelmasta seuraa, etta jokaisella P-
nimelld on sitd vastaavan ordinaalin mukainen nimiaste.

Valitsemalla jokin osittaisen jarjestyksen P ihanne (G, voidaan maaritella IP-
nimien G-evaluaatio kyseisen ihanteen suhteen tulkitsemalla nimiasteen o 4 1
P-nimet N, x P relaatioina ja ottamalla ndiden alkukuvia rekursiivisesti ihanteen G
suhteen.

Esimerkki 6. Olkoon 7 = {(09,p), (01,9)}, 00 = {(o1,p)} ja o1 = {(0,7)}. Nyt
riippuen siitd kuuluuvatko alkiot p, ¢ ja r ihanteeseen G vai eivét, tulee alkion 7 G-
evaluaatio, merkitdan 7¢, olemaan eri. Tata havainnollistetaan seuraavassa taulussa.
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7 ={(00,p),(01,0)} | 0o ={(o1,p)} | o
{{0}} {0} 0
{0} 0
0

{{0}}
{{{0}}} {{0}} {0}
{{0}} {0} 0

{{{03},{0}} {{0}} {0}

Joukko M[G] méaaritellaan ottamalla jokaisen P-nimen G-evaluaatio. Néin ollen
valittu thanne G méérittaa taysin mita alkioita joukosta M |G| 16ytyy. Seuraavaksi
osoitetaan, ettd ihanteen GG ollessa maksimaalinen joukosta M [G] 16ytyy aina jokai-
nen joukon M alkio.

M MAARAR M
M MA M A MR
==Y
—
=
—

MA M M MAR|

€

Lause 6. Olkoon G osittaisen jarjestyksen P maksimaalinen ihanne. Tdlloin M C

MIG].
Todistus. Maaritellaan ensin jokaiselle mallin M alkiolle x kanoninen P-nimi

t={Wp) |ycx, pel}
Todistetaan lause osoittamalla, ettd ¢ = z transfiniittisella induktiolla nimiasteen

suhteen. Selvasti @G = () kaikille ihanteille G.

Nyt riippumatta siita mitka alkiot kuuluvat ihanteeseen G' on nimen & G-evaluaatio
% = {§%y € =z} ja induktio-oletuksen nojalla {7y € z} = {yly € =} = =, silla
kaikkien ¢ nimiaste on pienempi kuin nimen & nimiaste. O]

Jokainen z € M kuuluu siis joukkoon M[G], mutta 16ytyyko sieltd uusia jouk-
koja? Nain kédy ainakin, kun maksimaalinen ihanne G' ¢ M, silla G kuuluu aina
joukkoon M[G]. Jokainen p € P kuuluu joukkoon M, joten jokaiselle osittaisen jér-
jestyksen P alkiolle on olemassa kanoninen nimi p, joiden avulla méaritelldan joukko

I={(pp|pecP}

Tutkimalla joukon I' G-evaluaatiota saadaan
r“={peG={ppeG=0G

joten ihanne G siis kuuluu aina joukkoon M[G].

4.3 Totuus mallissa M |G|

Tarkoituksena on osoittaa joukon M |G| toteuttavan joitain ensimmaéisen kertaluvun
logiikan lauseita, erityisesti Zermelo-Fraenkel joukko-opin aksioomat, mutta miten
joukkoa M][G] koskevien lauseiden totuutta pitaisi kasitella? Kaikista suoraviivai-
sinta olisi, jos joukon M[G] ominaisuuksia voisi johtaa suoraan mallista M. Juuri
tdma onkin Cohenin pakotusmenetelmén ideana.

Koska malli M[G] muodostetaan joukon M alkioista (P-nimisté), jotka evaluoi-
daan suhteessa joukon P alkioihin, jotka kuuluvat myo6s malliin M, l6ytyvat kaikki
joukon M[G] tutkimiseen tarvittavat osat jo mallista M.

Totuus ei kuitenkaan ole yksiyhteen mallien M [G] ja M valilla. Tama kay selvaksi
jo seuraavasta yksinkertaisesta esimerkisté.
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Esimerkki 7. Olkoon ¢ := 0 € 1. Selvisti M F ¢, silli

0={@p) |peP}¢{(0p)|peP}=1

Toisaalta,
0“=0e1=1

riippumatta joukon G valinnasta, joten M |G| |= ¢, kaikilla G C P.

Ylldolevassa esimerkissé lauseen ¢ totuus ei riipu ihanteesta G| sillé kaikki lausee-
seen kuuluvat alkiot ovat mallin M alkioita vastaavia kanonisia nimié.

4.3.1 Sisdltymisrelaatio joukossa M|[G]

Tarkastellaan ensin mallin M |G| sisédltymisrelaation toimintaa suhteessa mallin M
alkioihin. Olkoon 7,0 € M¥ ja G, jokin osittaisen jirjestyksen P maksimaalinen
ihanne. Mitka ovat riittévit ja tarpeelliset reunachdot niille, jotta 0% € 7¢? Naii-
visti ehdoksi voisi kuvitella riittavin (o, p) € 7, jollain p € G. Kyseisessé tapaukses-
sa tietysti 0@ € 7¢, mutta se ei vield maarita yksikésitteisesti sisialtymisrelaatiota.
Selviisti, jos p = {(7,p)}, o = {(7,9)} ja p,q € G, niin p© = 0%, vaikka p # o.

On siis mahdollista, ettd 0% € 7 vaikka Vp € G((o,p) ¢ 7), jos p¢ = 0% ja
Ip € G((p.p) € 7).

4.3.2 Lauseista

Koska joukko-opin lauseet kasittelevit vain joukkojen olemassaoloa ja toisiinsa kuu-
lumista, ja ihanteen G alkiot madrittédvat joukossa M |G| olevien joukkojen olemas-
saolon ja siten myo6s niiden kuulumisen muihin joukkoihin, méarittavit ihanteen G
alkiot myos lauseiden totuusarvon.

Ihannetta G ei kuitenkaan voida méarittda kertarysiykselld, silla se ei kuulu
malliin M eiké sitd néin ollen voi kdyttad mallin M sisalla. Téstd syysta onkin
tarpeellista katsoa asiaa ikadn kuin alkioiden p suunnasta ylospain. Jos jokin tietty
p € G, niin mita se kertoo ihanteeseen G liittyvista muista alkioista, ja erityisesti
uudesta joukosta fg = J gec 97 Jotta totuudesta olisi mielekdstéd puhua joudutaan
aina tyytymaan jonkin lauseen totuusarvon tutkimiseen jonkin tietyn, yksittéisen,
alkion p suhteen, tutkimalla takaako tai estadko alkion p kuuluminen ihanteeseen G
lauseen toteutumisen mallissa M [G]?

4.4 Pakottaminen

Joukko M[G] muodostuu P-nimien G-evaluaatioista. Yksinkertaisimmillaan ihan-
teen G alkiot kertovat funktiosta f;. Havainnollistetaan taté esimerkin avulla.

Esimerkki 8. Jos p = {(5,0)} € G, niin selvésti f;(5) = 0 pitéisi olla tosi mallis-
sa M|G|]. Tarkistetaan asia vadntamalld rautalangasta, suunnitelmana muodostaa
mallin M alkioita (P-nimid) vakioina kayttavé lause, joka G-evaluoituu halutuksi
lauseeksi.

Johtuen funktion fs muodostamis tavasta on fo(5) = 0 ekvivalentti helpommin
kasiteltédvan lauseen ¢ := (5,0) € |JG kanssa. Nyt on etsittédva lauseen vakioita
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vastaavat P-nimet. Jarjestetty pari (5,0) 16ytyy jo mallista M, joten sen P-nimi on
sen, lauseen [0] todistuksessa méadaritelty kanoninen nimi. Riippumatta ihanteen G
valinnasta sen P-nimena toimii samassa luvussa esitelty I'.

Samoin myos kaikilla ¢ > p. Voidaan siis sanoa, ettd p € G (tai miké tahansa g >
p, q € G) pakottaa, lauseen fg(5) = 0 olevan tosi mallissa M[G]. Tamé yksinker-
taistettu ndkemys pakottamisesta riittaa toistaiseksi. Merkitaan p IF ¢(m, ..., 7%),
aina kun p € G — M (& . 7).

Jotta mitadn lisattavan joukon GG ominaisuuksia ei jateta arvailun varaan on tar-
kedd, etta jokaiselle ominaisuudelle ¢, joka on tosi joukolla G on olemassa sellainen
p € G, ettd p IF ¢. Téméan joukon G piirteen varmistamiseksi tarvitaan geneerisen
ihanteen késite.

Ei ole lainkaan selvad, ettd jokaiselle joukko-opin lauseelle olisi olemassa sel-
lainen yksittdinen p € G, joka pakottaisi mallin toteuttamaan lauseen. Toisaalta,
vaikka jokin tietty p € G, sen ei tarvitse pakottaa kyseisen lauseen totuutta. Jos
voidaan varmistua siita, etta jokainen alkion p laajennus ¢ voidaan puolestaan laa-
jentaa alkioksi, joka takaa lauseen toteutumisen mallissa M |G|, sanotaan alkion p
pakottavan kyseisen lauseen. Tamén ajatuksen toteuttamisen mahdollistavat mah-
dollisuusverkot.

Kasitteen avaamiseksi tarkastellaan aiempaa esimerkki lausetta ¢ := fg(5) = 0.
Ylempéni todettiin, ettd jos p = {(5,0)} € G, niin ¢MI¢. On myés vilittomasti
selvad, etté jos {(5,1)} € ¢ € G, niin ihanteen yhteensopivuusehdon nojalla p ¢ G,
joten M[G] ei voi toteuttaa lausetta ¢.

Jos taas ainoa tietomme ihanteesta G on, ettd r € G ja 5 ¢ Dom(r) on
mahdollista, ettd p € G. Lauseen ¢ mahdollisuusverkolla Z¢ tarkoitetaan kaikkien
niiden osittaisen jarjestyksen P alkioiden joukkoa, jotka ovat yhteensopivia jonkin
alkion p kanssa jolle p IF ¢. Edellisen esimerkin tapauksessa

7% ={qeP|qg>ptu{recP|5¢ Dom(r)}

Eras tdarked mahdollisuusverkkojen ominaisuus on, etta ne sisaltyvat malliin M ja
antavat siten tyokalun, jolla voidaan kasitella lauseiden toteutumisen mahdollisuut-
ta mallista M kéasin. Seuraavan lauseen todistus on pitké ja koostuu lahinné ta-
pausanalyysisté, joten se sivuutetaan.

Lause 7. Olkoon P osittainen jarjestys ja ¢ joukko-opin symboleista ja P-nimistd
muodostuva lause. Tallin Z¢ € M.

Todistus. [I] O

4.4.1 Maksimaalisen ihanteen geneerisyys

Pakotusmenetelmén mahdollistamiseksi tarvitaan vielé erés joukko-opin mallien kans-
sa vuorovaikuttavien osittaisten jarjestysten ihanteiden ominaisuus, geneerisyys, jon-
ka méarittelemiseksi esitelldan ensin osittaisen jarjestyksen tiheyden kasite.

Maaritelma 10. Jos D on osittaisen jarjestyksen P osajoukko ja jokaiselle ¢ € P,
on olemassa sellainen r» € D, ettd ¢ < r sanotaan joukon D olevan tihea joukossa P.

Olkoon p € P, jos jokaiselle ¢ > p on olemassa sellainen r € D, ettd r > g,
sanotaan joukon D olevan tihed alkion p ylédpuolella.
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Esimerkkiné epatriviaaleista tiheista joukoista toimivat jokaista mahdollisuus-
verkkoa Z? kohden maéariteltavit joukot,

D?:={peP|(3BqeP\Z’p>q)V(VgeP\Z°plg) } (1)

Missé merkinta p_l q tarkoittaa alkioiden p ja q olevan keskendéan epayhteensopi-
via, ei siis ole olemassa sellaista r € P, etta r > p, ¢

Toisin sanottuna joukkoon D? kuuluvat kaikki ne osittaisen jarjestyksen P alkiot
jotka ovat joko jonkin mahdollisuusverkkoon Z¢ kuulumattoman alkion yldpuolella
tai yhteensopimattomia kaikkien kyseiseen mahdollisuusverkkoon kuulumattomien
alkioiden kanssa.

Erotteluaksiooman nojalla joukot D? € M, aina kun Z? € M. Ne ovat myos
tiheitd, silli jos p € P on yhteensopiva, jonkin ¢ € P\ Z? kanssa, niin ¢,p <
(pUq) € D?. Toisaalta, jos p ei ole yhteensopiva minkéin q € P\ Z¢ kanssa, kuuluu
p itse joukkoon D?.

Joukot D? ovat todistuksen kannalta merkittévid, silld jos saadaan osoitettua,
ettd kaikki ihanteen G alkiot kuuluvat mahdollisuusverkkoon Z¢ ja jonkin alkion
p € G voitaisiin osoittaa kuuluvan joukkoon D?, olisi varmaa, etté jokainen alkion
p laajennus kuuluisi myds mahdollisuusverkkoon Z¢, kuten tullaan myohemmin to-
distamaan. Téméan mahdollistamiseksi tulee ensin maaritelld ihanteen geneerisyyden
kasite.

Maaritelma 11 (Geneerinen ihanne). Olkoon G osittaisen jarjestyksen P ihanne,
jonka leikkaus minka tahansa tihedn joukon D C P, D € M kanssa on epétyhja.
Téllaista ihannetta G kutsutaan geneeriseksi yli mallin M.

Koska joukot D? ovat tiheitd, 16ytyy jokaiselle joukolle D? jokaisesta geneerisesté,
ihanteesta jokin alkio, joka kuuluu molempiin joukkoihin. Jos G C Z¢ ja G on
geneerinen ihanne, niin on olemassa sellainen p € G, etti p € D?, joten myos
kaikki alkion p laajennukset kuuluvat mahdollisuusverkkoon Z¢. Geneeriset ihanteet
toimivat siis juuri halutulla tavalla. Kaydaan lause ja todistus silti viela ajatuksen
selkeyttéamiseksi lapi.

Lause 8. Olkoon G osittaisen jirjestyksen P geneerinen ihanne ja G C Z® € M.
On olemassa p € G, jonka kaikki laajennukset kuuluvat joukkoon Z°.

Todistus. Olkoon D? kuten kohdassa . Koska D? on tihed ja G geneerinen niin
on olemassa jokin p € G N D?. Joukon D? méiéritelmisti seuraa, etti joko p on
jonkin ¢ € Z? laajennus tai p ei ole yhteensopiva minkiin ¢ € Z% kanssa.
Ensimmaéinen vaihtehto on mahdoton, silla jos p > ¢ € Z, niin siité, ettd ihanne
on alaspéin suljettu ja oletuksesta p € G seuraisi, ettd ¢ € G. Témé on kuitenkin
ristiriidassa oletuksen G C Z?, joten p ei ole yhteesopiva minkéin g € Z¢ kanssa ja
sen kaikki laajennukset kuuluvat néiin joukkoon Z¢. O]

Nyt vaaditaan enaé, ettd maksimaalisia geneerisié ihanteita on olemassa,

Lause 9. Olkoon p € P ja M numeroituva malli. Tdlloin on olemassa osittaisen
jarjestyksen P geneerinen thanne G, yli mallin M, johon p kuuluu.
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Todistus. Koska M on numeroituva, voidaan tihedt osajoukot D C P, D € M
numeroida. Olkoon Dy, Dy, D3, ... niiden jokin numerointi.

Muodostetaan jono S = pg, p1,p2,-- -, asettamalla py = p. Nyt, koska D; on
tihed on olemassa alkio p; € Dy, jolle p; > py. Vastaavasti, koska D;;; on tihed
16ytyy pit1 € Dita, jolle piy1 > p;.

Muodostetaan ithanne G = {p € P|p < p;, jollakin p; € S}. Thanne G leikkaa
jokaisen joukon D, silli p; € G N D;. Thanne G on selvasti alaspéin suljettu, ja
jokaiselle parille p,q € G, p < p; ja ¢ < pj, valitaan k > ¢, j jolloin, p, ¢ < pg, joten
p ja q ovat yhteensopivia. G on siis ihanne. O

Edellisessa todistuksessa huomionarvoista on mallin numeroituvuuden hyvéaksi-
kaytto. Geneerisyydella saadaan myos varmistettua erés aiemmin mainittu ominai-
suus, nimittain se, ettei joukko G 16ydy viela mallista M.

Lause 10. Olkoon G geneerinen ihanne yli numeroituvan mallin M. Talloin G ¢ M

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd G € M. Muodostetaan joukko Dg = {p €
P|3q € G, pLq}. Erotteluaksiooman nojalla Dg € M ja selvisti Dg on tihea mallissa
M. Koska G on geneerinen, kuuluu siihen ainakin yksi alkio jokaisesta malliin M
kuuluvasta tiheasté joukosta, myos joukosta D¢, miké on ristiriita. O

4.4.2 Pakottamisrelaatio I

Luvun alussa esitelty pakottamisrelaation maéritelma on nyt mahdollista korvata
oikealla, tarkalla maaritelmaéllé.

Maaritelma 12 (Pakottamisrelaatio). Osittaisen jarjestyksen P alkion p sanotaan
pakottavan lauseen ¢(7q, ... 73), jos oM (& ... 7C) on tosi kaikille geneerisille ihan-
teille G, joihin kuuluu alkion p.

Pakottaminen muodostaa jokaiselle & vapaata muuttujaa sisaltavéille kaavalle ¢

erillisen relaation joukossa P x (M P)k. Taté relaatiota merkitadn p I- (7, ... 7%).

Jokaisen lauseen pakottamisrelaation jokainen alkio kuuluu siis malliin M ja an-
taa nain mahdollisuuden tarkastella mallia M [G] koskevia lauseita mallin M sisallé.
Kuten jo esimerkissé [7] todettiin, lauseet eivit ulkoisesti néyté liittyvan toisiinsa.
Seuraava maaritelma helpottaa pakottavien alkioiden kokoelmista puhumista.

Miiritelma 13. Olkoon ¢(xy, ..., ;) joukko-opin kaava. Silloin F? on kaikkien

niiden vektorien (p, 71, ...,7;) kokoelma, joissa jokaisen P-nimen 7; aste on maksi-
missaan a ja oM (7E . 7E) on tosi, kun p € G.

Lauseiden 1) tapauksessa muuttujalla « ei ole vilia ja F¥ C P. Esimerkiksi, jos
miiritelliin ¢ kuten esimerkissi [8| saadaan F® ={ ¢ P | ¢ > (5,0)}.

4.4.3 Pakottaminen kiaytinnossa

Tamén tutkielman kannalta hyodyllisinta on kasitelld pakottamista kolmena meta-
lauseena, jotka kéasittelevat mallia M, joukkoa M |G| ja osittaista jérjestystd P sekéd
pakottamisrelaatiota IF. Jokaiselle joukko-opin kaavalle ¢ pakottamisen metalauseet
tuottavat Z F'C-todistuksen lauseiden paikkansa pitdavyydesta kyseisen kaavan suh-
teen.
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Lause 11 (Pakottamisen méaariteltavyys). Olkoon ¢(xy,...xy) joukko-opin kaava
joka sisdltid k vapaata muuttujaa. On olemassa sellainen joukko F¢ € M siten, etti
plké(my,...m), jos ja vain jos (p,T1,..., ) € F2. Toisin sanoen, mddritelmdn
mukaiset kokoelmat FS ovat siis joukkoja mallissa M.

Maariteltavyys mahdollistaa pakotusjoukkojen kayttdmisen osana aksioomien
todistamista pohjamallista M kasin, silld ne kuuluvat malliin M.

Lause 12 (Pakottamisen kattavuus). Olkoon G osittaisen jarjestyksen P geneerinen
ihanne. Silloin MG (r8,...7F) jos ja vain jos on olemassa sellainen p € G, etti

plEo(r, ... 7).

Kattavuus takaa, etté jokainen mallin M[G] toteuttama lause on jonkin p € G
pakottama.

Lause 13 (Pakottamisen johdonmukaisuus). Jos p Ik ¢ ja ¢ > p, niin q I+ ¢.

Yhdessa osittaisten jérjestysten ihanteiden ensimméisen ominaisuuden kanssa,
pakottamisen johdonmukaisuus mahdollistaa lauseiden “yhtaaikaisen toteutumisen”
silld; jos p,q € G ja p Ik ¢ ja q I 1, niin on olemassa sellainen p,q < r € G, joten
johdonmukaisuuden nojalla r I- ¢ ja r IF 1.

Kaikkien kolmen ylldolevan lauseen todistukset 16ytyvit lahteesta [1].

4.5 M]|G] on malli

Edellisten lukujen maéaritelmien ja lauseiden avulla on nyt mahdollista osoittaa,
ettd M[G] on joukko-opin malli, kun ihanne G on geneerinen yli mallin M. Huo-
mattavaa on, etta todistuksen keskeisin osa on erottelu-, korvaus- ja potenssijouko-
naksioomien kasittely. Ekstensionaalisuus-, saannollisyys- ja aarettomyssaksioomat
ovat suoria seurauksia tietyistd joukon M [G] ominaisuuksista, kun taas muiden ak-
sioomien toteutumisen osoittamiseen kiytetdan aina samaa strategiaa.

Kuten aiemmin on todettu aksioomat kasittelevat vain tiettyjen joukkojen ole-
massaoloa ja siten niiden toteutumisen osoittamiseksi riittad néayttaa, ettd tarvit-
tavat joukot 1oytyvit malliehdokkaasta. Johtuen joukon M |G| muodostamistavasta
ja siitd, miten totuus voidaan pakottamisen avulla méaritelld mallista M késin, tul-
laan ndkemaédn sama todistusstrategia yha uudelleen. Ensimmaéiseksi todetaan, ettéa
aksiooma vaatii jonkin muotoisen joukon a olemassaoloa, tamén jélkeen muotoillaan
chdokas, P-nimi o. Lopuksi osoitetaan a® = a, joka todistaa viitteen.

Lause 14. Struktuuri M |G|, missi G on osittaisen jirjestyksen P geneerinen ihanne
yli mallin M on ZFC' joukko-opin malli.

Todistus. Osoitetaan kaymalla lapi joukko-opin aksioomat.

1. Ektensionaalisuusaksiooma: Koska jokainen transitiivinen joukko on eks-
tensionaalinen (toteuttaa ekstensionaalisuusaksiooman) ja M[G] on transiti-
viinen, on M[G] myo6s ekstensionaalinen.

2. Saannollisyysaksiooma: Jokainen joukko toteuttaa saénnollisyysaksiooman.
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3. Erotteluaksiooma: Tama on ensimmainen aksioomista, jonka toteutumi-
sen osoittamiseen tarvitaan pakottamislauseita. Osoittamiseksi tulee nayttéa,
ettd jokaiselle parille ¢M¢l(z) ja 7¢ € MIG], on olemassa z = { 0% ¢
79 | ¢(c%) } € MIG]. Muita vastaavia todistuksia mukaillen, on tarkoitus
etsid jokin P-nimi v, joka G-evaluoituu joukoksi z.

Muodostetaan lauseen [11{ mukainen joukko F?, missd a on joukon 7 nimias-
te. Joukko F? muodostuu pareista (p, ), joille p Ik ¢(o). Koska myds 7 on

mallissa M, saadaan mallin M erotteluaksiooman avulla muodostettua P-nimi
vi={(op)e7|plF o)}

Osoitetaan seuraavaksi, ettd v& C z. Olkoon ¢ € v%. Talloin on olemassa
sellainen p € G, etti p I- ¢(0) ja (o,p) € 7. Siis ¢(0%) ja o € 2.

Niytetddn vield, ettd z C v“. Olkoon ¢¢ € z, jolloin 0% € 7 ja ¢(c¥). On
siis olemassa jokin pari (o,p) € 7 ja p € G. Koska myds ¢(c%) toteutuu, on
lauseennojalla olemassa sellainen ¢ € G, etta g I+ ¢(o). Olkoon r € G jokin
alkioiden p ja ¢ yhteinen laajennus, jonka olemassaolon takaa se, ettd G on
ihanne. Nyt (0,7) € 7 ja lauseen 13| nojalla r I+ ¢(c¢). Joukon v mééiritelméin
perusteella (o, 7) € v, jolloin 0% € v,

4. Pariaksiooma: Olkoon ¢¢ 7¢ € M|[G]. Tarkastellaan osittain kanonisten
nimien tapaan muodostettavaa P-nimed v = {(o,p)|p € P} U{(7,p)|p € P}.
Nyt kanonisten nimien evaluaation verrattavasti, v& = {TG, JG} riippumatta
ihanteen G valinnasta.

5. Yhdisteaksiooma: Olkoon 7¢ € M[G]. Muodostetaan ehdokas joukon |J7¢
P-nimeksi v = {(p, p)|(p, p) € o, jollain (c,p) € 7)}. Selvisti, jos a € 7¢, niin
a € v%, eli 7¢ C v%. My®s, jos (p,p) € v, niin on olemassa jokin (o,p) € T,
jolle (p,p) € o, joten v C 7€,

6. Adrettomyysaksiooma: Seuraa siiti. etti w € M C M[G].

7. Korvausaksiooma: Olkoon ¢(z,y, z) joukkoon M[G] relativisoitu kaava ja
valitaan 7% € M|G] niin, ettd jokaiselle 0% € 7% on olemassa yksikésitteinen
74, jolle ¢(c%,7¢, m%). Tavoitteena on osoittaa, ettd on olemassa sellainen
joukko p% € M]G], johon kuuluvat kaikki alkiot 7¢, joille ¢(c®, 7 7“) on
tosi, jollain ¢ € 7&.

Kiinnitetdén jokin malliin M kuuluva P-nimi 7. Olkoon jokaista (o,p) € m,
kohti a, j,, pienin mallin M ordinaali, jolle on olemassa 7 siten, etta (p, o, 7, 7) €
]-"(fap, eli p IF ¢(o,7,7), jos jokin ehdot tayttava p on. Jos taas mikdadn p ei
pakota lausetta ¢(o, 7, 7), olkoon a, = 0. Koska jokaiselle joukolle 7 ja mille
tahansa (o,p) € m on olemassa vain yksi « jolle kaava,

Ord(a)A(3p3r(p,o,7,7) € FOVa = D)AVYB € a=(3pIr(p,0,7,7) € ]:g) (2)

pitda paikkansa, ja koska korvausaksiooma toteutuu mallissa M, on kyseisten
ordinaalien kokoelma oikea joukko mallissa M. Néin ollen, myos jokaiselle
(o, p) on olemassa edelld mainitun joukon supremum a*, joka sekin on joukossa
M.
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Midritelliin nyt V, := {c%loc € N,} € M|G], mille tahansa o € M. Jos
voidaan niyttdi, ettd minki tahansa 79, jolle ¢(c“,7¢ 7%) kun o% € 7€,
on pakko kuulua joukkoon V,,, voidaan mééritelld kaikkien niiden 7¢ joukko,
ylempéna todistetun erotteluaksiomaan nojalla. Formaalimmin

{yeV:|Izecne(x,y %} e MG (3)

Tasta seuraa, ettd riittda osoittaa, etta kaikkien niiden P-nimien 7, joille

(0, 7%, ), nimiaste on suurimmillaan o*.

Olkoon 0% € %, jolloin (o, p) € m, jollakin p € G. T&lléin on olemassa myos
jokin 79, jolle ¢(c%, 7%, %), joten lauseen [12{nojalla on olemassa jokin q € G,
jolle ¢ IF ¢(o, 7, 7). Ottamalla alkioiden p ja ¢ yhteinen laajennus r € G tie-
detddn myos, ettd (o,r) € 7 ja r I- ¢(o, 7, 7). Koska a* on pienimpien o, )
ordinaalien supremum, joille p IF ¢(o, 7/, 7), on oltava olemassa sellainen ni-
miasteeltaan maksimissaan ordinaalin o* tasoinen 7’ ja r I+ ¢(o, 7/, 7). Koska
¢ “kuvaa” jokaisen joukon o joksikin tietyksi alkioksi 7, niin 7 = 7’ ja molem-
pien nimiaste on maksimissaan tasoa a*.

. Potenssijoukonaksiooma: Aksiomaan todistamiseksi tulee jokaista joukkoa
7¢ € M|[G] kohden 16ytié sellainen P-nimi v siten, ettd v = P(7%) N M[G].

Tarkastellaan joukkoa 7 = { (o,p) | ¢ C 7€ M¥, p € P }. Selvisti joukkoon
7 kuuluu maksimaalinen maara joukon 7 osajoukkoja, joten on selvai, etta
7% C P(19) N M[G], osoitettavaksi jad siis P(79) N M[G] C #©.

Olkoon ¢¢ joukon 7¢ mielivaltainen osajoukko. Koska joukkoon 7 kuuluvat

kaikki parit (o, p) riittdd ehdon 0% € 7¢ osoittamiseksi 16ytéda jokin P-nimi

o' C 7, jolle ¢'% = 0%,

Muodostetaan joukko o' = {(p,p) | p IF p € o}, jonka olemassaolon lause
takaa. Jos nyt p& € ¢'“, niin on olemassa p € G siten, ettd p I- p € o,
joten p¢ € 0% ja 0'“ C Y. Toisaalta, jos p© € ¢, niin lauseen nojalla
on olemassa sellainen p € G, ettd p IF p € o. Télléin joukon ¢’ méaaritelmén
mukaan (p,p) € o', joten ¢’ C o.

. Valinta-aksiooma: Koska valinta-aksiooma on ekvivalentti hyvinjérjestys-
periaatteen kanssa, riittdi todistaa, ettd jokaiselle 7¢ € M][G] on olemassa
hyvinjarjestys.

Olkoon « P-nimen 7 nimiaste, jolloin 7 C N, x P. Koska malli M toteuttaa
valinta-aksiooman, ja siten myos hyvinjarjestysperiaatteen, on olemassa jou-
kon 7 hyvinjérjestys {(os,p3)|0 < 8 < v} ja funktio f =7 — v € M, joka
hyvinjérjestaéd joukon 7.

Nyt, koska jokaisella mallin M alkiolla on kanoninen nimi, on myos kuvauk-

“G
sella f ja kanonisen nimen maaritelméstd f hyvinjarjestad joukon 7¢.
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5 Kontinuumihypoteesin negaatio

Pakotusmenetelmén esittelemisen jélkeen voidaan siirtya itse kontinuumihypoteesin
negaation pariin. Edellisesséd luvussa osoitettiin, ettd joukko-opin numeroituvaan
transitiiviseen malliin M voidaan lisata, jokin luonnollisten lukujen geneerinen os-
ajoukko | J G pakotusmenetelméan avulla siten, ettd joukko johon uusi joukko kuuluu
on edelleen joukko-opin malli.

Kontinuumihypoteesin toteutuessa 2% = R;. Kardinaliteetin méaritelmésta seu-
raa, etta kontinuumihypoteesi ei toteudu, jos mista tahansa ensimmaéistéa ylinumeroi-
tuvaa kardinaalia suuremmasta joukosta on olemassa injektiivinen kuvaus luonnol-
listen lukujen osajoukkojen joukkoon. Suunnitelmana onkin lisdta malliin M kuvaus

fo : Ny — 2% yll4 esitellyn pakotusmenetelmén avulla, jolloin NS/I () < (QNO)M[G}.

M[G] _ Né\/[

Lopuksi tulee vield osoittaa, etté N, ja todistus on valmis.

5.1 Injektiivisen kuvauksen f; lisadminen

Injektiivisen kuvauksen fg lisddmisen strategia on tédsmélleen sama kuin luvussa
nelja esitellyn yhden joukon lisdamisen kohdalla. Valitaan sopiva osittainen jarjes-
tys P, jonka alkiot 16ytyvat valmiiksi mallista M ja jonka maksimaalisten ihanteiden
unionit muodostavat haluttuja kuvauksia. Kun rajataan lisattavit ihanteet geneeri-
siin menevat kaikki aikaisemmat todistukset aksioomien toteutumiselle 1api, mutatis
mutandis.

5.1.1 Osittainen jirjestys P

Haluttu kuvaus Ny — 2% voidaan, samoin kuin luonnollisten lukujen osajoukot
edellisessd luvussa, kirjoittaa muodossa Ny x Xy — {0, 1}. Osittaisen jérjestyksen
P muodostavat tuttuun tapaan kaikki aarelliset osittaiskuvaukset joukosta Ny x N,
joukkoon {0, 1}. Selviasti kaikki osittaisen jarjestyksen P alkiot kuuluvat malliin M.
Osittaisjarjesys P on my6s koatomiton, silla jokainen aarellinen osittaiskuvaus on
laajenettavissa uudeksi aarelliseksi osittaiskuvaukseksi adrettoméan monella, yhteen-
sopimattomalla tavalla.

Koska luvun todistukset eivit vaadi muuta kuin ylldolevat ominaisuudet ja
mallin numeroituvuuden, voidaan todeta, etta osittainen jarjestys PP sisdltda jokai-
selle p € P geneerisen ihanteen G yli mallin M, johon p kuuluu. Tésta seuraa, etté
MG, kaikilla geneerisilla G C P, on joukko-opin malli, josta l6ytyy haluttu funktio
fa : Ry — 2% Nyt kontinuumihypoteesin negaation toteutumisen ainoaksi esteeksi
jaa tilanne, jossa malliin muodostuu uusia bijektioita kardinaalien N; ja Ny vélille
romahduttaen ne yhtamahtaviksi.

5.2 Kardinaalit mallissa M |G|

Luvussa esitellyn kaavan Ord(x) absoluuttisuudesta seuraa, ettd mallin M[G]
ordinaaleina toimivat mallin M ordinaaleja vastaavien kanonisten nimien G-evaluaatiot.
Voidaan siis todeta, etté siirtyessia mallista M malliin M[G] pysyvét ordinaalit sa-
moina. Toisaalta kardinaalin méaaritelma perustuu mallista 16ytyviin bijektioihin,
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joten ei ole lainkaan selvaa, etta kardinaalit pysyisivat samoina. Perimmaisena tar-
koituksen on todistaa, ettd N) = NQM[G] tai oikeammin (k\fg)G = N;\/[[Gl. Téamaéan osoit-
tamiseksi tulee varmistua siita, ettei uusia kardinaaleja muodostu, jonka jélkeen on
viela osoitettava, etteivit eri kardinaalit voi romahtaa samaksi kardinaaliksi.

Uusien kardinaalien muodostumisen kannalta tilanne hyvin suoraviivainen. Kos-
ka malliin M|[G] kuuluvat kaikki mallin M joukot, ei uusia kardinaaleja voi muo-
dostua, sillé jokainen bijektio mallissa M on bijektio my6s mallissa M [G].

5.2.1 Kardinaalien romahtaminen

Koska mallin M laajentaminen malliksi M[G] lisdd huomattavan maaran joukkoja,
on todistuksen toimimiseksi varmistuttava siitd, ettei laajentaminen lisda malliin bi-
jektioita kardinaalien vilille. Ajatuksena on tarkastella uusia funktioita f¢ € M[G],
mallista M késin ja varmistua siita, etta kyseisten funktioiden kuvat pysyvat riittéa-
van pienina. Funktioiden kuvien mahtavuuksien késittely on kuitenkin ajatuksena
hankala johtuen mahtavuuden maéritelmasta suhteessa mallien numeroituvuuteen,
tasta syysta on hyodyllista tarkastella asiaa myos toisesta nakokulmasta, nimittain
mitéd kardinaalien romahdus kaytannossé tarkoittaisi?

Ensinnékin jokainen kardinaali on myos ordinaali. Tésté syysta voidaan puhua
niiden ordinaalijarjestyksesta, mahtavuudesta riippumatta. Téastd ndkokulmasta on
selvid, ettd Y < R, Koska kardinaaliluvut mééritelliéin sellaisina ordinaaleina
joilla ei ole bijektioita minkaén sitd ordinaalijarjestyksesséd pienemmaéan ordinaalin

kanssa, tarkoittaisi bijektion f¢ : (RM)  — (RM) olemassaolo sité, etté (NQ/I)G
ei ole kardinaaliluku. Sen todistamiseksi, ettei kardinaalien romahtamista tapah-
du, riittaa siis osoittaa, ettd niiden mallin M &arettomien ordinaalien, jotka ovat
kardinaalilukuja mallissa M, kanonisten nimien G-evaluaatiot ovat kardinaaliluku-
ja mallissa M|[G]. Tamén osoittamiseksi tarvitaan vield erds osittaisia jérjestyksia
kasitteleva méaaritelma, seka muutama aputulos.

Maaritelma 14 (Numeroituva ketjuehto). Osittainen jarjestys P toteuttaa nume-
roituvan ketjuehdon, jos mikaan sen epayhteensopivien alkioiden joukko ei ole yli-
numeroituva. Merkitddn kaavaa “z toteuttaa numeroituvan ketjuehdon”, nke(z).

Selvéisti Cohenin osittainen jarjestys P toteuttaa numeroituvan ketjuehdon, sillé
koko joukko on numeroituva, eikd numeroituvan joukon osajoukko voi olla ylinu-
meroituva. Koska numeroituvuus on kuitenkin mallin sisdinen ominaisuus, ei ole
selvid, etta nke(P)". Relativisoidun lauseen totuuden tarpeellisuuden teroittami-
seksi osoitetaan kuitenkin ensin, ettei kardinaalien romahtamista tapahdu, jos lause
oletetaan, jonka jilkeen siirrytdan itse lauseen todistukseen.

Lause 15. Olkoon P malliin M kuuluva osittainen jarjestys, joka
(P toteuttaa numeroituvan ketjuehdon)M, G on osittaisen jarjestyksen P geneerinen
ihanne, ja f¢ :n — 0 on funktio ordinaalien n < 0 wvdililld. Nyt,

1. On olemassa funktio g € M, g:n — 27 siten, etti YVa < n (f¢(a) € g(a)) ja
(9(a) on numeroituva)

2. Adrettomdt ordinaalit, jotka ovat kardinaaleja mallissa M, ovat kardinaaleja
mallissa M[G].
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Todistus. 1. Olkoon f funktion f¢ P-nimi, ja p oletuksen mukaisen geneerisen
ihanteen G alkio, joka pakottaa lauseen (f : 7 — 6 on funktio.) Maaritellaan
gla) = {8 € 03¢ > p, qIF f(&) = B}, jokaisella a € 5. Mallin M erotteluak-
siomaan ja pakotuksen méériteltdvyyden |11 nojalla, jokainen g(«) on joukko
mallissa M ja f%a) € g(a).

Muodostetaan seuraavaksi jokaiselle a € 7 injektio h : g(a) — P valitse-
malla jokaiselle f € g(«) jokin gg, jolle ¢z IF f(a) = B. Nyt funktion h
kuva on epiyhteensopivien alkioiden joukko, joten lauseesta (nke(P))" seu-
raa (im(h) on numeroituva)™ ja, koska h on injektiivinen toteutuu siis myés
(9(cr) on numeroituva)

2. Olkoon 0 € M sellainen &éreton ordinaali, ettd (6 ei ole kardinaali)M[G}. Ol-
koon my®6s 7 ddretén ordinaali, n < 6, ja f¢ : n — 0 surjektio mallissa M|[G].
Tarkastellaan ensimmiisen kohdan mukaista funktiota g : n — 2. Selvisti,
0 = U.e, 9(a), josta saadaan (|0] = |, 9(a)| < |n x Ro| = i)™, joten 6 ei
ole kardinaali myoskéaan mallissa M. Nain ollen kardinaalit mallissa M ovat
kardinaaleja my6s mallissa M[G].

O

Nyt tulee endé osoittaa, ettd osittainen jarjestys PP toteuttaa numeroituvan ket-
juehdon mallissa M. Sen todistamiseen tarvitaan seuraavaa &darettomia joukkoja
koskevan kombinatoriikan tulosta, joka kulkee nimelld A-systeemilemma.

Lause 16 (A-systeemilemma). Olkoon X ylinumeroituva kokoelma ddrellisia jouk-
koja. Tdlloin on olemassa ylinumeroituva Y C X ja ddrellinen joukko r siten, ettd
Ve,yeY, xNy=r. Joukkoa r kutsutaan juureksi.

Todistus. Todistus loytyy ldhteestd [9]. O

Koska osittaisen jarjestyksen P alkiot ovat darellisid osittaiskuvauksia, ovat ne
myos aarellisia joukkoja, joten A-systeemilemmaa voidaan soveltaa osittaisen jar-
jestyksen P, mallin M nakokulmasta ylinumeroituviin, osajoukkoihin seuraavasti.

Lause 17. Osittainen jarjestys P toteuttaa numeroituvan ketjuehdon mallissa M.

Todistus. Olkoon S jokin mallin M nakokulmasta ylinumeroituva joukko osittaisen
jarjestyksen P alkioita p ja X = {Dom(p)|p € S}. Koska jokainen Dom(p) on

Dom(p) aarellinen, joten X on

adrellinen joukko, on myos kuvauksien maara {0,1}
(ylinumeroituva)™

Nyt malliin M relativisoidusta A-systeemilemmasta seuraa, ettd on olemassa
joukon X osajoukko Y, joka on (ylinumeroituva)M ja aarellinen joukko r siten, et-
ta Vr,y € Y (z Ny = r). Muodostetaan joukko Z valitsemalla jokaista z € Y
kohden jokin p, € S siten, ettd x = Dom(p,). Télloin kaikkien joukkoon Z kuu-
luvien kuvausten ldhtojoukkojen leikkaus on r. Koska r on aérellinen, on olemas-
sa vain dérellinen madara tapoja kuvata r joukkoon {0,1}. Toisaalta joukko Z on
(ylinumeroituva)M, joten siihen on pakko kuulua jotkin kuvaukset p, ja p,, jotka

kuvaavat joukon r samoin, joten ne ovat yhteensopivia.
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Koska S on mielivaltainen on osoitettu, ettd mikdan mallin M nékoékulmasta yli-
numeroituva, osittaisen jarjestyksen P osajoukkoon ei voi kuulua pelkéstaan keske-
naan epayhteensopivia alkioita, joten P toteutaa numeroituvan ketjuehdon mallissa
M. O

Lause 18. Malli M|G] toteuttaa lauseen (Ny < 2%0).

Todistus. Lauseen |17/ nojalla osittainen jarjestys IP toteuttaa numeroituvan ketjueh-
don mallissa M, joten lauseen |15 mukaan NQW[G] = N ja malli M[G] toteuttaa
lauseen “|J G : Ny xRy — {0, 1} on funktio” Muodostetaan jokaista (o, n) € Ny x Ry
kohti joukko p(a,ny = {p € P|(o,n) € Dom(P)}. Koska joukot pa,n) ovat tiheité, seu-
raa ihanteen G geneerisyydestd, ettd G leikkaa niisté jokaisen ja Ny x Rg C Dom(G).

Muodostetaan seuraavaksi jokaista eridavien joukkojen paria o, 5 € Ny kohti jouk-
ko dia,p = {p € P|In(G(a,n) # G(B,n))}. Koska myds joukot d( gy ovat tiheité
mallissa M leikkaa ihanne G niistd jokaisen, joten jokainen pari kuvauksen G “ri-
veja” eroaa jossakin kohdasta toisistaan. Sama argumentti toimii, pitdméalla o mie-
livaltaisen joukon N, alkiona ja korvaamalla # mielivaltaisen, mallista M loytyvén,
luonnollisten lukujen osajoukon karakteristisella funktiolla, joten kuvauksen G “ri-
vit” eroavat myos kaikista “vanhojen” luonnollisten lukujen osajoukkojen karakte-
ristisista funktioista.

Kuvaus |G : Ra xRy — {0, 1} on siis mallista M [G] l6ytyvé injektiivinen kuvaus
kardinaalista R, joukkoon 2%0. O]
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6 Lopuksi

Tutkielman alkuperaisené ajatuksena oli esitelld Cohenin pakotusmenetelméa ja sen
tunnetuinta sovellusta eli todistusta kontinuumihypoteesin negaation ristiriidatto-
muudesta ZFC' joukko-opin kanssa. Suunnitelmaksi muodostui esitelld ensin jokin
konkreettinen esimerkki numeroituvasta ja transitiivisesta joukko-opin mallista, jot-
ta lukijalla olisi myohemmissa vaiheissa jokin selkeéd esimerkki johon palata tarvit-
taessa. Esimerkkimalliksi valikoitui Cohenin minimaalinen malli, osittain historial-
lisista syistd, mutta padosin siksi, ettd méaritelméa on tiivis ja sellaisenaan helposti
hahmotettavissa.

Tutkielma eteni niin, ettd Cohenin minimaalisen mallin esittelemisen jalkeen
siirryttiin esitteleméaan pakotusmenetelmad, seké sen vaatimia esitietoja. Koska itse
menetelma on hyvin tekninen, esiteltiin se yksinkertaisimman mahdollisen esimerkin
avulla. Tutkielmassa esitetyssé esimerkissa tarkoituksena oli lisdtd numeroituvaan
transitiiviseen malliin yksi luonnollisten lukujen osajoukko, jota mallista ei viel&
loydy. Taman jalkeen osoitettiin, ettd minkéa tahansa joukon lisddminen malliin on
mahdollista edellyttéen, etta joukko tayttad luvussa kasitellyt reunaehdot eli joukko
on jonkin osittaisen jarjestyksen geneerinen ihanne yli alkuperaisen mallin.

Lopuksi osoitettiin, etté lisaamélla ZFC joukko-oppiin lause ¢ := Ny < 2% saa-
daan ristiriidaton teoria. Tamaé tehtiin osoittamalla ensin, ettd pakotusmenetelmalla
voidaan lisdtd numeroituvaan transtiiviseen malliin kuvaus f : Ry — 2%, Taman jél-
keen todistettiin viela, etta kardinaaliluvut pysyvéit mallin laajentamisen yhteydessa
kardinaalilukuina, eiké niitd ilmesty lisda. Nain ollen uusi malli toteuttaa halutun
teorian, joten taydellisyyslauseen nojalla se on ristiriidaton. Koska lauseesta ¢ seu-
raa kontinuumihypoteesin negaatio, on myoés ZFC + —C'H ristiriidaton.

Kontinuumihypoteesin ratkeamattomuus on Goédelin ensimmaisen epataydelli-
syyslauseen ohella yksi tunnetuimpia ratkeamattomuustuloksia. Kuitenkin monet
asiasta kiinnostuneet jattavat perehtymisenséd asiaan varsin pintatasolle, todennéa-
koisesti osin joukko-opin abstraktiuden ja osin Cohenin pakotusmenetelman tekni-
syyden vuoksi. Taman tutkielman tarkoituksena ja tavoitteena on ollut osaltaan
tuoda edella kuvatuin keinoin konkretiaa abstrakteihin tuloksiin ja néin tehda niis-
td helpommin lahestyttiavid uhraamatta kuitenkaan liiaksi Cohenin pakotusmene-
telman teknisia hienouksia.
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