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Téassé tutkielmassa esitetdan ja todistetaan Bakerin-Cambellin-Hausdorffin kaava,
joka liitty Lien algebra homomorfismin yhdistdmiseen Lien ryhmé -homomorfismin
kanssa. Bakerin-Cambellin-Hausdorffin kaava on hyodyllinen esimerkiksi Lien teo-
riassa, kvanttimekaniikassa tai differentiaaligeometriassa.

Tutkielman alussa kasitelladn Lien ryhmien eksponenttikuvaus, jonka jilkeen kasi-
tellddn Ad- ja ad-kuvaus. Tamén jélkeen tarkastellaan vield eksponenttikuvauksen
derivattaa, joka on olennainen Bakerin-Cambellin-Hausdorffin kaavan todistamises-
sa. Taman jalkeen esitellddn Bakerin-Cambellin-Hausdorffin kaava ja sen todistus.
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1 Johdanto

Tassa tutkielmassa tutustutaan ja todistetaan Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaa-
va. Ennen Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaavaa ja sen todistusta kerrataan kes-
keisimpié kasitteitd Lien ryhmisté ja Lien algebroista. Lukijan odotetaan hallitsevan
hyvin matematiikan perusteet. Liséksi lukijan odotetaan tuntevan Lien ryhmien ja
Lien algebrojen perusominaisuudet. Tutkielmassa késitellddn aluksi eksponenttiku-
vauksia, silld ne ovat keskeinen osa Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaavan todis-
tusta. Taman jalkeen tarkastellaan eksponenttikuvauksen derivaattaa, jonka jalkeen
siirrytaan itse Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaavaan ja sen todistukseen.

Lien teoria on nimetty norjalaisen matemaatikon Sophus Lien (1842-1899) mukaan.
Lien teorian perusta on geometrinen ja pohjautuu Felix Kleinin (1849-1925) néke-
myksiin, joiden mukaan avaruuden geometrian méaaraa sen symmetriaryhma. Kun
avaruuden ja sen geometrinen késitys kehittyi Eukleideen, Riemannin ja Grothen-
dieckin mukana supersymmetriseksi, kehittyi myos késitys Lien ryhmista ja niiden
esityksesté.[3] Ryhmié koskevat kysymykset, jotka kiinostavat matemaatikkoja, ovat
pysyneet hyvin samoina ajan kuluessa: mikéa on ryhmén rakenne, missa ryhmaé toimii
ja mik& sen esitys on?

Homomorfismi on rakenteen sailyttiva kuvaus ja siksi se on kiinnostava kuvaus ja
tutkimuskohde. Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava liittyy Lien algebra -homo-
morfismin yhdistdmiseen Lien ryhmé -homomorfismin kanssa. Téama tulos on syvalli-
nen, eikd sen osoittaminen ole taysin yksinkertaista. Halutun ryhmahomomorfismin
® : G — H olisi toteutettava ®(eX) = e?X). Vaikka ® olisi hyvin méiaritelty, ei
ole selvéd, miksi se olisi ryhmé&homomorfismi. Bakerin-Campellin-Hausdorffin kaava
ratkaisee tdmén ongelman osoittamalla, ettd kuvaus ® todella on ryhmahomomor-
fismi.

Tutkielmassa tarkastellaan Lien ryhmien sijasta Lien matriisiryvhmia, mutta paa-
tulosten todistukset ovat samoja yleisille Lien ryhmille olettaen, ettd tarvittavat
perustulokset on todistettu. Etuna Lien matriisiryhmien kiyttdmiseen yleisten Lien
ryhmien sijaan on se, ettd tarvittavat pohjatiedot ovat huomattavasti suppeam-
mat. Talloin ei tarvita esimerkiksi yhtd vahvoja tietoja differentiaaligeomteriasta,
eikd Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaavan todistaminen vaadi Frobeniuksen teo-
reemaa. Tutkielma pohjautuu padosin Hallin kirjaan [I]. Mikdli muita 1&hteita kiy-
tetddn ilmoitetaan siitd erikseen.



2 Lien algebran ja Lien ryhman kuvauksia

Tarkastellaan aluksi Lien matriisiryhmén ja Lien algebran kuvauksia. Tarkemmin
eksponentti-, Ad- ja ad-kuvauksia. Kaikki edelld mainitut kuvaukset ovat olennaisia
Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaavassa ja sen todistuksessa.

2.1 Eksponenttikuvaus

Eksponenttikuvaus on keskeinen kasiteltdesséd Lien ryhmié. Se astuu kuvaan heti
Lien algebraa maéariteltdessd Lien matriisiryhmaélle. Eksponentti kuvaus on myos
mekanismi, jolla informaatiota pystytdén siirtdméén Lien algebralta Lien ryhméén.
Lisédksi laskut on usein helpompi suorittaa Lien algebra tasolla, kuin suoraan Lien
ryhmaéssa. Tarkastellaan ensiksi yksinkertaista esimerkkié matriisin eksponenttiku-
vauksesta ja sen jalkeen eksponenttikuvauksen keskeisimpié ominaisuuksia Bakerin-
Campbellin-Hausdorffin kaavan kannalta.

[0 1
-1 0

0 1],

-1 0
el .
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Kun sarjaa jatkaa tarpeeksi pitkille, laskien kaiken auki huomataan, ettd kyseessa
on tuttu rotaatiomatriisi.
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Tarkastellaan nyt eksponenttikuvaksen keskeisimpié ominaisuuksia Bakerin-Campbellin-
Hausdorffin kaavan kannalta.

Lause 1. Olkoon G ja H Lien matriisiryhmid joiden vastaavat Lien algebrat ovat g
ja h. Olkoon ® : G — H Lien ryhmda -homomorfismi. Tdlloin on olemassa sellainen
uniikki (realinen) lineaarikuvaus ¢ - g — b, ettd

P(eX) = o)

kaikilla X € g. Lisdksi kuvauksella ¢ on seuraavat ominaisuudet:



1. $(AXA™Y) = ®(A)p(X)P(A)™! kaikilla X € g, A€ G.
2. ¢[X)Y]=[¢(X),0(Y)] kaikilla X,Y € g.
3. ¢(X) =20 (e) |,—o kaikilla X € g.

Lauseen todistus sivutetaan ja tulokset otetaan annettuina. Lausen todistus l6ytyy
Hallin kirjasta [I]. Lineaarikuvausta, joka toteuttaa ehdon kaksi, sanotaan Lien al-
gebra -homomorfismiksi. Yleisesti, kun halutaan laskea lineaarikuvaus ¢ Lien ryhmé
-homomorfismista ®, kiytetddn lauseen kohtaa kolme. Liséksi ominaisuutta kolme
voidaan ajatella seuraavasti: ¢ on ryhmahomomorfismin ® suunnattu derivaatta (tai
differentiaali) identiteetissa.

Edella esitetty lause osoittaa, ettéd jokainen Lien ryhmé -homomorfismi saa aikaan
Lien algebra -homomorfismin. Ké#nteinen tulos, Lien algebra -homomorfismi syn-
nyttéisi Lien ryhmé -homomorfismin, on totta tietyilld ehdoilla.

2.2 Ad- ja ad-kuvaus

Jokaiselle Lien ryhmalle on olemassa lineaarinen Lien algerban esitys, jonka ulot-
tuvuus on sama kuin Lien ryhmén. Tété esitystd kutsutaan Ad-kuvaukseksi (eng.
adjoint representation). Matriisiryhmien tapauksessa kyseessd on matriisin konju-
gaatioesitys AX A7'[4]. TAm& on matriisin X konjugoitu muoto matriisin A avulla.

Maaritelma 1. Olkoon G Lien matriisiryhmé ja g sitd vastaava Lien algebra. Tal-
16in kaikille A € G voidaan mééaritella lineaarinen kuvaus Ady : g — g,

Ady(X)=AXA

Jos tarkastellaan kaikkia Lien algebran g kidntyvia lineaarikuvauksia GL (g), talléin
Ad-kuvauksella on myo6s kdanteiskuvaus Ady-1 ja kuvaus A — Ad, on ryhmého-
momorfismi ryhméstd G ryhméadn GL (g). Liséksi kaikilla A € G, kuvaus toteuttaa
Ady ([X,)Y]) = [Ada (X),Ady (Y)], kun XY € g.

Koska g on reaalinen k ulotteinen vektoriavaruus, niin GL(g) on kiytdnnossé sama
asia, kuin GL(k;R). Néin ollen GL(g) voidaan késitelld Lien matriisi ryhméné. On
helppoa osoittaa, ettd kuvaus Ad : G — GL(g) on jatkuva ja on néin ollen Lien
ryhmé -homomorfismi. Lauseen 1 nojalla on olemassa reaalinen lineaarikuvaus X —
ady, joka on kuvaus Lien algebralta G Lien algebraan GL(g). Eli siis g — gl(g).
Lineaarikuvauksella on seuraava ominaisuus:

% = Ad(e¥).
Lineaarikuvauksessa esiintyy ad-kuvaus. Esitetddn ja maéaritelladn ad-kuvaus viela

tarkemmin. Kuvausten Ad ja ad vilista relaatiota tullaan tarvitsemaan myohemmin
Bakerin-Cambpellin-Hausdorffin kaavan todistuksessa.
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Lause 2. Olkoon G Lien matriisi ryhmd ja g sitd vastaava Lien algebra. Olkoon
Ad-kuvaus Lien ryhmd -homomofismi, kuten edelld on mddritelty. Lisdksi olkoon
ad : g — gl(g) Lien algebraan liittyvd kuvaus, joka kaikille X,Y € g toteuttaa

ady(Y) =[X,Y].
Tama voidaan todistaa suoralla laskulla

Todistus.
d tX d tX —tX
adX (Y) = %Ad (6 ) (Y) ‘t=O: ae Ye ‘t:O: [X,Y] .

]

Nyt kun Ad- ja ad-kuvaukset ovat maééritelty voidaan esittdd ja todistaa Baker-
Cambpell-Hausdorffin kaavan todistamiseen tarvittava lause.

Lause 3. Olkoon adx : M,(C) — M,(C) madadritelty kuten edelld, eli adxY =
[X,Y]. Jolloin kaikilla X,Y € M, (C) pditee

XY = AdxY = eXYe ™

Todistus. Olkoon X ja Y sellaisia n X n matriiseja, ettd X,Y € M,(C). Kuvaus
ad : M,(C) — M,(C) on maédritelty seuraavasti: adxY = [X,Y] = XY — YV X.
Eksponenttikuvaus e*d* voidaan esittiif sarjana

eadX _ Z (adX) = €adX (Y) _ Z (adX;n' (Y) ‘

m!

Osoitetaan seuraavaksi induktiolla, ettd e*dx(Y') voidaan esittiii sisikkiisten kom-
mutaattorien avulla.
Induktio véite:

(adx)™(Y) = ij (7;;) XFY (= x)mF

k=0

Ensiksi kun m = 0, (adx)°(Y) = Y. Induktioviitteen oikea puoli on myds Y, silla

20: (2) Xy (=Xx)07F =,

k=0
Oletetaan, ettd m = n toteuttaa induktio vaitteen. Talloin
n _ . n k n—=k
(1) =3 () X (-x)
k=0
ja (adx)" (V) = [X, (adx)"(Y)]. Seuraavaksi tarkastellaan m = n + 1.
dx)" (V) = X ”)Xky —X)R ) - (”) XFy (=X )k ) X
(ad )" 1(¥) (Z(k (-x) > () ¥
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Téamé voidaan kirjoittaa muodossa

n+1
n n+1 n —
(adx)" 1Y) = Z ( i )XkY(—X)( )=k,
k=0

jolloin ndhdéaén, ettd induktio véite on voimassa kaikilla m. Sijoitetaan seuraavaksi
(adx)"(Y) = > r_ (1) X*Y (—=X)"* eksponentti kuvaukseen e (Y),

X (y) = i % é (TIZ) XFY (= X))k,

m=0

Termit voidaan jarjestella uudelleen jolloin saadaan

X (V) = i f: — (’Z) XFY (= X)"E,

Koska

voidaan todeta, etté
XY = AdxY = eXYe X,



2.3 Eksponenttikuvauksen derivaatta

Eksponenttikuvauksen derivaattta on helppo laskea jos matriisit kommutoivat kes-
ken#sn. Talloin eksponenttikuvauksen eX " = eXe!¥ derivaatta on

%GXHY o= eX %etY o= XY,
Yleensa matriisit eivat kuitenkaan kommutoi, jolloin % X+Y £ XY, T&lléin on
helpompaa ajatella eksponenttikuvauksen derivaattaa kiinnittdmaélla jokin piste X
ja ottamalla suunnattu derivaattaa kohdassa X, suuntaan Y. Jolloin yhtalon vasen-
puoli, < 2 exp X + Y, vastaa kaikkien funktion suunnattujen derivaattojen laskemis-
ta. Voidaan liséksi olettaa, ettd suunnatut derivaatat ovat matriisin Y lineaarisia
funktiota, jokaiselle kiinnitetylle pisteelle X.

Tarkastellaan seuraavaksi funktiota 1=¢— ja esitetdin se sarjana. Tamé sarja kiy

pian jarkeen kun z korvataan airelliulotteisen vektoriavaruuden lineaarisella ope-
raattorilla A. Kompleksianalyysin pohjalta tiedetiin, ettd funktio :=¢— voidaan
esittaa potenssisarjana seuraavasti

loes 1=(1-245-) & k: L
= E =1—=4+—=—....
z z (k+1)! 2 3l

k=0

Liséksi kompleksianalyysista tiedetdédn, ettd funktio on kokonainen, myos kohdassa
z=0.

Lause 4. Olkoon X ja'Y n x n kompleksisia matriiseja. Télloin

Ty (e Y e 2 S

Mikd voidaan ilmaista yleisemmin seuraavassa muodossa. Jos X (t) on siled matriisi-
arvoinen funktio niin
— = _— . 2.2
a“ adX dt (22

Esitetdan ja todistetaan ensiksi lemma, jonka avulla Lause 4| voidaan todistaa.

Lemma 1. Olkoon X ja 'Y n x n kompleksisia matriiseja. Talldin

m—1 k _

1 — adx 1 — e 2dx

lim — e =\
m1—1>r<l>o m % *P ( m ) adX

Kaikki lemman komponentit ovat lineaarisia operaattoreita darellisulotteisessa vek-
toriavaruudessa M, (C).




Todistus. Koska adx kommutoi itsensa kanssa voidaan kirjoittaa exp (—“%X) muo-
dossa exp (—%). Lasketaan sitten

Hakasulkeissa oleva termi on Riemannin summa integraalille fo x'dx, jonka arvo on

(z‘Tln' Eli kun m lahestyy aaretonté, niin hakasulkeissa oleva termi lahestyy myos
arvoa ﬁ Koska funktio z' on kasvava suljetulla vililld [0,1], niin hakasulkeissa
olevan termin arvo tulee olemaan pienempi kuin integraalin arvo jokaisella arvolla

m.

Jokainen termi sarjassa on avaruuden M, (C) lineaarinen operaattori. Niitd operaat-
toreita voidaan ajatella n? x n? matriiseina. Niin ollen, jokainen termi on rajattu

ylhadlta
11

7l (2.3

Koska jokainen alkio n? x n? matriisissa on pienempi kuin matriisin normin itseisarvo
ja (2.3) termit ovat dérellisid voidaan kiyttdd dominoivan konvergenssin lausetta.
Dominoivan konvergenssin lause oikeutta tarkastelemaan jokaista alkiota matriisi
arvoisessa summassa erikseen ja korvaamaan raja-arvon lim,, ,,, muuttujan ¢ sum-
malla. Siis

m—1 o0 ;
.1 —kadx\ (1) (adyx) 1 —edx
mlgréOEZexp< m )_Z G+1)!  ady

k=0 =0

]

Todistetaan seuraavaksi Lause . Todistus mukailee Tuymannin todistusta [2] mika
on myos esitetty Hallin kirjassa.

Todistus. Todistetaan kohta (2.1) jolloin yhtélo (2.2) seuraa suoraan siitd. Olkoon
X ja'Y n x n kompleksisia matriiseja. Maaritellaan

d
AX)Y) = anW |i=0 -

Kuvaus exp : M, (C) — M, (C) on jatkuva differentioituva kuvaus. Jolloin A(X,Y)
on karteesisessa tulossa jatkuva funktio, sillda muuttujat X ja Y ovat jarjestettyna
parina jatkuva funktio. Liséksi Y on lineaarinen, jokaisella kiinitetylla matriisilla X.
Olkoon m positiivinen kokonaisluku, talloin

XY = [exp (% - %)} m. (2.4)
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Kayttamalla tulon derivoimissdantoa saadaan m méara termejé ja joissa kussakin
kohdassa (1.4) esitetyisté tekijoistd m — 1 arvioidaan kohdassa t = 0 ja jéljelle jaava
tekija differentioidaan hetkelld ¢ = 0. Eli saadaan,

d iy = X\" M X oty xX\"
T |t:0—ZeXp 7 &XP m+m lt=o | exp - (2.5)

k=0

:exp(%x)gexp(g) SED e () eo

Koska A(X,Y) on lineraarinen Y:ssi ja kuvausten Ad jas ad vélilla vallitsee yhteys
kuten aikaisemmin on todettu voidaan (1.6) kirjoittaa muodossa

jteX—i-tY |i—o= exp (—X) mz1€Xp (—adX> (A (%,Y)) : (2.7)

Yhtalon (1.7) yhtdsuuruus on voimassa kaikilla m € Z, . Néin ollen yhtdsuuruus on
my6s voimassa kun m lahestyy daretontda. Kun m — oo termi exp (mT’lX ) lahestyy
exp(X). Koska A(X,Y) oli karteesisessa tulossa jatkuva funktio, niin A (£)Y) —
A (0,Y) =Y. Jéljelle ja4 vain termi

— > _exp ,
m m

jonka raja-arvo lemman 1 nojalla on

1— @_adX
adX

Tama todistaa lauseen. ]

Tama todistus padttaa eksponenttikuvauksen derivaatan tarkastelun ja seuraavaksi
siirrytdan Baker-Campbell-Hausdorffin kaavaan.



3 Baker—Campbell-Hausdorffin kaava

Luvussa kolme tarkastellaan edelleen Lien matriisiryhmié ja niiden vastaavia Lien
algebroja. Téssd luvussa esitetddn Bakerin-Cambellin-Hausdorffin kaava ja sen to-
distus. Luku pohjautuu Hallin kirjaan [I].

Keskeinen tulos, mihin pyritdén, on seuraavanlainen. Olkoon G ja H Lien mat-
riisiryhmié, jotka on varustettu vastaavilla Lien (&érellisulotteisilla) algebroilla g
ja h. Olkoon G yhdesti yhtendinen, téallin jos kuvaus ¢ : g — b on Lien al-
gebra -homomorfismi, niin on olemassa sellainen uniikki Lien ryhma -homomorfismi
®: G — H, etta

P (exp X) = exp ¢(X) (3.1)

kaikilla X, jotka kuuluvat Lien algebraan g. Téma tulos on térkea, silla se osoittaa,
ettd jos G on yhdesti yhtendinen niin on olemassa luonnollinen bijektio ryhmén G
esityksen ja sen Lien algebran g esityksen vélilla. Koska kiytdnnossa on helpompi
tarkastella Lien algebran esitystd kuin vastaavan ryhmén esitysté, on tulos erittéin
kiyttokelpoinen.

Lien algebra -homomorfismin yhdistdminen Lien ryhmé& -homomorfismiin on sy-
véllinen tulos. Jotta tdhdn tulokseen pééstéisiin on halutun ryhméhomomorfismin
® : G — H toteutettava

d(e¥) = 2, (3.2)

Kuvaus ® haluttaisiinkin méaéaritelld tdméan relaation avulla.

Kun asiaa ldhestytédéan nain kohdataan kaksi haastetta. Ensiksi jokin alkio ryhméssa
G ei vilttamitti ole esitettivissd muodossa eX, kun X kuuluu Lien algebraan g. Ja
vaikka alkio olisikin néin esitettdvissa, ei ole selviad, miksi ® olisi ryhmahomomor-
fismi, vaikka @ olisi hyvin maéritelty.

Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava ratkaisee néistd ongelmista jalkimmaéisen.
Koska Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava sanoo, ettd mikili X ja Y ovat tar-
peeksi pienid, niin

1 1 1
log (e¥e") =X +Y + 3 [(X,)Y]+ 5 [X,[X,Y]] - o (X, [X,)Y]]+--.  (3.3)
Téarkeinté lausekkeessa on huomata, ettd se on annettu taysin X,Y ja kommutaat-
torin [+, -] avulla. Koska ® on Lie algebra -homomorfismi, niin

6 (1og (X)) = 6 (X) + 6 (V) + 2 [6(X) .6 (V)

2
= 45 [0 (X) [6(X) 6 (V)] = 5 [6 (X) [ (X) 6 (V)] 4+
— Jog (40 f0)

Téamaé relaatio on térked, silld luonnollisesti

XY
6X€Y _ 6log(e e’)



jolloin (3.1) avulla saadaan, ettd

D(eXe) = eflloale™e)),

Télloin (3.4) avulla saadaan, ettd
o (eXeY) = loa(e?Mef M) _ 0(X) o) = (eX) o (eY) :

Eli kun X on tarpeeksi pieni osoittaa Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava, etta
muotoa e® oleville alkioille ® on ryhm#homomorfismi.

3.1 Kaava

Tarkastellaan aluksi funktiota

joka on mééritelty ja holomorfinen kiekossa {|z — 1| < 1}. Lisdksi g(z) voidaan

esittaa sarjana
(o9}

g(z) = Z (2 — 1)™.
m=0
Sarjan suppenemisside on yksi. Jos vektoriavaruus V' on aérellisulotteinen, voidaan
V' samaistaa kompleksilukukunnan C kanssa kayttamalla mielivaltaista kantaa. Nyt
Hilbert—Schimdt-normi voidaan méarittaa lineaarisena operaattorina vektoriavaruu-
dessa V. Télloin mielivaltaiselle vektoriavaruuden V' operaattorille A, jolle pétee
||A —I|| <1, saadaan sarja

g(A) = an(A- D"

m=0

Seuraavaksi esitelld Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava ja sen todistus. Bakerin-
Campbellin-Hausdorffin kaava esitetddn integraalimuodossa sarjamuodon sijaan.
Lause 5 (Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava). Kaikille kompleksisille nxn mat-
ritsetlle X ja 'Y pitee
1
log (e¥e") = X + / g (e e (V) dt,
0
kun ||Y]] ja || X|| ovat tarpeeksi pienet.

Huomataan, etti e*dxedy ja myds g(e?dxe'®dv) ovat molemmat avaruuden gl(n; C)
lineaarisia operaattoreita. Kun oletetaan, ettd X ja Y ovat tarpeeksi pienia, taataan,
ettd e?dxetady on lihelld identiteetti operaattoria kun ¢ on vélilla 0 < ¢ < 1. Télléin
my6s g(e*dxefady) on hyvin méiritelty.

Kaava ei ole missdan mielessé yksinkertainen mutta se on hyédyllinen siksi, etta se
ilmaisee log(eXe) (ja niin ollen myds eXe¥’) Lie algebrallisilla suureilla adx ja adx.
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3.2 Todistus
Todistus. Maaritellaan aluksi
Z (t) =log (e*e")

Kun matriisit X ja Y ovat tarpeeksi pienet on Z(t) mééritelty kun 0 < ¢ < 1. Liséksi

funktio Z(t) on siled. Suoraan méiéritelmisti saadaan, ettd eZ?® = eXet’. Jolloin

d _
2 2 2() (eXetY) 1 XYy — v
Tai toisaalta suoraan Lauseesta [

—Z(t) d Z(t)

I — e 3z az
dte adZ(t) E '

e _—

Nama yhdistamalld saadaan:

[—ez0) (dZ\ dZ (I—e 20"
{ adz() } ( dt ) dt { adz () } ) (335)
Jotta niin saadaan laskea, taytyy olettaa, ettd X ja Y ovat tarpeeksi pienet. Tall6in

I—e ™z

} on léhelld identiteettia ja néin ollen
adz(t)

my0s Z (t) on tarpeeksi pieni, jolloin {
kdantyvé.
Kaytetadn adjoint kuvausta joka on homomorfismi ja muistetaan e

Adze = AdxAd,er.

Z(t) — X ptY.

Kuvausten Ad ja ad vélinen suhde johdettiin Lauseessa 3, jolloin ylla oleva yhtalo
saa muodon:
eadz(t) — eadxeadty = adZ(t) — log (eadxeadty)

Sijoitetaan tdméa yhtéaloon 3.5 jolloin saadaan

4z _ {I — (emxertr) }_1 (Y) (3.6)

dt log (eadx gadiy)

O R

niin yhtaléd 3.6 voidaan esittdd muodossa

Koska

dz

dt
Lopuksi huomiodaan, ettd Z(0) = X ja integroidaan vélilld nollasta yhteen ja saa-
daan

glexemim)(Y).

Z() =X+ /lg(eadxetady)(Y)dt.
0

Integraalimuodosta padstdéan myos summamuotoon. Siirtyminen integraalimuodosta
summamuotoon on esitetty Hallin kirjassa kappaleessa 3.5.
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4 Yhteenveto

Bakerin-Campbellin-Hausdorffin kaava liittyi Lien algebra -homomorfismin yhdisté-
miseen Lien ryhmé -homomorfismin kanssa. Kaavan avulla todella nahtiin, ettd ®
on ryhmahomomorfismi kuten luvun 3 alussa osoitettiin. Kuitenkin ennen kuin Lien
algebra -homomorfismi voidaan yhdistdd Lien ryhmé -homomorfismin kanssa téy-
tyy késitelld myos topologisia ominaisuuksia. Silla voi hyvin olla, ettd Lien ryhmén
G alkiota ei vilttaméttd voida ilmaista eksponentti kuvauksen e avulla. Ja vaik-
ka voitaisiin, ei voida olla varmoja onko X yksikéasitteinen. Tamé ongelma saadan
ratkaistua olettamlla, ettd G on yhdesti yhten&inen. Liséksi Bakerin-Campbellin-
Hausdorffin kaavassa jouduttiin olettamaan, etta || X|| ja ||Y'|| ovat tarpeeksi pienet.
Néin ollen Lien algebra méaéarda Lien ryhmén rakenteen ainakin lokaalisti, ldhella
identiteettia.

Tarkastellaan vield lopuksi esimerkin tapaisesti, kuinka Bakerin-Campbellin-Hausdorffin
kaava toimii Heisenbergin ryhmén tapauksessa. Heisenbergin ryhméa H on ryhmé jo-
ka koostuu 3 x 3 realisista matriiseista, jotka ovat muotoa

b
i a,b,ceR.

S O =
O = 2

c
1
Heisenbergin ryhmén vastaavaa Lie algebra on . Olkoon lisdksi G Lien ryhmé ja
g sitd vastaava Lien algebra. Algebrojen vélinen Lien algebra -homomorfismi on
¢ : h — g. Heisenbergin ryhméin eksponenttikuvaus e’ on bijektiivinen kuvaus. Ol-

koon 7 log” eksponenttikuvauksen kdanteiskuvaus kuten aikaisemminkin. Nyt voi-
daan maaritella kuvaus ® Lien ryhmien H ja G vililla seuraavasti:

P(A) = e?loe ),
Seuraavaksi halutaan niyttad, ettd kuvaus ® on Lien ryhmé -homomorfismi.

Kun matriisit X ja Y kuuluvat Heisenbergin ryhméaén H on niiden kommutaattori
[X, Y] seuaavaa muotoa

Matriisit X ja Y kommutoivat myos kommutaattorin [ X, Y] kanssa. Koska ¢ on Lie
algebra -homomorfismi niin ¢(X) ja ¢(Y) kommutoi myds kommutaattorin kanssa:

[0 (X),[¢(X) 0 V)]l = [¢(X),0(X) o (Y) =0 (V)¢ (X)]

¢ ([X, XY —YX])
¢ ([X,[X, Y]]) = 0.

XN =0.

Vastaavasti myos [¢ (Y),[6 (V) ,¢

—~

12



Matriisi A voidaan ilmaista my6s muodossa eX, jollakin uniikilla X € h. Vastaa-
vasti my6s matriis B voidaan ilmaista myds muodossa e¥', jollakin uniikilla Y € g.
Seuraavaksi halutaan laskea ®(AB). Jotta tamé voidaan tehdé esitellddn seuraava
lause, jonka todistus sivutetaan silld se on kohdan (3.3) erikoistapaus.

Lause 6. Olkoon X ja Y n x n sellaisia kompleksisia matriiseja, ettd X ja Y
kommutotat kommutaattoriensa kanssa. Eli

[0 (X),[0(X),0 V)]l =[o(Y),[o(Y),0(X)] =0

Talloin
X Y X+Y+lixy
eXe¥ = XHYH3lXY]

Nyt voidaan laskea
D(AB) = d(eXe’) = d(eX Y TalX V),

Kuvaus ® on midritelty aikaisemmin ®(A4) = e?(°¢4) Nyt Lauseen 6 nojalla ja
lisdksi huomioimalla, ettd ¢ on Lie algebra -homomorfismi saadaan
B(AB) = GX)TH0)F36(X) 60V
— P(X)o(Y)
= P(A)D(B).
Néin ollen ® on ryhméhomomorfismi. Lisidksi ® on jatkuva, silla log, exp ja ¢ ovat
kaikki jatkuvia. Jolloin siis ® on Lien ryhmé -homomorfismi. Liséksi koska ekspo-

nenttikuvaus on téssé tapauksessa bijektio, niin on olemmassa vain yksi yksikésit-
teinen kuvaus ®(eX) = e?(X).
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