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informaation sovelluksien kannalta. Johdetaan Wignerin funktio usealle esimerkille
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merkitys gaussisiin tiloihin ja -operaatioihin liittyen.

Maaritelladn ei-gaussiset tilat ja esitellddn joitain niiden karakterisointiin kaytettyja
mittoja ja tilojen kvanttiresursseja. Esimerkkien kautta tarkastellaan miten fotone-
ja lisaamalla tai poistamalla gaussisesta tilasta voidaan saavutaa Wignerin funktion
negatiivisuutta omaava ei-gaussinen tila. Liséttyjen ja poistettujen fotonien tiloja
tutkitaan tarkemmin kiyttden apuna Wickin todennékoisyyslausetta ja graafiteori-
aa. Selvitetddn miten niiden tilojen operaattorimomenttien laskeminen voidaan an-
taa graafin hafnianin muodossa. Tunnistetaan yhteys hafnianin laskemiseen liittyvan
uniikkien termien méardn osaongelman ja graafien nimeadmisiin liittyvien ongelmien
valilla.

Lopuksi tehdddn yhteenveto kisitellyisté aiheista ja pohditaan miten esiin tulleet
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Johdanto

Nykypédivin teknologia on niin pitkélle kehittynyttd, ettd monella alalla seuraavaa
lapimurtoa etsitddn kvanttifysiikkaa hyodyntamalla. Erds téllainen kvanttiteknolo-
gian suunta on kvantti-informaatio, jonka kontekstissa tutkittavat systeemit jaetaan
diskreetteihin ja jatkuviin systeemeihin. Erityisesti diskreettejd systeemejd hyodyn-
netddn paljon kvanttitietokoneiden rakentamisessa, mutta myo6s jatkuvilla systee-
meilld on sovelluksensa etenkin kvanttioptiikan kautta.

Tamén tutkielman tarkoitus on tarkastella juurikin jatkuvien kvanttisysteemien
tietynlaisiin tiloihin liittyvaéd laskennallista ongelmaa ja liséksi tutustuttaa lukija
jatkuvien systeemien kuvaamisen ja analysoinnin tydkaluihin. Emme keskity yksi-
tyiskohtaisesti kiiytdnnon sovelluksiin teknologiassa emmeksd myoskiidn kisittele ko-
keellisia toteutuksia, mutta mainitsemme niisté joitain esimerkkeji ja pyrimme anta-
maan mahdollisimman kattavat ldhteet molemmista sen ollessa oleellista. Painoarvo
on siis teoriassa ja tutkielmassa on haluttu nostaa esille taustalla olevan matema-
titkan tarkeytta. Tutkielmasta on pyritty tekem&dn mahdollisimman itsenéinen ja
osittain tastd syystd kirjoituskieleksi on valittu suomi, silld aiheeseen liittyvad mo-
dernia suomenkielistd tekstid on vihin.

Tutkielman aluksi kertaamme kvanttiteorian perusteet ja kiinnitimme erityisesti
huomiota siithen miten fysikaalisia prosesseja mallinnetaan matemaattisesti. Kédym-
me lapi pikaisesti my0s esimerkin diskreeteisté systeemeistii ennen kuin keskitymme
lopun tutkielman ajan tédysin jatkuviin systeemeihin. Jatkuvilla systeemeilld on hy-
vin tunnettu ja mielenkiintoinen joukko kvanttitiloja ja operaatioita joita kutsutaan
gaussisiksi. Gaussiset tilat kdyttaytyvit tietylla tavalla siististi moniin muihin verrat-
tuna, miki ndhdiin etenkin jatkuvien systeemien kuvaamiseen soveltuvassa faasia-
varuusformalismissa. Tutkielman keskiosa on omistettu tdmén formalismin ominai-
suuksien késittelyyn ja tarkastelemme gaussisia tiloja useamman esimerkin avulla.

Téarkedssa osassa ovat faasiavaruuden symplektinen rakenne seké kvanttitiloja edus-



tava Wignerin kvasijakaumafunktio. Yhdessd ndmi perusteet kattavat tutkielman
ensimmadiset kolme lukua.

Gaussisilla tiloilla on merkittivid rajoja laskennallisissa sovelluksissa, minké ta-
kia luvussa 4 kiinndmme katseen ei-gaussisten tilojen ja operaatioiden pariin. N&-
mé tilat ja operaatiot ovat vilttdméttomid, jotta jatkuvilla systeemeilld voidaan
saavuttaa todellinen laskennallinen etu klassisiin menetelmiin verrattuna. Koska ei-
gaussisten tilojen tutkimus ei ole yhté vakiintunut kuin gaussisten tilojen, ei niiden
karakterisointikaan ole vield yhté tiydellinen. Esittelemme kuitenkin joitain tapoja
mitata tilan ei-gaussisuutta ja kvanttiresursseja, jotka tekevit ei-gaussisista tiloista
suotuisia laskennallisissa sovelluksissa. Erés téllainen resurssi on Wignerin funktion
negatiivisuus. Luvun lopussa kisitellddn tiettya probabilistista tapaa valmistella ei-
gaussisia tiloja gaussisista tiloista lisiamalla tai poistamalla fotoneja kvanttioptises-
ta systeemistd. Esitimme kaksi esimerkkid, jotka ndyttavat miten lopputuloksena
saadaan tila, jolla on ominaisuutena edelld mainittu Wignerin funktion negatiivi-
suus.

Luvussa 5 analysoimme tarkemmin ndiden lisdttyjen ja poistettujen fotonien ei-
gaussisten tilojen karakterisointiin liittyvid operaattorimomentteja. Téahan kidytam-
me Wickin todennikoisyyslausetta, joka antaa hajottaa parillisen méérin operaat-
toreiden momentin kahden operaattorin momenttien tulojen summaksi alkuperéisen
gaussisen tilan tayttiessd tietyt ehdot. Wickin todenndkdisyyslause on saavuttanut
vuosikymmenien saatossa jo melkein “folklore” aseman ja usein kirjallisuudessa viita-
taan vain Wickin alkuperdiseen artikkeliin. Kyseinen julkaisu ei kuitenkaan todista
lausetta sen yleisimmassd muodossa gaussisille tiloille. Lisdksi joidenkin erityista-
pauksille olemassa olevien todistusten yleistdminen ei ole helppoa, silld ne ovat riip-
puvaisia tietyistd operaattoreiden kommutaatiosddnngista, jotka eivat valttamatta
enda pade yleisessd tapauksessa. Emme néistd syistd kiy todistusta lapi tassa tut-

kielmassa, mutta annamme useamman aihetta kasittelevin lahteen joista toivotta-



vasti kdy ilmi ettei Wickin todennékoisyyslause ole niin itsestddnselva kuin joskus
voisi luulla.

Wickin todennakodisyyslauseen antama summa voidaan antaa graafiteorian avulla
tadydellisten sovitusten ongelmana. Liitdmme jokaiseen momentissa esiintyviin ope-
raattoriin graafissa esiintyvin solmun ja kaikkiin kahden operaattorin momentteihin
graafin linkin. TAll6in operaattorimomenttin arvo saadaan graafin hafniani-funktion
arvona. Tarkastelemme néihin tdydellisiin sovituksiin liittyvid kombinatorisia omi-
naisuuksia, kuten esimerkiksi kuinka paljon termejé Wickin lauseen summassa esiin-
tyy, kuinka moni néista termeistd on uniikki, sekd milloin jotkin termit nollautuvat
ja summa voidaan antaa helpommassa muodossa. Mietimme my6s onko mahdollis-
ta hyddyntad tietoa ennalta lasketuista sovituksista, kun vaihdamme gaussista tilaa
johon fotonien poisto- ja lisdysoperaatiot tehdééin, siten ettd uutta laskettavaa olisi
vahemmaén. Lopuksi teemme yhteenvedon tutkielmassa kisitellyista aiheista.

Koko tutkielman ajan tydskentelemme luonnollisissa yksikéissd (¢ = h = 1) lu-
kuunottamatta joitain poikkeuksia, missd systeemin energian dimensio auttaa ha-
vainnollistamaan jotain esimerkkis. Kaytdmme myo6s Diracin notaatiota eli puhum-
me mielivaltaisesta Hilbertin avaruuden vektorista v ket-vektorina, jota merkataan
|1)). Merkkaamme muita vektoreita lihavoiduilla italisoiduilla kirjaimilla, matriise-
ja ja lineaarioperaattoreita konekirjoituskirjaimilla seka erityisesti kvanttitilojen ti-
heysoperaattoreita kreikkalaisilla kirjaimilla. Skalaarin kompleksikonjugaattia mer-
kitsemme ylaviivalla 67 vektorin tai operaattorin hermiittista konjugaattia tikarilla

(-)!, transpoosia (-)7 ja jilkioperaatiota Tr[.].

1 Kvanttiteorian perusteet

Tamaén luvun tarkoitus on kerrata kvanttiteorian matematiikan perusteita ja tdméan
tutkielman kannalta tarkeét ominaisuudet. Sisilto perustuu pddosin Heinosaaren ja

Zimanin teokseen The Mathematical Language of Quantum Theory |1] sekd Buschin,



Lahden, Pellonpédén ja Ylisen teokseen Quantum Measurement [2]. Aloitamme ni-
medmélld kvanttimekaniikan postulaatit |3, 4], minki jilkeen médrittelemme mai-
nitut termit tarkemmin ja selvitimme my0s matemaattisen formalismin fysikaalista
tulkintaa. Vaikka tdmén luvun esittimét asiat ovat yleispdtevid, kiydadn daretonu-

lotteiset ja jatkuvat tapaukset 1dpi tarkemmin luvuissa 2 ja 3.

1.1 Kvanttimekaniikan postulaatit

1. Postulaatti: Mitéd tahansa eristettyé fysikaalista systeemié vastaa kompleksi-
nen sisdtulolla varustettu vektoriavaruus, Hilbertin avaruus, joka on systeemin
tila-avaruus. Systeemin tilaa kuvaa sen tiheysoperaattori, joka on positiivinen

ja jonka jilki on yksi.

2. Postulaatti: Suljetun systeemin aikakehitys maardytyy jonkin unitaarisen
muunnoksen mukaan. Systeemin tilan ollessa puhdas se noudattaa Schrodin-

gerin yhtaloa

0

En [W(t)) = —ﬁHW(m-

3. Postulaatti: Mittauksia kuvaa joukko positiivisia mittausoperaattoreita {A;},
missd indeksi ¢ vastaa jotain tiettyd mittaustulosta. Jos systeemin tila on p,

niin todennikoéisyys saada tietty mittaustulos on
p(i) = Tr[pAs].

4. Postulaatti: Useasta fysikaalisesta systeemistd koostuvan yhdistetyn systee-
min tila-avaruus on osasysteemien tila-avaruuksien tensoritulo. Samoin tihey-

soperaattori on osasysteemien tiheysoperaattoreiden tensoritulo.



1.2 Hilbertin avaruus

Maaritelma 1.1. Olkoon V' vektoriavaruus yli kompleksilukujen C. Kuvaus S :
V xV — C on V:n sisdtulo. Avaruus V on sisdtuloavaruus, jos kaikilla ¢, ¢, £ € V

ja kaikilla o, § € C

L S(p,atp + ) = aS (v, ) + 85 (¢, ),
2. S (p,0) = 5 (¥, 9).
3. S(pp) 2
4.5(p, ) >0, jos o # 0.
Sisétulo maarittdd vektoriavaruudelle V' tutun normin ||| = /S (¢, ¢) ja jos jo-

kainen Cauchyn jono suppenee, on V' tiydellinen norminsa suhteen.
Maaritelma 1.2. Hilbertin avaruus H on taydellinen sisdtuloavaruus.

Jatkossa merkitsemme Diracin notaation mukaisesti Hilbertin avaruuden sisidtu-
loa {p|) = S (p,1) ja alkiota |p) € H. Hilbertin avaruuden duaaliavaruus H' on
joukko lineaarikuvauksia f : H — C. Jokainen |p) € H méadrittdd kuvauksen f,

seuraavasti

fo(¥) = (ol¥) - (1.1)

Frechét’n-Rieszin lauseen |2, s. 17][5, 6] mukaan jokaista duaaliavaruuden alkiota f
vastaa yksikésitteinen |¢) € H, jolla f = f,. Jatkossa merkitsemme f, = (| = ]ap)T,
ja bra-vektori (p| on siis ket-vektorin |p) duaalivektori.

Kahden vektorin sisétulon ollessa nolla (p|¢) = 0 sanotaan vektorien oleva or-
togonaaliset ¢ | 1. Vektorien {¢; }ic7 joukko S, missi Z on jokin indeksijoukko, on

ortogonaalinen, jos

Joukko S on ortonormaali, jos liséksi jokaisen vektorin normi on yksi ||¢;|| = 1.



T4alloin merkitsemme
(ileos) = dij, (1.3)
missd d;; on Kroneckerin delta.

Maaritelma 1.3. Olkoon S ortonormaali joukko ja S C H. Joukko S on H:n

ortonormaali kanta, kun kaikilla |p) , ) € H

1. jos ¢ L S, niin |¢) =0,
2. [p) :%(ﬂ@ 192
3. {ply) = &Z;q<¢|£> (),
4. |lgll* = &Z;g (Elp) I,

5. Joukon S virittdma aliavaruus V' on tihed avaruudessa H.
Kohdassa 2. on maéritelty vektorin |¢) esitys kannassa S, missd lukuja (£|¢) sano-

taan |p):n Fourier'n kertoimiksi S:n suhteen.

Jokaisella Hilbertin avaruudella on olemassa ortonormaali kanta [2, s. 30]. Jatkossa
kun puhumme kannasta, oletamme sen olevan ortonormaali ellei toisin mainita. Kan-
nan kardinaliteetti, eli kantavektoreiden lukuméaara, kertoo avaruuden ulottuvuuden
dim(H).

Hilbertin avaruuden operaattori on lineaarikuvaus T : H — H. Operaattori T

on rajoitettu, jos on olemassa luku ¢t > 0, jolla
ITell < tllell, ¥ip) € H. (1.4)

Merkitsemme néiden operaattoreiden joukkoa L(#H). Lisdksi méadrittelemme ope-

raattorinormin

IT|l = sup [[Te]. (1.5)
lel=1

Merkitsemme nollakuvausta O ja identiteettikuvausta 1, joilla
Olp) =0 ja (1.6)

Lle) =), Vp). (L.7)



Koska T |p) € H kaikilla |p) € H, voimme Fréchet'n-Rieszin lauseen nojalla

miiritelld myds operaattorin adjungaatin TT

(Tle))" = (| T". (1.8)

Jos operaattori on oma adjungaattinsa TT = T, sit#i sanotaan itseadjungoiduksi tai
hermiittiseksi operaattoriksi ja merkitsemme niiden operaattoreiden joukkoa L(H).

Kun operaattorille pitee
TT! = T'T, (1.9)
se on normaali ja jos lisdksi
TT! = T'T =1, (1.10)

operaattori on unitaarinen T € U(H). Méirittelemme vield projektion T € P(H),

joka on operaattori jolle patee
T="T%="T", (1.11)

TT+H=T(1 - T) = 0. (1.12)

Operaattori T+ = (1 —T) on T:n ortogonaalinen komplementti ja on helppo nihdi
my0s sen olevan projektio.
Hilbertin avaruuden ulottuvuuden ollessa ddrellinen voimme antaa operaattorille

jarkevin matriisiesityksen T = [T};], missi

Tij = (@il Tlej), o) €5, (1.13)

ovat matriisin alkiot jonkin ortonormaalin kannan S suhteen. Riippumatta H:n da-

rellisyydestd, sanomme operaattorin olevan positiivinen, T € L(#H)_, kun
(0| Tlp) =0, V]p) € H. (1.14)

Maérittelemme vield lopuksi kaksi tarkedd piirrettd operaattorijonojen suppenemi-

sesta.



Maéiritelmi 1.4. Olkoon (Z,>) jérjestetty joukko milloin kuvaus Z — (T;);ez €
L(H) on jono.
1. Jono (T;);ezr suppenee vahvasti, s-limT; = T € L(H), kun T;|p) = T|p)
kaikilla |¢) € H.
2. Jono (T;);er suppenee heikosti, w-limT; = T € L(H), kun (| T;|p) =
(| T|e) kaikilla |p), ) € H.

1.3 Tilavektorit

Kvanttiteoria on probabilistinen teoria, jonka mukaan kvanttisysteemida kuvaa jo-
kin Hilbertin avaruus H. Vanhempien méaéritelmien sekd monien kvanttimekaniikan
peruskurssien mukaan systeemin tilaa kuvaa jokin vektori |¢)) € H. Naille tilavek-

toreille pétee ehto

Y] =1, (1.15)

ja ne méaarittévit todennikoisyyksia saadan jokin mittaustulos, kun systeemille teh-
ddén jokin mittaustoimenpide tilassa [1)).

Olkoon S = {y; |(pilp;) = d;;} edelld mainitun Hilbertin avaruuden kanta.
Néemme heti, ettd kannan vektorit ovat mahdollisia tilavektoreita. Méaritelmén 1.3
mukaan voimme esittdd minka tahansa vektorin kannan suhteen ja saamme talloin
mielivaltaiselle tilavektorille 1)) € H

W) =D eilea, I01* =D lel* =1, (1.16)

€S €S
missi ¢; = (p;|1). Tasta seuraa lisiksi, ettd myos «[¢), a € C, on péateva tilavek-
tori, kun |a| = 1. Kvanttisysteemin tila riippuu siis vain tilavektorin suunnasta ja
vektoreiden [¢) ja a|¢) sanotaan olevan ekvivalentit. Yhtdlo 1.16 kuvaa yhta kvant-
titeorialle ominaista piirrettd, tilojen superpositio periaatetta. Télloin tilavektorin
Fourier'n kertoimet ¢; ovat todennikéisyysamplitudeja ja arvot |¢;|* ovat systeemin

todennékdisyys olla tilassa |p;) mittaushetkella.



Voimme nyt antaa edeltdvissd alaluvussa mainituille projektioille esityksen ti-
lavektoreiden suhteen Diracin notaatiolla. Olkoon yksiulotteinen projektio kuvaus

Py : H — Hy seuraavasti

Py |¢) = (¥[8) [¢), (1.17)

missé vektorit (1|¢) |¢)) muodostavat H:n aliavaruuden #H,,. Merkitsemme tétd ope-

raattoria vektorin |¢)) ulkotulolla itsensi kanssa

Py = [¢X]. (1.18)

Suoraan laskemalla ndemme helposti, ettd méairitelméistéd seuraa PJ =Py ja Pi =
P,. Operaattori |1)(¢| siis todellakin on projektio, kun [¢) on tilavektori. Liséksi
jos joukko projektioita {P;} on ortogonaalinen, eli P;P; = O kun j # k, niin myos

niiden summa on projektio, miké on myo6s helppo todistaa suoraan laskemalla.

1.4 Observaabelit ja niiden odotusarvot

Edellisessd alaluvussa mainitsimme, ettd systeemin tilavektorit liittyviat todenna-
kéisyyksiin ja mittauksiin. Tarkemmin tilavektorit kuvaavat todenndkoisyyksid saa-
da jokin tietty mittaustulos jollekin suureelle. Olkoon €2 kvanttisysteemin kaikkien
mahdollisten mittaustulosten joukko ja F tulosten o-algebra. Joukko F on siis ko-
koelma alijoukkoja F' C € siten, ettd ) € F ja o-algebran alkion komplementti
Q\ F € F seki alkioiden mielivaltainen unioni | J -, F,, € F kuuluvat myés al-
gebraan [2, s. 63]. Sanomme (2, F) olevan systeemin tulosavaruus. Maérittelemme

seuraavaksi mitattavan suureen eli observaabelin:

Maiaritelma 1.5. Observaabeli on normalisoitu positiivinen operaattoriarvoinen
mitta (POVM), eli kuvaus A : F — L(H) siten, ettd

1. A(0) = O,

2. A(Q) =1,
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3. A(U;X;) = >, A(X;) mille tahansa sarjalle { X} erillisid F:n joukkoja ja sum-

ma, suppenee heikosti.

Yhdistettynd kvanttisysteemin tilaan |¢) todennikéisyys saada mittaustulos X;

observaabelin A kuvaamalle suureelle A kyseisessi tilassa on
P (Xi) = Ap(Xi) = (¢l A(Xi) [) € [0,1]. (1.19)

Operaattoreiden A(X;) positiivisuus on vaatimuksena observaabelille silld muuten
saadut todennikodisyydet voisivat olla negatiivisia, miki ei ole fysikaalisesti jarke-
vad. Observaabelit voivat olla diskreettejd tai jatkuvia. Seuraavaksi méarittelemme
diskreetin observaabelin ja sen odotusarvon. Palaamme jatkuvaan tapaukseen myo-

hemmin.

Méiritelma 1.6. Observaabeli A tulosavaruudella (€2, F) on diskreetti, jos on ole-

massa numeroituva joukko €y € F siten, ettd A(£2) = 1.

Diskreetin observaabelin tapauksessa merkkaamme lyhyesti A(x;) = A({z;}),
kun {z;} C Qp. Koska observaabeli yhdessi kvanttitilan kanssa mééritdd toden-
nékoisyysjakauman mittaustuloksille, voimme laskea suureen A odotusarvon (A)
tilassa |¢)

<A>¢ = Z i (Y| Alzi) [¢) - (1.20)

z;€Q

Tamé tarkoittaa mittaustulosten keskiarvon ldhestyvan tédta arvoa, kun mittausta-
pahtumien méara ldhestyy adretonta. Jatkossa emme merkitse odotusarvoa alain-
deksilld, ellei sithen ole erityistd tarvetta. Joskus observaabeleiksi kutsutaan myos
niiden ensimmaéistd momenttioperaattoria A[1] = > z;A(x;), joka siis antaa suu-
reen odotusarvon. Niin tehddin usein esimerkiksix i;z(i)kan, litkeméaérin ja energian
tapauksessa |2, s. 202]

Vanhemmassa kirjallisuudessa ja kvanttimekaniikan peruskursseilla observaabeli

médritellddn usein hermiittisend operaattorina, jonka kaikki ominaisarvot ovat re-
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aalilukuja ja jonka ominaisvektorit muodostavat Hilbertin avaruuden kannan. Tél-
lainen observaabeli on erityistapaus antamastamme maéritelméasta ja sitd sanotaan
tarkaksi observaabeliksi. Tarkka observaabeli on POVM A jolla A(X;) € P(H) kai-
killa X; € F. Tarkkoja observaabeleja kutsutaan myos projektioarvoisiksi mitoiksi
tai spektraalimitoiksi. Todellisuudessa mitdin mitattavaa suuretta ei kiytdnndssa
voi edustaa tarkalla observaabelilla, minké takia yll4 annettu yleisempi méaéritelma

on tarpeellinen [7].

1.5 Tiheysoperaattori

Olkoon H jokin Hilbertin avaruus, A observaabeli ja {p;} jokin ortonormaali kan-
ta S. Voimme antaa edellisessd alaluvussa maéaritellyn todennikdisyysmitan myos

muodossa

Pp(X;) = WIACG) 1) = Y (il XU AX)) i) (1.21)

7

missi [1)) on tilavektori ja yhtdlon oikea puoli on tuttu jilkioperaatio

Tr[PyA(X)] =) (il PyA(X;) [i) - (1.22)

2

Sanomme operaattorin T kuuluvan jalkiluokkaan 7 (#), jos sen jalki on riippuma-
ton kannasta ja direllinen. Ndemme helposti, ettd jokaiselle tilavektoria vastaavalle

projektiolle pétee
Tr[Py] =1 (1.23)
ja médritelmien 1.4 sekd 1.5 nojalla observaabeleille pitee
Tr[A(X)] < 00, VX € F. (1.24)

Molemmat ovat siis esimerkkeja jalkiluokkaoperaattoreista.
Tilavektoreiden projektiot eivit ole ainoita operaattoreita joiden jalki on yksi.

Olkoon A jokin luku vililta [0, 1] ja Py, P, kaksi projektiota P, # P,. Silloin

Te[AP, + (1 — A)P,) = 1. (1.25)
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Eli my6s tilavektoreita vastaavien projektioiden konveksi summa kayttaytyy jaljen
alla kuin tila. Voimme nyt maaritelld kvanttisysteemin tilaa kuvaavan kappaleen

tarkasti.

Maééritelma 1.7. Hilbertin avaruuden H tila-avaruus on konveksi joukko S(H) =

{peT(H)|p=>0,Trp] =1}

Operaattoreita p kutsutaan tiheysoperaattoreiksi, tai tiheysmatriiseiksi ulottu-
vuuden ollessa ddrellinen, ja merkkaamme niitd kreikkalaisilla kirjaimilla. Suuretta

Tr[p?] sanotaan tilan puhtaudeksi ja
0 < Tr[p*] <1,Vp € S(H). (1.26)

Jos tilan puhtaus on yksi, on silloin sen tiheysoperaattori projektio. Naitd tiloja
kutsutaankin puhtaiksi tiloiksi ja muita tiloja sekoitetuiksi. Puhtaat tilat voidaan
esittdd siis myos ket-vektoreina, mutta sekoitetut tilat voidaan antaa vain tiheyso-
peraattoreina.

Tilojen konveksi summa kuvaa klassista todennikdisyyteen liittyvia kiyttayty-
mistd verrattuna puhtaiden tilojen kvanttimekaniikalle ominaiseen superpositioon.
Olkoon jokin tila p = AP, + (1 — A)P,. Nyt tila voi olla joko Py, tai P, kertoimien
madramaéilld todennikoisyyksilla ja projektiot maarittavat mittausten todennadkoi-
syydet kyseisissi tapauksissa. Jatkossa kun puhumme tilasta, tarkoitamme tiheyso-
peraattoria ja mainitsemme erikseen tilan oleva puhdas tai tilavektori.

Olemme nyt kiiyneet liapi yleisesti Hilbertin avaruuden rakenteen, sen alkiot jotka
voivat kuvata kvanttisysteemin tiloja, sekd operaattorit jotka kuvaavat mitattavia
suureita. Naméi matemaattiset tyokalut riittdvat kuvaamaan suljettua systeemié.
Kaytannossa kuitenkin kaikki systeemit vuorovaikuttavat jonkin toisen systeemin
kanssa ja haluamme tutkia myos téllaisia tilanteita. Liséksi kvanttimekaniikassa sys-
teemit voivat olla tilastollisesti toisistaan riippuvia kvanttikorrelaatioiden [8| kautta,

vaikka ne eivit olisi suoraan vuorovaikutuksessa.
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Kuvaamme yhdistettyi systeemid, joka koostuu Hilbertin avaruuksien H; ja Ho

kuvaamista systeemeista, Hilbertin avaruuksien tensoritulolla
He = Hi1 @ Ha. (1.27)

Tama tensoritulo yleistyy mielivaltaiselle maarélle avaruuksia ja Hilbertin avaruuden

He alkiolle |¢p ® 1)), |¢) € H, [¢) € Hy pitee

(@ Ylp @) = (9l9) (Yli), (1.28)

seka
(A®B)|p®¢) =|A¢@B); A®B € Hg, (1.29)

kun A € L(#H1),B € L(Hz). Jos {¢;} ja {n;} ovat vastaavasti avaruuksien H; ja
7, kantoja, niin silloin {¢; ® n;} on avaruuden Hg kanta. Néin ollen, jos Hilbertin
avaruuden kaikkien alasysteemien {#;} ulottuvuudet ovat &direllisii, d; < oo, on

koko avaruuden ulottuvuus

dim(Hg) = | [ di- (1.30)

Loput operaattoreiden joukot, kuten tiheysoperaattorit, masdraytyvit samoilla pe-
riaatteilla. Vield yksi erittdin tarked ominaisuus 16ytyy tensorituloavaruuden jalki-

luokkaan kuuluvilta operaattoreilta T € T (Hg).

Maaritelma 1.8. Osittainen jilki on jdljen sdilyttvd, positiivinen kuvaus Trg :

T(H®K) — T(H). Taméi tarkoittaa, ettd kaikille A ® B € T(H ® K) pitee

Tre[A ® B] = Ty € T(H), (1.31)

Te[A ® B] = Tr[Ty). (1.32)

Vastaavasti Try : T(H ® K) = T(K).
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1.6 Aikakehitys ja kanavat

Luvun alussa nimetyn kvanttimekaniikan toisen postulaatin mukaan suljetussa sys-
teemissi ajasta riippuvan puhtaan tilan |¢(t)) kehittymisen médrdd Schrodingerin

yhtalo

S1R(0) =~ (1) (1.33)

missd h on redusoitu Planckin vakio ja H Hamiltonin operaattori, eli hamiltoni.
Tésté seuraa tuttu muoto systeemin unitaariselle aikakehitysoperaattorille U(¢) Ha-

miltonin operaattorin eksponettikuvauksena
U(t) = e (1.34)
hamiltonin ollessa ajasta riippumaton. Aikekehittyvéin tilan méairitelma on nyt

() =U@) [4), (1.35)

missé [1)) on systeemin tila hetkelld ¢t = 0.

Unitaaristen operaattoreiden erityinen piirre on niiden isometrisyys

WOI(1) = W) = (lY) (1.36)

eli tilavektorit pysyvit tilavektoreina kaikilla ¢t € R. Tilavektoria |¢(t)) vastaava

ajassa kehittyvé tiheysoperaattori p(t) € S(H) on

p(t) = U(t) [¥)e| U'(t) = U(t)pU'(t), (1.37)

ja sekoitetuille tiloille p = > w; Py, > w; =1

sz )P, Ut (¢) (1.38)

Selvasti siis

Tr[p(t)] = Tr[p] = 1, (1.39)
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eli aikakehitys on lineaarikuvaus S(H) — S(H). Samoin voimme, kiyttden jiljen

syklisyytta,?
Py = Tr[p(t)A] = Tr[pUT(t)AU(t)], (1.40)
médritelld aikakehittyvin observaabelin
A(t) = Ut (t)AU(t), (1.41)

joka on tilan aikakehityksen duaalikuvaus. Aikakehittyvien tilojen ja observaabelei-
den kuvia kutsutaan vastaavasti Schrodingerin ja Heisenbergin kuviksi.

Haluamme seuraavaksi tietdd miten yleisesti kuvaamme tilan kehittymistéd tai
muuttuumista toiseksi. Olkoon ® kuvaus 7(H) — T(H) ja @' : L(H) — L(H) sen
duaalikuvaus. Kuvaus ®' on positiviinen, kun ®'(T) € £(#), kaikilla T € L(H), .
Olkoon M, (L(#H)) nyt n x n kokoisten matriisien A avaruus, joiden alkiot ovat

operaattoreita A;; € L(H). Kuvaus ®' on n-positiivinen, kun matriisi
oL (A) = [@'(Ay)] (1.42)

on positiivinen. Jos ®' on n-positiivinen kaikilla n € N, kuvaus on tiyspositiivinen
[2, 5.137] ja talloin myos @ on téayspositiivinen. Voimme nyt méadritelld fysikaalisesti

mahdollisen kvanttioperaation.

Maééritelmé 1.9. Lineaarikuvaus ® : 7(H) — 7 (K) on operaatio, jos se on
1. tayspositiivinen ja
2. 0 < Tr[®(p)] <1, kaikilla p € S(H).
Jos lisdksi kuvaus on jiljen sdilyttava, kutsumme sitd kanavaksi. Merkitsemme ope-

raatioiden joukkoa O ja kanavien joukkoa O..?

!Tarkalleen ottaen operaattoreiden jélki Tr[ST] on syklinen vain, kun S tai T on jilkiluokkao-

peraattori.

2Joskus kirjallisuudessa kanavia ei nimeti erikseen ja puhutaan vain operaatioista tai toisin

péin.
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Operaatioiden tdyspositiivisuus on vaatimus, jotta kuvaus pysyy fysikaalisesti
mahdollisena my0s yhdistetyissi systeemeissd. Operaation, joka ei sidilytd jdlked,
voidaan tulkita tuhoavan joitain systeemin alkutiloja ja lopputulos on silloin alinor-
malisoitu tila Tr[®(p)] < 1. Operaatio ® : T(H) — T (K) voidaan antaa operaatto-

risumma muodossa [9]
O(T) = ATA], Ay € L(H,K), (1.43)
k

jota kutsutaan Krausin hajotelmaksi. Schrodingerin ja Heisenbergin kuvat yhdistia

siis yhtasuuruus
Tr[®(p)A] = Tr[p®T(A)], p € S(H), A € L(H). (1.44)

Operaation ¢ sanotaan olevan unitaalinen, kun ®(1) = 1. Ndemme tésté heti, ettd
duaalikuvauksen ®' ollessa unitaalinen, on ® kanava. Aikakehitys on siis esimerkki

unitaarisesta kanavasta oy, jonka Krausin hajotelma on oy (T) = U(¢)TU(¢)

Tr[ou (p)] = Tr[U)pUT(#)] = Tr[pUt () U®)] = Tr[pag(t)u)} . (1.45)

1.7 Mittaukset

Edeltavissa osissa olemme puhuneet mittauksista niiden tulosten ja observaabelei-
den suhteen. Voimme laajemmin ajatella mittaustapahtuman koostuvan tutkitta-
vasta systeemisti, anturisysteemista joka kytkeytyy tutkittavaan systeemiin, systee-
mien kehittymisestd mittauksen johdosta ja lopulta anturista tuloksen lukemisesta.
Kaymme seuraavaksi lapi miten mittausjirjestelyd voidaan kuvata matemaattisesti.
Aloitamme mainitsemalla joitain seikkoja laajennusteoriasta (engl. dilation theory)
[2, luku 7]. Tdmén teorian tarkempi késittely vaatisi yleisempié algebrallisia raken-
teita kuin mitd olemme tdssd tutkielmassa esittdneet. Téméan takia kisittelemme
vain joitain tuloksia ja vain Hilbertin avaruuksiin sekd niiden operaattoreihin liit-

tyen, mikd on tdmén tutkielman kannalta olennainen osa.
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Olkoon H jokin kvanttisysteemii kuvaava Hilbertin avaruus, ® : T(H) — T (H)
edellisen alaluvun mukainen operaatio ja ®' : L(H) — L(H) sen duaalikuvaus.
Stinesprigin lauseen [10] mukaan on olemassa Hilbertin avaruus K, rajoitettu ope-

raattori V: H — K, ja unitaalinen kuvaus w : L(H) — L(K) siten, ettd
ONT) = VIw(T)V, VT € L(H). (1.46)

Kolmikko (K, w, V) on operaation ®' Stinespringin esitys tai Stinespringin laajennus.
Jos nyt ® on kanava ja valitsemme K = H ® Hpg, missié Hg on jokin systeemin

ympéristo, kuvauksen w unitaalisuus vaatii, ettd kaikille T € L(H)
W(T) =T R 1y, (1.47)
ja silloin V on isometria. Kiinnitdmme tilavektorin £ € Hg ja merkitsemme

Vip) =Ulp®¢), (1.48)

milloin isometrisyydestd johtuen U on unitaarinen operaattori U € U(H @ Hy).
Koska w on unitaalinen ja nyt jiljen sailyttdva, sen duaalikuvaus on maaritelmén

1.8 osittainen jalki. Saamme lopulta kanavalle ® esityksen
©(p) = Tru,, [U(p @ Pe)UT], Vp € S(H). (1.49)

Olkoon seuraavaksi (€2, F) jonkin systeemin tulosavaruus ja A : F — L(#H) ob-
servaabeli. Naimarkin laajennuslauseen [11| mukaan on olemassa Hilbertin avaruus

IC, rajoitettu operaattori V: H — K ja kuvaus 7 : F — L(K) siten, ettd
AX)=VIn(X)V, VX € F. (1.50)

Téama kolmikko (IC, 7, V) on Naimarkin esitys observaabelille A ja liséksi on olemassa
niin kutsuttu minimaalinen Naimarkin laajennus missd V on isometria ja kuvaus 7
on tarkka observaabeli avaruudessa IC [12].

Olkoon H jotain kvanttisysteemid kuvaava Hilbertin avaruus, A observaabeli

tulosavaruudella (2, F). Olkoon sitten K toisen systeemin, anturin (engl. probe),
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Hilbertin avaruus, & anturin alkutila ja oletamme anturin observaabelilla C olevan
sama tulosavaruus (2, F). Merkitsemme H' = H® K ja mittauksen vuorovaikutusta

kuvaa nyt unitaarinen kanava oy : T(H') — T(H).

Maaritelma 1.10. Nelikko M = (K, &, oy, C) on mittausjirjestely observaabelille

A, jos se toteuttaa todennikoisyyden reprodusointiehdon
TelpA(X)] = Tr[ou(p @ &) (1y ® C(X)) (151)

kaikille X € F ja p € H. Lisdksi kutsumme observaabelia C osoittimeksi (engl.

pointer).

Mittauksille merkittava tulos on havainto, ettd jokaiselle observaabelille on ole-
massa mittausjirjestely, jossa anturin alkutila on puhdas ja osoitin on tarkka [13].

Mittauksen kanava my0s maarittad systeemin ja anturin lopputilat seuraavasti

o/ = Ticlov(p @ £)], (1.52)

& = Trylou(p ® &)). (1.53)

Olkoon nyt M = (K, &, oy, C) mittausjirjestely observaabelille A ja mittauksen
jalkeen mittaamme toista observaabelia B suoraan systeemissi. Saamme observaa-

beleille yhteistodennikoisyyden tilassa p

Pp(X &Y) =Trfoy(p @ &)(B(Y) ® C(X))]

(1.54)
= Tr[B(Y) Trclou(p @ &) (1 ® C(X))]].
Migrittelemme nyt instrumentin ZX : S(H) — S(H), joka on operaatio
Y (p) = Trlou(p ® £)(1 ® C(X)) (1.55)

ja missa S (H) on alinormalisoitujen tilojen joukko. Instrumentti Z* yli koko mit-

taustulosten joukon € on siis kanava, silli médritelmin 1.5 mukaan C(Q) = 1.



19

Instrumentin duaalikuvaus itseasiassa miiritti4 mitattavan observaabelin A7 ja in-

strumenttia kutsutaan A-yhteensopivaksi, kun
AT(X) =T (1). (1.56)

Instrumentit, joiden yhteensopiva observaabeli on sama, muodostavat ekvivalenssi-
luokan [Z] ja samoin mittausjérjestelyt, joiden instrumentti on sama, ovat ekviva-
lenssiluokka [M)]. Kéytdnnossi siis yhden suureen mittaus voi muuttaa systeemid
eri tavoilla ja suuretta voi mitata eri mittausjirjestelyilla [1, s. 228-230).
Mittausjarjestely johtaa myos tapaan valmistella systeemi suodattamalla tilo-
ja riippuen saaduista mittaustuloksista. Edelld instrumentti kertoo systeemin tilan

kehittymisen, kun mittaustulokseksi on rekisterdity X ja saamme nyt kuvauksen

1
p pk = Wz)@(p)‘ (1.57)

Mittausjarjestelyn valinnalla ja mittaustulosten perusteella preparoimme siis sys-

teemin (normalisoituun) ehdolliseen lopputilaan pf( ilman, ettd teemme mittausta

suoraan systeemille itselleen [14].

2 Diskreetit ja jatkuvat muuttujat

Téassa luvussa kiymme 14pi joitain tavanomaisia ja yksinkertaisia esimerkkeji kvant-
tisysteemeistd. Luvussa esiintyy termejéi, kuten "kubitti”, joiden alkupera on kvantti-
informaation sovelluksissa [3], mutta tarkasteltavia systeemejd esiintyy kaikkial-
la kvanttifysiikassa. Kyseisen terminologian kiytto johtuu luvussa 5 tarkastelta-
van ongelman merkityksestd kvanttilaskenassa. Suurin osa kvantti-informaation ja
kvanttilaskennan malleista perustuu diskreetteihin systeemeihin, miké on néhtévis-
si esimerkiksi olemassa olevista kvanttitietokoneprototyypeisté, joista iso osa kéyt-
taa suprajohtavia kubitteja [15]. Kuitenkin myés jatkuvien suureiden systeemeja

voidaan hyddyntda kvanttilaskennassa ja ne omaavat monia niille ominaisia etuja
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[16-19]. Taémén luvun jalkeen keskitymme téysin jatkuvien suureiden systeemeihin,
mutta ennen sitd tarkastelemme pikaisesti myos diskreettejd systeemeji. Aloitamme
kuitenkin esittamalla lisdd matematiikkaa, joka tukee edeltdavad lukua ja kasittelee

adretonulotteisia ja jatkuvia Hilbertin avaruuksia.

2.1 A#reténulotteiset ja jatkuvat systeemit

Ensimmaisen luvun asioiden yleistdminen ddretonulotteisille ja jatkuville systeemeil-
le vaatii tarkkuutta, jotta fysikaalisen tulkinnan omaavat ominaisuudet siilyvét.
Tarkeintéd on, ettd sisdtulo on hyvin méaritelty sekid vektoriavaruus normin suhteen

taydellinen silld muuten kyseessi ei olisi Hilbertin avaruus.

Esimerkki 2.1. Olkoon I, = {f : N = C | Yy |f(n)]> < oo}, eli joukko w-
monikkoja [20] joiden koordinaattien itseisarvojen nelididen summan on &érellinen.
Nyt 5 on ilmeiselld tavalla méaaritellyn alkioiden yhteenlaskun ja skalaareilla o € C

kertomisen suhteen vektoriavaruus. Maérittelemalld alkioille f, g € Iy sisdtulo

(flay =Y _ f(n)g(n),

neN

johtaa alkioiden summausehto sekd Holderin epdyhtalo normin || f|| = /(f|g) tay-
dellisyyteen [1]. Saamme siis déretonulotteisen Hilbertin avaruuden ls, jolla on esi-

merkiksi Kroneckerin funktioista

0, k #n,

muodostuva ortonormaali kanta {0y }ren silld selvésti
(Ok|01) = O (2.1)
Mielivaltaisella alkiolla f on siis kyseissd kannassa esitys

f=3 fm)s,

neN

jajos Sy |f(n)[> = 1, niin f on tietenkin puhdas tila.
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Toinen erityisempi Hilbertin avaruus on nelidintegroituvien funktioiden avaruus.
Tahan avaruuteen kuuluvat esimerkiksi monilta kvanttimekaniikan peruskursseilta

tutut aaltofunktiot.

Maaritelma 2.1. Olkoon ) jokin joukko, A o-algebra (2:n alijoukkoja ja pu: Q2 — F
joukkofunktio johonkin kuntaan F. Nyt kolmikko (€2, .4, ) on mitta-avaruus varus-

tettuna mitalla p. Madritelladan funktioiden joukko
LY A p)={f:Q—TF| / |f|?dp < 0o, VS € A}
S

Samoin kuin ylli olevassa esimerkissi, L3 on yhteenlaskulla ja skalaarilla kerto-

misella varustettu vektoriavaruus. Maaritellddn normi

i71=( [ IfIQdM)% (22)

ja joukko N = {h € LY(Q, A, p) | |h| = 0 p-melkein kaikkialla}, joka on lineaarinen

aliavaruus. Avaruuden N virittdma tekijadavaruus on

Ly(Q, A, ) = Ly/N = {[f] | If =gl =0 pmk. 5 f,g € [f]},

missé [f] on ekvivalenssiluokka [f] = f + N. Funktioiden sisdtulolla

Wllgh) = / Fodu, 2.3)

ja normilla || f|| = \/(f|f) varustettuna Ly (9, .A, ;1) on Hilbertin avaruus [21].
Kuten kirjallisuudessa ldhes aina [2, 21|, puhumme jatkossa vain funktioista f
emmekd niiden ekvivalenssiluokista. Y14 oleva méaritelma on kuitenkin annettu
tasmaéllisyyden nimessi. Funktioavaruuksien matematiikasta ja etenkin niiden ope-
raattoreiden esityksista voi lukea lisié lahteisté |2, 21-23]. Liséksi usein joukko (2 ja
kunta [F ovat reaali- tai kompleksilukujen kunta R tai C, milloin vastaavaa Hilbertin

avaruutta merkitdan lyhyemmin Ly(R) tai Lo(C).

Esimerkki 2.2. Olkoon H jokin Hilbertin avaruus ja K = Ly(R). Saamme avaruuk-

sien vilille yhteyden kéyttamélla muodollisia merkint6ja (x|v) = ¢(z) ja [, |x)x| de =
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1 [24, 25|. Nyt sisdtulo saa siis muodon

(W) = @1 16) = (Wl / ¥z dz |4)
- / (o) {xl) d = / WD)
- / () 2dz (2.4)

ja odotusarvo voidaan laskea operaattorilla [, @ |z)(x|dz seuraavasti

(2) = (¥ / rleXe|dz )
- / ORE (2.5)

Y14 oleva muoto 1(x) = (x|i)) esiintyy, kun puhutaan systeemin paikkaesityk-
sestd ja usein koordinaattia merkataan ¢ = x. Talloin systeemin paikkaobservaabeli

on operaattori Q, jolle pitee

Qy(z) = zy(x). (2.6)

Systeemin liikeméaérdesitys saadaan paikkaesityksen Fourier’n muunnoksena

Fip(z) = ¥(p), (2.7)

missi F on Fourier-Plancherel operaattori [2|. Vastaavasti liikkem&drdobservaabeli

saadaan paikkaobservaabelin muunnoksena [26]
P =F'QF. (2.8)

On tirkedd huomata, ettd ensimmaéisessa luvussa késitellyistéd asioista poiketen né-
mé observaabelit voivat saada arvoja koko reaaliviivalta ja ovat siis rajoittamat-
tomia. Paikka- ja liikkem&irdoperaattorit voidaan antaa niitd vastaavien spektraali-
mittojen ensimmaisind momenttioperaattoreina, mutta reaaliviivan jatkuvuudesta
johtuen téytyy summaaminen korvata integroinnilla [2, 26]. Rajoittamattomien ope-
raattoreiden kisittely vaatii siis operaattoreiden spektraaliteoriaa ja kiinnostuneelle

lukijalle suositellaan jilleen lahteita [2, luku 5][21, 23].
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2.2 Kubitti

Kubitti on yksinkertaisin ei-triviaali esimerkki kvanttisysteemista. Sen Hilbertin ava-

ruus on kaksiulotteinen, H = C?, ja voimme siis helposti esittii sen kannan pysty-

m=(g). m=(3): 29

Systeemin operaattorit ovat siis esitettivissi 2 x 2 kompleksimatriiseilla Ms(C) ja

vektoreilla

niiden kannaksi voidaan valita Paulin matriisit

(oD () (0 0) e

Mielivaltainen operaattori T € £(#) voidaan antaa muodossa
T=rl+r-0, (2.11)

missi 7 € C? ja o on operaattoreiden pystyvektori

Oz
o= |oy
0z

Yksiulotteinen projektio, eli puhdas tila, on muotoa |1, 2]

pn=5 0 +mn-0), |n]|=1

1
2
Niaemme laskemalla, etta

1
APy + (1= N)pp, = 5 1+ (Any+ (1 —AN)ny) -0),

kun A < 1 ja yleisen tiheysoperaattorin olevan muotoa

1
pa=3(L+n-0), [[n] <1,

silld vektorien normille pétee

1 + || < lma ]| + (|| (2.12)
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Tutuin esimerkki kubittisysteemistd on elektronin, tai minki tahansa spin-1/2
kappaleen, spinin suunta. Téll6in Pauli-operaattori o, antaa meille systeemin ener-

giaan liittyvan tarkan observaabelin

A h
H=1o. = ((2) 0ﬁ> , (2.13)

minkd mukaan kantavektorit |0) ja |1) vastaavat nyt systeemin ominaisenergioiden
h . .
+3 tiloja
h h
H[0>:§, H|1>:—§|1>. (2.14)

Maérittelemme liséksi fermioniset lasku- ja nosto-operaattorit
1 , 0 0
o_ = 5(% —ioy) = <1 O> : (2.15)
1 _ 0 1
oy = E(UI +i0y) = (0 0) ; (2.16)

joiden toiminta kubittisysteemin kantavektoreihin on helppo laskea matriisien ker-

-GN e
GO0 e

Niemme operaattorin oy siis nostavan tai laskevan kubitin korkeamman tai alem-

tolaskuna

man energian tilaan. Selvisti o, = ol ja lisdksi operaattoreille patee laskusidén-
t6 0 0- —o_0y = 0. = 2H. Joukko {0.,04,0_} muodostaa kannan matriiseille
A € M,(C), joiden jélki on nolla Tr[A] = 0. Operaattori H on siis systeemin vapaa
hamiltoni ja vuorovaikuttavassa systeemissd operaattoreista o, ja o_ riippuvat ter-
mit kuvaavat vuorovaikutuksia. Eri tapoja toteuttaa kubitteja fysikaalisesti etenkin
kvanttilaskennan tarkoituksiin 16ytyy esimerkiksi Nielsenin ja Chuangin kirjan [3]

luvusta 7 tai lahteista |19, 27, 28].
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2.3 Kuditti ja kumoodi

Kubitin kasite voidaan yleistdéd systeemeihin joiden Hilbertin avaruuden ulottuvuus
on suurempi kuin kaksi. N&itd d-ulotteisia kvanttisysteemeji kutsutaan kvantti-
informaation kontekstissa kuditeiksi.® Esimerkiksi fermioninen spin-3/2 hiukkanen
on edeltavian esimerkin kubitin kaltainen systeemi, jonka Hilbertin avaruus on kol-
miulotteinen [29]. Kudittien kiyttdminen kvanttilaskennassa luo lisdd mahdollisuuk-
sia, suurempiin etuihin klassiseen laskentaan verraten kuten esimerkiksi parempaa
laskentatehoa [30, 31| ja virheiden vastustuskykya [32].

Kumoodi taas on ddreténulotteinen systeemi, jonka Hilbertin avaruus on esimer-
kissd 2.1 nimetty lo-avaruus. Yleisin ja tutuin esimerkki on sihkémagneettisen ken-
tdn moodi optisessa kaviteetissa tai muut systeemit joita kvanttimekaaninen har-
moninen oskillaattori mallintaa hyvin [32, 33]. Jatkossa kisittelemme vain s&hko-
magneettisen kentin systeemeji ja kutsumme siksi kumoodin kvantteja fotoneik-
si. Kumoodin kanta Hilbertin avaruudessa H = I, on niin kutsuttu Fockin kanta

{|n) }nen,, missd Ng = NU {0}, ja kantavektoreiden sisétulo on
(n|n') = G (2.19)

Systeemills on bosoniset nosto- ja laskuoperaattorit {a,a'}, joiden toiminta kanta-

vektoreihin on
aln) =vnn—1), a'ln)=vn+1|n+1). (2.20)

Erityistapauksena laskuoperaattori annihiloi tilan |0) ja nosto-operaattori tekee sa-

man duaalille
al0)y =0, (0]af =0.

Operaattoreiden tulolla médrittelemme lukuméirioperaattorin N = afa, jonka vai-

3Esim. kun d = 3, niin systeemid kutsutaan kutritiksi.
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kutus on
N|n) = ala|n) = n|n). (2.21)

Lukumaéardoperaattorin avulla tulkitsemme Fockin kannan vektoreiden merkitsevin
systeemissi havaittujen fotonien méariaé ja operaattori n antaa siis fotonien luku-

médradn liittyvin observaabelin ensimmaéisen momentin eli odotusarvon tilassa p

(N) = Tr[pN].

p
Esimerkki 2.3. Saamme avaruuden H tilavektoreille esityksen avaruudessa L?(RR)
mirittelemilld kuvauksen H — L2(R), |n) ~ h,,, missi h,, on n:n asteen Hermiten

funktio

1 22
hp(x) = ———==€" 7 H,(x), (2.22)
\V/ 2mnl\/m
missi taas H, on vastaava Hermiten polynomi |25]
Hy () = (—1)ne” 9 <e—x2> (2.23)
S dam ' '

Nyt siis esimerkiksi tilalla [¢)) = \/Li(|0> + [1)) € H on esitys
1

V) = ¢(x) = —=(h

_|_

hl)

V2l
B L 1 _é (—1) 22/ g2 _%
_\/5_%@ + Zﬁe (—2x)e e ]
1 [ 1 2 Vo e
_E_%e z_f_%e 2] (2.24)
Kun laskemme timin funktion normin nelién [j¢(z)||
(wle) = [ Fts
- g e e 2

[ee] 1 o0 o0
/ ieIQd:H—/ \/ierQd:ch/ e dx

(. / . J/
' N v~
™

=0 = J7/2

-

1
-
VR
M‘:i

_I_
M‘:i B
N——

I

\.P—‘
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ndemme sen tayttdvan puhtaan tilan sisdtulon ehdon.

3 Faasiavaruusformalismi

Tamé&n tutkielman aiheena kisittelemme tarkemmin jatkuvien suureiden kvanttisys-
teemeja ja niiden analysoinnissa on olennaisessa osassa systeemien faasiavaruusfor-
malismi. Faasiavaruuden késite on tuttu klassisesta mekaniikasta [34] ja sen raken-
taminen kvanttisysteemeill on saanut alkunsa niin kutsuttujen koherenttien tilojen
tutkimisesta. Koherentit tilat ovat sellaisia joiden dynamiikka on ldhimpéné klassista
systeemid ja ndemme téssid luvussa miten tdmé ilmenee. Aloitamme luvun kdymalla
lapi hieman Lien algebrojen ja ryhmien teoriaa, silld ndiden avulla faasiavaruuden ja
olennaisten tilojen méaarittely on helppoa ja perustuu aikaisemmissa luvuissa kaytet-
tyihin matemaattisiin tyokaluihin. Usein kirjallisuudessa asiaa ldhestytddn hieman
eri lahtokohdasta ja Lien teoria jaa korkeintaan sivumaininnaksi. Kuitenkin tutkiel-
man kirjoittaja nikee sen olevan erittdin hyodyllistd ja tAméa osa lukua perustuukin
osittain, sekd myos kehittaa, kirjoittajan alemman korkeakoulututkinnon tutkielman
aihetta [35]. Luvun loppuosa kisittelee jatkuvien kvanttisysteemien niin sanottuja
gaussisia tiloja, joihin jo mainitut koherentit tilat kuuluvat, ja -operaatioita seka
kvasijakaumafunktioita. Mietimme gaussisten tilojen kvantti-informaatio sovelluk-

sia, mihin ne eivéit riitd ja miksi ne ovat silti mielenkiintoisia.

3.1 Lien teoriaa

Maaritelma 3.1. Lien algebra g on vektoriavaruus yli skalaarikunnan [ varustet-

tuna tulolla [-,-] : g X g — g, joka on antisymmetrinen
[‘T’y] = _[yvx}v V[E,y € g
ja toteuttaa Jacobin identiteetin

[l‘, [ya Z]] + [ya [Z,QJ]] + [Z, [x,y]] =0.
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Esimerkiksi vektoriavaruus R® on Lien algebra ristitulon suhteen [36], mutta
tassd tutkielmassa olemme kiinnostuneita tapauksista missid I = C ja g on jokin

operaattorialgebra. Talloin Lien tulo [-, -] on lineaarialgebrasta tuttu kommutaattori

[,y] = 2y — yz. (3.1)

Lien algebran kanta on joukko sen alkioita {z;}, jotka virittavit koko algebran g =

(x;)c ja niiden Lien tuloille pétee sdantod

[z, 5] = Zcfjxk, e C, (3.2)
p

k
]

missd kertoimia c; sanotaan rakennevakioiksi. Koska kaikki algebran alkiot voidaan
antaa kannan alkioiden lineaarikombinaatioina, kannan Lien tulot maaradvit siis
kaikkien algebran alkioiden Lien tulot. Maérittamalla mielivaltaisen kannan ja sen
rakennevakiot voimme siis mééritelld minké tahansa abstraktin Lien algebran [36].
Lien algebran esitys ¢ on homomorfismi ¢ : g — End(V'), missd V on jokin vekto-
riavaruus ja End(V') sen endomorfismien joukko?*. Jos nyt dim(V') = n, niin End(V)

on n X n-matriisien joukko. Téllaista vektoriavaruutta kutsutaan myos Lien algebran

moduliksi ja esitykselle pétee [36]

o[z, y]) = [e(x), ()], Yo,y € g.

Lien ryhmé G sen sijaan on ryhmé jolla on kertolaskun lisdksi differentoituvan
moniston rakenne. Lien algebrat voidaankin maéaritella tdllaisen ryhmén tangentti-
vektoriavaruutena identiteetissd ja etenkin jokainen d#rellinen Lien algebra vastaa
jotain Lien ryhmad [37]. Yleisin esimerkki on jonkin n-ulotteisen vektoriavaruuden
V kddntyvien lineaarimuunnosten ryhmé GL,, (V). Lien algebran alkiot voidaan ku-
vata vastaavan ryhméan alkioiksi eksponentiaalikuvauksella exp : g — G, © +— €7,

joka voidaan antaa tapauksessa © € End(V') kaavalla

1 1
exp(x)zl—kx—i—aﬁ—l—gx?’%—--- : (3.3)

4Joukon A endomorfismi ¢ on homomorfismi, jonka maalijoukko on joukko itse ¢ : A — A.
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—x

Lien ryhmiin alkion G 3 g = e” kiléinteisalkio on tietenkin ¢~ = e
Kaykin ilmi, ettd Lien algebra on itsensd moduli niin kutsutun adjungoidun
esityksen ad : g — End(g), v — ad[z] suhteen. Tadma méarittad alkioiden toiminnan

toisiinsa seuraavasti

ad[z](y) = [z, 4], Vz,y € g. (3.4)

Adjungoitu esitys on itseasiassa algebran sisdinen derivaatta [36], joka siis noudattaa

derivaatan laskusaantod
ad[2](y2) = ad[a](y)= + yad[z] (2). (3.5)

Lien ryhmille on olemassa vastaavanlainen esitys Ad : G — Aut(g) algebran auto-

morfismeina®, joka méiirittelee ryhmin alkiolle g € G toiminnan
Ad[g)(z) = gzg™", = € g. (3.6)

Ensimmadinen tarked tulos, jonka saamme Lien teoriasta on adjungoituihin esityksiin

ja eksponentiaalikuvaukseen liittyva identiteetti [36, 37|, joka piatee kun x,y € g, g €

G = exp(g)
grg~" = Adg)(x) = Ad[e?](x) = "V (x). (3.7)
Y14 olevassa kaavassa kuvaus mééaritelldén
ad[y] 1 2 1 3
e W =1+ adfy] + Ead[y] + gad[y] +oee (3.8)
missi adjungoidun esityksen potenssi ad[y|" toimii perdkkéisind kommutaattoreina

ady]"(z) = [y. [y, [y, [....2]...]. (3.9)

N

VT
n kommutaattoria

Tastd ndemme heti, ettd Lien ryhmén alkioille g = e*, h = e¥ € G pitee kaava

ghg™" = e"eYe™" = exp(e"ye ™) = exp(ead[m] (v))- (3.10)

5 Automorfismi on isomorfinen endomorfismi.
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Toisena seurauksena saamme Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) kaavana tunnetun

identiteetin Lien ryhmén alkioiden tulolle [38-40]

1

erer = exp(( -+ o] + g5l o] = 5 oal] = gl ol 4 -+ ).

(3.11)

Jo mainitun spin—% systeemin operaattorit virittdvat erityisen lineaarisen al-
gebran s[(2, C) = (0.,0,0_)¢ ja bosoniselle systeemille on algebra b, = (N, a, al, 1)¢

[38], jonka kommutaattorit ovat
[N,a] = —a, [N,al] =al, [a,al] = 1. (3.12)
Niemme heti, etti kommutaattori [a,a'] kuuluu algebran keskukseen eli [36]
[[a,a’], 2] = 0, Va € b,. (3.13)

Niitd algebroja vastaavat Lien ryhmit ovat SL(2,C) = {g € GL(C?) | detg = 1}
ja Heisenbergin-Weylin ryhmé H,. Erityisesti ndmé ryhmét sisaltavit Hilbertin ava-
ruuden symmetriamuunnokset eli unitaariset operaattorit, jotka ovat Lien algebran

antihermiittisten alkioiden, 2! = —z, generoimia
gh=(e)=e" =g (3.14)

Bosonisen systeemin vapaan hamiltonin

1
Hy = afa + 5 (3.15)

maaradma aikakehitys

Ut — e—th

on siis selvisti ryhméan H4 operaattori samoin kuin yleisempi algebran b, maardama

unitaarinen operaattori

U= exp(—inlN — i1 + Bal — Ba), (3.16)
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missd n; € R ja § € C.

Yleensi fysikaalisesti kiinnostavat ryhmét ovat juurikin Lien ryhmié |38, 41] ja
kuten nadimme hamiltoni maaraé olennaisella tavalla kvanttisysteemin dynamiikkaan
liittyvin Lien algebran ja ryhmén. Loyddmme systeemin dynaamisesta ryhmésté
lisdé rakennetta tarkastelemalla sellaisia Hilbertin avaruuden H aliavaruuksia jotka
ovat invariantteja jollain aliryhmédlli H < (G, missd G on systeemin hamiltoniin
liittyva, Lien ryhmé. Esimerkiksi operaattoreiden N ja 1 generoimilla unitaarisilla

muunnoksilla
e ) = e ), ¢ n) = & |n)

eli operaattoreiden toiminta Fockin kannan vektoreihin on verrattavissa skalaarilla
kertomiseen. Erityisesti siis tiheysoperaattori P,, = |n)(n| on tillaisen muunnoksen

U toiminnassa invariantti
UP,U" = P,. (3.17)

Koska kaikki tiheysoperaattorit voidaan antaa operaattoreiden P,, konvekseina sum-

mina, Lien ryhmén toiminta tiheysoperattoreihin méaraytyy tiysin sen sivuluokkien
G/H ={¢gH =w,H | g=w,-h € G,w, € G\ H,h € H} toiminnan mukaan [37, 38|

silla

gP,g ' = wgthh_lwg_l = wanwg_l, (3.18)

gH n) = w,H In) = w, n) ™%, (3.19)

missd e~ on jokin ykkdsenjuuri. Kvanttisysteemin yleisen unitaarisen operaattorin,

joka on muotoa kuten kaavassa 3.16 saadaan BCH-kaavojen avulla muodossa
U = exp(—imN — inp1 + Bal — Ba) = exp(aa’ — @a) exp(—ifiN — if,1), (3.20)
joten sen sivuluokka on siis muotoa

UH = exp(aal —aa)H. (3.21)
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Jatkossa valitsemme viitetilaksi vakuumin |0) ja unitaarisen operaattorin toimin-

ta siithen on
UP,UT = exp (CY&T — 6a) Py exp(OzaT — 6a)T7 (3.22)
ja kutsumme niité siirto-operaattoreiksi (engl. displacement)
D, = exp(aa’ — @a). (3.23)

Kaavan 3.22 mukaisia tiloja kutsutaan koherenteiksi ja hyvin merkittava tulos on
néiden tilojen omaavan symplektisen moniston rakenteen |38, 42|. Laajentamalla
systeemin algebraa operaattoreilla aa ja a'al saamme puristusoperaattorin (engl.

squeezing)
S, = exp(vaﬁaT — Jaa). (3.24)

Muotoa Ry = exp(—i@afa) olevia operaattoreita kutsutaan systeemin rotaatioksi ja
vhdessd ndmé operaattorit, toimimalla vakuumitilaan tai termisiin tiloihin py,, maa-
ritteleviit joukon kvanttitiloja joita kutsutaan gaussisiksi tiloiksi [43, 44]. Termisen

tilan mairitelmi on
P = e (3.25)

missd Z = Tr [e*“ata] ja w on systeemin ominaistaajuudesta ja [impdétilasta riippuva
parametri [43, 44]. Suoraan laskemalla ndemme, etté terminen tila voidaan ilmaista

my6s muodossa
,ITLTL

n —
n

missi 2 = (¢ — 1)” on fotonien lukuméérén odotusarvo. Naméa mééritelmat yleis-

tyvit useammalle moodille suoraan, kun systeemin operaattorialgebran kannassa

{N;, a;, al,alal

is 885, a4, 1} indeksit kiyvit 1iapi kaikki moodit ja niille patee kommutaa-

tiosaanto

[ai, a;] = (SZ]]I (327)
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3.2 Faasiavaruusoperaattorit

Koherenteilla tiloilla |a) = D, |0) on symplektisen rakenteen lisiksi muita kiinnos-

tavia ominaisuuksia. Ne ovat esimerkiksi laskuoperaattorin ominaistiloja
ala) = alay, (3.28)

ja ne myos pysyvit koherentteina aikakehityksen toiminnassa [35, 38]. Maarittelem-

me nyt nosto- ja laskuoperaattoreiden avulla itseadjungoidut operaattorit [24, 25, 38|

1
Q:E(ati-a), P=—(al —a), (3.29)

jotka siis ovat laskuoperaattorin skaalatut reaali- ja imaginéiriosat.® Abstraktil-
le harmoniselle oskillaattorille nAméa vastaavat paikka- ja lilkemadraoperaattoreita
ja kvanttioptiikassa niistd puhutaan systeemin kvadratuurioperaattoreina. Saamme

néilld kirjoitettua siirto-operaattorin muodossa
D, = exp(aaT —aa) = exp(i(pQ — ¢P)) = Dy, (3.30)
missd kertoimet ¢ ja p ovat
¢ = V2Re(a), p=V2Im(a). (3.31)

Paikka- ja lilkemaardoperaattorit noudattavat tuttua kanonista kommutaatiorelaa-

tiota [2, 38, 43, 44]
[Q, P] =L, (3.32)

Kommutaattorin keskeisyydesté seuraten, kuten nosto- ja laskuoperaattoreilla, saa-

daan BCH-kaavoista siirto-operaattorille identiteetit |35, 38, 41|

aa

D, = ™'~ = goalg—@a =5 (3.33)

D,, = !PQ=P) = (iPQpmiaP =i (3.34)

)

6Tarkalleen ottaen niiden sulkeumat |2, 45|.
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Operaattorit Q ja P vastaavat koherenttien tilojen kanonisia koordinaatteja [38] ja

niiden odotusarvot tilassa p,, = po = |a)(a| ovat

(@Q) = Tr[qu,p] =dq, (3.35)
(P) = Tr[Ppyy| = p. (3.36)

Operaattoreiden U, = ¢ ja V,, = ¢P? toiminta kanonisiin operaattoreihin on

|35, 38

UlQU, =Q+q, VIQV, =Q, (3.37)

VIPV, =P +p, UIPU, =P, (3.38)

joten ne ovat siis oskillaattorin tapauksessa paikkaa siirtdvi ja liikemadrad lisdava
operaattori |2, 25, 38].

Bosonisilla systeemeilld kvadratuurisuureet saavat siis arvoja koko reaaliviivalta
ja vastaavat operaattorit ovat siis rajoittamattomia. Vastaavanlainen kéasittely voi-
daan tehdd myos fermionisille systeemeille, mutta niiden faasiavaruus on rajoitettu
[35, 38]. Toinen olennainen piirre on bosonisten systeemien faasiavaruusoperaatto-
reiden kanoninen kommutaatiorelaatio 3.32, koska télla relaatiolla on térkeé yhteys
klassisen mekaniikan Poissonin sulkuihin [35, 38, 44]. Itseasiassa voidaan todistaa,
ettd kanoniseen kommutaatiorelaatioon vaaditaan vahintdan toisen operaattorin ole-
van rajoittamaton ja, ettd nosto- ja laskuoperaattoreiden kommutaatiorelaatio on
mahdollinen vain dérettéméssi Hilbertin avaruudessa [45]. Tdmén perusteella voim-
me sanoa adrettoméan Hilbertin avaruuden olevan vaatimus jatkuville suureille ja
miksi fermionisten systeemien tapauksessa ei usein puhuta téllaisista suureista.

Koherentit tilat muodostavat lisiksi ylitdyden kannan Hilbertin avaruudessa jo-

ten miké tahansa puhdas tila |¢) voidaan antaa niiden avulla muodossa [38]

a2 d*a

) = [ 1) f(@e?

3.39

i (3.39)
[e3 2

missd f(@) = (aly) 'S ja d%a on kompleksitason Lebesguen mitta [25, 46|. Faasia-

varuusformalismi siis antaa kuvauksen bosonisysteemin daretonulotteiselle Hilbertin
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avaruudelle kahdella reaaliparametrilla (g, p). Yleiselle systeemille, joka sisdltdd n

moodia, faasiavaruus on siis I' = (R?", J), missi J on symplektinen muoto [43, 44]

J= (_(D]f (][l)”) L J? = —1,,. (3.40)

Ylla O, ja 1,, ovat n x n kokoiset nolla- ja yksikkomatriisit. Merkkaamme jatkossa

faasiavaruusoperaattoreiden vektoria

R = (Ql QQ e Qn P1 ce ];)n)T s (341)

ja ndemme nyt miten faasiavaruuden symplektinen muoto liittyy operaattoreiden

kommutaatiorelaatioihin silli
R,R i = [Ry, Re] = i (3.42)

Erityisesti gaussiset tilat, joilla on vahva yhteys gaussisiin jakaumafunktioihin, ovat
taysin karakterisoitu faasiavaruusoperaattoreiden {Q;, P;} ensimmaisten ja toisten

momenttien avulla tilan odotusarvojen vektorilla d ja kovarianssimatriisilla o [43, 44]

d=TrlpcR] = ((Q1) (@) .. (Qu) (A) .. (P)', (3.43)

0= [0] = 5 (RR; + R,R) — (R (Ry), (3.44)

missd pg on mielivaltainen gaussinen tila. Yleisen gaussisen tilan generoi hamilto-
ni, joka on korkeintaan kvadraattinen faasiavaruusoperaattoreiden suhteen ja usein
gaussiset tilat madritellddn juuri tatéd kautta kanonisesti kvantisoimalla [24, 44| jokin

sopiva klassinen Hamiltonin funktio.

3.3 Wignerin funktio

Klassisessa mekaniikkassa systeemin tilan ja dynamiikan tunteminen faasiavaruu-
dessa méarittdd sen kaikki ominaisuudet [34|. Tétd mukaillen ja kvanttimekaniikan
todennikdisyystulkinnan puitteissa kvanttisysteemien ominaisuuksia on pyritty ku-
vaamaan todenndkdisyysjakaumina edelld kisitellyssd kvanttifaasiavaruudessa. Va-

litettavasti kvanttimekaniikassa téillaiset jakaumat eiviit ole suoraan mahdollisia [47]
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kuten tulemme pian huomaamaan, mutta ne kertovat silti huomattavasti systeemin
ominaisuuksista ja niistd puhutaan kvasi- tai pseudojakaumina [48|. Naitd kvasi-
jakaumia voidaan jopa mitata suoraan ja lisiksi niiden ominaisuuksia kiytetdan
luokittelemaan ja karakterisoimaan jatkuvien systeemien kvanttiresursseja [49-51].
Kvasijakaumafunktioita on kolmea yleisinta tyyppié ja esittelemme nopeasti ne kaik-
ki, mutta keskitymme jatkossa vain viimeiseen.

Ensimméinen kvanttimekaanisen faasiavaruuden kvasijakaumista on Husimin Q-
funktio [38, 44, 52|

Or(a) = % (@] T|a), (3.45)

missi T on mielivaltainen jéilkiluokkaoperaattori ja |«) koherentti tila kuten aikai-

semmin. Seuraava kvasijakauma on Glauberin-Sudarshanin P-funktio P(«)

d*a
T:/C|a>(a|PT(a)T. (3.46)

Kvasijakaumafunktiot voidaan antaa myo6s operaattorin T karakterisen funktion

X(B) = Tr[TDges?” (3.47)
avulla [43, 44]
_ 7d2 _ 7d2
Qr(@) Z/CXEl(B)eaﬁ—ﬁ‘*%, Pr(a) :/CxlT(ff)eaﬁ—ﬁaTB. (3.48)

Husimin Q-funktio on aina positiviinen ja ei hajaannu [44], kun taas P-funktio saa
negatiivisia arvoja tai muuttuu singulaariseksi jos T on jokin tiheysoperaattori, joka
ei ole sekoitus pelkistadn koherentteja tiloja [43]. Juuri téllainen kiyttaytyminen on
syy mikseivit funktiot ole patevid todennékoisyysjakaumia ja sama on totta myos
viimeiselle kvasijakaumalle.

Wignerin kvasijakaumafunktio W («) [53] on Hilbertin avaruuden jélkiluokkao-

peraattoria T vastaava funktio

2
op-pad
22’

Wi (a) = / (Be (3.49)
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jonka voimme antaa myos funktiona kvanttisysteemin faasiavaruudessa (g, p), kun

a:qj;;lpjaﬁzq\%p ja nyt

dg'dp’

W _ 0 (d )eliPd —ap’) 3.50
(g, p) /RQ xt(¢,p)e R (3.50)
missé karakteristinen funktio on

x1(q',p') = Tr[TD, ] = Tr [Tei(p/Q_q/P)} : (3.51)

Useamman moodin systeemin faasiavaruuden kvasijakaumat voimme antaa nyt hel-
posti symplektisen muodon avulla. Olkoot 7 ja y kaksi reaaliparametrivektoria r, y €
R?" ja R operaattorivektori kuten aikaisemmin. Karakterinen funktio voidaan antaa

siis muodossa

llyl 2

x1(y) = Tr[TDyJe’ 2~ =Tr [TeinJR} es's : (3.52)

ja Wignerin funktio on niin ilmaistuna

Wil = [ e o (3.53)

Integrointia ei itseasiassa tarvitse suorittaa gaussisille tiloille, vaan saamme Wigne-

rin funktiolle suoraan kaavan [43, 44, 54|
efé(rfd)TG_l('rfd)

W(r) = N (3.54)

Kuten P-funktio, Wignerin funktio voi myo0s saada negatiivisia arvoja. Tama

tarkoittaa ettei se ole suoraan tulkittavissa kvanttisysteemin todennéakoisyysjakau-
maksi faasiavaruudessa. Syy télle johtaa suoraan paikka- ja liikem&dardoperaattorei-
den ei-kommutatiivisuudesta, joka kertoo meille ettei niille suureille ole olemassa
yhtdaikaista mittausta [55, 56]. Jalkiluokkaoperaattoreilla Wignerin funktion muo-
dostaminen on muunnos 7 (H) — L?(R**), T — Wr(r) joten kahdelle operaattorille

Ty, Ty € T(H) pitee [2]

(W, ()W, () = [ W (W, (ndr = - Te[TiTS]. (359)

R2n
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ja erityisesti kahdelle tiheysoperaattorille py, p2 € S(H) tésté seuraa, ettd Wignerin

funktio on injektiivinen [2] eli
Wpl(r) = WP2(7°) = P1 = P2. (356)

Tiheysoperaattorin p Wignerin funktion marginaalit antavat kvanttitilan paikka- ja

litkemédriesitysten todennékoisyystiheydet [57]
L2
Wy(rdp = [e(a), | Wy(r)da=|i(p)

R R

. (3.57)

Tiedamme lisdksi, ettd kvadraattisen hamiltonin generoiman tilan, eli gaussisen ti-
lan, Wignerin funktio on aina positiivinen [58], miki jélleen tuo ilmi miten gaussiset

tilat ovat lahimpind klassisia systeemeja.

Esimerkki 3.1. Esitimme Wignerin funktiot vakuumi- ja termiselle tilalle. Vakuu-
mitilan funktion johtamisen kiymme lépi tarkemmin, mutta termiselle tilalle kéiy-
tdmme kaavaa 3.54. Karakterisen funktion laskeminen on téssi tapauksessa helppoa

ja saamme tulokseksi

Xo(a) = Tr[[0X0] Do) = (0] Da [0)

—e (3.58)

Wignerin funktio ndyttad siis seuraavalta

L 120002\ il ) ! dq/dp/
W, — 1(@%+p"?) pi(pd' —qp') 2L T 3.59
0(¢,p) /R2 € € (2m)2’ (3.59)

kun esitimme kompleksiparametrit faasiavaruuskoordinaattien muodossa. Mietim-

me seuraavaksi tarkemmin integraalin osaa

/
eiip/Qeiiqp/ dp .
R 2m

Pienelld kasittelylld voimme antaa sen muodossa

/

R 27 R 27 R 21’
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0318

0.273
0318

0238

0.182
0.159

P oo

0.136 00795
0.0909 %00

0.0455

4.03e-15

-4.00-4.00

Kuva 1. Vakuumitilan Wignerin funktion Wy(q, p) kuvaaja a) kolmiulotteisena ja b)
kaksiulotteisena.

missé oikeinpuolimmaisin integraali voidaan laskea kompleksianalyysin tietojen avuin,

silld integrandin analyyttisyydestd ja Cauchyn lauseesta [59] seuraa ratkaisu

o e dp 1
/]Re(erzq)Q% -7 (3.61)

Vakuumitilan Wignerin funktio on siis

1 2 2

Wo(g,p) = ;6“1 P (3.62)

ja kuvassa 1 on piirrettyna sen kuvaaja.
Viltymme hankalalta integraalien kasittelyltd kiayttamalla kaavaa 3.54 ja saam-

me termisen tilan Wignerin funktioksi esimerkiksi

3
Wan(q.p) = - 20, (3.63)

kun sen kovarianssimatriisi on

O ol

o= (5 9).

Kyseisen termisen tilan Wignerin funktio on esitetty kuvassa 2. Lisda tietoa tdmén

oot O

ja neljannen luvun esimerkkien kuvaajien piirtdmisesta loytyy liitteestd A.
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400

a) b)

0318
0.238
0.159

p 0.00

0.0795

00909 %00

-£.00-4.00

Kuva 2. Esimerkin 3.1 termisen tilan Wignerin funktion Wy, (g, p) kuvaaja a) kol-
miulotteisena ja b) kaksiulotteisena.

Esimerkki 3.2. Koherentin tilan kovarianssimatriisi ja odotusarvovektori ovat

()0

missi £ = v2 Re(a) ja y = v2Im(a), kun a on tilan generoivan siirto-operaattorin

parametri. Wignerin funktio on nyt
L @)
Wa(q,p) = —e 1 Py (3.64)
s

ja sen kuvaaja on esitetty kuvassa 3 tapauksessa Re(a) = 0.5 = Im(«).

Esimerkki 3.3. Puristetun vakuumitilan S, |0) kovarianssimatriisi ja odotusarvo-

vektori ovat

missé termit A, B ja C' ovat

A = cosh(4]]) — cos(p) sinh(4ly), B = cosh(4]]) + cos(is) sinh(4]y]),

C' = sin(¢p) sinh(4]7]),
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0.273

0.136

0.0909

0.0455

L.8le-20

Kuva 3.
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£00

b)

0318
0238
0.159

p 0.00

0.0795

DDfﬂD

i 2,00 0.00 2.00

Esimerkin 3.2 koherentin tilan Wignerin funktion W, (g, p) kuvaaja a) kol-

miulotteisena ja b) kaksiulotteisena.

0318

0273

0182

0136

0.0909

230e-47

0318

0273

0227

0136

00909

2.18e-26

Kuva 4.

) b) 400
oars
200
0238
159
w
00795 pow
%0
200
200400
400
400 200 000 200 400
d) 400
o8 200
0238
0159
w
000
oarss p
0%,

-£.00-4.00

.00
4.00

Esimerkin 3.3 puristetun tilan Wignerin funktion W, (¢, p) kuvaaja a) kol-

miulotteisena ja b) kaksiulotteisena sekd sama tila rotaation § = 7/4 jilkeen c)
kolmiulotteisena ja d) kaksiulotteisena.
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ja ¢ on puristusparametrin vaihe v = |y|e??. Wignerin funktio on siis
1 —Ag®>—Bp?4+2Cqp
W,(q,p) = —e (3.65)
s

ja sen kuvaaja on esitetty kuvassa 4, kun |y| = 0.3 ja ¢ = 7. Rotaation vaikutuksen

voimme laskea helposti silld

RoS,poSIR) = RgS,RjRopoR{ReS! R}

- -
— eRg (vaTal —yaa)R) poeRg(f'yaTaT +7aa)R,,

ja nyt kaavojen 3.7 ja 3.8 avulla ndemme, ettd
RgaTRg =afe .
Rotaation vaikutus puristettuun tilaan siis muuttaa vain parametrin v vaihetta

v = e,

Lopputuloksena saatu Wignerin funktio, kun ¢ = 7, on esitetty myos kuvassa 4.

3.4 Gaussiset tilat ja -operaatiot

Tilan odotusarvovektori d ja kovarianssimatriisi o siis karakterisoivat sen téysin
gaussisen tilan tapauksessa ja silloin tilan Wignerin funktio on kaikkialla positiivi-
nen. Kovarianssimatriisin diagonaalialkiot ovat tietenkin faasiavaruussuureiden va-

rianssit
Oi = AZQZ = <Qz2> o <Qi>27 Oitnitn = AQP@ = <Pz2> o <Pi>27
joten niille pétee Heisenbergin epétarkkuusperiaatteen [60] sdénto

. (3.66)

IO,

0ii0itn,itn =
Kovarianssimatriisille on voimassa vahvempikin sédénto |61, 62]

1
Volol /o > T (3.67)
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joka kertoo milloin mielivaltainen reaaliarvoinen positiivisesti definiitti matriisi on
pateva kovarianssimatriisi jollekin kvanttisysteemin tilalle. Nama molemmat ehdot

voidaan yhdistda helpommin ilmaistavaan epétarkkuusrelaatioon |43, 44, 61|
1
o+ 5120, (3.68)

joka siis sanoo matriisin o + %JI oltava positiivisesti semidefiniitti.

Gaussisiksi operaatioiksi kutsutaan sellaisia, jotka kuvaavat gaussisen tilan gaus-
siseksi. Niistd unitaariset kanavat ovat aikaisemmin esitettyd muotoa olevien ope-
raattoreiden virittdmid. Olkoon Gy, yleinen unitaarinen gaussinen operaattori,

o

jonka voimme siis antaa yleisten siirto-, rotaatio- ja puristusoperaattoreiden tulona
Ga,0y = DaR6S,, (3.69)

missé operaattori D, on tietenkin siirto-operaattori ja operaattori S, voi sisdltii
yhden moodin puristusten lisiksi my6s kahden moodin puristusoperaattoreita, esi-

merkiksi

S, = exp (fyaja; - Tajai). (3.70)

Samoin operaattori Ry voi sisiltad kahden moodin "rotaatioita”, eli kvanttioptiikassa

sateenjakajaportteja
Ry = exp <9a;raj - ga}ai) (3.71)
Unitaarinen gaussinen kanava on nyt siis mielivaltaisen tiheysoperaattorin p kuvaus
p— GavgﬁpGLﬁﬁ.

Merkkaamme jatkossa téllaista mielivaltaista gaussista tilaa tiheysoperaattorilla pg.
Heisenbergin kuvassa kanavan toiminta mielivaltaiseen Hilberin avaruuden operaat-

toriin T on tietenkin

T— Gl , TGuon

a0,y
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Nama unitaariset kuvaukset voidaan esittdd myos translaatioina faasiavaruudes-

sa, kun r on siirto-operaattorin faasiavaruusparametrien vektori
D,pcDl & d— d+ 7,

sekii symplektisen ryhmén Sp(2n, R) = {X € SL(2n,R) | XJXT = J} [63] toimin-

tana vektoriin d ja kovarianssimatriisiin
o— XoX', d— Xd.
Unitaarisen gaussisen kanavan toiminta systeemin tilaan on siis

0 GaospGl, | 0 XoX", d— Xd+ (3.72)

a,0,y?

missd matriisi X ja vektori r riippuvat tietenkin operaattorin G, parametreista.
Yleinen gaussinen kanava on nyt kovarianssimatriisin ja odotusarvo vektorin kuvaus

[64, 65]
o— XoX'+Y, d— Xd+r, (3.73)

missé matriisi Y kuvaa klassisen kohinan lisidmistd systeemiin [64] ja sille pétee

sama positiivisuuden ja epatarkkuuden sdinto [65]
1
Y + §J > 0.

Gaussinen mittaus on mittausjarjestely, jonka tulosten jakauma on gaussinen ja
jonka virittdma instrumentti on gaussinen operaatio.

Faasiavaruusformalismin vahvuuksien lista gaussisten tilojen kuvaamisessa kas-
vaa erilaisten matriisihajotelmien avulla. Williamsonin hajotelma [43, 44, 66, 67| sa-
noo, ettd mielivaltainen symmetrinen positiivisesti definiitti matriisi, joka olkoon
nyt jonkin kvanttisysteemin gaussisen tilan kovarianssimatriisi o, voidaan antaa

symplektisen matriisin toimintana diagonaalimatriisiin V' seuraavasti

o=XVX", XeSp@2n,R), V=vav, (3.74)
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missd matriisi v sisaltdd tilan symplektiset ominaisarvot v;
v =diag(v1, Vo, ..., Vp). (3.75)
Nyt matriisin determinantin ominaisuuksista seuraa suoraan
det 0 = det(XVX") = det Xdet V det X"
=detV =[]}, (3.76)
epatarkkuusperiaatteen takia arvoille ;étee

1
Vi2_7
2

ja tapaus v; = % kertoo kyseisen moodin olevan puhtaassa tilassa. Saamme nyt

kovarianssimatriisin determinantista kaavan myts kvanttitilan puhtaudelle [43, 44]

Tr[p?] = 1 (3.77)

o\ /det(o)

Symplektisille matriiseille taas on olemassa Blochin-Messiahin hajotelma, joka on
tunnettu myos Eulerin hajotelmana, jonka mukaan symplektinen matriisi X € Sp(2n, R)

voidaan antaa muodossa [44, 67-69|
X = 0,KO0,, (3.78)
missé matriisit O; € Sp(2n, R) ovat ortogonaalisia
0,0 =0/0,=1, O] =0;*,
ja diagonaalimatriisi K on muotoa
K=x®« ', k=diag(ky, Ko, ..., k).

Minké tahansa symplektisen matriisin X tuottama kovarianssimatriisi, kun alkupe-
riinen tila on vakuumitila V' = 11, on siis [64]
1
o=XVX" = 01K02§1OJKOI

1
= 01§K2OI. (3.79)
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Niistd diagonaalimatriisi K vastaa kvanttioptiikassa aktiivisia operaatioita, tdssa
tapauksessa yhden moodin puristuksia, ja ortogonaaliset matriisit passiivisia ope-
raatioita eli rotaatioita |70|. Ndiden kahden tyypin erona on aktiivisten operaatioiden
kyky muuttaa systeemin energiaa, kun taas passiivisten operaatioiden suhteen ener-
gia on invariantti [71]. Tdm& hajotelma kertoo meille, ettd mielivaltainen unitaarinen
gaussinen kanava voidaan toteuttaa sarjana kahdenlaisia portteja [70]. Gaussiset ti-
lat eivit siis pelkistddn ole yleisid luonnossa, vaan myos hyvinkin saavutettavissa
kokeellisessa ympéristossé [43, 44].

Gaussisilla tiloilla ja -operaatioilla on jo sovellutuksia kvanttiteknologioissa |72,
73], mutta niilld on myos merkittdvid rajoituksia. Gaussisilla operaatioilla ei esi-
merkiksi voida tehd& virheenkorjauskoodeja [74], universaalia kvanttilaskentaa [54],
eikd suorittaa lomittumisen tislausta [75|. Etenkin lomittumisen suhteen gaussiset
tilat ovat samanlaisen kovarianssimatriisin omaavista kvanttitiloista vahiten lomit-
tuneita [76, 77|. Lisdksi gaussisten tilojen ja -operaatioiden Wignerin funktion po-
sitiviisuudesta seuraa, ettd teoriassa kaikki téallaiset tilat ja operaatiot ovat tehok-
kaasti simuloitavissa klassisesti. Edelld mainituista vahvuuksista, etenkin kokeelli-
sesta helppoudesta, johtuen gaussiset tilat ovat rajoituksista huolimatta mielenkiin-
toisia. Seuraavassa luvussa késittelemme kvanttisysteemin loppua tila-avaruutta eli
ei-gaussisia tiloja. Tarkastelemme erilaisia tapoja karakterisoida tata joukkoa, néi-
den tilojen kvanttiresursseja gaussisiin tiloihin verrattuna, sekd myds miten joitain

niistd voidaan valmistella gaussisista tiloista tietyilld mittausjarjestelyilla.

4 Fi-gaussiset tilat

Jotta voimme saavuttaa jatkuvilla kvanttisysteemeilld todellista etua laskennallisis-
sa ongelmissa, tarvitsemme ei-gaussisia tiloja. Ei-gaussisten tilojen joukko on suu-
ri ja nimensd mukaisesti ndma tilat ovat kaikki ne, jotka eivit ole gaussisia. Tal-

laisia ovat esimerkiksi Fockin kannan puhtaat tilat, Schrédingerin kissa -tilat ja
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Gottesman-Kitaev-Preskill (GKP) -tilat [78], jotka ovat kaikki hyvin erilaisia. Néi-
den tilojen perusteellinen luokittelu sekd kvanttiresurssien tutkiminen on siis huo-
mattavasti hankalampaa verrattuna gaussisiin tiloihin ja tdma on my6s uudempi
tutkimuksen kohde [64]. Néistd syistd emme pysty tekemédn yhta tdydellista selvis-
tystd kuin gaussisille tiloille, mutta tarkastelemme seuraavaksi joitain tapoja karak-

terisoida ei-gaussisia tiloja, niiden resursseja, seké niiden valmistelua.

4.1 Ei-gaussisten tilojen karakterisointi

Gaussiset tilat ovat siis kvadraattisen hamiltonin generoimia ja niiden Wignerin
funktio on aina positiivinen. Toisaalta kahden gaussisen tilan, esimerkiksi kahden
erilaisen koherentin tilan, sekoitus ei ole gaussinen tila silld selvisti ndiden tilojen
Wignerin funktioiden painotettu summa ei ole ends normaalijakauma. Kuitenkin ky-
seisen tilan Wignerin funktio on selvisti edelleen kaikkialla positiivinen. Téman jou-
kon ulkopuolella ovat tilat joita kutsumme ei-klassisiksi ei-gaussisiksi tiloiksi (engl.
quantum non-Gaussian states). Niiden Wignerin funktio voi edelleen olla positiivi-
nen, mutta niitéd ei voida antaa vain puhtaiden gaussisten tilojen sekoituksena, vaan
hajotelmaan téytyy kuulua jokin tila, jonka Wignerin funktiossa on negatiivisuutta
[64].

Tilan ei-gaussisuuden laadun arvioimiseksi on ehdotettu erilaisia mittoja [79, 80],
mutta yksi hyodyllisimmisté on suhteellinen entropia [64]. Olkoon S(p) kvanttitilan

von Neumannin entropia [3]
S(p) = —Tr[plogp]. (4.1)
Mielivaltaisen tilan p suhteellinen entropia on
d(p) = S(pllo) = Trlp(log p — log 0)], (4.2)

missd o on gaussinen tila, jolla on sama kovarianssimatriisi kuin tilalla p. Sen li-

siksi, ettd gaussiset tilat ovat saman kovarianssimatriisin omaavista tiloista vahiten
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lomittuneet ne my6s maksimoivat entropian [64]. Tama tarkoittaa, ettd 6(p) > 0

aina. Suhteellisen entropian vahvuuksiin kuuluu ominaisuus |81]
i(p) =0 p=o, (4.3)

ja lisdksi voidaan todistaa, ettd o todella on tilaa p lihin gaussinen tila [82].
Puhtailla tiloilla patee, ettd positiivisen Wignerin funktion omaava tila on aina
gaussinen [58; 83|. Tdma pohjalta on kehitetty yhden moodin tilojen ei-gaussisuudelle
tahtiasteeksi (engl. stellar rank) kutsuttu mitta [64, 84]. Kun kvanttitilan Wignerin
funktio on positiivinen, sen Q-funktio on aina suurempi kuin nolla. Ndemme nyt suo-
raan Q-funktion madritelmésti, ettd se voidaan esittdd puhtaalla tilalla p = ) v)|

my6s muodossa

Qpl) =~ (al plo) = —ful@Ful@e ", (1.4

missd fy(@) on kaavassa 3.39 esiintyvéd funktio. Kvanttitilan Q-funktion nollakohtien
olemassa olo riippuu siis tdysin funktiosta f(@) [64, 84]. Olkoon r*(¢)) = {o;} tilan

funktion fy, (@) nollakohtien joukko. Kyseinen tila voidaan ilmaista myds tavalla

v) = = T PhaDa, I6). (1.5

missé |G) on jokin gaussinen tila ja K on normalisointikerroin. Kvanttitilan t&htiaste
médritelldén nyt funktion fy(@) nollakohtien madrénd [r*(¢)| = N [84]. Téhtiasteen
kisite yleistyy sekoitetuille tiloille siten, ettd sen jokaisen mahdollisen hajotelman
tahtiaste on suurin kyseisessa hajotelmassa esiintyva aste ja tilan lopullinen aste on
pienin néistd arvoista [64].

Téahtiasteen ominaisuuksiin kuuluu sen erdénlainen robustisuudeksi kutsuttu
piirre, jonka avulla johonkin viitetilaan vertaamalla voidaan selvittdd kuinka suuri
mielivaltaisen kvanttitilan tihtiasteen tdytyy olla [84, 85]. Selvésti kaikkien gaussis-
ten tilojen aste on nolla ja tdhtiaste on myos hyvin méaaritelty tapauksessa N = oo,

esimerkiksi GKP-tilat kuuluvat tdhdn luokkaan. Valitettavasti tdhtiaste ei yleisty
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suoraan usealle moodille, mutta Chabaud et al. ovat esittdneet toisenlaisen mai-
ritelmén néiden systeemien karakterisoimiseen. Kuten yhden moodin systeemilld,
myos tama tahtiasteen maaritelma liittyy tilan esittdmiseen kompleksiarvoisen ja
analyyttisen funktion avulla, mutta on tirkedd huomata etteivit ndmé kaksi méa-

ritelm#é kuitenkaan ole ekvivalentteja [86].

4.2 Kvanttiresurssit

Kvanttiresurssiteoria jakaa kvanttisysteemin tilat ja kanavat vapaiden ja resurssien
joukkoihin jonkin fysikaalisen rajoituksen perusteella [87]. Kaytossd on siis jokin
rajattu joukko fysikaalisia operaatioita ja ne tilat ja kanavat, jotka eivit ole toteut-
tavissa niilld ovat resursseja. Olennainen kysymys on mité resursseja vaaditaan ja
kuinka, jotta kvanttisysteemi suoriutuu paremmin jostain laskennallisesta, tai muus-
ta informaatioteoreettisesté, tehtdvistd paremmin kuin mikdén klassinen systeemi
[88]. Téllaisen kvanttiedun saavuttaminen laskennallisissa tehtdvissd on riippuvai-
nen kolmen erilaisen resurssin lasniolosta systeemissé [89]. Diskreeteille systeemeille
namé ovat lomittuminen [90], taikuus (engl. quantum magic) [91] ja koherenssi [92)].
Jatkuville systeemeille nditd vastaavat resurssit ovat lomittuminen, ei-gaussisuus ja
hiljattain identifioitu symplektinen koherenssi [89].

Ei-gaussisuuden etu on tietenkin sen Wignerin funktion negatiivisuudessa, sil-
14 gaussisiin tiloihin ja kanaviin perustuva kvanttilaskenta on teoriassa mahdollista
simuloida klassisesti [93, 94]. Erés mitta on Wignerin funktion negatiivisuuden tila-

vuus [64, 95]

N(p) = /]R% W, (r)|dr — 1. (4.6)

Tamé& mitta perustuu Wignerin funktion normalisointiin

/ |W (r)|dr > 1,
R2n
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koska yhtdsuuruus ei toteudu Wignerin funktion saadessa negatiivisia arvoja [64].
Laajennamme nyt jatkuvassa formalismissa sekoitetun kvanttitilan méaritelméa ja

merkitsemme

o= / p(r)ordr, (4.7)

missi 7 on jokin mielivaltainen tapa nimeté puhtaat tilat ja p(7) on todennékdisyys-
jakauma. Wignerin funktion negatiivisuuden tilavuus on konveksinen mitta, mika

tarkoittaa ettd [64]

N(p) < / p(F)N(o7)dr. (4.8)

Tama mitta valitettavasti ei ole additiviinen eli N(p; ® p3) # N(p1) + N(p2), minki

takia toinen térked mitta on Wignerin funktion logaritminen negatiivisuus [95]

L(p) = log /R W (r)|dr. (4.9)

Logaritminen negatiivisuus selvisti on additiivinen, mutta sen sijaan se ei ole kon-
veksinen [64].

Lomittuminen on yksi vain kvanttisysteemeille mahdollisista korrelaatioista, joita
yleisesti kutsutaan kvanttikorrelaatioiksi [8]. Perinteinen esimerkki lomittuneesta
tilasta on kahden spin—% systeemin, joiden Hilbertin avaruudet olkoot H 4 ja Hp,

vhdistetty tila

1
V2

missi |xy) = |z) @ |y) ja |z) € Ha,|y) € Hp. Kun yhdistetyn systeemin puhdas tila

(101) + [10)),

voidaan antaa alisysteemien puhtaiden tilojen tensoritulona, sanotaan tilan talldin
olevan separoituva. Kvanttitila on lomittunut, jos se ei ole separoituva. Yleisemmin
voidaan merkitd tilan p € S(H4 ® Hp) olevan separoituva, jos se on annettavissa

muodossa
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Separoituvuus voidaan ilmaista myds Wignerin funktion avulla, kun merkkaamme
systeemin A faasiavaruuskoordinaatteja vektorilla 7 ja systeemin B koordinaatteja

vektorilla s
W(res) — / PPV ()W (s)dr (4.11)

Y1I4 olevissa kaavoissa todennékéisyydet p, ja p(7) edustavat klassisia korrelaatioi-
ta. Olkoot nyt X systeemin A observaabeli, Y systeemin B observaabeli ja P,(z)
sekid P,(y) niiden mittaustulosten todennékéisyysjakaumat kvanttitilassa p. Tilan

separoituvuus antaa observaabeleiden yhteiseksi todennékoisyydeksi [64]

fﬁay%z/pﬁﬂ?@ﬂ?@ﬂt (1.12)

Jos siis on olemassa jokin observaabeleiden pari (X,Y), joka ei noudata yll& olevaa

kaavaa 4.12, tiedetddn tamén olevan todiste tilan lomittuneisuudesta.
Lomittumista vahvempi kvanttikorrelaatio on Einstein-Podolsky-Rosen (EPR)

-ohjaus (engl. steering) [96]. Tétd varten merkitsemme observaabeleiden X ja Y

yhteistodennéakoisyytta

P@yw:/pvﬂfuﬂ1@Ma (413)

missi nyt jakauma P7(z) on mielivaltainen todennékédisyysjakauma eli sen ei tarvit-
se liittyd mihinkéén kvanttitilaan. Jos pari (X,Y) ei noudata kaavaa 4.13, systeemin
A mittauksien sanotaan voivan ohjata systeemin B mittaustuloksia. Ohjaukseen liit-
tyen on olemassa epayhtaloité, jotka asettavat rajan sille kuinka paljon informaatiota
systeemin B mittaustuloksista voidaan saada mittaamalla vain systeemin A suureita
pelkistadn klassisilla korrelaatioilla [64]. Selviisti mikd tahansa tila, joka ei toteuta
yhtalod 4.13 ei toteuta myoskiddn yhtdsuuruutta 4.12. Jokainen EPR-ohjattava tila
on siis lomittunut, mutta kaikki lomittuneet tilat eivit ole ohjattavissa. Kuten jo ai-
kaisemmin mainitsimme gaussiset tilat ovat vihiten lomittuneita joten ei-gaussisten

tilat voivat tarjota hyotyd myos sen suhteen Wignerin funktion negatiivisuuden li-
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siaksi. Toisaalta gaussisten tilojen lomittumisella ja EPR-ohjauksella on tarkeé rooli,

kun haluamme valmistella ei-gaussisia tiloja gaussisista tiloista.

4.3 Ei-gaussisten tilojen valmistelu

Kuten jo mainitsimme gaussisilla kanavilla ei voida suorittaa universaalia kvantti-
laskentaa, eli toteuttaa mielivaltaista unitaarista operaattoria. Tata varten siirto-,
puristus- ja rotaatio-operaattoreiden joukkoon on lisdttdva kolmannen asteen ope-
raattoreiden {a, (af)®} virittima unitaarinen operaattori, joka voidaan antaa faasia-

varuusformalismissa kuutiovaiheoperaattorina (engl. cubic phase) [97-99|
C, = e "9, (4.14)

Tamé operaattori todella on tarpeeksi, jotta joukon {D,,S,, Ry, C,} operaattorei-
den tuloilla voidaan toteuttaa mielivaltainen unitaarinen operaattori [54, 97, 100].
Tietenkin operaattorin C, virittamé kvanttitila ei ole gaussinen silla se ei ole kva-
draattinen faasiavaruusoperaattoreiden suhteen. Kuutiovaiheporttia kiyttamalla ei-
gaussisia tiloja voidaan valmistella deterministisesti, mutta sen toteuttaminen kay-
tanndssd on erittdin hankalaa |64, 101] joten keskitymme lopun tutkielman ajan
probabilistisiin tapoihin valmistella ei-gaussisia tiloja.

Ei-gaussisia tiloja voidaan valmistaa ehdollisesti gaussisista tiloista kdyttdmal-
14 ei-gaussisia mittauksia osassa 1.7 kisitellyn jarjestelyn avulla. Tall6in kdytam-
me osaa systeemimme moodeista anturina, johon tehtyjen mittausten tulosten pe-
rusteella valitsemme halutun lopputilan. Lomittumisella ja EPR-ohjauksella on iso
merkitys tdhén valmisteluun liittyviné resursseina. Jos alkuperdinen kvanttitila on
separoituva, on minki tahansa mittausjirjestelyn virittdmé ehdollinen valmistelu
sellainen, ettd lopputila on gaussisten tilojen sekoitus. Lomittuminen mahdollistaa
siis ei-klassisen ei-gaussisen lopputilan ja Wignerin funktion negatiivisuuteen tar-
vitaan lisiksi EPR-ohjattavuutta [102]. Hieman epéintuitiivisesti vaaditaan, ettd

varsinaisen systeemin mittaukset voivat ohjata anturin mittaustuloksia jotta antu-
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riin tehdyt mittaukset voivat tuottaa systeemiin Wignerin funktion negatiivisuutta.
Wignerin funktion negatiivisuuden tilavuus ei myoskdan ole suoraan riippuvainen
ohjattavuuden vahvuudesta |64].

Téarked esimerkki ovat niin kutsutut lisdttyjen ja poistettujen fotonien tilat (engl.
photon-added/subtracted states) [103-106|. Erityisesti néita tiloja voidaan valmistel-
la, kun alkutilana on gaussinen tila. Emme kiy lipi téllaisen valmistelun kokeellisia
toteutuksia lapi téssad tutkielmassa, mutta niistd voi 16ytaa lisdé tietoa esimerkiksi
ldhteista [107-111|. Téllainen ei-gaussinen tila on siis nimensd mukaisesti jokin mie-
livaltainen gaussinen tila johon on tehty yksi tai useampi fotonin lisdys- tai poisto-
operaatio. Esimerkiksi yhden fotonin tapauksessa, kun alkuperiinen tila on pg, eh-

dollinen valmistelu on kuvaus

bpng
pe — pl = =

(4.15)

missi b € {a,al} on joko bosoninen lasku- tai nosto-operaattori ja K = Tr [bpcbw
on normalisointikerroin. Jatkossa yleinen lisdttyjen tai poistettujen fotonien tila pé,

joka on valmisteltu gaussisesta tilasta pg, on siis

1
ol = EBpGBT, K = Tr[BpeB'], (4.16)

missd operaattori B = b; b, ...b; —on jokin sarja fotonien lisdyksiéd tai poistoja ja
1 € Z ovat systeemien moodien nimet. Esittelemme nyt luvun lopuksi kaksi yksinker-
taista esimerkkid yhden fotonin lisddmisesta ja poistamisesta. Esimerkit perustuvat
Genonin et al. artikkelissa [112| késiteltyihin tiloihin, mutta emme tee samanlaista

oletusta minkdin parametrin reaalisuudesta.

Esimerkki 4.1. Tarkastelkaamme koherenttia tilaa johon on lisitty yksi fotoni.

Kyseinen tila on muotoa

N alpaa

= == 4-17
¢ Trlatp,al’ (4.17)



54

missid p, on koherentti tila, jonka siirto-operaattorin parametri on o € C. Normali-

sointikerroin on helppo laskea silld se on fotonien lukuméirdaan liittyva odotusarvo
Tr[a'paa] = Tr[pyaa’] = Tr[p,(afa+1)] = la)® + 1. (4.18)

Tilan karakterinen funktio on siis

Xa(B) = |a‘21 Tr[alpaaDg], (4.19)

+1

missé jiljen laskemisesta tekee helpompaa tieto siirto-operaattorin toiminnasta
DlalD, = al +@, DiaD, = a+ o, D[DgD, = Dgez@ 5, (4.20)

ja saamme tulokseksi

B 1
la|” +1
eé(aﬂfaﬁ) 9

= WTT[(anoa—Fanoa—{—apoa—F |Oé| po)Dﬁ} (421)

Xa (8) Tr[Da(a’ +@)po(a + a)Df Dg]

Lisaksi tieddmme, etti siirto-operaattorille patee kaava [46]

1 e ™noe S\ VAl
(Dbl = e 3 o () e (1.22)

ja, koska D! = D_g, voimme nyt laskea karakterisen funktion termit

Tr[al ppaDs] = Tr[|1N1| Ds] = (1] Dy [1) = =5 (= |52 + 1),

1812

Tr[a'poaDs] = (0] aDy [1) = —afe™ =",

1812

Te[apoaDs] = (1]aD; |0) = afe . (4.23)

Taman tilan Wignerin funktio on siis

_ *d2ﬂ
Wi = [ e A
C 2m
1 1B 1(=8_073) \3_aX — d*p
— — 5 p3 aB—afB) ,AB—BA _ 2 — o 2 -
_ |a|2+1/@€ @D B (1 |5 — aF + B+ o) g, (424)
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Kuva 5. Esimerkin 4.1 lisdtyn fotonin koherentin tilan Wignerin funktion kuvaaja,
kun siirto-operaattorin parametrille pitee Re(a) = 0.5 ja Im(a) = 0.5, a) kolmiu-
lotteisena ja b) kaksiulotteisena.

ja merkitsemélld nyt kompleksiparametrit muodossa

o= %(w +1y), f = %(q/ +iap), A= %(q +ip),

ja integroimalla kuten esimerkissd 3.1 saamme lopputulokseksi

1 _ )2 (/)2 1
Wi(q,p) = (g=2)"=(p=y) (—1 +4(q* + p*) — 2(qx + yp) + 5(3:2 + y2)>
1

X .
14 %(132 + y?)

(4.25)

Kuvassa 5 on esitetty tilan Wignerin funktio, kun siirtoparametri on Re(a) = 0.5,

Im(a) = 0.5.

Esimerkki 4.2. Téassd esimerkissd kisittelemme puristettua vakuumia, josta on

poistettu yksi fotoni. Tilan tiheysoperaattori on tietenkin

~ ap-al

-7 4.26
Py Trlap,af]’ (4.26)
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missd p., = SVpOSL ja v = |7[e*, ¢ € R. Normalisointikerroin on nyt
Tr [apvaw =Tr [pOSLaTaSW]
= Tr [po(cosh®(2|y|)ata + €™ cosh(2|v]) sinh(2|v|)a’al
+e"% cosh(2]7]) sinh(2y|)aa + sinh*(2|y|)aa’)]
= (cosh?(2]y])ala + sinh?®(2||)(a’a + ]l)>0 = sinh?(2|7|). (4.27)
Samoin kuin edeltdvissd esimerkissd voimme jdrjestdd operaattorit muotoon
aSﬁ,poSLaT = SWSLaSprSLaTSWSL
= 8, (cosh(2[[)a + ¢ sinh?(2]])al)oy
x (cosh®(2|7])al + " sinh?(2|])a)S]

= elPe¥ sinh2(2|7|)SWan0anf (4.28)
ja saamme tilan karakteriseksi funktioksi

X5 (B) = Tr[p;Dgs] = Tr [sinh?(2]7])S,a  poas! Dg]

sinh?(2|)
= Tr[|1)(1] STDsS,] = (1]S1DgS, (1), (4.29)
misséd puristuksen toiminta siirto-operaattoriin antaa tulokseksi uuden siirron
‘at—B7a
SIDgS, = e F, (4.30)
jonka parametri 5’ on

B = Bcosh(2]y]) — Be’ sinh(2]y]). (4.31)

Kayttamalla nyt kaavaa 4.22 saamme karakterisen funktion lopulliseksi muodoksi

2

_ _IEE
X5 (8) = (1= |8F)e = (4.32)
Tamaén tilan Wignerin funktio on siis

o= [ g eor (433)
C

Y 272 )
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Kuva 6. Esimerkin 4.2 poistetun fotonin puristetun tilan Wignerin funktion kuvaaja,
kun puristuksen parametrille pétee |y| = 0.3 ja ¢ = 7, a) kolmiulotteisena ja b)
kaksiulotteisena.

missé, jilleen antamalla kompleksiparametrit faasiavaruuskoordinaattien avulla ja

integroimalla saamme tulokseksi
Wy (a.p) = (4N 1) %e—AqQ—BPQHCqP. (4.34)
Y14 olevassa kaavassa kertoimet A, B, ja C' ovat samat kuin esimerkissi 3.3 ja
IXN|* = 24¢° + 2Bp? — 4Cqp. (4.35)

Tilan Wignerin funktio on esitetty kuvassa 6 tapauksessa |y| = 0.3 ja ¢ = 7.

5 Fotonien lisaaminen seki poistaminen ja Wickin
lause

Seuraavaksi tarkastelemme enemmaén edeltavissa luvussa esiteltyja lisdttyjen ja pois-
tettujen fotonien tiloja ja niiden mahdollisesti tarjoamaa todellista kvanttietua las-
kennallisissa ongelmissa. Kuten luvuissa 3 ja 4 kivimme lipi, gaussiset tilat ovat
teoriassa tehokkaasti simuloitavissa klassisilla tietokoneilla niiden Wignerin funk-

tion positiivisuuden takia. Keskitymme nyt lisdttyjen ja poistettujen fotonien tilo-
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jen operaattoreiden momenttien laskemiseen ja mietimme kuinka hankalaa niitd on
laskea klassisesti. Aloitamme esittelemalld, Wickin todennédkéisyyslauseen, joka on

merkittivissid osassa momenttien arvojen laskemisessa.

5.1 Wickin todenniakoisyyslause

Wickin lause on alunperin bosonisten- ja fermionisten nosto- ja laskuoperaattoreiden
tulojen jarjestelyyn liittyva identiteetti, jonka mukaan mielivaltainen tulo voidaan
antaa operaattoreiden niin kutsuttujen normaalijarjestettyjen tulojen ja kontrak-
tioiden muodostamien termien summina [113]. Normaalijirjestetyssd tulossa kaikki
nosto-operaattorit ovat laskuoperaattoreiden vasemmalla puolella ja merkitsemme
sita
by ... b, .

Operaattoreiden kontraktio on skalaaritermi, joka riippuu valitusta viitetilasta. Vii-

tetilan ollessa vakuumitila kontraktio on itseasiassa operaattoreiden momentti ja

merkkaamme sita

b1b2 = <b1b2> .
| I

Y114 olevissa merkinngissa operaattori b voi olla bosoninen nosto- tai laskuoperaat-
tori b € {a,al}. Wickin lauseen mukaan operaattoreiden tulo voidaan siis ilmaista

muodossa
blbn ::bl---bn: +b1b2 :bg...bn: —|—b1b3 :bg...bni +b1b4 Ibg...bnﬁ -+
| I | I | I
-+ ble b3b4 2b5 Ce bnl + b1b3 b2b4 Zb5 Ce b”: + - R (51)
| IS § E— | IS § SS—

missd summa kay ldpi kaikki kahden, neljan, kuuden, ja niin edelleen, operaattorin
kontraktiot. Yhtalo 5.1 antaa kitevin kaavan operaattoreiden momentille vakuumi-

tilassa py = |00

(bi...bayo=>_ [ ®ibi)s. (5.2)

peP (i,5)€p
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silld selvésti jokaiselle normaalijarjestetylle tulolle
(b1 ...by1)y = Tr[pg :by ... byl = (0] :by ... by |0) =0,

koska laskuoperaattorit annihiloivat vakuumin. Kaavassa 5.2 P on joukko, joka sisil-
taa kaikki indeksien partitioinnit pareihin, p erds tillainen partitio ja (i, j) partitioon
kuuluva pari.

Wickin lauseelle on useita yleistyksid, mutta télle tutkielmalle olennainen on

Wickin todennédkéisyyslause yleisille gaussisille tiloille.

Lause 5.1 (Wickin todennékéisyyslause). Jos kaikille bosonisille nosto- ja laskuo-

peraattoreille b pdtee
(b)¢ = Trlpab] = 0,
nin operaattoreiden momentit voidaan laskea kaavalla

> pep LLijep (bibj)g s U(b1...by) on parillinen,
<b1 oo bn>G =

0, I(by...b,) on pariton,

missd [(by ...by,) on operaattoreiden mddrda.

Emme kiy lauseen todistusta ldapi sen monimutkaisuuden takia, silla vaikka tu-
los on jo pitkddn tunnettu todenndkoisyysteoriassa normaalijakaumaa noudattaville
reaalimuuttujille Isserlisin lauseena [114], sen yleistiminen kompleksiparametreihin
liittyville ei-kommutoiville operaattoreille on hankalaa. Gaudinin todistus termi-
sille tiloille [115] ja Vaglican et al. todistus puristetulle vakuumille [116] kéytta-
viat molemmat hyviksi operaattoreiden kommutaattorin sisiisen derivaatan ominai-
suuksia ja muita kommutaatiosdintoja. Esimerkiksi termisen tilan tapauksessa, kun
o—wa

Pth = % 2 jélleen kerran Lien teorian avuin voidaan laskea

P apu = e “a, pylalpy, = e“al, (5.3)
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eli nosto- tai laskuoperaattori voidaan siirtdd termisen tiheysoperaattorin toiselle
puolelle lisaamalld tuloon skalaarikerroin. Tdma johtaa samanlaiseen tapaukseen
kuin vakuumitilassa, missd operaattoreiden kontraktio on my6s niiden momentti ja
induktiolla Wickin todennikdisyyslause voidaan todistaa mielivaltaiselle mééarélle
operaattoreita. Todistus puristetulle vakuumille etenee kuin termiselle tilalle, mutta
kahden operaattorin kontraktion ja momentin yhtdsuuruus riippuu nyt vakuumin
annihiloitumisesta [116].

Kohtaamme kuitenkin ongelmia, jos yritimme yleistaé lauseen esimerkiksi puris-
tetulle termiselle tilalle kiyttden samoja menetelmid. Kahden moodin puristusope-
raattorin toiminta kuvaa nosto- tai laskuoperaattorin b; kahden operaattorin sum-

maksi
SIbiS, = Cib; + Cobl, (5.4)

missd kertoimet C', C ovat verrannollisia hyperbolisiin funktioihin ja niiden tarkat
arvot riippuvat siitd onko b; nosto- vai laskuoperaattori. Ndemme heti, ettd emme

voi kiiyttad termisen tiheysoperaattorin toimintaa apuna silld nyt
(Cyb; + CQb;‘)pth = pn(Cibie™ + Czbzewj)- (5.5)

Jotta yhtdlon oikealla puolella oleva operaattori olisi edelleen kaavan 5.4 operaat-
tori skalaarilla kerrottuna, tarvittaisiin ehto w; = —w;. Ottaen huomioon fotonien
lukuméérin odotusarvon, 71; = (e** — 1)~!, voimme laskea moodin j kertoimen e*s

suhteen arvoon 7;
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Moodi j saisi nyt negatiivisen odotusarvon silld

» 1 1—n'—1
e =l=—=——l=—
n; +1 n; +1
__ -1
n.
n. — — v :—7,L~—|—]_7 57
j (’ﬁil—i-l) (n ) (5.7)

miki ei ole millddn tavalla jarkevia.

Valitettavasti siis fysiikan motivoimaa todistusta Wickin todennikoisyyslauseelle
mielivaltaiselle gaussiselle tilalle ei ole helppo tehda yleistamalla nditad operaattori-
formalismissa tehtyja todistuksia ja kirjallisuuskin usein viittaa vain Wickin alkupe-
riiseen tulokseen. Helpoin todistus lauseelle johtaa ilmeisesti nosto- ja laskuoperaat-
torien differentoivasta toiminnasta tilan Wignerin tai karakteriseen funktioon [117]
Wirtingerin derivaattoina [118-120|. Kirjallisuudesta loytyy myts muita yleistyksid
reaalimuuttujien tapauksesta kompleksiseen |121| sekd my6s muiden algebrallisesti
monimutkaisempien muuttujien momenteille [122], miki voisi tarjota toisen tavan
todistukselle silld bosonisilla operaattoreilla on mielenkiintoinen yhteys tietyntyyp-
pisiin faasiavaruuden observaabeleihin [46].

Wickin todennékéisyyslauseen vaatimus (b), = 0 implikoi suoraan, ettd tilojen

siirto on nolla (D, = 1), silld
DlaiDa =a; +a = <DL&Z’DQ>O = Q.

Jatkossa puhumme lyhyemmin vain Wickin lauseesta, mutta tarkoitamme lausetta
5.1. Lisdksi emme jatkossa merkitse erikseen alaindeksid GG, vaan oletamme kaikkien

odotusarvojen ja momenttien olevan Wickin lausetta noudattaville gaussisille tiloille.

5.2 Graalfiteoria, sovitukset ja hafniani

Wickin lauseen antaman summan termejd voidaan tarkastella tehokkaasti graafiteo-
rian {123, 124] kautta. Matematiikassa graafi on yksinkertaisimmillaan pari (V) E),
missd V' on joukko solmuja (engl. vertez) ja E joukko solmujen pareja (v;, v;). Solmu-

jen v; ja v; valilld sanotaan olevan kaari tai linkki (engl. edge), jos pari (v;,v;) € E.
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a) Vi b) v

Vo Vs

V3 V3

Kuva 7. Esimerkin 5.1 graafi a) suuntaamattomana ja b) suunnattuna

Graafi voidaan helposti esittda kuvana piirtdmélla solmut pisteind ja linkit niiden
vilisina viivoina. Suunnatussa graafissa linkit omaavat myos nimen mukaisesti suun-
nan. Téssé tapauksessa piirramme linkit nuolina ja parit (v;,v;) ja (v;,v;) ovat sa-

mojen solmujen valilla olevat, eri suuntiin osoittavat linkit.

Esimerkki 5.1. Olkoon V' = {vy, v, v3,v4, v5} solmujen joukko ja

E = {(v1,v9), (v2,v3), (v4,v3), (v, V5), (vs,v4) }

linkkien joukko. Kuvassa 7 on esitetty graafi (V, £') suuntaamattomana sekd suun-

nattuna.

Bosonisten operaattoreiden momentit gaussisessa tilassa Wickin lauseen antama-
na summana voidaan laskea kiyttamalld apuna erdén graafin taydellisid sovituksia
(engl. perfect matching) [125]. Jos laskemme arvoa (b; ...b,) muodostamme suun-
natun graafin, joka on yhteniinen (engl. fully connected) eli kaikilla solmuilla on
linkki kaikkiin muihin solmuihin. Graafissamme solmut vastaavat momentissa esiin-
tyvid operaattoreita ja linkit operaattoreiden momentteja. Annamme linkille (b;, b;)
siis painon (b;b;), missi operaattoreiden jéirjestys momenttissa sdilyy. Taydellinen
sovitus on joukko linkkejé, missi jokainen solmu esiintyy jossain linkissé ja ainoas-

taan kerran koko joukossa. Yksi Wickin lauseen antaman summan termi vastaa siis
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yhden tdydellisen sovituksen linkkien painojen tuloa ja summa kiy lapi kaikki tal-
laiset sovitukset. Graafin linkkien informaatio voidaan myos esittdd niin sanottuna
vierusmatriisina A (engl. adjacency matriz), missd alkio A;; on nollasta poikkea-
va kun solmusta b; on linkki solmuun b;. Graafia vastaava operaattorimomentti on
nyt laskettavissa myos vierusmatriisista sen hafnianilla [126, 127, joka méaritellaan
edelldmainitulla tavalla téydellisten sovitusten avulla

haf(A) =" ] (biby)- (5.8)

peP (ij)ep

Huomautettakoon, ettd Wickin lause antaa vastaavasti kaavan myds fermionisil-
le systeemeille milloin termien etumerkki riippuu solmujen indeksien permutaa-
tion parillisuudesta. Téssd tapauksessa momentti vastaa vierusmatriisin pfaffiania
[128, 129).

Tallaisten momenttien laskeminen on olennaista, koska ensinnékin lisdttyjen ja
poistettujen fotonien tilat ovat ehdollisia ja niisséd esiintyvd normalisointikerroin on
tallainen momentti. Toiseksi kvanttilaskennalliset sovellukset vaativat mittausten
tekemistd ja nosto- ja laskuoperaattorit muodostavat kannan systeemin operaat-
torialgebralle, mikd tarkoittaa kaikkien operaattoreiden olevan annettavissa niiden
polynomeina [16, 130, 131]. Hafnianin laskennallinen ongelma tulee esiin sovitusten,
eli summan termien, maarassa. Taydellisten sovitusten maara yhtenéiselle graafille

on

~ (2n)!
ol

(5.9)

kun momentissa on 2n operaattoria [116, 132]. Jo kahdeksalla operaattorilla termeji
on 105 ja kymmenelld 945, eli laskun suorittaminen muuttuu erittdin epakaytanndl-
liseksi, kun haluamme laskea suureiden odotusarvoja tiloille joihin on tehty useita
lisdys- tai poisto-operaatioita. Téaydellisten sovitusten laskeminen kuuluukin #P-
ongelmien luokkaan [132, 133] ja hafnianin parhaiten laskevat algoritmit skaalautu-

vat eksponentiaalisesti [127, 134]. Esimerkiksi gaussinen bosonien otanta (engl. gaus-
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A B A B B A B
Cc D H C D
(ABCD) (AB) (CD) (AC)(BD) (AD) (BC)

Kuva 8. Esimerkin 5.2 graafin taydelliset sovitukset ja niiden antamat termit ope-
raattorimomentin summassa.

stan boson sampling) on kvanttialgoritmi, jolla on mahdollisuus todelliseen kvanttie-
tuun juurikin téllaisissa ongelmissa [135]. Toisaalta erilaiset virheldhteet hankaloit-
tavat tdméan edun saavuttamista [136, 137| joten haluamme myos laskea otantaan
liittyvid todenndkdisyyksid klassisesti varmistaaksemme algoritmin implementoivan

laitteen toimivuuden [138].

Esimerkki 5.2. Olkoon {A, B, C,D} joukko bosonisia operaattoreita, joilla Wickin

lause pitee. Saamme niiden momenttia laskettaessa kolme termié:
(ABCD) = (AB) (CD) + (AC) (BD) + (AD) (BC). (5.10)

Laskua vastaava graafi, sen tiydelliset sovitukset ja niitd vastaavat termit on esitetty

kuvassa &.

5.3 Sovitusten kombinatoriikasta

Yksi Wickin lauseen antaman summan laskemiseen liittyvistd ongelmista on kaik-
kien taydellisten sovitusten l6ytdminen. Tarkastelemassamme tapauksessa tehtéivi
on sindnsi helpompi sillé graafimme on aina yhtenéinen eli sovitukset vastaavat kaik-
kia vélin [1, 2n] kokonaislukujen suuruusjérjestyksen siilyttavia parien joukkoja. Pe-
riaatteessa voisimme siis laskea ndmé operaattoreiden jarjestysindeksejé vastaavat

lukujoukot etukiteen ja kovakoodata ne osaksi simulaatiotamme. Koska operaatto-
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rit ovat luonnollisesti numeroituva joukko niiden jarjestyksen suhteen momentissa,
myos linkit ovat numeroituvia jollain funktiolla f : I x I — 7 |20], missd I on ope-
raattoreiden jarjestysindeksien joukko. Voimme siis kuvata linkit jonkin vektorin V'
alkioiksi, missd V# = (b;b;) kun f(¢,j) = p. Télléin esimerkin 5.2 graafi maarittad

kuusialkioisen vektorin
V=((AB) (AC) (AD) (BC) (BD) (CD))'

ja sovitukset bilineaarimuodon matriisin

000001
000O0T10
000100
M=1o00000 0]
00000O0O
00000O0O
silld nyt
VIMV = (AB) (CD) + (AC) (BD) + (AD) (BC). (5.11)

Yleisesti sovitukset maaradvat 2n-solmuiselle graafille n-lineaarimuodon

1, kun (4,...,n) € P,
M; ., = (5.12)

0, muutoin,

missd P on graafin tdydellisten sovitusten joukko, ja linkkien painojen vektori on
d-ulotteinen, d = 3°>" | (m — 1). Esimerkiksi siis kuuden solmun graafilla sovitukset

madrittavat seuraavanlaisen multilineaarimuodon
M(V,V,V)=> My V'Vivk (5.13)

irj,k

Tasséikin ldhestymistavassa laskun skaalautuvuus aiheuttaa nopeasti ongelmia.
Esimerkiksi kahdeksan solmun graafilla on linkkejé 28 ja taydellisid sovituksia 105.
Tami tarkoittaa kyseisen graafin multilineaarimuodon sisiltivin 28* = 614656 al-

kiota, joista vain 105 on nollasta poikkeavia. Multilineaarimuoto on siis erittéin
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harva ja lukujen ero kasvaa rdjahdysmaisesti solmujen mairan kasvaessa. Harvoille
matriiseille on olemassa niille erityisesti optimoituja algoritmejd [139] ja vastaavia
menetelmid on kehitetty my6s isommille tensoreille [140|, vaikka ne eivét ole yhté
vakiintuneita. Té&llaiset menetelmét perustuvat turhan informaation poistamiseen,
miki tarkoittaa usein vain nollasta poikkeavien alkioiden indeksien enkoodamista
mahdollisimman pienelld méaaralld tietoa. Alkuperiinen listamme indekseji, jonka
saamme sovituksista numeroimalla linkit, valmiiksi muistuttaa téllaista menetelmai
hyvin paljon. Tall6in voimme etukéteen laskea ja tallentaa tiedon siitd, mitké link-
keihin liittyvat kahden operaattorin momentit tulee kertoa keskenédin saadaksemme
Wickin lauseen summan termit. Tastd on hyotyé, kun laskemme kaikki tdydelliset
sovitukset jollekin suurimmalle maérille nosto- ja laskuoperaatioita ja kiytamme ta-
ta tietoa kaikissa laskuissa. Kuitenkin alkuperdisen gaussisen tilan muuttuessa tay-
tyy useamman, tai kaikkien, linkkien arvot laskea uudestaan ja siis myos jokainen

kertolasku ja lopullinen summa.

Esimerkki 5.3. Olkoon ennalta médrittyd suurinta madrad operaatioita vastaa-
vassa graafissa 2n solmua. Haluamme laskea nyt jonkin pienemmén operaattorimo-
mentin arvon esimerkiksi 2m = 2n — 2l operaattorille. Jitdmme laskuista pois siis
2l solmua vastaavaa operaattoria. Jos olemme laskeneet ennalta tiedon koko graafin
taydellisista sovituksista, voimme kdyttad sitd laskemaan myos pienempdd moment-
tia vastaavan aligraafin hafnianin. Erds helppo tapa tehdi niin on asettaa linkin
arvoksi nolla, jos se yhdistdd pois jatettdvian ja sisallytettavin solmun, silld tAméa
nollaa kaikki sovitukset jotka eivit oikeasti ole mahdollisia. Jos taas linkki yhdistaé

kaksi pois jatettdvad solmua annetaan sen arvoksi

(%) | (5.14)

silld jokainen halutun aligraafin sovitus esiintyy yhdessd jokaisen pois jitettdvien

solmujen aligraafin sovituksen kanssa, jotka tietenkin sisaltavat [ linkkia.



67

Useimmiten, ellei aina, tapauksissa joista olemme kiinnostuneet momentissa esiin-
tyvat operaattorit eivit ole kaikki keskendén erilaisia. Ehdollisesti valmistellun ei-
gaussisen tilan pé normalisointikerroin sisiltda suoritetut fotonien lisdykset ja pois-

tot "sanassa” B = b; ...b, ja sen adjungaatin BT silli

BprT . BprJr
Tr[BpBf]  Tr[peBiB]’

oL = (5.15)

Lisdaksi saatamme haluta tehda useita lisdyksia tai poistoja samaan moodiin, miki
tarkoittaa momentin sisdltdvin saman operaattorin useammin kuin kerran. Tama
tarkoittaa, ettd graafissamme saattaa olla linkkejé joiden paino on sama, miki taas
voi johtaa graafin hafnianin sisdltdvin useita samanarvoisia termeji. Jos saamme
selvitettyd kuinka monta kertaa mikakin termi esiintyy laskussa, voimme seuraavalla

kerralla ohittaa jokaisen termin erikseen laskemisen ja laskea vain uniikit termit.

Esimerkki 5.4. Laskemme momentin (ABC;DC5E) termit, missd C; = Cy. Kuu-
den solmun graafilla sovituksia, ja siten myds summan termeji, |P| = % =15
kappaletta. Kiinnittdméalla mielivaltaisen linkin loyddmme kaikki termit joissa sen
paino esiintyy tutkimalla jéljelle jadvad aligraafia. Toistuvat linkkien painot riippu-

vat toistuvista operaattoreista ja niiden paikasta jarjestyksessd. Télle momentille

saamme termit

(ABC,DC,E) = (AB) (C;D) (CoE) + (AB) (C1E) (DC,) + (AB) (C,C,) (DE)
+ (AC,) (BD) (C4E) + (AC,) (BCy) (DE) + (AC,) (BE) (DCy)
+ (AD) (BCy) (CoE) + (AD) (BCy) (C1E) + (AD) (BE) (C;Cy)
+ (AC,) (BC,) (DE) + (ACy) (BD) (C,E) + (AC,) (BE) (C,D)

+ (AE) (BCy) (DCy) + (AE) (BD) (C1Cy) + (AE) (BC,) (CiD) .

Nédemme summan sisdltdvin 12 uniikkia termié, kolme termié siis esiintyy kahdesti.
Laskua vastaava graafi ja sen téydelliset sovitukset on esitetty kuvassa 9, misséi

sovitukset joita vastaavat termit ovat samat on ympéaroity.



68

// .J/'\ \

e ﬂL\\I‘%

Kuva 9. Esimerkin 5.4 graafin taydelliset sovitukset. Sovitukset, joiden termin arvo
Wickin lauseen summassa on sama, on ymparoity.

><'

Yleisesti termien multiplisiteetit voidaan selvitdd tarkastelemalla toistuvien, ja
niiden vilissd olevien, operaattoreiden vilisid linkkeja silld ndméa ovat sellaisia joi-
den paino voi olla uniikki. Jos toistuvia operaattoreita “sidotaan” naihin linkkeihin,
ei pareja permutoimalla voida tuottaa toista termié jolla olisi sama arvo. Edelta-
vissd esimerkissd tdmé tarkoittaa siis operaattoreita {Cy, D, Cy} ja niiden linkkeja,
jotka vastaavat painoja {(C,Cs),(C1D),(DCy)}. Yhden téllaisen linkin kiinnitti-
minen jattda jéiljelle neljan solmun aligraafin joilla on kolme taydellistd sovitusta,
eli yhteensd saamme yhdeksidn uniikkia termid. Lopuissa sovituksissa on linkkejé
joiden paino ei ole uniikki. Namé ovat linkkejd operaattoreihin, jotka ovat samalla
puolella molempia toistuvia operaattoreita. Tassd tapauksessa uniikkeihin termei-
hin johtavat linkin eivit voi esiintya samaan aikaan sovituksissa, mutta tama ei ole
sadanto. Yleisesti tdytyy siis tarkastella vastaavalla tavalla kaikki eri tavat kiinnittaa

eri maaria toistuvia solmuja linkkeihin joiden paino ei toistu.

Esimerkki 5.5. Tarkastelemme tapausta (ABC;CoDC3EF). Tatd momenttia vas-
taava graafi on esitetty kuvassa 10, missd virejd on kiytetty merkitsemaén linkkejé
joiden paino on sama. Ndemme kuvasta, etté linkeilld on kolmesti esiintyvid painoja

ja erds paino, joka esiintyy kahdesti. Sovitusten méaéritelméasta tiedimme, ettad termi
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Kuva 10. Kahdeksan solmun graafi, jota vastaavassa operaattorimomentissa on kol-
me toistuvaa operaattoria. Linkit joiden paino on sama on véiritetty samalla varilla
ja linkit joiden paino ei toistu on merkitty katkoviivalla kuvan lukemisen helpotta-
miseksi.

voi sisdltdd vain yhden tiettya virid olevan linkin. Jos jokin termi sisaltda esimerkik-
si sinisen, punaisen ja keltaisen linkin painon, esiintyy se 3! = 6 kertaa summassa.
Tama johtuu siitd, ettd ndin monella tavalla voidaan tamén variset linkin valita

sovitukseen jattden jiljelle sama aligraafi.

Tamé ongelma muistuttaa hyvin paljon useita graafiteoriassa tutkittuja ongel-
mia, jotka liittyvit graafien nimedmisiin (engl. labelling) ja niistd johtuviin symmet-
riarikkoihin [141-143|. Jokaiselle graafin solmulle annetaan siis jokin "nimi”, joka
usein on kokonaisluku ja silloin kyseessé on siis kuvaus ¢ : V' — {1,2,...r}. Késit-
teleméssamme tapauksessa nimedminen tapahtuu luonnollisesti solmuja vastaavien
operaattoreiden mukaan. Graafin linkeille voidaan tietenkin myos antaa nimet ja hel-
poin tapa on muodostaa ne alku- ja padtesolmun nimien parina [144, 145|. Jos nyt
jollain graafin automorfismeihin kuuluvalla solmujen permutaatiolla o on olemassa

edes yksi solmu v; jolla ¢(v;) # ¢(o(v;)), ajatellaan nimedmisen rikkovan graafin
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symmetria. Tdméan ollessa voimassa kaikille graafin automorfismeille sanotaan ni-
medmisen olevan r-erottava (engl. r-distinguishing) [141]. Voimme nyt muotoilla
Wickin lauseen uniikkien termien etsimisen uudelleen ndiden kasitteiden avulla. Ha-
luamme tietdd kuinka monta linkkien nimet sdilyttavia permutaatiota on olemassa
jokaista téydellistd sovitusta kohden. Talloin 16yddmme uniikkien termien méadrian
sekd jokaisen termin multiplisiteetin. Valitettavasti kirjallisuus keskittyy enemmén
r-erottavien nimedmisten etsimiseen yksittdisten nimedmisten ominaisuuksien tutki-
misen sijaan ja erityisesti linkkien nimedmista on tutkittu selvisti vihemmaéan. Nama
seikat tekevat tastakin lahestymistavasta hankalan, mutta aiheeseen liittyva algorit-
miikka voisi silti olla avuksi yhdistettdessd muihin olemassa oleviin menetelmiin.

Tamaén selvittdminen on kuitenkin tdmén tutkielman laajuuden ulkopuolella.

5.4 Moodien viliset korrelaatiot ja linkkien painot

Luvussa 3 kisittelimme jatkuvien muuttujien kvanttisysteemeji faasiavaruusforma-
lismin ndkokulmasta. Tdhén liittyi olennaisella tavalla faasiavaruuden symplektinen
rakenne ja ndimme, miten systeemin dynamiikkaan liittyvin ryhméan operaattorit
toimivat vakuumi- ja termisiin tiloihin. N&itd kiyttdmélld saimme muodostettua
yleiset gaussiset tilat ja Lien teorian kautta saimme BCH-kaavat, joiden avulla voi-
tiin laskea ryhmén toiminta yleisiin operaattoreihin. N&itd tyokaluja kayttdmélla
saamme siis selvitettyd operaattorimomenttia vastaavan graafin linkkien painot sil-

13
<bibj>G = Tr[pgblb]] ="Tr [GpthGszbJ] = Tr[pthGTblGGTbJG} . (516)
Yleiset kahden moodin puristukset ja -rotaatiot (eli sdteenjakamisoperaatiot) toimi-

vat bosonisiin laskuoperaattoreihin siis seuraavalla tavalla

S, = exp [vaza; - Tajai}, SLaZ-SAY = a; cosh(|v]) + a}l‘ sinh(]7]), (5.17)
Y

_ 0
Ry = exp [Hajaj - Qa;r-a,}, R}a;Ry = a, cos(|6]) + ajm sin(|6]). (5.18)
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Toiminta nosto-operaattoreihin saadaan tietenkin hermiittisend konjugaattina. Ku-
ten aikaisemminkin oletamme edelleen, etta kaikilla moodeilla D, = 1, jotta voimme
kiyttad Wickin lausetta.

Tarkastelemme aluksi sellaista gaussista tilaa, jossa on vain yhden moodin puris-
tuksia ja rotaatioita. Kayttdmailld BCH-kaavoja saamme helposti laskettua esimer-
kiksi painon

(a;a) = Tr {pthe_wi (Cosh(2|%-|)ai + ‘7—1‘ sinh(2|%-|)aiT)
Vi

x e~ (COSh(Q\’YjDaj + g—ﬂ‘ Sinh(2!%|)ajTﬂ : (5.19)
J

Nédemme suoraan, ettd itseasiassa (a;a;) = 0 ja néin kdy kaikille kahden eri moodin
operaattorin momentille. T&ll6in voimme kdytdnndssid poistaa kaikki kyseiset linkit
graafistamme silld kaikissa sovituksissa, joissa niitd linkkeja esiintyy, termin arvo
on myo6s nolla. Alkutilan ollessa téllainen gaussinen tila, jakautuu mielivaltaista
operaattorimomenttia vastaava graafi moodeittain erillisiin komponentteihin. Nyt
graafin vierusmatriisi voidaan vapaasti jirjestdd diagonaaliblokkimuotoon, eli A =

P A;, missd € on suora summa kaikkien moodien yli. Hafnianilla on ominaisuus

haf(D Ai) = ] [ haf(ao), (5.20)

mikd tarkoittaa ettd téllaisessa tapauksessa voimme rinnakkaistaa moodien sovitus-
ten laskemisen. Lisdksi, jos moodin operaattorit ovat normaali- tai antinormaalijar-

jestetty saamme Isserlisin artikkelista [114] kahden muuttujan momenteille kaavan

n/2

(4787 = 3 (5 Yot2io(zn — 20) (X)) (BB)! (AB)" (1~ (A", (5.21)

j=0
missd ¢(27) = fn:l(Qm —1). Koska nyt AT = B, niiemme my6s kaikkien komplek-
silukujen vaihekertoimien katoavan jokaisesta termistd, miké tarkoittaa momenttien
riippuvan vain gaussisten operaattoreiden parametrien itseisarvoista.

Alkuperdisen gaussisen tilan ollessa separoituva tieddmme siis operaattorimo-

menttien laskujen yksinkertaistuvan huomattavasti. Valitettavasti tiedimme myos
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luvun 4 perusteella, ettd tallaisia tiloja kiyttamalld ei ole mahdollista saavuttaa
todellista kvanttietua laskennallisissa ongelmissa. Tarvitsemme EPR-ohjattavuutta
moodien vilille ennen fotonien lisddmistd tai poistamista, mikd tarkoittaa kahden
moodin puristuksia ja sdteenjakajia. Téllaisissa tiloissa moodien véliset momentit
eivit vilttaméattd havid ja parhaimmillaan graafimme séilyy tdysin yhtenéisené, kun

moodien vilisid kvanttikorrelaatioita on tarpeeksi.

Esimerkki 5.6. Tarkastellaan fotonien lukuméérin odotusarvoa helpossa kahden
lisityn tai poistetun fotonin tilan tapauksessa. Olkoon pg = Gp;GT jokin usean
moodin gaussinen tila ja {b;,b;} moodien i ja j nosto- tai laskuoperaattoreita.
Ehdollisesti valmisteltu ei-gaussinen tilamme on nyt

b;b;peblb!
K )

f

Pe = (5.22)

missd normalisointikerroin K = Tr [b b]pgbfb” = <b§b;rbibj> . Oletamme, etta
G

alkuperdinen gaussinen tila on sellainen ettei minkéin kahden moodin operaattorei-

den momentti saa arvoa nolla ja voimme laskea kertoimen K kiyttdmalla Wickin

lausetta

(bibibib;) = (bIbl) (biby) + (bbi) (biby ) + (bib;) (blbi).  (5.23)

Olkoon n; = azak jonkin kolmannen moodin lukuméirdoperaattori. Taméan suureen

odotusarvo ei-gaussisessa tilassa on

- Tr[p nk] - Tr[prTbTakakb b; ] <bTbTakakb b; >

— (blal ) (blaghib; ) + (blal ) (blaybib; ) + (afay ) (bibbib; )
3T

=K
+ (afbi ) (biblasb; ) + (afb; ) (biblaybi) (5.24)

Téssd olemme kiyttineet Wickin lausetta ensin operaattorin (solmun) al kontrak-
tioihin (linkkeihin). Ndemme yhden termeisté sisdltévéin jo aikaisemmin lasketun ei-

gaussisen tilan kertoimen K. On tilanteita joissa voimme saada toisenkin tdllaisen
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termin nimittain

<aLbi> <bjbjakbj> - <bjbi> <b}blbibj> tai

(bfal.) (blabib; ) = (bib ) (bibibib; )

kun mitattava suuremme on sellaista muotoa, jossa a; = b; tai ay = bZT.

Kun teemme mittauksia samaan moodiin kuin mihin olemme viimeksi tehneet
fotonien lisdyksid tai poistoja, voimme saada operaattorimomenttiin termeji joissa
ei-gaussisen tilan normalisointikerroin on merkittdvissi osassa. Kuitenkin jos tilan-
ne on kuten esimerkissd 5.6 eli viimeinen nosto- tai laskuoperaattori esiintyy vain
kerran saamme vain kaksi téllaista termiéd. Jos samaa operaatiota on tehty viimei-
seksi n kertaa saamme n + 1 termié, joissa on kerroin K. Mitéd yleisemmaén fotonien
poistojen ja lisdysten méirin sekid monimutkaisemman mitattavan suureen valitsem-
me, muuttuu téllaisten termien etsiminen aikaisemmin késitellyksi uniikkien termien

l6ytamisen ongelmaksi.

6 Yhteenveto

Téassa jatkuvien suureiden kvanttisysteemejd kasitteleviissd tutkielmassa olemme
tarkastelleet ehdollisesti valmisteltujen ei-gaussisten tilojen operaattorimomenttei-
hin liittyviaa kombinatoriikkaa ja samalla tehneet melko laajan kirjallisuuskatsauksen
jatkuvien suureiden systeemien teoriaan. Ndimme miten lisdttyjen ja poistettujen
fotonien tilat liittyvit olennaisella tavalla joihinkin graafiteorian ongelmiin Wickin
todennékdisyyslauseen kautta ja olemme myos pyrkineet painottamaan matemaatti-
sia seikkoja, jotka jadvit kirjallisuudessa usein pienempéin osaan niiden tarkeydesté
tai hyodyllisyydestd huolimatta.

Tutkielman aluksi kertasimme kvanttiteorian perusteet ldhtien liikkeelle sen pos-
tulaateista. Erityisen tarkeitd ovat yleisten kvanttitilojen mééritelma tiheysoperaat-

toreina ja fysikaalisesti jdrkevit prosessit operaatioiden ja kanavien muodossa. Ope-
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raatio kuvaa kvanttitilan alinormalisoitujen tilojen joukkoon ja kanava taas on jiljen
sdilyttava operaatio, joka silloin siis kuvaa kvanttitilan aina toiseksi tilaksi. Mielen-
kiintoinen erityistapaus operaatioista on mittausjirjestelyjen virittdmét instrumen-
tit, jotka antavat probabilistisen tavan kuvata kvanttitilan toiseksi tilaksi suorit-
tamalla mittaus jollekin anturisysteemin observaabelille. Toisessa luvussa esitimme
vksinkertaisen esimerkin diskreetistd kvanttisysteemisti, minké jéilkeen keskityim-
me tiysin tutkielman padaiheeseen eli ddretonulotteisiin ja jatkuviin systeemeihin.
Vaikka moni kvanttitietokone perustuu diskreetteihin systeemeihin myos jatkuvilla
systeemeilld on mahdollisuus tarjota niille ominaisia etuja laskennallisissa tehtévis-
sa.

Luvussa kolme Lien algebrojen ja ryhmien teorian avulla méarittelimme bosoni-
selle systeemille gaussisten tilojen joukon. Kuten mainitsimme, Lien teorian kautta
voidaan todistaa néill tiloilla olevan symplektisen moniston rakenne ja tata kautta
muotoilimme bosonisille kvanttitiloille esityksen faasiavaruudessa. Gaussisten tilo-
jen erityisasema tulee hyvin esiin tassd formalismissa, silld niiden faasiavaruusobser-
vaabeleiden odotusarvojen vektorit ja kovarianssimatriisit karakterisoivat ne taysin.
Liséksi niiden Wignerin kvasijakaumafunktio saa kaikkialla positiivisia arvoja. Faa-
siavaruusformalismin vahvuuden esittelemiseksi kivimme l&pi esimerkit Wignerin
funktion johtamisesta yksinkertaisimmille gaussisille tiloille. Gaussiset kanavat ovat
my6s hyvin siististi kiyttdytyvia ja Blochin-Messiahin hajotelma niyttda, ettd mie-
livaltainen symplektinen muunnos faasiavaruudessa voidaan toteuttaa kvanttipiiri-
né vain kahdenlaisilla porteilla. Matemaattisen helppouden lisiksi gaussiset tilat ja
-kanavat ovat myo6s helposti kokeellisesti toteutettavissa. Jouduimme kuitenkin va-
litettavasti toteamaan ettei néilla tiloillla ja kanavilla voida toteuttaa universaalia
kvanttilaskentaa ja niiden olevan teoriassa tehokkaasti klassisesti simuloitavissa.

Ei-gaussisten tilojen tutkimuksella ei ole yhtd pitkdad historiaa kuin gaussisilla

tiloilla joten niiden matemaattinen esitys ei myoskdan ole yhta tdydellinen. Ominai-
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suudet kuten tilan téhtiaste tai Wignerin funktion negatiivisuus ovat eriitid tapo-
ja madrittdd kuinka ei-gaussinen tila on, vaikka niilldkin on rajansa. Ei-gaussisten
tilojen luokittelusta tekee hankalampaa niiden monimuotoisuus. Tutkielmassa kes-
kityimme tarkastelemaan tiloja, jotka voidaan valmistella probabilistisesti gaussi-
sista tiloista, silla deterministiset menetelmét ovat vield toistaiseksi hyvin vaikeita
toteuttaa. Eris tillainen valmistelu on ehdollinen fotonien poistaminen tai lisidmi-
nen gaussisiin tiloihin, missd on jo kokeellisesti saavutettu tiloja joilla on Wignerin
funktion negatiivisuutta. Kun alkuperiiseen gaussiseen tilaan ei ole tehty siirto-
operaatiota, voidaan siihen soveltaa Wickin todennikdisyyslausetta.

Wickin lause antaa hajotelman usean operaattorin momentille, kun jokaisen ope-
raattorin ensimmainen momentti, eli odotusarvo, on nolla. Lauseen todistaminen
yleisimmassé tilassa on hankalaa joten emme ole suorittaneet sitd tutkielmassa,
mutta olemme pyrkineet antamaan aiheeseen liittyen laajemmat lihteet kuin kir-
jallisuudessa yleensd. Monet teoreettisenkin fysiikan tekstit tyytyvit viittaamaan
joko vain Wickin alkuperdiseen artikkeliin tai joihinkin osittaisiin yleistyksiin, mut-
ta toistaiseksi tutkielman kirjoittaja ei ole 16ytanyt taysin tyhjentivai lahdetté, joka
todistaisi lauseen kvanttimekaanisille observaabeleille kaikkein yleisimmélle gaussi-
selle tilalle. Skalaarimuuttujille lause on tunnettu jo pidempéén Isserlisin lauseena ja
sekin on yleistetty kompleksisille muuttujille, mutta huomattavasti pienempi méara
kirjallisuutta ottaa huomioon tapaukset joissa muuttujat ovat kompleksisia ja ei-
viat kommutoi. Wickin lause antaa usean operaattorin momentille hajotelman kah-
den operaattorin momenttien tulojen summana. Téllaisten momenttien laskemisen
motivaationa on ehdollisen tilan normalisointikertoimen ja suureiden odotusarvojen
laskeminen.

Tam& momentteihin liittyva hajotelma voidaan ilmaista kitevisti graafiteorian
avulla. Operaattorimomentille voidaan piirtda graafi, jossa jokaista solmua vastaa

yksi momentissa esiintyvé operaattori ja graafin linkit vastaavat kahden operaattorin
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momentteja. Wickin lauseen hajotelma vastaa tdmén graafin vierusmatriisin hafnia-
nia, jonka termien méiard kasvaa erittdin nopeasti solmujen méairan suhteen, silla
jokaista termid vastaa yksi graafin tdydellinen sovitus. Hafnianin laskemisen hanka-
luus on hyvin tunnettu ongelma ja tdhin perustuu esimerkiksi gaussisen bosonien
otannan etu kvanttialgoritmina. Operaattorimomenttien laskeminen on siis tarpeen
jotta voimme tarkistaa kvanttialgoritmin toteuttavan laitteiden toimivuuden, mut-
ta toisaalta tehokas klassinen laskeminen myo6s heikentdd algoritmin mahdollista
kvanttietua.

Tarkastelimme sovitusten kombinatoriikkaa eri tavoilla tarkoituksena selvittda
onko hafniani helpompi laskea tietylle joukolle operaattoreita, jos vaihdamme alku-
perdistd gaussista tilaa. Erds ldhestymistapa oli huomioida, ettd hafniani voidaan
madaritelld multilineaarimuotona vektorille, jonka alkiot ovat kahdn operaattorin mo-
mentit. TA&m& multilineaarimuoto voitaisiin esittdd tensorina, mutta sen alkioiden
maara kasvaisi vield nopeammin kuin tdydellisten sovitusten méara ja tensori oli-
si my0s erittdin harva. Harvoille tensoreille on olemassa optimoituja menetelmié,
mutta emme todennékoisesti hyotyisi niistd suuresti, silld hafniania vastaava tensori
kertoisi meille vain mitké alkiot tulee kertoa kesken#dn. Jokainen kahden operaat-
torin momentti, tulo ja summa tiytyisi aina laskea uudestaan, kun gaussista tilaa
muutettaisiin. Huomasimme, etté lisdttyjen ja poistettujen fotonien tiloille on ole-
massa siisti kaava, kun alkuperiisessé tilassa ei ollut yhtdan kahden moodin puris-
tuksia tai sidteenjakamisia. Taméa kuitenkin tarkoittaisi ettei tilassa olisi ollenkaan
lomittumista, joka on yksi kvanttietuun tarvittavista resursseista.

Lisédttyjen ja poistettujen fotonien tilojen momenteissa esiintyy usein sama ope-
raattori moneen kertaan, silli haluamme tehdd useamman operaation samaan moo-
diin tai mitata jotain suuretta ei-gaussisessa moodissa. Tama tarkoittaa, ettd Wickin
lauseen summassa voi esiintyd sama termi useaan kertaan ja voimme mahdollisesti

laskea vastaavan graafin hafnianin nopeammin, jos tiedimme entuudesta miki on
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jokaisen termin multiplisiteetti. Kysymykseen uniikkien termien maarasta ei kui-
tenkaan 16ytynyt suoraa vastausta, mutta tarkastelimme miten tdméa voidaan las-
kea tutkimalla toistuviin operaattoreihin liittyvien solmujen aligraafeja. Loysimme
my0s yhteyden uniikkien termien ja graafien nimeédmisten ongelmien vélilla. Tarkem-
pi kéisittely tistd ndkokulmasta ei valitettavasti ollut mahdollista téssé tutkielmassa,
mutta aiheeseen liittyvit menetelmét voisivat tulevaisuudessa auttaa parantamaan
hafnianin laskevia algoritmeji tunnistamalla jo laskettujen sovitusten termit. Toi-
saalta bosonien otantaa on jo kdytetty muihinkin graafiteorian ongelmiin [146] joten
graafien nimeamiset voisivat olla mahdollinen kohde fotonien lisddmiseen ja poista-
miseen perustuville kvanttialgoritmeille.

Tutkielman aikana olemme perehtyneet jatkuvien suureiden kvanttisysteemien
teoriaan ja tarkastelleet myos useita esimerkkeji. Esitellyt matemaattiset tyokalut
ovat toivottavasti antaneet lukijalle kyvyn tarkastella ja tutkia kyseisid systeemeja
ja ymmértisd myos niiden soveltamista kvantti-informaatiossa. Operaattoreiden mo-
mentteja voitaisiin kasitelld myos geometrisesta nakokulmasta, mitd emme tehneet
ollenkaan tassé tutkielmassa. Esimerkiksi tarkasteltujen ehdollisten tilojen normali-
sointikerroin muistuttaa Hilbert-Schmidt sisdtuloa, jossa kvanttitila on kuin erdin-
lainen metriikka, vaikka nosto- ja laskuoperaattorit eivit olekaan rajoitettuja ope-
raattoreita. Erds mahdollisuus olisi tutkia onko tapoja analyyttisesti approksimoida
momentteja tehokkaasti, kun esimerkiksi otetaan huomioon todellisten mitattavien
observaabeleiden epéatarkkuus. Lisdksi Lien teoriaa sovelletaan laajemmin fysiikassa
kuvaamaan monenlaisia systeemeji ja niiden symmetrioita, mutta myo6s jatkuvien
suureiden kvanttilaskennassa kiytettiva stabilisaattoreiden ja nollaajien formalismi
[54] voitaisiin muotoilla ndiden algebrojen ja ryhmien avulla. TAm& nostaa esiin ky-
symyksen siitd miten kvanttiteoriassa esiintyvien yleisempien algbrallisten rakentei-

den esitysteoriaa voitaisiin mahdollisesti soveltaa kvanttialgoritmien kehittdmisessé.
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A Wignerin funktioiden kuvaajien piirtaminen

Luvuissa 3 ja 4 ndhdyt kuvaajat erilaisille Wignerin funktioille luotiin Python ohjel-
mointikielelld kiyttadmilla NumPy- ja Mayavi-kirjastoja [147, 148|. Alla koodi, joka
madrittelee kaikki esimerkeissa esiintyneet Wignerin funktiot.

import numpy as np

def vac_wig(x, y): # wvakuumin Wignerin funktio
return np.exp(-np.pow(x,2) -np.pow(y,2)) / np.pi

def term_wig(x, y): # terminen tila
kerroin_A = 3/5
return kerroin_A*np.exp(-kerroin_A*np.pow(x,2) -kerroin_A*np.pow(
y,2)) / np.pi

def koh_wig(x, y): # koherentti tila
siirto_param = np.sqrt(2)*0.5 # esimerkin siirtoparametrin arvo
return np.exp(-np.pow(x-siirto_param,2) -np.pow(y-siirto_param,2)
) / np.pi

def pur_wig(x, y): # puristettu tila

gamma_iv = 0.3 # puristusparametrin ttseisarvo

puristus_vaihe = np.pi/2 # puristusparametrin vaihe

kerroin_B = np.cosh(4*gamma_iv) -np.cos(puristus_vaihe)*np.sinh
(4*gamma_iv)

kerroin_C = np.cosh(4*gamma_iv) +np.cos(puristus_vaihe)*np.sinh
(4*gamma_iv)

kerroin_D = np.sin(puristus_vaihe)*np.sinh(4*gamma_iv)

return np.exp(-kerroin_B#np.pow(x,2) -kerroin_Cxnp.pow(y,2) +
kerroin_D*2xx*y) / np.pi

def pac_wig(x, y): # koherentti tila plus ykst fotont
siirto_param = np.sqrt(2)*0.5
kerroin_E = -1 +4x(np.pow(x,2) +np.pow(y,2)) -2x(siirto_param*x +
siirto_paramx*y) +1/2 *(np.pow(siirto_param,2) +np.pow(

siirto_param,2))

kerroin_F = 1/(1 +1/2 *(np.pow(siirto_param,2) +np.pow(
siirto_param,2))) # normalisointikerroin

return kerroin_E*np.exp(-np.pow(x-siirto_param,2) -np.pow(y-
siirto_param,2)) / np.pi *kerroin_F

def pss_wig(x, y): # puristettu tila poistetulla fotonilla
gamma_iv = 0.3
puristus_theta = np.pi/2
kerroin_G = np.cosh(4*gamma_iv) -np.cos(puristus_theta)*np.sinh
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(4*gamma_iv)

kerroin_H = np.cosh(4*gamma_iv) +np.cos(puristus_theta)*np.sinh
(4xgamma_iv)

kerroin_I = np.sin(puristus_theta)*np.sinh(4*gamma_iv)

kerroin_J = 4% (2*kerroin_G#*np.pow(x,2) +2xkerroin_H*np.pow(y,2)
-4xkerroin_I*x*y)-1

return kerroin_J*np.exp(-kerroin_G*np.pow(x,2) -kerroin_H*np.pow(
y,2) tkerroin_I*2xx*y) / np.pi

Mayavi-kirjasto piirtdd méadriatyn kuvaajan interaktiivisessa sovellusikkunassa,
misséd kdyttdja voi muokata kuvakulmaa ja tallentaa kuvan. Alla esimerkki koodista,
jolla luotiin koherentin tilan 3d- ja 2d-kuvaajat (Kuva 3).

import numpy as np
from mayavi import mlab

X, y = np.mgrid[-4:4.1:0.1, -4:4.1:0.1] # luo parit (z,y)
wigner = koh_wig(x, y) # lasketaan Wignerin funktion arvo

# 3D-kuvaaja
mlab.figure(1l, fgcolor=(0,0,0), bgcolor=(1,1,1), size=(800,600))
mlab.clf ()
jakauma = mlab.surf(x, y, wigner, warp_scale="auto", colormap="plasma
") # kuvaaja ttse
ruudukko = mlab.surf(x, y, wigner, color=(0,0,0), representation="
wireframe", warp_scale="auto", opacity=0.2) # kuvaajien ruudukko
luodaan ertikseen
mlab.outline(jakauma, color=(.7, .7, .7))
ax = mlab.axes(jakauma, color=(.7, .7, .7),
ranges=(-4, 4, -4, 4, 0, 0.318), xlabel=’q’, ylabel=’p’,
zlabel="W’, nb_labels=5,
x_axis_visibility=True, z_axis_visibility=True,
y_axis_visibility=True)
ax.axes.font_factor = 1.0
mlab.colorbar(orientation="vertical')
mlab.view(azimuth=225, distance=220) # asetetaan kamera ennalta
haluttuun paikkaan
mlab.move (right=-10, up=-10)
mlab.show()

# 2D-kuvaaja

mlab.figure(1l, fgcolor=(0,0,0), bgcolor=(1,1,1), size=(600,620))
mlab.clf()

wigner = koh_wig(x, y)

jakauma = mlab.imshow(x, y, wigner, colormap="plasma")

ax = mlab.axes(jakauma, color=(.7, .7, .7), ranges=([-4,4,-4,4,0,0]),
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xlabel="q’, ylabel=’’, zlabel=’’,
nb_labels=5,
x_axis_visibility=True, y_axis_visibility=True)
ax.axes.font_factor = 1.1
mlab.view(azimuth=0, elevation=0) # asetetaan kamera katsomaan kuvaa
suoraan alas ja keskelle
mlab.move (right=-0.35, up=-0.2)
mlab.show()

B Tekoalyn kaytto tutkielmassa

Taméin tutkielman siséllon luomiseen ei ole kiytetty tekodlytyokaluja.
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