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Alkusanat

Téssd kandidaatintutkielmassa késitelladn vahinkojen lukumé&éarén arviointia va-
kuutusmatematiikassa. Tutkielman teoreettinen pohja perustuu péadosin Kalle
Parvisen Turun yliopiston Riskiteoria-kurssin materiaaleihin [1]. Valittu aihe
tarjoaa mahdollisuuden tarkastella, kuinka matemaattisia malleja hyédynne-
tddn kidytdnnon ongelmien ratkaisemisessa. Tarkastelussa yhdistyvit teoreetti-
nen matematiikka, tilastotiede ja todennékoisyyslaskenta seké niiden kdytannon
sovellukset vakuutusalalla.

Tyossa perehdytaan keskeisiin késitteisiin, kuten Poisson-jakaumaan, ekspo-
nenttijakaumaan ja laskuriprosessiin. Erityisesti keskitytddn vahinkojen luku-
madran arvioinnissa kiytettdvadn Poisson-prosessiin ja sen ominaisuusiin. Ta-
man perusaiheen syvallinen hallinta antaa pohjan koko riskiteorian ymmaérta-

miselle.
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1 Johdanto

Vakuutusmatematiikka on tieteenala, joka mallintaa taloudellisia riskejid mate-
matiikan ja tilastotieteen tyokaluilla. Sen keskeisend tavoitteena on ennakoida
vahinkojen esiintymistd ja suuruutta, jotta vakuutusyhtiot voivat maarittas
oikeudenmukaiset vakuutusmaksut.

Alan keskeisid osa-alueita ovat riskiteoria, tariffiteoria, varaushallinta seki
vakavaraisuuslaskenta. Téssd tutkielmassa perehdytdédn riskiteoriaan, joka
keskittyy vahinkojen lukuméarien ja vakavuuden arviointiin. Vahinkojen tarkka
ennustaminen on valttamatonta vakuutusyhtion toiminnan kannalta, silla vir-
heellinen hinnoittelu muodostaa merkittavin taloudellisen riskin: liian alhaiset
maksut voivat johtaa tappioihin, kun taas lilan kalliit maksut aiheuttavat
asiakaskatoa.

Tutkielma aloitetaan kertaamalla todennédkdisyyslaskennan peruskasitteet.
Vahinkojen arviointi alkaa vahinkotiheyden mallintamisella, jossa lasketaan
vakuutuskannassa sattuvien vahinkojen todennikdéisyyksid. Mallintamisessa
hy6dynnetdan todennikoisyysjakaumia, joiden avulla voidaan ennakoida mm.
kuinka usein vahinkoja keskimé&drin tapahtuu ja kuinka paljon niiden méaara
voi sattuman vuoksi vaihdella. Luvussa kisiteltdvat asiat ovat valttdméatonta
pohjatietoa monimutkaisempien mallien ymmé&rtdmiseksi.

Kolmannessa luvussa syvennytdén Poisson-jakaumaan, joka muodostaa vélt-
tdmattomén teoreettisen pohjan vahinkojen lukumé&éardn mallintamiselle.
Jakauman avulla voidaan kuvata yksittéisten vahinkotapahtumien esiintymista
tietylld aikavililld, mikd mahdollistaa niiden yhdistdmisen jatkuvaksi laskuri-
prosessiksi.

Neljannessa luvussa maaritelladn aluksi vahinkojen vélistd aikaa kuvaava eks-
ponenttijakauma. Tamén jalkeen esitetadn, kuinka néaitad aikavéilejd summaava
laskuriprosessi mahdollistaa vahinkojen kertymisen tarkastelun. Lopuksi ndmé
osat yhdistetddn Poisson-prosessiksi, joka tarjoaa tyokalun vahinkojen luku-
madran arviointiin.

Poisson-prosessin muodostumisen jalkeen syvennytédan sen keskeisiin ominai-
suuksiin, kuten superpositioon ja dekompositioon. Vaikka Poisson-prosessi on
keskeinen tyOkalu vakuutusmatematiikassa, sen térkeimmét oletukset, eli va-
hinkojen riippumattomuus ja stationaarisuus, eivét useinkaan téyty kaytdnnon
sovelluksissa. Luvun lopussa esitelladn keinoja, joilla néitd rajoitteita voidaan
lieventdd muokkaamalla prosessin rakennetta. Ep&dhomogeeninen Poisson-
prosessi tarjoaa ratkaisun stationaarisuusoletuksesta luopumiseen, ja sekoitetut

Poisson-prosessit esitelldan keinona hallita vahinkojen vilista riippuvuutta.



2 Todennikoisyysteorian perusteet

Téssé luvussa esitellddn todennékoisyysteorian késitteitd ja jakaumia, joita hyo-
dynnetddn Poisson-prosessin maarittelyssi. Luvun tulokset esitetdén ilman to-

distuksia, ja niihin voi perehtyd tarkemmin lahdemateriaaleissa [1][2] ja [3].

Todennikoisyysteorian peruskisitteet

Maéritelma 2.1. Kolmikkoa (€2, F, P) kutsutaan todennékdisyysavaruudeksi,
missé 2 on perusjoukko, F on tapahtumien kokoelma ja P on todennakdisyys-

mitta, joka toteuttaa Kolmogorovin aksioomat:

1. P(A) > 0 kaikilla A € F.
2. P(Q2) =1.
3. Erillisille tapahtumille P(U2, A;) = Y02, P(A;).
Masritelma 2.2. Satunnaismuuttuja X on funktio, joka liittda satunnaisko-

keen tulokseen reaaliluvun. Satunnaismuuttujat jaetaan tyypillisesti kolmeen

luokkaan:

e Diskreetti satunnaismuuttuja saa arvoja erillisestd joukosta {z1,za,... }.
Sen kdyttaytymistd kuvaa pistetodennékoisyysfunktio f(z;) = P(X = x;),
jolle pétee > . f(x;) = 1.

e Jatkuva satunnaismuuttuja voi saada mita tahansa arvoja tietylta valilta,
ja sitd kuvataan tiheysfunktiolla f(x). T4lloin todennékoisyys vélille [a, b]
saadaan integraalina P(a < X <b) = f; f(z)dz, missi [~ f(z)dz = 1.

e Sekajakauma (yhdistelmi) sisdltdd sekéd diskreettejd ettéd jatkuvia piirtei-
td. Talloin hyddynnetdédn Stieltjes-integraalia, joka yhdistdéd jatkuvan ja

diskreetin osan tarkastelun:

/OO g(x)dF(z) = /OC g(z) f(x)dx + Zg(xi)pi,

— 00 — 00

missé p; vastaa kertyméfunktion hyppyja pisteissa x;:

p; = F(z;) — lim F(t) = P(X = z;).

t—x;

Keskeiset jakaumat ja tunnusluvut

Jakauman keskeisimpid tunnuslukuja ovat odotusarvo E(X), joka kuvaa keski-

madriista tulosta, ja varianssi Var(X), joka kuvaa arvojen hajontaa.



Maéritelmé 2.3. Satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) mééritelldén dis-

kreetille muuttujalle summana
E(X)=> xP(X = ;)
ja jatkuvalle muuttujalle integraalina

E(X) = /OO zf(x)dx.

— 00

Maéritelma 2.4, Satunnaismuuttujan X varianssi Var(X) kuvaa arvojen ha-

jontaa odotusarvon ymparilld ja se madritellddn kaavalla

Var(X) = E[(X - E(X))*] = B(X?) - [E(X)]*.

Riippumattomuus ja summien jakaumat

Masritelma 2.5. Satunnaismuuttujien riippumattomuudella tarkoitetaan, et-
tei toisen muuttujan saama arvo vaikuta toisen muuttujan todennékoisyysjakau-
maan. Matemaattisesti riippumattomuus mééritelldan kertyméfunktion tulona
P(X <z,Y <y)=P(X <z)P(Y <y), miki tarkoittaa, etti:

e Diskreetissd tapauksessa: P(X =z,Y =y) = P(X = z)P(Y =y).
o Jatkuvassa tapauksessa: fx y(z,y) = fx(x)fy(y).

Maaritelma 2.6. Olkoot X ja Y riippumattomia jatkuvia satunnaismuuttujia.

Niiden summan Z = X + Y tiheysfunktio fz(z) saadaan konvoluutiolla:

f22) = (x = ) = [ " Fe(@) (e — o) do.



3 Poisson-jakauma

Poisson-jakauman kehitti ranskalainen matemaatikko Siméon Denis Poisson
(1781-1840) tutkiessaan oikeuslaitoksen ratkaisujen luotettavuutta. Hénen ta-
voitteenaan oli selvittdd matemaattisesti, kuinka monta valamiehiston (jury)
jisentd tarvitaan ja millaisella enemmistolla padatokset tulisi tehda, jotta vir-

heellisten tuomioiden riski minimoitaisiin.(l)[S]

Poisson kéytti tutkimuksessaan alun perin binomijakaumaa, joka laskee onnis-
tumisten méaaria toistokokeissa, joissa on kaksi mahdollista lopputulosta: onnis-
tuminen tai epdonnistuminen. Tadmén avulla hén pyrki laskemaan virheellisten
tuomioiden todennakédisyyksid oikeudenkdynneissé, jotka toimivat kaksiarvoisi-
na tapahtumina eli syytetty todetaan joko syylliseksi tai syyttoméksi.

Haasteeksi muodostuivat oikeudenkéiyntien suuri méaéra ja yksittéisten virheel-
listen tuomioiden harvinaisuus, mitka tekivit binomijakauman laskemisesta sen
ajan menetelmilld erittdin tyolasta. Tastéd syystd Poisson kehitti nimeéédn kan-
tavan jakauman binomijakauman approksimaatioksi helpottamaan laskentaa.
Poisson-jakauma korvaa binomijakauman monimutkaiset kertoimet yhdelld va-
kiolla, odotusarvolla (), miké tekee harvinaisten tapahtumien ennustamisesta

suuressa otoksessa huomattavasti tehokkaampaa.

Taméa luku on laadittu ldhteiden [1], [3] ja [4] perusteella. Esitetyt esimerkit on
laadittu itse havainnollistamaan késiteltévid asioita.

3.1 Binomijakauma ja laskennalliset rajoitteet

Maéritelmé 3.1 (Binomijakauma). Satunnaismuuttuja X noudattaa binomi-
jakaumaa, merkitain X ~ Bin(n,p). Téssd n € N on riippumattomien toistoko-
keiden kokonaisméaéra ja p € [0,1] on yksittdisen tapahtuman todennékéisyys.
Jakauma kuvaa tapahtumien lukuméairdd k € {0,1,...,n} naissi kokeissa. Ja-

kauman pistetodennékoisyysfunktio on

P(X=k) = (Z)pk(l —p)" 7k ke{0,1,...,n}. (1)

Esimerkki 3.2 (Risteyksen kolaritiheys binomijakaumalla). Tarkastellaan ris-
teystd, jonka ldpi ajaa paivittdin n = 500000 autoa. Tilastojen perusteella to-
dennikoisyys sille, ettd yksittdinen auto joutuu onnettomuuteen kyseisessa ris-
teyksessé, on p = 0,00001. Olkoon satunnaismuuttuja X péivittdisten kolarita-

pahtumien maara.

(1 Keskeinen havainto oli, etté oikeusturva edellyttiisi suurempaa enemmistoa.



Kéytettdessi tarkkaa binomijakaumaa X ~ Bin(500 000, 0,00001), todennékoi-
syys sille, etta paivin aikana tapahtuu tasmélleen k kolaritapahtumaa, lasketaan

kaavalla

500 000
P(X =k)= ( L ) -0,00001*% - (1 — 0,00001)500 000k (2)

Kuten esimerkistd ndhdaédn, binomijakauman kaava toimii teoriassa aina. Kéay-
tdnnossa néin valtavien kertoimien kasittely on kuitenkin erittdin tyolasta ja

altistaa laskentavirheille.

3.2 Poisson-jakauma binomijakauman approksimaationa

Vakuutusmatematiikassa vahinkojen lukumé&éaran arviointiin kdytetdan Poisson-
prosessia, ja tdmén prosessin mittarina toimii Poisson-jakauma. Poisson-
jakauma on diskreetti todennékdisyysjakauma, joka kuvaa toisistaan riippumat-

tomien tapahtumien lukuméaraé kiintedlld aikavalilla.

3.2.1 Poisson-jakauman maéairitelma

Poisson-jakaumalla approksimoidaan binomijakaumaa tilanteissa, joissa toisto-
jen méara n on suuri ja tapahtuman todennékéisyys p on pieni (yleensda n > 20
ja p < 0,05). Téllaisia tilanteita, joissa suuri médrd harvinaisia yksittdisia ta-
pahtumia muodostaa tilastollisesti ennustettavan tapahtumavirran, kutsutaan

harvinaisten tapahtumien laiksi [4].

Maééritelmd 3.3  (Poisson-jakauma). Satunnaismuuttuja X noudattaa
Poisson-jakaumaa parametrilla A > 0, merkitddn X ~ Poisson()). Sen piste-
todennékéoisyysfunktio on

e M\F

P(X =k =—7, ke{0,1,2..}. (3)

Esimerkki 3.4 (Risteyksen kolaritiheys Poisson-approksimaatiolla). Sovelle-
taan alemman esimerkin arvoja, joissa autojen méadrd n = 500000 ja onnet-
tomuuden todenndkéisyys p = 0,00001. Lasketaan odotusarvo A = n -p =
500000 - 0,00001 = 5. Todenn#kdisyys sille, ettd tapahtuu tdsmélleen k = 2

kolaria, lasketaan seuraavasti:

6_5 2

~ 0,0842 eli 8,4%.

Esimerkki osoittaa, ettd Poisson-jakaumalla saadaan harvinaisille tapahtumille

suuresta aineistosta selked ennustearvo.



3.2.2 Poisson-jakauman kertyméafunktio

Miaritelmé 3.5 (Kertyméfunktio). Poisson-jakauman kertyméfunktion avulla

voidaan laskea todennékéisyys sille, ettd tapahtumien méaéré on korkeintaan k:

k

F(k)=P(X <k)=>_

=0

e\

il

(4)

Vastatapahtuman todenndkéisyys sille, ettd tapahtumia on enemmén kuin k,

lasketaan komplementtiperiaatteen avulla:
P(X>k)=1-P(X <k)=1-F(k). (5)

Esimerkki 3.6 (Kolariméarien todennikoisyysrajat). Hyodynnetdén aiempaa
esimerkkid, jossa onnettomuuksien odotusarvo A = 5. Lasketaan todennékoisyys
sille, ettd piivin aikana tapahtuu korkeintaan kaksi kolaria (X < 2):

e 550 e755l 7552

P(X <2) = 5+~ + 5 ~ 0,0067 +0,0337 40,0842 = 0,1246,

vastaavasti todennékoisyys useammalle kuin kahdelle onnettomuudelle on
P(X>2)=1-P(X <2)~0,8754.

Tama tarkoittaa, ettd on noin 12,5 % todennékdisyys sille, ettd onnettomuuksia
tapahtuu péivin aikana korkeintaan kaksi, ja 87,5 % todennékoisyys sille, ettd

niitd tapahtuu enemmaén kuin kaksi.

3.2.3 Poisson-jakauman odotusarvo ja varianssi

Poisson-jakaumalle X ~ Poisson(A) on ominaista, ettd sen odotusarvo ja va-

rianssi ovat molemmat yhté suuria kuin intensiteettiparametri .

1. Odotusarvon todistus

e L e ANE
E(X)*Zk k! *Z(k—m

k=0 : k=1
e )\k—l (6)
= e A (@)
D (k—1)!
k=1
= e e = A\

[e o] z"

() Tsssi hyédynnetéén eksponenttifunktion Taylor-sarjaa e® = > 77 o o



2. Varianssin todistus Maaritetddn ensin toinen kertomamomentti
B(X(X —1))®):

e 67)\)\16 el e~ M)\k
EX(X-1)) = k—1)—— = A
(XX = 1) = k=) =3 =
k=2 k=2
P (7
_y2 -
= XD (k—2)!
k=2
= A2e et = N2,
Sijoittamalla tulos varianssin kaavaan(®:
Var(X) = (A2 4+ X)) — A2 =\ (8)

Esimerkki 3.7 (Tunnuslukujen tulkinta kolaritiheydessd). Jatketaan esimerk-
ki&, jossa A = 5. Jakauman tunnusluvut ovat odotusarvo E(X) = 5, varianssi
Var(X) = 5 ja keskihajonta o = /5 ~ 2,24.

Naiiden arvojen perusteella risteyksessd odotetaan tapahtuvan keskiméarin viisi
kolaria péivésséd. Varianssi kuvaa sitd, kuinka paljon paivittédiset kolarimaérat
hajautuvat keskiarvon ympdrille, ja keskihajonta kertoo tyypillisen vaihtelun

onnettomuuksien méaarassa.

Keskihajonnan mukaan kolariméérien vaihtelu vélilld 3-7 on vield normaalia
satunnaisvaihtelua. Jos méérd nousee tisti selvésti (esim. yli 12 kolariin), se
viittaa muutokseen taustatekijoissd, kuten liikenneméérin kasvuun tai tieolo-

suhteiden heikkenemiseen.

3.2.4 Generoivat funktiot ja momentit

Tilastollisessa mallinnuksessa hy6dynnetéén usein momentit generoivaa funk-
tiota (MGF) Mx(t) = E[e!*]. Poisson-jakaumalle timi funktio johdetaan as-

GE(X(X - 1)) = E(X?2 - X), eli E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X). Odotusarvon E(X?)
laskeminen suoraan on haastavaa, koska k2 ei supistu suoraan nimittijin k! kanssa, mutta
k(k — 1) supistuu muotoon 1/(k — 2)!.

(M) Hysdynnetadn yhteyttd E(X?) = E(X (X — 1))+ E(X), jolloin Var(X) = E(X(X —1)) +
B(X) - [B(X)]2.



keleittain seuraavasti:

tX - tx e AN
Mx(t) = E[e*] = g "
=0 :

x

_ A = ()\et)
—° Z x!
z=0

—e )\e)\e :e)\(e 1).

Vastaavasti todennikdisyydet generoiva funktio Gx(s) = E[s¥] saa muodon
Gx(s) = e**=1. Generoivien funktioiden avulla origomomentit voidaan las-
kea suoraan ja helposti derivaattojen avulla. Esimerkiksi odotusarvo saadaan

laskemalla funktion ensimmaéinen derivaatta kohdassa ¢ = 0.

Esimerkki 3.8 (Vakuutuskannan riskien yhdistdminen MGF avulla). Olete-
taan, ettd kaupungissa on viisi risteysté, joiden yksilolliset paivittéiset odotusar-
vot ovat Ay = 5, Ao = 3, A3 = 2, Ay = 6 ja A5 = 4. Kokonaisvahinkomé&arin
S = X1+ Xo + X34 X4 + X5 momentit generoiva funktio saadaan yksittaisten

funktioiden tulona:

5
Mi(t) = [ Mx, (£) = eG+o+2+6+0(! 1) _ 206! -), (9)
i=1
Vaikka kunkin risteyksen kolariodotusarvo on erisuuruinen, riippumattomuuso-
letuksen nojalla koko kaupungin kolarimiérd noudattaa edelleen Poisson-

jakaumaa summan odotusarvolla Ag = 20.

Tama additiivisuusominaisuus mahdollistaa yksittdisten vahinkotapahtumien
yhdistdmisen yhten#iseksi vakuutuskannaksi. Sen kautta vakuutusyhtié voi ki-
sitelld monimutkaisia summajakaumia yksinkertaisten kertolaskujen kautta. T&-
mé perustuu eksponenttifunktion ominaisuuteen, jossa riippumattomien muut-
tujien summan momentit generoiva funktio saadaan yksittdisten funktioiden
tulona: Mxyy (t) = Mx (t) My (t).



4 Vahinkojen maaran arviointi Poisson-prosessin

avulla

Vakuutusmatematiikassa vahinkojen lukumé&arén arviointiin kiytetdan Poisson-
prosessia. Sitd voidaan havainnollistaa mekanismina, jossa Poisson-jakauma
osoittaa vahinkojen kokonaismédran tietylld kiintedlld tarkasteluvalilla. Tamén
mekanismin perustana toimii eksponenttijakauma, joka mé&arittda vahinkojen
vélisten aikojen pituuden. Poisson-prosessin laskuriprosessi kirjaa kertyneet ta-
pahtumat ajan funktiona. Mekanismin intensiteetin eli sen, kuinka tihedsti va-

hinkoja keskiméaérin tapahtuu, maarittad parametri A.

Teoreettisesti Poisson-prosessi on jatkuva-aikainen stokastinen prosessi, jonka
riippumattomat ja stationaariset lisdykset maarittavit tietylla aikavalilla sattu-
vien tapahtumien lukuméaran todennékoéisyysjakauman. Vakuutustoiminnassa
namé lisdykset kuvaavat esimerkiksi tiettyna ajanjaksona sattuvien vahinkojen
maéadrad. Téassd luvussa perehdytidén ensin eksponenttijakaumaan ja laskuripro-
sessiin, minkéa jalkeen syvennytddn homogeenisen Poisson-prosessin maéaaritel-
maan seké sen keskeisiin ominaisuuksiin, eli superpositioon ja dekompositioon.
Lopuksi kéasitellddn lyhyesti epdhomogeenista Poisson-prosessia ja sekoitettuja

Poisson-prosesseja.

Téamén luvun esitys perustuu padosin Kalle Parvisen [1] riskiteorian kurssima-

teriaaleihin.

4.1 Eksponenttijakauma: Tapahtumien vilinen aika

Poisson-prosessissa tapahtumien vélistd odotusaikaa mallinnetaan eksponentti-
jakaumalla. Mallissa tapahtumien intensiteetti oletetaan vakioksi riippumatta
siitd, kuinka kauan edellisesté vahingosta on jo kulunut. Tamén oletuksen mah-
dollistaa eksponenttijakauman muistittomuusominaisuus, joka tarkoittaa, etté
tulevan vahingon sattumistodennékoéisyys on riippumaton jo kuluneesta odo-
tusajasta:

PT>s+t|T>s)=PT>t), st>0, (10)

missd T on vahinkojen vélinen aika, s on edellisesti vahingosta jo kulunut aika ja
t on tarkasteltava tuleva lisdaika. Eksponenttijakauman ominaisuuksia késitel-
laan tésséd tyossd ilman todistuksia; niihin voi perehtyé tarkemmin esimerkiksi
lahteessa [9].

Maéaritelmé 4.1 (Eksponenttijakauma). Satunnaismuuttuja T noudattaa eks-

ponenttijakaumaa parametrilla A > 0, merkitdin T ~ Exp(\), jos sen tiheys-



funktio on muotoa
f@)=xe M, t>0. (11)

Esimerkki 4.2. (Kolareiden esiintymistiheys) Jatketaan luvun 3 esimerkkis,
jossa kolaritiheys on A = 5 kolaria vuorokaudessa. Tiheysfunktio f(t) = 5e =5
kuvaa kolarivélien pituuden jakautumista. Mitd suurempi intensiteetti A on, sité

lyhyempi on keskimé&érédinen kolarivéli.

Miiritelmé 4.3 (Eksponenttijakauman kertyméfunktio). Satunnaismuuttuja
T noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A > 0, jos sen kertyméfunktio
F(t) = P(T < t) on muotoa
1—e M t>0
F(t)= (12)
0, t <O0.
Téassé kertyméfunktio ilmaisee todenndkoisyyden sille, ettd tapahtuma sattuu

viimeistdan ajanhetkelld ¢.

Esimerkki 4.4. (Risteyksen kolarivili) Lasketaan todennikéisyys sille, ettd
kolarien vélinen aika on yli kaksi tuntia, kun A = 5. Kun huomioidaan, ettd kaksi

tuntia on t = 2/24 ~ 0,0833 vuorokautta, saadaan vastatapahtuman avulla:
P(T > 0,0833) = 1—F(0,0833) = 1 — (1 — e >0:0833) — o=0.4167 () 6592, (13)

Taméa tarkoittaa, ettd noin 65,9 % todennakoisyydelld kolarivali on pidempi

kuin kaksi tuntia.

Lause 4.5 (Eksponenttijakauman tunnusluvut). Eksponenttijakautuneen sa-

tunnaismuuttujan 7' odotusarvo, varianssi ja keskihajonta ovat:

E(T) = 1 Var(T) = % ja o(T) = % (14)

Esimerkki 4.6. Risteyksen keskiméarainen kolarivéli (A =5) on E(T) =1/5 =
0,2 vuorokautta eli 4,8 tuntia. Koska odotusarvo ja keskihajonta ovat eksponent-

tijakaumassa samat, myo6s kolarivélien hajonta on téssé tapauksessa 4,8 tuntia.

4.2 Laskuriprosessi

Olkoon N (t) ajanhetkeen t mennessi sattuneiden tapahtumien lukumé&éré. Va-
hinkojen kehitystd ajan funktiona kuvaavaa stokastista prosessia {N(¢) |t > 0}
kutsutaan laskuriprosessiksi. Laskuriprosessi on poluiltaan cadlag (oikealta jat-

kuva, vasemmalta rajoitettu). Lisdksi prosessin tulee tdyttaa seuraavat ehdot:
1. Prosessi saa arvon 0 ajanhetkelld 0, eli N(0) = 0.
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2. Prosessi N(t) on ei-negatiivinen ja kokonaislukuarvoinen, eli N(¢) €
{0,1,2,...} kaikilla ¢ > 0.

3. Prosessi on ajan suhteen kasvava: jos s < t, niin N(s) < N(t).

4. Prosessin hyppyjen koko on yksi, eli ajanhetkelld ¢ voi sattua korkeintaan

yksi vahinko.

N(t)
41 2.N@) €{0,1,...} 3. Kasvava
3 —
4. Cadlag
2 ——o
Hyppy =1

1 —

1. N(0)=0

t

1 2 3 4 5

Kuva 1: Laskuriprosessin polku ja sen keskeiset ehdot.

Vakioisella intensiteetilla A toimivaa laskuriprosessia kutsutaan homogeeniseksi
Poisson-prosessiksi. Seuraavaksi tarkastellaan tdméan prosessin méaaritelmas seké

sen keskeisia ominaisuuksia.

4.3 Homogeeninen Poisson-prosessi

Téassé alaluvussa késitelldan homogeenista Poisson-prosessia. Se on laskuripro-
sessi, joka kuvaa satunnaista mutta keskiméarin tasaista tapahtumien virtaa va-
kioisella intensiteetilla A. Prosessin tyypilliset riippumattomat ja stationaariset
lisdykset mahdollistavat vahinkojen lukumé&éirén tehokkaan mallintamisen. Jat-
kossa homogeeniseen Poisson-prosessiin viitataan lyhyemmin termilld Poisson-

prosessi. Tdmén luvun materiaalina on kiytetty péafosin lahteita [1] ja [10].

4.3.1 Poisson-prosessin keskeiset oletukset

Ennen Poisson-prosessin maérittelyé esitetdéan aikavalin muutoksiin liittyva mer-
kinta seka prosessin keskeiset oletukset. Prosessin ominaisuuksien ja tunnuslu-

kujen johtamiset 16ytyvét Parvisen luentomonisteesta [1, s. 12—14].

Merkintd 4.7. Olkoon N: [0,00) — R reaaliarvoinen funktio. T#lloin kaikilla

0 < s <t < oo kiytetddn merkintda



joka ilmoittaa funktion N muutoksen eli lisdyksen tarkasteltavalla valilla.

Esimerkki 4.8. Olkoon N(t) kolarimééra tietyssé risteyksessd hetkeen ¢ men-
nessi. Jos s = klo 6.00 ja t = klo 12.00, niin N(s,t] = N(12) — N(6) laskee
risteyksessd klo 6.00-12.00 vilisend aikana tapahtuneet kolarit.

Maééritelma 4.9 (Riippumattomat lisdykset). Laskuriprosessilla {N(¢) | t > 0}
on riippumattomat lisdykset, jos erillisilla aikavéleilla sattuvien tapahtumien
lukumaérét ovat toisistaan riippumattomia. Toisin sanoen, jos 0 < t7 < s1 <

ty < 89 < --- < t, < Sy, niin lisdykset
N(fl, 81], N(tg, 82], ey N(tn, Sn]
ovat toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia kaikilla n = 1,2,....

Esimerkki 4.10. Tarkastellaan risteyksen kolarimaérdd saman paivan ai-
kana kahdella erilliselld aikavililld: aamulla klo 8.00-9.00 ja iltapéivalla klo
15.00-16.00. Riippumattomien lisiysten nojalla satunnaismuuttujat N (8, 9] ja

N(15,16] ovat toisistaan riippumattomia, jolloin pétee:
P(N(8,9] =2 ja N(15,16] = 1) = P(N(8,9] = 2) - P(N(15,16] = 1).

Ma3sritelmd 4.11 (Stationaariset lisdykset). Laskuriprosessin lisiiykset ovat
stationaariset, jos milld tahansa aikavalilla sattuvien tapahtumien lukumaérin
jakauma riippuu vain vélin pituudesta. Talldin kaikilla s,t > 0 lisdykset N (0, ¢]

ja N(s, s+ t] ovat samoin jakautuneita.

Esimerkki 4.12. Tarkastellaan kolarim&arasa kahtena eri paivana klo 11.00—
12.00. Ensimmaéisené paivina aikavili on (11, 12] ja seuraavana paivana (eli 11+
24 ja 12 + 24 tuntia aloituksesta) (35, 36]. Koska molempien vélien pituus on
t = 1 tunti, stationaarisuuden nojalla lisdykset ovat samoin jakautuneita kuin
ensimméinen tunti N(0,1]. Tall6in kaikilla mahdollisilla kolarien lukumé&é&rilla
k=0,1,2,... péatee:

P(N(11,12] = k) = P(N(35,36] = k) = P(N(0,1] = k).

4.3.2 Poisson-prosessin miiritelmi

Poisson-prosessi tarjoaa tyokaluja vahinkojen lukuméérin arviointiin yhdista-
mélld Poisson-jakauman, eksponenttijakauman ja laskuriprosessin ominaisuu-
det.

Maééritelmd 4.13 (Poisson-prosessi). Laskuriprosessi {N(¢t) | ¢ > 0} on
Poisson-prosessi nopeudella (intensiteetilld) A > 0, jos seuraavat ehdot ovat

voimassa:
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1. N(0)=0.
2. Prosessilla on stationaariset ja riippumattomat lisdykset.

3. Milld tahansa aikavililld (s,t] tapahtuva lisdys noudattaa Poisson-
jakaumaa. T4&lloin todennékoisyys sille, etta aikavililla tapahtuu tasmaél-

leen k£ tapahtumaa, lasketaan kaavalla:

AYY
P(N(s,t] = k) = Me—““), k=0,1,2,...

Kun tarkastelu aloitetaan ajanhetkestd s = 0, hetkeen ¢t mennessé tapahtuneiden

tapahtumien todennékéisyysjakaumaksi saadaan:

At)k
PV(E) = k) = D e (15)
missé yhtalo ilmoittaa todennékoisyyden sille, ettd ajanhetkeen ¢ mennessé on

sattunut tdsmaélleen k tapahtumaa.

4.3.3 Poisson-prosessin keskeiset tunnusluvut

Poisson-prosessin keskeiset tunnusluvut perustuvat suoraan Poisson-jakauman
ominaisuuksiin. Ne kuvaavat, miten tapahtumien odotusarvo ja hajonta kehit-

tyvét ajan kuluessa.

Maééaritelmé 4.14 (Poisson-prosessin keskeiset tunnusluvut). Poisson-prosessin

N (t) keskeiset tunnusluvut tarkasteltavalla aikavalilla (0,¢] ovat:

E(N(t) =M, Var(N(t)) =X ja o(N(t) = VAL (16)

Huomaa, ettd ndmé tunnusluvut ovat Poisson-jakauman tunnuslukuja silld erol-

la, ettd ne riippuvat suoraan aikavilin pituudesta ¢.

Esimerkki 4.15 (Risteyksen kolariméérit ja tunnusluvut). Tarkastellaan ris-
teystd, jonka kolarointensiteetti on A = 5 kolaria vuorokaudessa. Haluamme
tutkia kolarimaarad aikavélilla klo 6.00-12.00. Muutetaan aluksi kuuden tunnin
jakso samaan aikayksikkoon kuin intensiteetti, jolloin tarkasteltavan aikavélin
(s,t] = (6/24,12/24] pituudeksi saadaan:

_12-6 6

— = 0,25 vuorokautta.

t =
24 24

Odotettu kolariméard N (¢) télle jaksolle on:

E(N(0,25)) = 50,25 = pn = 1,25 kolaria.
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Vastaava keskihajonta on o = /1,25 =~ 1,12. Keskihajonnan mukainen vaihte-
luvili 4+ o on [0,13,2,37]. Tamén perusteella 0, 1 tai 2 kolaria ovat odotetta-
via ja mahdollisia tuloksia. Tat4 suuremmat kolarim&arat, kuten 4 kolaria tai

enemman, ovat epatodennékoisid poikkeustapauksia.

Voimme osoittaa tdmén laskemalla yksittdiset todennikdisyydet Poisson-
prosessin kaavalla P(N(t) = k) aikavilille pituudeltaan ¢ = 0,25:

o P(N(0,25) = 0) = 1:2%¢-1.25 0,865

o P(N(0,25) = 1) = 125125 03581

P(N(0,25) = 2) = 12 =125 ~ ,2238
o P(N(0,25) = 3) = 12 -1.25 » 0,0933

o P(N(0,25) = 4) = 12 =125 ~ 0,0292

Esimerkissé ndhdéén, kuinka Poisson-prosessi sitoo kolarimééran ja ajan yhteen
kaavalla p = At. Prosessimalli selittdd, miksi odotusarvo on ajan funktio, joka

kasvaa lineaarisesti ajan kuluessa.

4.3.4 Poisson-prosessin ominaisuudet: superpositio ja dekompositio

Poisson-prosessin keskeisimmét ominaisuudet ovat yhdistdminen (superpositio)
ja osiin jakaminen (dekompositio). Superposition avulla esimerkiksi kaupun-
gin eri risteysten kolarit voidaan yhdistdd yhdeksi kokonaisprosessiksi, kun
taas dekomposition avulla vahingot voidaan jakaa esimerkiksi vakaviin ja lie-
viin vahinkoihin (ks. Kuva 2). Téssé aliluvussa esitelldén ndmé ominaisuudet
ilman todistuksia. Yksityiskohtaisiin todistuksiin voi perehtyd Kalle Parvisen

luentomonisteesta.[1]

N(0,1] N(0,1]
—— N1+ N2 — N
N1 N1
No No
t t
(a) Superpositio (b) Dekompositio

Kuva 2: Poisson-prosessin perusominaisuudet: (a) Superpositiossa kaksi prosessia lasketaan yhteen.
(b) Dekompositiossa yksi prosessi jaetaan kahteen osaan.
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Lause 4.16 (Superpositio). Olkoon {N;(t) | t > 0} joukko riippumattomia
Poisson-prosesseja intensiteeteilld \;, missd ¢ = 1,...,r. Ndiden prosessien sum-
ma

N(t) = Ni(t) + Nao(t) + - - + N,.(t) (17)

on Poisson-prosessi intensiteetilla A = Y7 A;.

Esimerkki 4.17 (Kolarisumman superpositio). Tarkastellaan viitta risteysté,
joiden kolaritiheydet vuorokaudessa ovat A1 = 5, s = 3,A\3 = 2,4 = 6 ja
A5 = 4. Superposition nojalla kolarimaéra koko kaupungin risteyksissé noudat-

taa Poisson-prosessia S(t) intensiteetilla
A=54+3+24+6+4=20.

Todennéksisyys, ettd kaupungin risteyksissé sattuu klo 6-12 vilisend aikana

(t = 0,25) yhteensi tidsmélleen 5 kolaria, on

20 - 0,25)5 5°
%6_20.025 - 56—5 ~ 0,1755.

Lause 4.18 (Dekompositio). Olkoon {N(¢) | ¢ > 0} Poisson-prosessi inten-

siteetilld A\. Jos prosessin tapahtumat luokitellaan toisistaan riippumattomasti

P(5(0,25) = 5) =

luokkiin 7 = 1,...,r todenndkdisyyksilld p; (> p; = 1), niin syntyvét osapro-
sessit {N;(t)} ovat toisistaan riippumattomia Poisson-prosesseja intensiteeteilld
Ap;.

Esimerkki 4.19 (Risteysvahinkojen ositus). Jatketaan risteysesimerkkié, jossa
A = 5. Jaetaan kolarit pieniin vahinkoihin (p; = 0,95) ja vakaviin vahinkoihin
(p2 = 0,05). Lauseen nojalla osaprosessit ovat riippumattomia ja niiden inten-

siteetit ovat:

e )\ =5:0,95 = 4,75 vahinkoa vuorokaudessa.

e )\ =5-0,05 = 0,25 vahinkoa vuorokaudessa.
Todennékaisyys sille, ettd vuorokaudessa (t = 1) sattuu tésmilleen 2 pienté ja
1 vakava vahinko, on:

P(Ny(1) = 2N Nao(1) = 1) = P(N1(1) = 2) - P(Ny(1) = 1)
4,752 475 0,25! —0.95
R I TR
~ 0,0981 - 0,1947 ~ 0,0191.

4.4 Poisson-prosessin ehtojen lieventdminen

Aikaisemmin tutustuttiin Poisson-prosessin keskeisiin oletuksiin eli stationaa-

risuuteen ja lisdysten riippumattomuuteen. Vakuutustoiminnan kannalta nidmé
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oletukset ovat usein liian tiukkoja ja epérealistisia (ks. Kuva 3a). Tétd havain-

nollistavat muun muassa seuraavat esimerkit:

e Vuorokausivaihtelu (epdhomogeenisuus): Liikennemé&érét ja onnettomuus-
riskit vaihtelevat jatkuvasti, kuten vilkkaan aamuruuhkan ja hiljaisen y6-
ajan valilla. Télloin riskitaso eli intensiteetti A(¢) ei pysy vakiona, miké

rikkoo stationaarisuuden (ks. Kuva 3b).

e Sidolosuhteet (riippuvuus): Ennalta-arvaamaton liukastumiskeli kasvat-
taa kolaririskid samanaikaisesti kaikilla tienk&yttéjilla. Tama rikkoo riip-
pumattomuusoletuksen, silla vahingot kasautuvat samalle lyhyelle ajan-
jaksolle (ks. Kuva 3c).

N(0,1] N(0,1] N(0,4]

|

(a) Homogeeninen (b) Epahomogeeninen (c) Riippuvuus

Kuva 3: Poisson-prosessin vertailu: (a) Homogeeninen malli ja tasainen vahinkotahti. (b) Vuoro-
kausivaihtelu rikkoo stationaarisuuden, eli kolaririski vaihtelee eri aikavilien vélilld. (c) Ennalta-

arvaamaton liukastumiskeli aiheuttaa vahinkojen kasautumisen tiettyyn aikavéliin.

Téssé aliluvussa, joka pohjautuu Parvisen luentomonisteeseen [1, s. 16—-21], tar-
kastelemme menetelmia, joiden avulla ndita rajoittavia oletuksia voidaan lieven-
tad. Esityksessd keskitytaan kiytannon ratkaisumalleihin matemaattisten lausei-

den todistamisen sijaan.

Maéritelmé 4.20 (Epdhomogeeninen Poisson-prosessi). Oletetaan, ettd las-
kuriprosessilla on riippumattomat lisdykset, mutta sen intensiteetti eli riskitaso
vaihtelee ajan kuluessa. Télloin kyseessd on epdhomogeeninen Poisson-prosessi
{N(t) | t > 0}, jossa aikavililld (s, s + t] sattuvien vahinkojen lukumé&érd nou-

dattaa Poisson-jakaumaa [1, s. 16]:

N(s+1t) — N(s) ~ Po (/:H Aw) du> , (18)

missd A\(u) > 0 on ajan mukana muuttuva intensiteettifunktio. Intensiteetin
vaihtelun vuoksi prosessilla ei ole stationaarisia lisdyksid, mutta erillisilld aika-
valeilld sattuvien vahinkojen lukumaérat ovat edelleen toisistaan riippumatto-

mia.
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Esimerkki 4.21 (Epdhomogeeninen malli risteyksessi). Tarkastellaan vilkasta
risteystd, jonka kolarimdardt noudattavat epdhomogeenista Poisson-prosessia
{N(t) | t > 0}. Oletetaan, ettd aamuruuhkassa klo 7.00-9.00 kolariintensiteetti
on A(u) = 1,5 kolaria tunnissa. Mééritetdén kolarim&érin jakauma aikavélille

(7,9] laskemalla intensiteettifunktion integraali:

9 9
/?deu:/‘L&w:15{9—ﬂ:3,
7 7

jolloin maaritelmén mukaisesti aamuruuhkan kolarimééré noudattaa Poisson-
jakaumaas:

N(9) — N(7) ~ Po(3).
Tamé tarkoittaa, ettd kahden tunnin aamuruuhkan aikana risteyksen odotettu

kolarimééra eli kokonaisintensiteetti on tasan 3.

Kuten edelld havaitaan, epdhomogeenisessa Poisson-prosessissa riippumatto-
mien lisdysten ehto pétee edelleen, mutta stationaarisuus- eli vakiointensiteet-
tioletuksesta luovutaan. Seuraavaksi tutustutaan sekoitettuun Poisson-malliin,
jossa laskuriprosessin erillisten aikavélien lisdykset ovat keskendén riippuvaisia,

koska niitd yhdistdé sama satunnainen taustatekija.

Maéritelmé 4.22 (Sekoitettu Poisson-jakauma diskreetissé ajassa). Oletetaan,
ettd satunnaisen taustatekijin vuoksi vahinkojen lukuméérien erilliset aikavilien
lisdykset ovat toisistaan riippuvaisia. Tilanne mallinnetaan Poisson-parametrilla
A = Aq [1, s. 17]. Tésséd A > 0 on keskimédrdinen riski. Satunnaiselle sekoitus-

muuttujalle g > 0 péitee E[q] = 1, ja sen kertyméfunktio on H(z) = P(q < z).

Kun sekoitusmuuttujan arvo g on annettu, vahinkojen lukuméérda N noudattaa

Poisson-jakaumaa:

A k
BN =k |q) =" 13) e, (19)
Talloin sekoitetun Poisson-muuttujan N jakautumafunktioksi saadaan:
oo by k
W:MN:M:/‘EM%gJM@. (20)
0 .

Esimerkki 4.23 (Sekoitettu malli ja sd&olosuhteet samassa risteyksessd). Tar-
kastellaan risteysté, jonka keskim&ardinen riskitaso on A = 5 kolaria vuorokau-
dessa. Oletetaan, ettd kuivia péivia vuodessa on 78 % ja liukkaita 22 %, ja

liukkaan kelin riski on nelinkertainen kuivaan verrattuna.

Koska painotetun keskiarvon taytyy olla yksi (0,78¢kuiva + 0,22¢1iukas = 1), tél-
16in suhteelliset riskit ovat gruiva =~ 0,602 ja qiukas ~ 2,410. Saadaan, ettd on-

nettomuusriski A = Aq vaihtelee sdin mukaan:

e Kuivalla sdalla: A = 5-0,602 ~ 3,01 kolaria vuorokaudessa,

e Liukkaalla kelilld: A = 5-2,410 ~ 12,05 kolaria vuorokaudessa.
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5 Yhteenveto

Vahinkojen lukumé&érdn tarkka arviointi on vakuutusyhtion riskienhallinnan
ja hinnoittelun perusta. Binomijakauma sopii yksittdisiin tapahtumiin, mutta
suurissa vakuutuskannoissa sen kiytto on liian tyolastd. Harvinaisten tapah-
tumien lain mukaan vahingot mallinnetaan tehokkaammin diskreetilla Poisson-
jakaumalla, jolla lasketaan tapahtumien lukumé&ara kiintedlld aikavélilla. Se vas-
taa esimerkiksi kysymykseen: "Kuinka monta kolaria vakuutuskannassa sattuu

tulevan vuoden aikana?”

Koska vahingot sattuvat jatkuvassa ajassa, Poisson-jakaumalla yksin ei voida
mallintaa ilmion ajallista kehitystd, vaan sithen yhdistetdin eksponenttijakau-
ma. Tadmé muistitoton jakauma mittaa kahden perdkkéisen tapahtuman vélisté
aikaa ja vastaa kysymykseen: "Kuinka pitké aika kuluu seuraavan kolarin sat-
tumiseen?” Jatkuva-aikaiseen mallinnukseen kdytetdin Poisson-prosessia, joka
sitoo vahinkomé#érin ja ajan yhteen vakiointensiteettiparametrin () avulla. Se
vastaa kysymykseen: "Montako kolaria vakuutusyhtiolle ilmoitetaan ajanhet-

keen t mennessa?”’

Poisson-prosessin perusominaisuudet, superpositio ja dekompositio, ovat kiy-
tdnnollisia tyokaluja vakuutuskannan hallinnassa. Superposition avulla erilliset
riskikohteet voidaan yhdistdéd yhdeksi kokonaisprosessiksi. Dekompositiossa ko-
konaisprosessi puolestaan jaetaan osaprosesseihin esimerkiksi vahingon vakavuu-

den tai tyypin mukaan, miké helpottaa riskien tdsmaéllistd hinnoittelua.

Homogeeninen Poisson-prosessi luo pohjan hinnoittelulle. Sen oletukset vakiosta
vahinkotodennakoisyydesté ja tapahtumien riippumattomuudesta ovat kuiten-
kin usein epérealistisia. Todellisuudessa riskitaso muuttuu jatkuvasti esimerkiksi

sddolosuhteiden, teknologisen kehityksen ja vuorokausivaihteluiden vuoksi.

Naita rajoituksia voidaan lieventdd joustavammilla menetelmilla. Epahomogee-
ninen Poisson-prosessi huomioi ajalliset vaihtelut korvaamalla vakiointensiteetin
ajan funktiolla A(t). Sekoitetut prosessit taas sallivat riskitason satunnaisvaih-
telun, mik& ottaa huomioon kohteiden viliset erot. Namé laajennukset tekevit

malleista kiytannollisia tyokaluja vakuutusyhtion padtoksenteon tueksi.
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