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Téssa tutkielmassa esitelladn valinta-aksiooma ja kasitelladn lauseita eri matema-
tiikan aloilta, joiden todistukset edellyttavat valinta-aksioomaa. Lisdksi tutkitaan
lyhyesti, mihin sita ei tarvita. Tutkielmassa perehdytdan my6s Vitalin joukkoihin ja
Banachin-Tarskin paradoksiin, joihin liittyvét lauseet todistetaan seikkaperaisesti.
Lopuksi esitetdan ratkaisuehdotus, jonka tavoitteena on valttdd Banachin-Tarskin
paradoksi.
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1 Johdanto

1.1 Pohjatiedot

Lukemista helpottaa, jos seuraavat asiat ovat yleisella tasolla tuttuja:
1. Joukko-opin perusteet
2. Ensimmaisen kertaluvun logiikan ja kaavojen perusteet
3. Ordinaali- ja kardinaalilukujen perustiedot
4. Kunnan kasite
5. Aksiomaattis-deduktiivisen teorian késite
6. Mittateorian perusteet, erityisesti Lebesguen mitta
7. Ainakin lievésti filosofinen asenne ja avoin mieli

Lahtokohtaisesti véitteet todistetaan tasmaéllisesti ja ilman syvallisid taustaole-
tuksia, mutta jotkin lauseet, jotka eivit ole varsinaista ydinasiaa, esitetdan todis-
tuksetta, ja todistuksiin vain viitataan.

1.2 Mika on valinta-aksiooma?

Valinta-aksiooma on Zermelo-Fraenkel -joukko-opin (lyhennetéaén ZF) aksiooma, jos-
ta on kiistelty 1900-luvulla varsin paljon [2,3]. Valinta-aksiooma voidaan muotoilla
monilla eri tavoilla, jotka ovat keskendéin yhtédpitavia, mutta yleisimmin esitettéava
ja helpoimmin ymmarrettava muotoilu on seuraava:

Aksiooma 1. VALINTA-AKSIOOMA. Jokaiselle joukkokokoelmalle X', jonka joukot
ovat epéatyhjid ja erillisia, on olemassa joukko Y, joka sisdltdad tarkalleen yhden
jasenen jokaisesta joukosta x € X. Toisin muotoiltuna Y Nz = {z} jollain z € z,
kaikilla z € X.

Intuitiivisesti ajateltuna valinta-aksiooma vaikuttaa itsestdanselvilta, ja darelli-
sille joukoille se voidaankin johtaa muista ZF-aksioomista. Kuitenkin aksioomalla
on joitain hatkdhdyttavid seurauksia, jotka tuntuvat joko jarjenvastaisilta tai ovat
vahintaankin teoreettisesti hankalia. Tosin ilman valinta-aksioomaa monet hyddyl-
liset tulokset eivét ole todistettavissa ja jotkin yhtélailla hankalat hirviot syntyvét
kuin valinta-aksioomaa kéiytettdessd. Niels Bohrilta perdisin oleva lainaus tiivistda
asian osuvasti.

“There are two kinds of truth. To the one kind belong statements so simple and
clear that the opposite assertions obviously could not be defended. The other kind,
the so-called “deep truths”, are statements in which the opposite also contains deep
truth.” -Niels Bohr [2]



1.3

Merkinnat ja niiden selitykset

Listataan seuraavaksi tissa tutkielmassa kiytettyja merkintojé.

1.

10.
11.
12.

13.

dom(R) = relaation R madrittelyjoukko, eli pisteet, joissa se on maédritelty.
Sitd kutsutaan myos relaation vasemmaksi projektioksi. Relaatio on kahden
joukon karteesisen tulon osajoukko.

. ran(R) = relaation R arvojoukko tai maalijoukko (engl. range), eli pisteet,

jotka se voi saada arvoikseen. Sitd kutsutaan myos relaation oikeaks: projek-
tioksz.

F(A) = joukon A kuva funktiossa F', eli funktiolla kuvataan jokainen joukon

A alkio.

F|A = funktion F' rajoittuma joukkoon A, eli sen méérittelyjoukoksi otetaan
joukko A C dom(F).

P(X) = joukon X potenssijoukko, eli joukko, jonka alkioina ovat joukon X
kaikki osajoukot.

seq(t) = jos alkio ¢ kuuluu johonkin (jarjestettyyn) joukkoon A, niin seq(t) =
{a€eAla<t}

B < A = joukko A dominoi joukkoa B. Ks. méadritelmé [l Banachin-Tarskin
paradoksia késittelevissi luvussa [5.3] merkinté tarkoittaa, etté joukko B on
yhtdhajotettava jonkin joukon A osajoukon kanssa. Ks. méaéritelma [32]

. A ~ B =joukko A on yhtdmahtava joukon B kanssa. Ks. méaritelma[d Luvus-

sa [0.3] merkinté tarkoittaa, ettd A ja B ovat yhtihajotettavia. Ks. méaaritelméa
B3I

| X| = joukon X alkioiden lukumééra eli kardinaliteetti.
Ny = luonnollisten lukujen joukon kardinaliteetti.
R=RU{oc}

S0O3 = yksikkopallopinnan kiertojen ryhma.

G5 — avaruuden R? isometrioiden ryhma.



2 Valinta-aksiooman eri muodot

Valinta-aksioomalla on monia keskenéén yhtapitavia muotoja. Seuraavassa lauseessa
esitelladn niisté neljd, jotka sanovat kiytédnnossé kaikki saman asia, eli ettéd joukois-
ta voidaan poimia yksi alkio. Lisdksi on olemassa lauseita, jotka ovat yhtapitavia
valinta-aksiooman kanssa, mutta sanovat kuitenkin jotain muuta. Niitd kasitellaan
myohemmissé luvuissa. Kappale perustuu kirjaan [1].

Lause 1. Seuraavat vditteet ovat yhtdapitdvid.

1. Valinta-aksiooma I: Jokaiselle relaatiolle R on olemassa sellainen funktio F,
etti F C R ja dom(F) = dom(R).

2. Valinta-aksiooma II: Jos H on funktio, dom(H) = I ja H(i) # 0 kaikillai € I,
niin on olemassa sellainen funktio f, ettd dom(f) =1 ja f(i) € H(i) kaikilla
1 € 1. Tama muotoilu tarkoittaa siis sitd, ettd epdtyhjien joukkojen karteesinen
tulo on epdatyhjd, ja sitd kutsutaan myds multiplikatiiviseksi aksioomaksi.

3. Valinta-aksiooma III: Jokaiselle joukolle A on olemassa sellainen funktio F :

P(A\{0} — A, etti F(B) € B kaikilla B € P(A).

4. Valinta-aksiooma IV: Jokaiselle joukkokokoelmalle X, jonka joukot ovat epd-
tyhyid ja alkiovieraita, on olemassa joukko Y, joka sisdltid tarkalleen yhden
jasenen jokaisesta joukosta x € X. Toisin muotoiltuna Y Nz = {z} jollain
z € x ja kaikilla x € X.

Todistus. [ = [2| Olkoon H funktio, dom(H) = I ja H(i) # 0 kaikilla i € I.
Maaritelldan relaatio
R=A{(i,z) |ieljaxe H()}.

Téllin kohdan [I|mukaan on olemassa sellainen funktio F, ettéd dom(F) = dom(R) =
Ija F C R.Nyt (i, F(i)) € F kaikilla i € I, eli (i, F'(i)) € R, joten F(i) € H(i).

= [ Olkoon X joukko epétyhjid ja alkiovieraita joukkoja. Olkoon H iden-
titeettikuvaus joukossa X. Télloin H(A) # 0 kaikilla A € X. Téllsin kohdan
mukaan on olemassa sellainen funktio f, ettd dom(f) = dom(H) = X ja f(A) € A
kaikilla A € X. Olkoon C' = ran(f). Télloin BNC = {f(B)} kaikilla B € X. Koska
f(B) € B, niin {f(B)} on yhden alkion joukko ja koska kaikki B ovat alkiovieraita,
niin kohdan [ viite toteutuu.

M = Bl Olkoon X jokin joukko. Madritellddn joukko

A={{BYxB|BCXjaB#0).

Télloin jokainen joukon A jésen on epétyhja. Jos (z,y) € ({B} x BN{C} x C), niin
x = B = C, joten joukon A jasenet ovat alkiovieraita. Olkoon D sellainen joukko,
etté kaikilla B

DN ({B} x B) ={(B,z)}, missd x € B.

D on olemassa kohdan {4] nojalla. Muodostetaan uusi joukko F = D N |JA. Talla
saadaan joukon A ulkopuoliset joukot ulos. Kaikki joukon F alkiot kuuluvat johonkin
joukkoon ({B} x B), eli ne ovat muotoa (B, ). Koska

Fn({B} x B) ={(B, )},
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niin jokaisella epatyhjalla B C X on olemassa sellainen yksikésitteinen z € B,
ettd (B,z) € F. Talloin F' on funktio, ja F(B) = « € B, eli F' on joukon X
valintafunktio.

Bl = [ Olkoon R mielivaltainen relaatio. Télloin kohta [3] takaa valintafunktion
V olemassaolon joukolle ran(R), siis V(B) € B kaikilla B C ranR, B # (. Méaéri-
telladn funktio F'. Funktion méérittelyjoukko on dom(F') = dom(R) ja

F(r) =V({y | zRy}).

Nyt koska V' on valintafunktio, niin F(z) € {y | xRy}, eli (z, F(x)) € R, joten
F CR. [



3 Mihin valinta-aksioomaa tarvitaan?

Valinta-aksioomaa tarvitaan monien eri matematiikan alojen lauseiden todistami-
seen. Osa naista tuloksista on hyddyllisid, intuitiivisia ja jopa perustavanlaatuisia
siind médrin, ettd valinta-aksiooman hylkd&dminen johtaa joihinkin kummallisiin lop-
putuloksiin.

3.1 Hyvinjarjestyslause

Yksi keskeisimpié lauseita, jonka todistus edellyttéa valinta-aksioomaa tai jotain sen
vastinetta, on hyvinjirjestyslause. Valinta-aksioomaa oli kiytetty eri muodoissaan
jo ennen 1900-lukua, mutta 1904 Zermelo kaytti aksioomaa tietoisesti todistaakseen,
ettd jokainen joukko voidaan hyvinjarjestda. Zermelo julkaisi paivitetyn version ar-
tikkelistaan vuonna 1908. |2| Vaikka tulos ei olekaan erityisen intuitiivinen, se on
joissain tapauksissa varsin hyodyllinen. Tarvittavat apulauseet ja pohjatiedot jate-
taan tassa todistamatta, koska ne eivit tarkalleen ottaen kuulu itse aiheeseen, ja se
johtaisi turhan pitkélle sivuraiteelle. Todistukset ja tarkemmat selitykset 16ytyvit
lahteen [1] luvusta 7.

Maaritelma 1. Relaatiota < C A x A sanotaan hyvinjdrjestykseksi joukossa A, jos
se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Relaatio < on transititvinen, eli jos v < y ja y < z, niin ¢ < 2z kaikilla
x,y,z € A.

2. Kaikilla z,y € A joko x <y, =y, taiz > y.

3. Kaikilla epétyhjilld osajoukoilla B C A on olemassa sellainen x € B, ettéd
kaikilla y € B x < y tai x = y (merkitaan x < y).

Lause 2. Transfiniittinen rekursio -skeema. Olkoon v(x,y) ensimmdisen kertaluvun
kaava ja < hyvinjdrjestys joukossa A. Jos mille tahansa funktiolle f on olemassa
sellainen yksikdsitteinen y, etta v(f,y) on tosi, niin silloin on olemassa sellainen
yksikdsitteinen funktio, ettd

1. dom(F) = A ja
2. v(F|seq(t), F(t)) kaikilla t € A.
Todistus. |1], s.180. O

Maaritelma 2. Olkoon A joukko ja < hyvinjérjestys. Paria (A, <) sanotaan hy-
vinjarjestetyksi struktuuriksi. Kaavalla y = ran(x) ja transfiniittisella rekursiolla
voidaan madritelld sellainen funktio F, etté

1. dom(E) = A ja
2. E(t) =ran(E|seq(t)) ={E(z) | z < t}.

Joukko a = ran(FE) on struktuurin (A, <) €-kuva (sanotaan "epsilon-kuva").
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Maaritelma 3. Olkoon < hyvinjérjestys joukossa A. Joukon A ordinaaliluku on
struktuurin (A, <) €-kuva. Ordinaaliluku a on joukko, joka on jonkin hyvinjér-
jestetyn struktuurin €-kuva. Ordinaaliluvut ovat siis hyvinjarjestettyja joukkoja.
Jatkossa kaikkien ordinaalilukujen luokkaa merkitdan Ord.

Lause 3. Ordinaalilukujen luokka on hyvinjirjestetty relaation ex = {(z,y) € A X
A | z € y} suhteen, missi A = Ord.

Todistus. |1] s. 192. O
Maaritelma 4. Sanotaan, ettd joukko A dominoi joukkoa B, jos on olemassa in-
jektio f : B — A. Merkitdaan B < A. Jos joukkojen A ja B vililla on bijektio, niin
sanotaan, ettd ne ovat yhtdmahtavia ja merkitddn A ~ B.

Lause 4. Jokaiselle joukolle X on olemassa (pienin) ordinaaliluku, jota se ei do-
manot. Tatd lukua kutsutaan joukon X Hartogin luvukss.

Todistus. |1] s.195. O
Lemma 1. Jos <4 on hyvinjdirjestys joukossa A, ja f : B — A on bijektio, niin
joukko B voidaan hyvinjdrjestda.

Todistus. Olkoon by, by € B. Maaritellaan jarjestys <p seuraavasti:
b1 <p bz, jos f(b1) <a f(b2).
Koska <4 on hyvinjarjestys, niin <g on myos hyvinjarjestys. O
Seuraavan lauseen todistus on korjattu versio lahteesté [2].
Lause 5. Seuraavat ovat yhtdpitivid:

1. Valinta-aksiooma.

2. Jokaiselle joukolle A on olemassa hyvinjdarjestysrelaatio.

Todistus. [1] = [2| Olkoon X joukko. Valinta-aksiooman III mukaan on olemassa
sellainen funktio V' : P(X)\{0} — X, ettd V(A) € A kaikilla epétyhjilld A C X. Ol-
koon X = {a € Ord | a < N} joukon X Hartogin luku. Maéritelladn transfiniittisella
rekursiolla funktio g : N — X U oo,

o(a) = {V(X\{g(b) | b < a}), jos X #{g(b) | b<a}

oo, muulloin

Koska Y > | X/, niin on olemassa sellainen a, ettd g(a) = 0o. Olkoon y = min{a <
N | g(a) = co}. Talloin funktion g rajoittuma joukosta z = {a € Ord | a < y} jouk-
koon X on bijektio. Koska joukko z koostuu ordinaaliluvuista, niin lauseen [3| mukaan
se on hyvinjérjestetty. Nyt lemman (1| nojalla joukko X voidaan hyvinjarjestaé.

= [1] Olkoon X jokin joukko. Oletuksen mukaan se voidaan hyvinjarjestii.
Olkoon A C X ja a,, sen pienin alkio. Nyt voidaan muodostaa valintafunktio V' (A) =
Ay ]

Huomautus 1. Hyvinjarjestetysta joukosta voidaan valita pienin alkio ilman valinta-
aksiooman kéyttod. Samoin mielivaltaisesta kokoelmasta hyvinjarjestettyja joukkoja
voidaan valita pienimmaét alkiot kustakin. Tama onnistuu niin sanotun osajoukkoak-
siooman avulla. Aihetta késitellaan tarkemmin luvussa [l



3.2 Zornin lemma

Zornin lemma on valinta-aksiooman kanssa yhtépitdva tulos, joka koskee maksi-
maalisten alkioiden olemassaoloa. Zornin lemmalla voidaan todistaa monia tarkeité
lauseita, kuten se, ettd jokaisella vektoriavaruudella on kanta. Kappale perustuu
kirjoihin [1] ja [2].

Maaritelma 5. Osittainen jdarjestys joukossa A on relaatio <, joka toteuttaa ehdot:
1. < on transititvinen, eli jos kaikilla x,y,2 € A x <y jay < z, niin ¢ < 2 ja
2. < on irrefieksiivinen, eli kaikilla x € A © £ x.

Huomautus 2. Merkintad < kdytetdan jatkossa lyhennysmerkintané ilmaukselle "<
tai =".

Maaritelma 6. Ketju on osittain jarjestetyn joukon A osajoukko K C A, jossa
kaikilla z,y € K joko z <y tai x > y.

Maaritelma 7. Jarjestetyn joukon A yldraja on sellainen alkio b, ettd a < b kaikilla
a € A

Huomautus 3. Joukon ylarajan ei tarvitse valttamétta kuulua itse joukkoon. Esi-
merkiksi vilin (0, 1) erds yldraja tavanomaisen jarjestysrelaation suhteen on 2.

Maaritelma 8. Osittain jérjestetyn joukon A maksimaalinen alkio on sellainen
M € A, ettd M > a kaikilla a € A.

Pian esitelladn Zornin lemma ja todistetaan sen olevan yhtapitava valinta-aksiooman
kanssa. Sitd ennen todistetaan kuitenkin valitulos, johon tarvitaan kaksi lemmaa.
Seuraavat lemmat ja niiden todistukset ovat kirjoittajan omia.

Lemma 2. Aito osajoukkorelaatio C on osittainen jdarjestys joukossa A.

Todistus. 1. Transitiivisuus. Jos X C Y, niin x € Y kaikilla z € X. Samoin jos
Y C Z, niin y € Z kaikilla y € Y. Talloin x € Z kaikilla x € X eli X C Z.

2. Trrefleksiivisyys. Aito sisidltyminen C on irrefleksiivinen.
O

Lemma 3. Olkoon K C A ketju. Jos|J K € A, niin ketjulla K on yldraja joukossa
A relaation C suhteen.

Todistus. Olkoon K C A ketju relaation C suhteen ja |JK € A. Unionin mééri-
telmén nojalla jos X € K, niin X C |J K kaikilla X. Koska |JK € A, niin se on
ketjun K ylaraja joukossa A. n

Seuraavan lauseen todistus on kirjoittajan oma.
Lause 6. Seuraavat lauseet ovat yhtdpitdvid:

1. Zornin lemma. Jos osittain jarjestetyn joukon A jokaisella epdtyhjilld ketjulla
on yldraja joukossa A, niin joukolla A on maksimaalinen alkio.

7



2. Jos joukon A jokaisella ketjulla K C A patee | JK € A, niin joukossa A on
alkio, joka ei ole minkddan muun alkion osajoukko.

Todistus. [l = [2

Tamé seuraa lemmoista 2] ja [3

=

Olkoon A osittain jarjestetty joukko, jonka jokaisella epatyhjalla ketjulla on yl&-
raja joukossa A. Muodostetaan jokaista alkiota a € A kohti joukko

r,={r€A|x<a}l.
Kootaan nain saadut joukot uudeksi joukoksi
X ={z, ] ac A}

Nyt z, C x3 jos ja vain jos a < b. Olkoon K C A epétyhja ketju ja Kx C X sita
vastaava ketju joukossa X. Oletuksen mukaan ketjulla K on ylidraja Y € A relaation
< suhteen, joten myos ketjulla Ky on ylaraja Yx € X relaation C suhteen. Néin
ollen | JKx C Yy, joten Kx € X. Nyt kohdan [2| nojalla joukossa X on olemassa
sellainen joukko My, joka ei ole minkd&n muun joukon osajoukko. Sitd vastaa alkio
M € A, joka on maksimaalinen joukkojen A ja X jarjestysrelaatioiden < ja C
vastaavuuden perusteella. O

Lause 7. Seuraavat ovat yhtdpitivia:
1. Zornin lemma
2. Valinta-aksiooma

Todistus. Todistus etenee siten, ettd ensin todistetaan lauseen [6] avulla, ettd Zor-
nin lemmasta seuraa valinta-aksiooma, ja ettd hyvinjarjestyslauseesta seuraa Zornin
lemma. Koska hyvinjérjestyslause on ekvivalentti valinta-aksiooman kanssa, niin tu-
los seuraa lauseesta [6l

1. Zornin lemma = valinta-aksiooma.

Olkoon R mielivaltainen relaatio. Méaritelladn joukko
A={f]|f <R, fon funktio}.

Olkoon K C A ketju. Jos (z,y) € |JK ja (z,z) € |JK, niin (z,y) € g € K ja
(z,2z) € h € K joillain funktioilla g ja h. Koska K on ketju, niin joko g C h
tai h C g. Molemmissa tapauksissa (z,y) ja (z, z) kuuluvat yhteen funktioon
eli y = z. Siis |J K € A. Lauseen [] viitteen [2] mukaan joukossa A on olemassa
maksimaalinen funktio F. Osoitetaan, ettéd dom(F') = dom(R). Jos néin ei ole,
niin valitaan mielivaltainen = € dom(R)\dom(F'). Koska x € dom(R), niin on
olemassa sellainen y, ettd x Ry. Maaritellaan

G=FU{(z,y)}.

G € A ja F C GG, mikd on ristiriidassa funktion F' maksimaalisuuden kanssa.
Siis dom(F') = dom(R), ja valinta-aksiooma on todistettu.
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2.

3.3

Hyvinjarjestyslause = Zornin lemma.

Olkoon A joukko, joka on suljettu ketjujen unionien suhteen. Hyvinjérjestys-
lauseen mukaan joukossa A on olemassa hyvinjarjestys <. Transfiniittisella
rekursiolla voidaan maééritelld funktio F': A — {0, 1},

F(B) = {1, jos B siséltéad jokaisen joukon C' < B, jolle F'(C) =1,

0, muuten.

Olkoon K = {B € A | F(B) = 1}. Joukko K on ketju relaation C suhteen,
silld kaikilla A, B € K jos A < B, niin A C B ja sama toisinpéin. Koska K on
ketju, niin |J K € A. Viitetdén, ettd | J K on joukon A maksimaalinen alkio.
Tehd&én vastaoletus, ettd on olemassa sellainen D € A, ettd | J K C D. Talloin
D € K, koska se siséltdéd jokaisen jasenen ketjusta K. Néin ollen D C |J K,
jolloin D = | J K. Toisin sanoen | J K on maksimaalinen.

]

Vektoriavaruuden kanta

Zornin lemmalla voidaan todistaa, etté jokaisella vektoriavaruudella on kanta. Tama
on sikéli hyodyllista, ettd kantavektoreiden avulla voidaan esittda vektoriavaruuden
jokainen vektori. Seuraavat mééritelmét ovat perdisin lahteista |10,/11].

Maaritelma 9. Kunta on joukko K, jossa on maaritelty bindérioperaatiot @ ja ©,
jotka toteuttavat seuraavat aksioomat kaikilla a,b,c € K:

1.

2.

8.

9.

a®(bdc)=(adb) e,

on olemassa sellainen alkio Ox € K, ettd a ® 0 = 0 ® a = a,

. jokaista alkiota a € K kohti on olemassa sellainen alkio b € K, ettd a b =

b@CLZOK,

. adb=b®a,
L a®(boce)=(a®b) O,

. on olemassa sellainen alkio 1x € K, ettd 1x ®©a=a® lg = a,

a®bdc)=aG@bdade,
a®b=>b®aja

jokaisella alkiolla k # Ox on olemassa sellainen alkio | € K, ettd k © [ = 1.

Maaritelma 10. Vektoriavaruus yli kunnan K on joukko V', jossa on maéritelty
operaatiot yhteenlasku V' xV — V' merkitaén +, ja skalaarilla kertominen K xV —
V', merkitaén -, jotka toteuttavat seuraavat aksioomat kaikilla x,y, z € V jaa,b € K:

1.

rT+y=y+u,



2. (x+y)+z=a+(y+2),

3. on olemassa sellainen © € V| ettd x + © = «x,

4. jokaista alkiota z € V' kohti on olemassa sellainen alkio y € V', ettd v +y = O,
S.a-(x+y)=a-x+a-vy,

6. (a®b)-z=a-x+0b-z,

7. (a®b)-x=a-(b-x)ja
8. 1l -x=uw.

Maaritelma 11. Vektoriavaruuden kanta. Vektoriavaruuden kanta on joukko vek-
toreita, jotka ovat lineaarisesti riippumattomia ja joiden lineaarikombinaationa voi-
daan esittda mikéa tahansa avaruuden vektori.

Seuraavan lauseen todistus perustuu kirjaan [1], ja kiytta4 Zornin lemmaa, joten
sen todistus edellyttaé valinta-aksioomaa.

Lause 8. Jokaisella vektoriavaruudella on kanta.

Todistus. Olkoon V' vektoriavaruus ja L lineaarisesti riippumattomien vektorien
joukkojen joukko. Olkoon K C L ketju relaation C suhteen. Koska kaikilla z € K
joukon z vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia ja joko x C y tai y C z kai-
killa y € K, niin my6s | J K on joukko lineaarisesti riippumattomia vektoreita. Siis
UK € L. Lauseen [0] viitteen 2] mukaan on olemassa maksimaalinen lineaarisesti
riippumattomien vektoreiden joukko M. Koska M on maksimaalinen, niin jokai-
nen vektori v € V on lineaarisesti riippuvainen jostain osajoukosta m C M, eli se
voidaan esittda vektoreiden w € m lineaarikombinaationa. Joukko M on siis vekto-
riavaruuden V' kanta. O

Huomautus 4. On osoitettu, etté edellinen lause on itse asiassa ekvivalentti valinta-
aksiooman kanssa. Téssé tutkielmassa jatetdan kyseinen tulos todistamata. Asiasta
kiinnostuneet voivat lukea lisdé lahteesta [5].

3.4 Ultrafiltterit ja epastandardi analyysi

Seuraava osuus perustuu kirjaan [6]. Valinta-aksiooma mahdollistaa epastandardin
analyysin. Epastandardi analyysi pohjautuu niin sanottujen epastandardien kuvaus-
ten kayttoon, joilla voidaan esimerkiksi kuvata reaaliluvut R hyperreaaliluvuiksi *R,
joissa on infinitesimaalilukuja seka dérettomia lukuja. Epastandardin kuvausten ole-
massaolon osoittaminen edellyttdd, ettd jokaisella ddrettomaélla joukolla on vapaa
ultrafiltteri, johon tarvitaan valinta-aksioomaa. Epéstandardi analyysi on standar-
dimenetelmié (eli ns. klassista analyysid tai elementaarista analyysid) tehokkaampi
tyokalu esimerkiksi ei-mitallisten funktioiden tutkimiseen.

Maaritelma 12. Olkoon J joukko. Joukko F' C P(J) on filtteri, jos
l.(Ae FjaACBCJ)=BeF,
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2. ABeF= ANBEFia
3. 0¢ F.
Maaritelma 13. Filtteri F' on vapaa, jos (| F = .

Maaritelma 14. Filtteri F' on ultrafiltteri, jos se ei sisilly aidosti mihinké&n muu-
hun filtteriin.

Seuraava lemma ja sen todistus ovat kirjoittajan kdsialaa.

Lemma 4. Filtterien ketju on suljettu unionien suhteen, toisin sanoen jos F; ovat
filttereitd ja F; C F; tai F; C F; kaikilla i, j, niin | J, F; on filtteri.

Todistus. 1. Oletetaan, ettéd jokin A € |J, F; ja A C B C J jollain B. Télléin
A € F; jollain i, jolloin myds B € F;, joten B € |, Fi.

2. Oletetaan, ettéd jotkin A, B € |, F;. Télloin A € F; ja B € Fj joillain 4, j.
Koska F; C F; tai F; C Fj kaikilla 7, j, niin A ja B kuuluvat samaan filtteriin,
jolloin myds niiden leikkaus A N B kuuluu siihen. Télloin AN B € |, .

3. Koska 00 ¢ F; kaikilla ¢, niin () ¢ |, ;.
]

Seuraava tulos on tarkeéd epéstandardissa analyysissd, ja se kiyttdd Zornin lem-
maa, joten se edellyttda valinta-aksioomaa.

Lause 9. Jokaisella ddrettomdlld joukolla on vapaa ultrafiltter.

Todistus. Olkoon J &dretén joukko. Muodostetaan joukko F' = {J\Jy | Jo € J on
aarellinen}.

1. Osoitetaan, etta F on filtteri joukossa J. Jos jokin A = J\J4 € F jaAC B C
J jollain B, niin B voidaan esittdd muodossa J\.Jp, missd Jp on dérellinen.
Tama seuraa siitd, ettd B = J\BC, ja koska A C B, niin J\J4 C J\BC,
joten BY C Ju, joten B® on iirellinen. Siis B € F. Jos A = J\J4 € F ja
B = J\Jp € F, niin

ANB=J\JunJ\Jg=JnJ{NnJnJ§
=JnJnJ{nJS =JnJiniG =N\J{Nn IS
= J\(J4U Jp).

Koska J4 ja Jp ovat aarellisia, niin AN B € F. Selvasti (§ ¢ F, koska tyhja
joukko on darellinen. Siis F' on filtteri.

2. Osoitetaan, ettd F' on vapaa. Jos (VF = ([{J\Jo | Jo C J on &érellinen} #
(), niin on olemassa sellainen x, ettd = € J\J; kaikilla 7. Kuitenkin {z} on
adrellinen, joten J\{z} € F,eliz ¢ (| F. Siis [ F = (), joten mééaritelméllisesti
F' on vapaa.
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3. Joukon J filtterit muodostavat ketjuja sisdltymisrelaation C suhteen. Tarkas-
tellaan ketjua, johon F' kuuluu. Koska lemman [4] filtterien ketju on suljettu
unionien suhteen, niin Zornin lemmasta seuraa suoraan, ettd on olemassa mak-
simaalinen filtteri, joka on siis ultrafiltteri U. Koska F' on vapaa, niin myos U
on vapaa.

]

3.5 Ongelmat darettomyydessa

Tamaé alaluku perustuu lahteeseen |2].

Historiallisesti ddrettomén késite aiheutti matemaatikoille harmaita hiuksia. Mi-
ten adrettomyys ja adrellisyys pitdisi madritelld? Vanhin méaritelmé aarettomyy-
delle on Richard Dedekindin maaritelma.

Maaritelma 15. Joukkoa X sanotaan Dedekind-ddarettomdks:, jos on olemassa sel-
lainen Y C X, ettd Y ~ X. Muutoin joukko on Dedekind-ddrellinen.

Toinen mééritelmé on perdisin Alfred Tarskilta.

Maaritelma 16. Joukkoa X sanotaan ddrelliseksi, jos jokaisella potenssijoukon
P(X) osajoukolla on minimaalinen alkio siséltymisrelaation C suhteen. Joukko, joka
ei ole aarellinen, on ddreton.

Huomautus 5. Jatkossa aérellistd ja ddretontd kiytetddn Tarskin maaritelman mu-
kaan.

Kun valinta-aksiooma hyvaksytaan, maaritelmat ovat keskenddn yhtapitavét.
Kuitenkin yhtépitdvyyden osoittamiseen tarvitaan valinta-aksioomaa. Viela pahem-
paa on se, ettéd ilman valinta-aksioomaa Dedekind-ddrettomyyden késite aiheuttaa
hankalia seurauksia.

Maéaritelma 17. Merkinnélld R, (lausutaan "aalef") tarkoitetaan luonnollisten lu-
kujen joukon N suuruutta eli kardinaliteettia.

Lemma 5. Seuraavat ovat yhtdpitivid:
1. Ny < [X|
2. | X|=|X|+1
3. X on Dedekind-ddareton.

Todistus.

Olkoon f : N — X injektio ja oo alkio, joka ei kuulu joukkoon X. Téll6in
g: X — X U{ox},
o0, jos z = f(0)
g9(x) = ¢ f(n), jos z = f(n+1)
T, muutoin

on bijektio, eli | X| = |X]|+ 1.
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Bijektion g kiisinteiskuvaus ¢~! rajattuna joukkoon X on injektio joukolta X
joukkoon X\{g~'(c0)} C X. Siis X on yhtdmahtava aidon osajoukkonsa kanssa eli

Dedekind-adareton.

Olkoon f : X — Y injektio ja Y C X. Olkoon y € X\ f[X]. Mééritellaan
rekursiivisesti funktio g : N — X,

9(0) =y, jag(n+1) = f(g(n)).
Télléin g on injektio, joten Ry < | X|. O
Lause 10. Zermelo-Fraenkel -joukko-opissa on mahdollista, ettd

1. Dedekind-darelliset unionit Dedekind-darellisistd joukoista voivat olla Dedekind-
aarettomada,
2. Dedekind-ddrellisen joukon kuva (jollain kuvauksella) voi olla Dedekind-ddreton
Jja
3. Dedekind-ddrellisen joukon potenssijoukko voi olla Dedekind-ddreton.
Todistus. On olemassa Zermelo-Fraenkel -joukko-opin malli, jossa on olemassa sel-
lainen jono (X,), ettd X,, = {zy, yn}, joukot X,, ovat parittain erillisid ja X = |, X,

on Dedekind-&dérellinen. (Tdméa on jo itsessddn kummallista.) Mallin tarkempi, tosin
silti varsin pintapuolinen tarkastelu ldhteessé |2].

1. Muodostetaan jokaista x € X kohti joukko Y, = {z,n}, missd n on se luku,
jolla z € X,,. Téalloin Y = |J, Y, on Dedekind-&érellinen unioni Dedekind-
aarellisistd joukoista, mutta koska funktio f : N — Y, f(n) = n on injektio,
niin Y = NUJ,, X,, on Dedekind-déreton.

2. Potenssijoukko P(X) on Dedekind-adéreton, koska f : N — P(X), f(n) =
U< Xm on injektio.

3. Funktio f : X — N, f(z) = n, € X,, on surjektio, joten joukon X kuva
f(X) = N on Dedekind-édéreton.

]

Edellisen lauseen tulokset ovat epaintuitiivisia. Tarskin maéritelmé sen sijaan
toimii paremmin.

Lemma 6. Jos X ja Y ovat darellisid, niin myos X UY on ddrellinen.

Todistus. Olkoon U C P(X UY) ja U # 0. Joukko B = {ANX | A € U} sisdltaa
minimaalisen alkion b, koska X on #érellinen. Joukko C' = {ANY | A € U ja ANX =
B} siséltad myos minimaalisen alkion ¢, koska Y on dérellinen. Néin ollen b U ¢ on
joukon U minimaalinen alkio. O

Lemma 7. Seuraavat ovat yhtdpitivdit:
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1. X on aarellinen
2. JosUCPX),0eUja(AeU & r€ X = AU{z} eU), niin X €U.

Todistus. (=) Olkoon X #érellinen ja U joukko, joka toteuttaa lauseen ehdot. As-
rellisyyden maaritelmén nojalla kokoelmalla

B={X\A|AeU}C P(X)

on minimaalinen alkio b C X relaation C suhteen. Télloin joukolla U on maksimaa-
linen alkio A = X'\b. Osoitetaan, ettd b = (). Tehdaan vastaoletus, ettd on olemassa
¢ € b. Télloin ¢ ¢ A. Koska b C X, niin ¢ € X, jolloin joukon U oletusten nojalla
AU{c} € U, miki on ristiriita joukon A maksimaalisuuden kanssa. Siis b = 0, ja
silloin X = A€ U.

(<) Olkoon U kaikkien joukon X &érellisten osajoukkojen joukko. Koska U
toteuttaa lauseen sille asettamat ehdot lemman [6] nojalla, niin X € U, joten X on
aarellinen. O

Lause 11. 1. Adrellisten joukkojen ddrelliset unionit ovat ddrellisid.
2. Adrellisen joukon potenssijoukko on ddrellinen.
3. Adrellisen joukon kuva on ddrellinen kaikilla kuvauksilla.

Todistus. 1. Olkoon M &érellinen joukko #érellisid joukkoja. Olkoon U = {B C
M | B on aérellinen}. Joukko U toteuttaa lemman (7| joukon U oletukset
lemman |§] nojalla, joten M € U eli | J M on &érellinen.

2. Olkoon X d&érellinen joukko. Olkoon U = {A C X | P(A) on &érellinen}.
Talloin U toteuttaa lemman [7] joukon U oletukset lemman [0 nojalla, joten
X € U eli P(X) on darellinen.

3. Olkoon X &érellinen ja f: X — Y surjektio. Jos U C P(Y') on epétyhji, niin
B = {f"'A] | A e U} C P(X) on epityhji, ja sisiltdd siten minimaalisen
alkion m. Talléin f[m] on joukon U minimaalinen alkio, joten U on dérellinen.

O

Lause 12. Jos joukko X on ddrellinen, niin X on Dedekind-adrellinen.

Todistus. Tehdédan vastaoletus, ettd X on Dedekind-aéreton. Télloin lemman 5| no-
jalla on olemassa injektio f : N — X. Néin ollen kokoelma U = {{f(m) | m >
n | n € N} C X on epétyhjd, mutta silld ei ole minimaalista alkiota. Siis X on
aareton, mikd on ristiriita oletuksen kanssa, joten vastaoletus on vaara ja X on
Dedekind-&darellinen. O

Seuraava lause kiyttad valinta-aksioomaa.

Lause 13. Joukko X on Dedekind-adreton jos ja vain jos X on ddreton.
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Todistus. (=) Tamé seuraa lauseesta |12 kontrapositiolla.

(<) Osoitetaan, ettd jokainen &éreton joukko on Dedekind-déretén. Jos X on
aareton, niin jokaisella n € N joukko X, joka koostuu injektiivisistd n-tuplista
joukossa X on epityhja. Valinta-aksiooman nojalla on olemassa funktio f,, € I, X,,.
Funktioiden f, ketjuttaminen muodostaa jonon (z,) joukossa X, jolla on #éretén
arvojoukko (engl. range). Toistuvien termien kumoaminen muodostaa injektion ¢ :
N — X, joten lemman [5[ nojalla X on Dedekind-aareton. O]

3.6 Kardinaliteettien vertailtavuus

On luonnollista ajatella, ettd kaikkien joukkojen koko olisi vertailtavissa. Tamén
tuloksen todistamiseen tarvitaan kuitenkin valinta-aksioomaa.

Lause 14. Seuraavat ovat yhtdpitdvid:
1. Kaikilla joukoilla a ja b joko a < b tai a >= b.

2. Valinta-aksiooma.

Todistus. =

Téama& osuus on ldhteesta [1]. Olkoon A jokin joukko, ja N sen Hartogin luku (ks.
lause [4)). Koska A ei dominoi joukkoa R, niin oletuksen mukaan A < R. T&lloin on
olemassa injektio f : A — N, jonka avulla A voidaan hyvinjérjestaé. Relaatio

r<y< f(x) e fly)

on hyvinjarjestys, koska f on injektio ja N on hyvinjérjestetty. Kardinaalien vertailu-
kelpoisuudesta siis seuraa hyvinjarjestyslause, joka on yhtéapitavé valinta-aksiooman
kanssa.

>

Téamé osuus on lahteestd [2]. Olkoon A ja B mielivaltaisia joukkoja. Valinta-
aksiooma takaa, ettd kaikki joukot voidaan hyvinjarjestdd. Hyvinjarjestetyt joukot
ovat joko isomorfisia tai toinen niistd on isomorfinen toisen alkuosan seq(t) kanssa.
Siis A < B tai A = B. O
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4 Mihin valinta-aksioomaa ei tarvita?

Yleisesti valinta-aksioomaa ei tarvita tilanteissa, joissa on mahdollista nimeta valit-
tava alkio. Bertrand Russell havainnollistaa asiaa esimerkilla: Jos on olemassa éére-
ton joukko kenképareja, niin valinta-aksioomaa ei tarvita siihen, ettd valitsee joka
parista toisen kengén, koska voi valita kaikista pareista vasemman (tai oikean) ken-
gén. Sen sijaan sukkapareista ei pysty valitsemaan mielekkéésti toista sukkaa, joten
adarettoman sukkaparijoukon tapauksessa valinta-aksioomaa tarvitaan valitsemaan
yksi sukka joka parista [2]. Luku on péadosin kirjoittajan omaa késialaa.

Joukko-opissa on aksiooma, jonka avulla voidaan valita alkio, jos sen nimedminen
on mahdollista.

Aksiooma 2. Osajoukkoaksiooma tai Separaatioaksiooma. Jokaisella kaavalla ¢,
joka ei siséllé kirjainta B, seuraava kaava on aksiooma:

Vit Vty .. . Vt,VC3AB(x € B+ (x € C & ¢(x))).

Aksiooma voidaan esittda myds toisessa muodossa: jos A on joukko ja ¢ kaava, joka
ei sisdllé kirjainta B, on olemassa joukko

B={recAlp)}.

Aksiooma siis sanoo, etté jos jollain kaavalla ¢ voidaan mééaritelld joukko alkioita
joukosta A, ndmé alkiot voidaan erottaa omaksi joukokseen X C A. Esimerkiksi
hyvinjarjestettyjen joukkojen kohdalla tama on erityisen helppoa.

4.1 Hyvinjarjestetyt joukot

Lause 15. Olkoon X kokoelma hyvinjarjestettyjd, erillisid ja epatyhjid joukkoja H;.
Talloin on olemassa joukko V', joka sisdltid tarkalleen yhden alkion jokaisesta H;,
toisin sanoen valinta-aksiooma pitee teoreemana.

Todistus. Hyvinjarjestettyjen joukkojen tapauksessa valintajoukko voidaan muodos-
taa eksplisiittisesti osajoukkoaksioomalla. Jos X on kokoelma hyvinjérjestettyja,
erillisia joukkoja H;, niin silloin valintajoukko on

V={xe UH" | z on joukon H; pienin alkio jollain i}.
Koska pienin alkio on yksikésitteinen, niin joukko sisdltda vain yhden alkion kustakin
joukosta H;. O]
Lemma 8. Jokainen numeroituva joukko voidaan hyvinjarjestdd.

Todistus. Tunnetusti luonnollisten lukujen joukko N on hyvinjarjestetty tavanomai-
sen jarjestysrelaation < suhteen. Méaritelméallisesti numeroituva joukko A on yhté-
mahtava joukon N kanssa, joten lemman (1| nojalla A voidaan hyvinjarjestaé. O

Seuraus 1. Jos X on kokoelma erillisia ja epdtyhjia joukkoja X;, joiden unioni|J X
on numeroituva, niin valinta-aksiooma pdtee teoreemana.
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4.2 Adrellinen valinta

Jos valintoja tehdaan vain darellinen maéra, niin valinta-aksioomaa ei tarvita. Eri-
tyisesti, jos joukko X # (), niin silloin on olemassa jokin x € X, ja tata alkiota
voidaan kdyttdd myohemmin, eikd tdhén tarvita valinta-aksioomaa [1].

Lause 16. Olkoon X ddrellinen kokoelma epdtyhjid, erillisid joukkoja X;. Tdlldin
valinta-aksiooma pdtee teoreemana.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla indeksin 4 suhteen.

1. (i = 1) Talléin kokoelmassa X on vain yksi joukko X;. Koska X; # (), on
olemassa x € X;. Télléin on olemassa joukko {z}.

2. Oletetaan, etta viite pétee jollain ¢ = k.

3. (i = k+1) T4lloin kokoelmassa X on k41 joukkoa. Muodostetaan uusi kokoel-
ma Y = X\ X, missd n on kokoelman jonkin joukon indeksi. Nyt kokoelmassa
Y on k joukkoa, joten induktio-oletuksen nojalla on olemassa joukko V', jossa
on tarkalleen yksi alkio kokoelman Y jokaisesta joukosta. Koska X,, # ), niin
on olemassa x € X,,. Muodostetaan uusi joukko V; = V' U{z}, joka on haluttu
valintajoukko.

Induktioperiaatteen nojalla viite pétee. O
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5 Epaintuitiiviset seuraukset

Valinta-aksiooman avulla voidaan osoittaa joitakin todella epéintuitiivisia ja suoras-
taan jarjenvastaisia tuloksia. Naista kuuluisimmat ja eniten paité vaivaavat lienevét
Vitalin joukot ja Banachin-Tarskin paradoksi, joita tarkastellaan téssa luvussa. Vi-
talin joukot ovat joukkoja, jotka eivit ole Lebesgue-mitallisia, toisin sanoen on ole-
massa sellaisia joukkoja, jotka ovat erillisid jostakin Vitalin joukosta, mutta niiden
ja kyseisen Vitalin joukon unionin mitta on aidosti pienempi kuin niiden ja Vitalin
joukon mittojen summa.

Banachin-Tarskin paradoksin mukaan kolmiulotteinen pallo voidaan leikata pa-
loihin ja palat jarjestelld uudelleen siten, ettd lopputuloksena on kaksi alkuperéisen
pallon kanssa identtistd palloa. Témaé on intuitiivisesti jo niin jarjetonté, ettd hel-
posti alkaa etsid vikaa jostain. Usein syylliseksi on viitetty valinta-aksioomaa [2].

5.1 Lebesguen mitta lyhyesti

Téama alaluku perustuu ldhteeseen [7]. Ennen varsinaisten ydinasioiden lapikdymisté
on hyva kertoa lyhyesti, mikd on Lebesguen mitta.

Maaritelma 18. Joukkoa I = (aq1, ai2) X (ag1, ags) X -+« X (Gp1, ap2) C R™ sanotaan
avoimekst n-vdaliksi.

Maaritelma 19. N-villin [ = (a1, a12) X (a1, a22) X -+ X (an1,an2) geometrinen
mitta on l([) = (CL12 — CLH) . ((1,22 — CL21) """ (ang — anl).

Maaritelma 20. Olkoon A C R™ ja F' = {3, I5, ... }, missd kukin [} on avoin n-vali
tai tyhjé joukko ja A C (J;—, . Joukkoa F' kutsutaan joukon A Lebesguen peitteek-
si. Sovitaan, ettd kukin peitteen joukko indeksoidaan vain kerran ja méaritelldan

summa S(F) = > 77, (1)
Miiéritelméa 21. Misritellasn funktio m* : P(R") — R,

m*(A) = inf{S(F) | F on joukon A Lebesguen peite.}
Funktiota m* kutsutaan Lebesquen ulkomitaksi.

Madritelladn seuraavaksi Lebesgue-mitalliset joukot niin sanotun Carathéodoryn
ehdon avulla.

Maaritelma 22 (Carathéodoryn ehto). Joukko E C R"™ on Lebesgue-mitallinen,
jos
m*(A) =m* (AN E) +m*(A\FE) kaikilla A C R".

Lebesgue-mitallisten joukkojen joukkoa merkitddn Leb R™.

Maaritelma 23. Jos £ C R” on Lebesgue-mitallinen, niin merkitdan
m*(E) = m(E).
Funktio m : Leb R” — R on Lebesquen mitta.
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Lause 17. Lebesguen mitan ominaisuuksia:

1. Monotonisuus. Jos A C B, niin m(A) < m(B) kaikilla A, B € Leb R".
2. Jos joukot Ey, Es, ... ovat Lebesgque-mitallisia, niin | J;—, E), on mitallinen.
3. Taysadditiivisuus. (J,o, Ex = > rey Ex kaikilla erillisilli E), € Leb R™.

4. Siirtoinvarianssi. Jos E € Leb R", niin E +r € Leb R™ ja m(E) = m(E + )
kaikilla r € R™.

Todistus. Todistus sivuutetaan. Asiasta kiinnostuneet voivat lukea lisdd lahteesta
[7]. O]

Lebesguen mitta antaa matemaattisen tulkinnan pituudelle, pinta-alalle, tilavuu-
delle ja niiden moniulotteisille vastineille. Lebesgue-mitalliset joukot ovat joukkoja,
joiden kohdalla néistd ominaisuuksista voi jarkevésti puhua. On kuitenkin olemassa
reaalilukujen osajoukkoja, jotka eivit ole Lebesgue-mitallisia. Nailld joukoilla Ca-
rathéodoryn ehto ei toteudu, mika siis tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen joukko
A € R, ettda m*(A) < m* (AN E)+m*(A\E), missé F ei ole Lebesgue-mitallinen.

5.2 Vitalin joukot

Alaluku perustuu kirjaan [2].
Seuraavassa maaritelméssa esiteltdvan Vitalin joukon konstruktiossa kiytetdan
valinta-aksioomaa.

Maaritelma 24. Vitalin joukko. Olkoon R sellainen relaatio joukossa R, ettéa
xRy jos ja vain jos (z —y) € Q.

R on ekvivalenssirelaatio. Jokainen ekvivalenssiluokka leikkaa joukon [0, 1]. Valinta-
aksioomaa kiyttamalld valitaan jokaisesta ekvivalenssiluokasta tarkalleen yksi alkio
kyseiselta vililtd ja muodostetaan niistd joukko V', jota kutsutaan Vitalin joukoksu.

Lause 18. Vitalin joukko V' ei ole Lebesque-mitallinen.

Todistus. Joukko I = QN[—1,1] on numeroituva. Muodostetaan jokaista r € I kohti
joukko V;. = {v+r | v € V'}. Joukot V, ovat parittain erillisié, koska muutoin joukossa
V olisi alkioita, jotka kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan. Talléin A = (J,; V»
on numeroituva unioni parittain erillisistd joukoista ja [0,1] C A C [—1,2]. Jos V on
mitallinen, niin lauseen [L7| nojalla jokainen V. on mitallinen ja niiden mitta on sama
kuin joukolla V. Néin ollen lauseen [17| nojalla joukko A on mitallinen, ja sen mitta
on joko 0 tai co. Edellinen ei ole mahdollista, koska [0,1] C A implikoi p(A) > 1, ja
jalkimmaéinen ei ole mahdollista, koska A C [—1,2] implikoi u(A) < 3. Siis V' ei ole
mitallinen. O

Koska V' ei ole Lebesgue-mitallinen, niin Carathéodoryn ehto ei péde jollekin
joukolle A C R. Toisin sanoen on olemassa sellaiset erilliset joukot, joiden unionin
Lebesguen ulkomitta on aidosti pienempi kuin niiden ulkomittojen summa. Asian
voi konkretioisda seuraavasti: kuvitellaan poytéa. Jos pdyta olisi ei-mitallinen, niin
sen voisi sahata kahteen osaan niin, ettd osien pituuksien summa olisi suurempi kuin
koko poydéan pituus.
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5.3 Banachin-Tarskin paradoksi

Tamaé alaluku perustuu kirjaan [8].

Maaritelma 25. Sanotaan, ettd ryhmé G toimii (engl. acts on) joukossa X, jos
jokaista g € G kohti on olemassa sellainen funktio g : X — X, ettd g(h(z)) =
(gh)(z) ja 1(z) = x kaikilla g, h € G, € X ja 1 on ryhmén G neutraalialkio.

Maaritelma 26. Olkoon G ryhma, joka toimii joukossa X ja £ C X. Joukko E on
G-paradoksaalinen (engl. G-paradoxical), jos joillain m,n € N on olemassa sellaiset
erilliset joukon F osajoukot Ay,..., A, B1...,Bnjagl, ... gm, hi,..., h, € G, etté
E=U~L 0i(4) ja B = Ui, hi(B).

Ryhméa G on paradoksaalinen, jos se on G-paradoksaalinen, kun G toimii itses-
sddn vasemmalta operoituna.

Maaritelma 27. Joukon M generoima wvapaa ryhmd F muodostuu kaikista aarel-
lisistéi sanoista, joiden kirjaimet kuuluvat joukkoon {o,c7! | ¢ € M}. Joukon M
sanoja o kutsutaan ryhmén generaattoreiksi. Ryhméoperaationa on sanojen ketju-
tus ja neutraalialkiona tyhja sana e. Liséksi kirjain ja sen vastakirjain kumoavat
toisensa, siis 0o~ = €. Generoivan joukon kokoa sanotaan vapaan ryhmén asteeksi.

Ryhméa G sanotaan vapaaksi, jos se on isomorfinen jonkin vapaan ryhmén kans-
sa.

Huomautus 6. Vapaa ryhmé, jonka aste on vahintdan 2, ei koskaan ole kommutatii-
vinen, silld sanat katsotaan eri sanoiksi, jos kirjainten jérjestystd vaihdetaan. Vain
kirjain ja sen vastakirjain kommutoivat, siis esimerkiksi pp=! = ¢~ = 1.

Seuraavan lauseen todistus on korjattu versio kirjan [8] todistuksesta.
Lause 19. Vapaa ryhmd F', jonka aste on 2, on F-paradoksaalinen.

Todistus. Olkoot o ja 7 ryhmén F' generaattorit. Oletetaan, ettd p on jokin seuraa-
vista ryhmén F alkioista: o, 0!, 7 tai 77!, Olkoon W(p) niiden ryhmén F alkioiden
joukko, jotka generaattoreiden avulla esitettyna alkavat vasemmalta kirjaimella p.
Talléin joukot W (o), W (o™1), W(r) ja W(r~!) ovat parittain erillisii.

Lisiksi ' = W (o) U oW (o™1), koska jos h € F\W (o), niin 0=*h € W(c™?) ja
h=o0"th € cW(c™'). Vastaavasti F = W(r)UrtW (r71).

Siis F' on paradoksaalinen. O

Maaritelma 28. Jos ryhmé G toimii joukossa X, ja g(z) = x joillain g € G\14 ja
x € X, niin pistettd x sanotaan epdatriviaaliksi kiintopisteeksi.

Lause 20. Jos G on paradoksaalinen ja toimii joukossa X ilman epditriviaaleja
kiintopisteitd, niin X on paradoksaalinen.

Todistus. Oletetaan, ettd A;, B; C G, g;,h; € G, missd 7,j = 1...n todistavat ryh-
méan G paradoksaalisuuden. Valinta-aksiooman nojalla on olemassa joukko M, joka
sisaltédéd tarkalleen yhden alkion jokaisesta joukosta {g(z) | ¢ € G}, missd z € X
on kiinnitetty. Joukko {¢g(M) | ¢ € G} on joukon X partitio. Koska ryhméd G
toimii joukossa X ilman epétriviaaleja kiintopisteitd, niin joukot g(M) ovat erilli-
sid. Olkoon A7 = (H{g(M) | g € Ai} ja Bf = (U{g9(M) | g € B;}. Koska joukot
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Ay, ...y A, By, ..., By, ovat parittain erillisié, niin joukot A7 ja B} muodostavat pa-
rittain erillisten joukon X osajoukkojen kokoelman. Nyt X = Jg;(4}) = U g;(Bj),
koska G = J g:(A4:) = U g;(B;). Siis X on G-paradoksaalinen. O

Kuten huomattiin, edellinen lause edellyttda valinta-aksiooman kayttoa. Nain
ollen kaikki lauseet, jotka suoraan tai valillisesti kiyttavit edellista lausetta, tarvit-
sevat myos valinta-aksiooman toimiakseen.

Seuraus 2. Joukko X on F-paradoksaalinen, jos astetta 2 oleva vapaa ryhmd F
toimii siind ilman epdtriviaaleja kiintopisteitd.

Mairitelma 29. Yksikkopallopinnaksi joukossa R? sanotaan joukkoa
S ={(z,y,2) eR® | 2 + ¢y +2° = 1}.

Kierto p yksikkopallopinnalla on origokeskinen kierto, eli kierto yksikkopallopinnan
keskipisteen ympéri.

Maaritelma 30. Ryhmé SO3 on yksikkopallopinnan kiertojen ryhma.

Lause 21. Olkoon ¢ kierto z-akselin ympdri kulman arccos(1/3) verran ja p kierto
z-akselin ympdri saman kulman verran. Kierrot ¢ ja p generoivat 2. asteen vapaan
ryhmdn.

Todistus. Kierrot ¢ ja p voidaan esittdd matriiseina

1/3 F22 0 1 0 0
+1 T +1 2v2
o= £22 13 o). =0 1/3 FH?

0 0 1 0 +22 1/3

Kiertojen epakommutatiivisuus on helppo todeta jo ihan ajatuskokeella. Jaljelle ja&a
osoittaa, ettei mikddn sana, joka on eri kuin tyhja sana, vastaa identiteettikiertoa.
Koska ¢-1-¢~1 = ¢! -1-¢ = 1, niin voidaan rajoittua sanoihin, jotka paittyvit
kirjaimeen ¢*!.

Tehdaan vastaoletus: on olemassa sellainen sana w, ettd se on identiteettikierto.
Osoitetaan, ettd w(1,0,0)" = (a,bv/2,¢)T /3%, missi a,b,c € Z ja b ei ole jaollinen
luvulla 3. Tisté seuraa, ettd w(1,0,0)T # (1,0,0)T, mikd on ristiriita.

Osoitetaan vaite induktiolla sanan w pituuden suhteen. Jos sanan w pituus
on 1, niin w = ¢*' = (1,£2v/2,0)7/3. Oletetaan sitten, ettd w = ¢*'w' tai
w = ptlw’, missd w'(1,0,0)7 = (a/,0'v2,¢)T /31 Kertomalla w' ylli olevil-
la matriiseilla huomataan, ettd w(1,0,0)7 = (a' F 4V, (V' & 2a')v/2,3c)T /3% tai
w(1,0,0)" = (3d, (' F 2¢)v/2,¢ + 4b')T /3" riippuen siitd, alkaako w kirjaimella
¢*! vai ptt. Joka tapauksessa a,b,c € Z.

Osoitetaan vield, ettei b ole ikiné jaollinen luvulla 3. Késiteltdvana on neljé ta-
pausta:

1. w= ¢*p*lo, missi v on jokin sana (voi olla tyhji sana),
2w = pi1¢ilv7

3. w= ¢t ja
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4. w = pTlptto.
Tapauksissa 1 ja 2 b =V £ 2d’ tai b = b F 2¢/, missd 3|a’ tai 3|¢’. Koska induktio-
oletuksen mukaan 3 ei jaa lukua b', niin se ei jaa lukua b.

Olkoon a”, 0", ¢" ne kokonaisluvut, jotka ovat kierron v(1,0,0) esityksessd. Téal-
16in tapauksessa 3

b=V +2d =V +2(a" FA") = +b" + 24" — 9" =20/ — 9"

Koska 3 ei jaa lukua b, niin se ei jaa lukua b. Tapauksessa 4 saadaan vastaavalla
tavalla b = 2" — 9b”. Vaite on todistettu. O

Seuraavaa tulosta kutsutaan Hausdorffin paradoksiksi, joka on viliaskel koh-
ti Banachin-Tarskin paradoksia. Sen todistuksessa kidytetddn seurausta [2, joten se
edellyttda valinta-aksioomaa.

Lause 22 (Hausdorffin paradoksi). On olemassa sellainen numeroituva joukko D C
S?, etti S®\D on SOs-paradoksaalinen.

Todistus. Lauseen [21| kiertojen generoiman ryhmén (merkitdan F') jokainen alkio,
joka ei ole identiteettikierto, kiinnittda jonkin suoran. Olkoon D néiden suorien
ja yksikkopallopinnan S? leikkauspisteiden joukko. Yhdelld suoralla on korkeintaan
kaksi leikkauspistettd pallopinnan kanssa, ja koska ryhmé F' on numeroituva, niin
D on numeroituva. Jos P € S*\D ja g € F, niin g(P) € S*\D. Tama siksi, ettd
jos g(P) € D, niin silloin jollain h € F h(g(P)) = g(P). Talloin g~ (h(g(P))) =
g *(g(P)) = P eli P € D, miki on ristiriita.

Nyt ryhmé F, joka on toisen asteen vapaa ryhmé, toimii joukossa S?\D ilman
epatriviaaleja kiintopisteitd, joten seurauksen nojalla S?\ D on SOs-paradoksaalinen.

]

Maaritelma 31. Olkoon G ryhmé, joka toimii joukossa X ja A, B C X. Joukot A
ja B ovat G-yhtihajotettavia (engl. G-equidecomposable), jos on olemassa sellaiset
Ai ja Bi7 etta

1. A = U?:l Az ja B = U?:l Bi7
2. AinA;=0ja B,NB;=0kaikillai < j <n ja
3. on olemassa sellaiset g, ...g, € G, ettd g;(A4;) = B; kaikilla i < n.

Jos A ja B ovat G-yhtéhajotettavia, niin merkitdin A ~g B. Tapauksissa, joissa
ryhmé on selvd tai mielivaltainen, voidaan kdyttdd merkintdd A ~ B. Téssa lu-
vussa merkintad kdytetdan vain ja ainoastaan tassa merkityksessa, eikd kuvaamaan
joukkojen yhtdmahtavuutta.

Seuraavien kahden lauseen todistukset ovat kirjoittajan omia.

Lause 23. Joukko E C X on G-paradoksaalinen jos ja vain jos on olemassa sellaiset
erilliset joukon E osajoukot A ja B, etti A ~g E ja B ~g FE.
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Todistus. (=) Oletetaan, ettd £ C X on G-paradoksaalinen jollain ryhmaélla G.
Talloin on olemassa sellaiset erilliset joukon E osajoukot Ay,..., A, Bi..., B, ja
Gis- s Gmy P, hy € Gyettd B =2, g:i(Ai) ja E = U hi(B;). Olkoon A =
U™, A; ja B =", Bi. Talléin A ~g E ja B ~¢ E.

(<) Oletetaan, etti A, B C E, ANB =0 ja A ~; F ja B ~g E. Talloin
on olemassa sellaiset erilliset joukot A; sekd ¢g; € G, ettd A = |J;_, 4 ja E =
Ui, 9i(A4;). Vastaava pééattely joukolle B todistaa, ettd E on G-paradoksaalinen.

]

Lause 24. Olkoon G ryhmd, joka toimii joukossa X ja E,E' C X ja E ~g E'. Jos
E on G-paradoksaalinen, niin E' on myds.

Todistus. Oletetaan, ettd E on G-paradoksaalinen. Télloin lauseen nojalla F
sisaltda sellaiset erilliset joukot A ja B, ettd A ~; E ja B ~g E, joten E =
Uiz, 9i(Ai) joillain erillisilld A; € Ajag; € G. Koska £ ~¢ E', niin E' = (J}_, g,(F})
joillain erillisilli E; C F ja g; € G. Olkoon Cj; = g;(A;) N E; ja Ay = g; *(Cij).
Nyt E" = ; ; 9j(9:(Aij)), joten A ~¢ E'. Sama piéttely voidaan toistaa joukolle B,
joten B ~g E'. Koska A, B C FE ja I ~g E’, niin E’ sisaltda niiden "kopiot"A’, B’,
ja A ~q F' ja B’ ~g E'. Lauseen 23| nojalla £’ on G-paradoksaalinen. n

Huomautus 7. Relaatio ~g on ekvivalenssirelaatio. Selvésti A ~5 A ja A ~g B jos
ja vain jos B ~g A. Lauseen [24] todistus osoittaa transitiivisuuden.

Maaritelma 32. Jos A on G-yhtdhajotettava jonkin joukon B osajoukon kanssa,
niin merkitddn A < B. Tapauksissa, joissa ryhmé G on selvd tai mielivaltainen,
voidaan merkitd A < B. Téssé luvussa merkintdd kiytetdan vain ja ainoastaan téssé
merkityksessé, eikd kuvaamaan joukkojen dominointia.

Lause 25 (Banachin-Schroderin-Bernsteinin lause). Olkoon G ryhmd, joka toimii
joukossa X, ja A,B C X. Jos A g B ja B < A, niin A ~g B. Relaatio g on
sits ekvivalenssiluokkien ~¢ osittainen jarjestys joukossa P(X).

Todistus. Relaatio ~g toteuttaa selvésti seuraavat ominaisuudet:

1. Jos A ~¢ B, niin on olemassa sellainen bijektio g : A — B, ettd C' ~¢g g(C)
aina, kun C' C A.

2. Jos AlﬂAg == @ - BlﬁBg7 A1 ~aG Bl ja AQ ~aq B27 niin A1UA2 ~aq Bl UBQ

Oletetaan, ettd Ay € A ja By € B. Olkoon f : A — By jag: A; — B bi-
jektioita, jotka ovat olemassa kohdan [I| nojalla. Méaéaritelladin Cy = A\ Ay, rekur-
sitvisesti Cri1 = g H(f(Ch)) ja C = Uy~ Cy. Télloin g(A\C) = B\f(C), jo-
ten kohdan (1] nojalla A\C' ~¢ B\ f(C). Samoin C' ~¢ f(C) ja kohdan [2| nojalla
A\CUC ~g B\f(C)U f(C), joten A ~¢ B. O

Lause 26. Jos D C S? on numeroituva, niin S* ~go, S*\D.

Todistus. Olkoon [ origon kautta kulkeva suora, joka ei leikkaa joukkoa D. Olkoon
A sellaisten kulmien 6 joukko, ettd p(P) € D joillain n > 0 ja P € D, missd p
on kierto suoran [ ympéri nf radiaanin verran. Talléin A on numeroituva, joten
voidaan valita sellainen 6, joka ei kuulu joukkoon A ja sitd vastaava kierto py suoran
[ ympéri. Talléin pj(D) N D = O kaikilla n > 0, joten pp"(D) N pj(D) = 0. Tallsin
5% = DU (S\D) ~s0, pe(D) U (S*\D) = S\ D, missd D = >, ps(D). m
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Maéritelma 33. Ryhmé G5 on avaruuden R? isometrioiden ryhmi.

Seuraavaksi esitellidn Banachin-Tarskin paradoksi, jonka todistamiseen tarvi-
taan valinta-aksioomaa.

Lause 27 (Banachin-Tarskin paradoksi). S? on SOs-paradoksaalinen, kuten mikdi
tahansa muukin origokeskinen pallopinta. Lisdiks: mika tahansa kiinted pallo ava-
ruudessa R® on Gs-paradoksaalinen ja R® on paradoksaalinen.

Todistus. Hausdorffin paradoksista (lause ja lauseista [24| ja [26| yhdessa seuraa,
ettd S? on SOs-paradoksaalinen. Koska yksikéiin tuloksista ei riipu pallopinnan koos-
ta, niin tama patee mille tahansa origokeskiselle pallopinnalle.

Riittaa tarkastella origokeskisté palloa, koska G5 sisdltéaa kaikki siirrot. Todistuk-
sessa késitellaan yksikkopalloa B, mutta sama todistus kiy mille tahansa pallolle.
Pallopinnan S? hajottaminen antaa vastaavanlaisen hajotuksen myds pallolle ku-
vauksella P — {aP | a € (0,1]}. Riittaa siis osoittaa, ettd B ~g, B\{(0,0,0)}. Ol-
koon P = (0,0, 1/2) ja p dérettomén kertaluvun kierto pisteen P kautta kulkevan ak-
selin ympéri, joka ei kulje origon kautta. Talloin joukkoa D = {p"((0,0,0)) | n > 0}
voidaan kiyttdad imaisemaan origo: p(D) = D\{(0,0,0)}, joten B ~¢, B\{(0,0,0)}.

Jos sen sijaan kiytetddn kuvausta P +— {aP | a > 0}, niin voidaan vastaavalla
tavalla osoittaa, ettd R? ~g, R*\{(0,0,0)}. O

Banachin-Tarskin paradoksin mukaan siis miké tahansa pallo avaruudessa R? voi-
daan hajottaa erillisiin osiin ja kuvata siten, etté saadaan kaksi palloa. Esimerkik-
si Hausdorffin paradoksin [22| yhteydessé kiytetyt kuvaukset toimivat. Tarvittaessa
palasia voidaan siirtdé siirtokuvauksella. Paradoksia voidaan myos vahventaa. Sité
ennen tarvitaan kuitenkin kolme mééaritelméa.

Maéritelméa 34. Metriikka joukossa X on kuvaus d : X? — R, joka toteuttaa ehdot
1. d(z,2) < d(z,y) + d(y, ) kaikilla z,y,z € X,
2. d(z,y) = d(y, x) kaikilla z,y € X ja
3. d(x,y) = 0 jos ja vain jos z = y. [12]

Maaritelma 35. Joukon X sisdpiste on sellainen piste x € X, ettd on olemassa
sellainen ¢ > 0, ettd B(z,e) = {y € X | m(z,y) < e} C X, missd m on joukossa X
mééritelty metriikka. [12]

Maaritelma 36. Joukon X sisus (engl. interior) on sen sisdpisteiden muodostama
joukko. [13]

Lause 28 (Banachin-Tarskin paradoksin vahva muoto). Jos A ja B ovat mitd ta-
hansa rajoitettuja avaruuden R? osajoukkoja, joilla on epétyhji sisus, niin A ja B
ovat yhtdhajotettavia.

Todistus. Riittdd osoittaa, ettd A < B, koska samalla tavalla saadaan B < A ja
Banachin-Schréderin-Bernsteinin lauseesta [25] seuraa A ~ B. Olkoon K ja L sel-
laisia palloja, ettd A C K ja L C B, ja olkoon n € N niin suuri, ettd K voidaan
peittda n kappaleella pallon L kopioita. Jos S on joukko erillisid pallon L kopioita,
niin Banachin-Tarskin paradoksia kayttdmalla voidaan monistaa pallo L ja liikuttaa
saadut kopiot siten, ettd L = S. Siis AC K < S L C B, joten A< B. O
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Banachin-Tarskin paradoksin vahvasta muodosta seuraa se kuuluisa esimerkki,
ettd herne voidaan hajottaa osiin ja kasata osat Auringon kokoiseksi.
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6 Suhtautuminen valinta-aksioomaan historiassa ja
lisaa paradokseista

6.1 Yleinen suhtautuminen

Kun Zermelo muotoili valinta-aksiooman ensi kertaa vuonna 1904 hyvinjarjestys-
lauseen todistamiseksi, myrsky nousi. Ta4ma uusi aksiooma jakoi matemaatikkojen
mielipiteitd. Konstruktivistit, kuten ranskalaiset Baire, Borel ja Lebesgue kritisoi-
vat aksiooman epékonstruktiivisuutta. Valinta-aksiooma takaa vain valintajoukon
olemassaolon, muttei kerro mitéén siitd, miten se maaritelldan. Lisad vetta arvoste-
lijoiden myllyyn heittivat epaintuitiiviset tulokset, kuten Vitalin joukko ja erityisesti
Banachin-Tarskin paradoksi. |2,[3]

Osa matemaatikoista hyvéksyi valinta-aksiooman. Esimerkiksi David Hilbert to-
tesi sen olevan olennainen osa matematiikkaa ja kdytti sitd puolustuksena intui-
tionisteja vastaan [3]. Ironista kylld, moni valinta-aksiooman kriitikoista kiytti si-
td huomaamattaan. Hardy huomautti, ettd Borel kiytti valinta-aksioomaa indek-
soimaan ylinumeroituvan joukon toéissdén. Sierpinski osoitti, ettd Lebesgue kaytti
valinta-aksioomaa todistaessaan mitallisten joukkojen numeroituvan unionin olevan
mitallinen. Moore esitti monia esimerkkejé, joissa oli kiytetty valinta-aksioomaa en-
nen kuin Zermelo julkaisi artikkelinsa, ja osa ndiden esimerkkien tekijoista kritisoivat
uutta aksioomaa. [2]

1930-luvulla Kurt Godel osoitti valinta-aksiooman olevan ristiriidaton Zermelon
ja Fraenkelin ZF-aksioomien kanssa [3]. 1960-luvulla Paul Cohen osoitti, ettd valinta-
aksiooma on riippumaton ZF-aksioomista [4]. Namé tulokset antoivat hiukan liséda
uskottavuutta valinta-aksiooman puolustajille, jotka niin sanotusti purivat luotia
ja totesivat sen tuottavan epéintuitiivisia tuloksia, mutta hyviksyivit sen niistéa
huolimatta.

6.2 Kritiikkia vain valinta-aksiooman syyttamisesta

Horst Herrlich kirjoittaa kirjassaan |2|, ettd Banachin-Tarskin paradoksi ja Vita-
lin joukko ovat mahdollisia vain ZFC-joukko-opissa, eli kun joukko-opin Zermelo-
Fraenkel -aksioomien liséksi valinta-aksiooma on voimassa. Toisin sanoen pelkéit ZF-
aksioomat eivét riitd. On nimittdin olemassa sellaisia ZF-malleja, joissa kaikki reaa-
lilukujen rajoitetut osajoukot ovat Lebesgue-mitallisia. Vitalin joukko ja Banachin-
Tarskin paradoksi osoittavat ei-mitallisten joukkojen olemassaolon. Herrlich toteaa
tamén osoittavan, ettd "here again AC (Axiom of Choice) is the villain".

On tietysti totta, ettd tassdkin tutkielmassa esitetyt tdysin jarjenvastaiset tu-
lokset edellyttéivat valinta-aksiooman kéyttod. On kuitenkin kapeakatseista syyttéia
yvksinomaan valinta-aksioomaa tai ylipdataan keskittya pelkéstéén siihen. Se on sa-
ma asia kuin syyttéisi autonrenkaita kolareista silld perusteella, ettd jos autoissa ei
olisi renkaita, ei tulisi kolareitakaan. Téssé vertauksessa on vield se lisdarvo, etté sa-
maan tapaan kuin renkaiden poistaminen aiheuttaa merkittavia ongelmia autoilulle,
valinta-aksiooman hylkdadminen johtaa myos inhottaviin tuloksiin, kuten Dedekind-
adrettomyyden ongelmat lauseessa |10|tai kardinaalien vertailukelvottomuus lausees-
sa [I[4] Liséksi my0s muita vahintdénkin outoja asioita tapahtuu, joista voi lukea
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enemmin kirjasta [2].
Tutkitaan esimerkiksi Vitalin joukkoa. Kéyd&dn seuraavaksi lédpi niin tarkasti
kuin on mahdollista ja jarkevaé, mita kaikkea sen konstruoimisessa oikein kiytetaan.

1. Ekvivalenssirelaatio R
2. Valinta-aksiooma

3. Mitan ominaisuudet: siirtdminen ei vaikuta mittaan (siirtoinvarianssi), eril-
listen joukkojen unionin mitta on joukkojen mittojen summa (additiivisuus),
joukon mitta on vihintdén sen osajoukon mitta (monotonisuus)

4. Joukko-opin operaatiot unioni ja leikkaus

5. Reaaliluvut eivéit ole diskreetti joukko

Niitd asioita tarvitaan Vitalin joukon tekemiseen, ja jos yksikin niistd ei ole
voimassa, Vitalin joukkoa ei voi sellaisenaan konstruoida. Mikili tallaisten ihmeel-
listen joukkojen olemassaoloa ei halua myontda, niin on kyseenalaistettava yksi tai
useampi ylla mainituista taustaoletuksista.

Tarkastellaan ensin Vitalin joukon konstruktiossa méariteltya ekvivalenssirelaa-
tiota. Ekvivalenssirelaation késitettd on hankala lihted kaatamaan, koska se on kui-
tenkin varsin luonnollisella tavalla maaritelty. Vaikka sen vékisin tekisikin, niin re-
laatio xRy jos ja vain jos (z — y) € Q toteuttaa silti ekvivalenssirelaation ehdot ja
siten silld on kaikki sen ominaisuudet, kutsuttiin sité sitten milld nimelld hyvansa.
Ekvivalenssiluokkien osalta ongelma on pitkélti sama. Periaatteessa voitaisiin yrit-
taa sanoa, etteivit ne ole joukkoja, mutta se herattaa vain kysymyksen, miksi eivat.
Lisaksi se ei valttamatta edes estéisi itse konstruktiota. Jos mennaédn niin pitkal-
le, ettd harkapaisesti vain kielletdan kaikki ekvivalenssirelaatioon liittyvat kasitteet,
aiheutetaan vain uusia ongelmia. Vika ei siis ndyta olevan maaritellyssa relaatiossa.

Valinta-aksioomaa on kyseenalaistettu eri lahteissa ihan tarpeeksi, joten sité ei
tassa tutkielmassa lahdetd nyt tekeméédn. Todettakoon vain, ettd ilman valinta-
aksioomaa saadaan aikaiseksi vain joukko ekvivalenssiluokkia, joilla ei varsinaisesti
pysty tekemaan yhtaan mitdan mitallisuuden suhteen. Valinta-aksiooma on olennai-
nen muodostettaessa joukkoa, jolla voidaan osoittaa jotain.

Olisiko mitan késitteessd jotain vikaa? Riippuu vahén siitd, miltd kantilta asiaa
katsoo. Kaikkia haluttuja ominaisuuksia ei voida toteuttaa, joten jostain on tingit-
tava. Taméa taas saattaa aiheuttaa uusia epéintuitiivisia hirvioité, kuten esimerkiksi
siirtoinvarianssista luopuminen tuottaa joukkoja, joiden mittaa muuttuu, kun niita
siirretdan. Jollain lailla jarkeva vaihtoehto on luopua numeroituvasta additiivisuu-
desta (eli p(U;2, Ei) = Yooy u(E;)), ja itse asiassa Stefan Banach osoitti, etté
on olemassa dérellisesti additiivisia mittoja joukossa R? [2,9]. Osa niistd tuottavat
Lebesgue-mitallisilla joukoilla saman mitan kuin Lebesguen mitta. Niilld on kui-
tenkin joitakin kummallisia ominaisuuksia, kuten von Neumann osoitti |2|. Liséksi
Banachin-Tarskin paradoksi on yhi ongelma, eiki siis joukossa R3 ole kaikilla osa-
joukoilla méariteltyad mittaa. Joka tapauksessa mitan késitteen pyorittely ei lopulta
paljoa auta.
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Unionin ja leikkauksen kieltaminen voisi kenties ratkaista ongelman, mutta seu-
raukset olisivat rumaa katsottavaa, vahan niin kuin sen jalkeen, kun kirpénen on
tapettu atomipommilla. Mikéli joukkojen unioneita tai leikkauksia ei olisi, niin mi-
td ihmettd voitaisiin endd muutenkaan tehda? Jotain kenties, mutta ainakin mit-
tateorian ja sen osa-alueen todennékoisyyslaskennan kannalta tilanne menisi aika
hankalaksi.

Jaljelle jaa reaalilukujen joukko. Tamé onkin mielenkiintoinen tapaus, silla re-
aaliluvuilla on joitakin kummallisia ominaisuuksia. Haluan erityisesti nostaa esille
sen tosiasian, ettd lukuvélilla [0, 1] on ddreton méadra reaalilukuja, itse asiassa yh-
td paljon kuin koko lukusuoralla. Tdmé& ominaisuus on avainasemassa Vitalin jou-
kon konstruktiossa. Kuvitellaan hetken aikaa, ettd vélilla [0, 1] olisikin n kappaletta
lukuja. Ensinnékin Lebesguen mitan mukaan sen mitta olisi 0. Ennen kaikkea on
helppo mééritelld vélin mitaksi 1, ja joukon A C [0, 1], jossa on m lukua mitta oli-
si m/n. Yleisestikin numeroituvalle joukolle, kuten N on olemassa yksinkertainen
mitta, joka laskee, montako alkiota annetussa osajoukossa on. Téta kutsutaan las-
kentamitaksi (engl. counting measure). Jos joukko on vield diskreetti, niin voidaan
lukuvaleille antaa luontevasti mitta, ja kaikki osajoukot ovat mitallisia. Mikali nyt
yritetddn relaatiota R kayttamaélla luoda Vitalin joukko, térméatadn ongelmiin sen
ei-mitaalisuuden osoittamisen kanssa: V' on nimittédin tédssé tapauksessa darellinen,
joten se on mitallinen.

Tehdéén toinen koe: hylatadn irrationaaliluvut, ja kiytetddn vain rationaalilu-
kuja. Onko olemassa mittaa, joka on maaritelty koko joukossa P(Q) ja joka antaa
lukuvélin [a, b]g mitaksi b — a? Vastaus on ei:

0,1e= |J {=}h,

z€(0,1]g

eli vali [0, 1]g voidaan esittédé erillisten, samankokoisten joukkojen numeroituvana
unionina, jolloin sen mitta on joko 0 tai co. Tama on ristiriidassa sen kanssa, etta sen
mitan pitéisi kaiken jirjen mukaan olla 1. Se, ettd rajoitetulla vélilld on ddrettomén
monta lukua, aiheuttaa jalleen ongelmia.

Mielestéani kaikkein jarkevinta on hylata premissi 5 eli luopua reaalilukujen jou-
kosta ja korvata se paremmmin kayttaytyvilla lukujoukolla. Taméa voi kuulostaa
radikaalilta, mutta todisteiden valossa alkaa nayttad vahvasti silta silta, ettéa tarvi-
taan diskreetti ja numeroituva lukujoukko, jotta ei-mitallisia joukkoja ei ole. Tama
ratkaisu estdd myos Banachin-Tarskin paradoksin, koska kyseinen tulos edellyttia
ei-mitallisten joukkojen olemassaoloa. Mikéli myos lukuavaruus on diskreetti ja nu-
meroituva, niin kaikki osajoukot ovat siindkin mitallisia, eiké paradoksaalisia hajo-
telmia voida tehd&. Mikali valinta-aksiooma hylétéan, jolloin kaikki joukot saadaan
my6s mitallisiksi, joudutaan painimaan uusien ongelmien kanssa.

Huomautus 8. On huomattava, ettei ole vield tiedossa, johtaako kuvattu lukusys-
teemin uudistaminen uusiin paradokseihin ja ongelmiin, koska asiaa ei vield ole tut-
kittu.

Vastaavanlainen tarkastelu voitaisiin tehdd myos Banachin-Tarskin paradoksille,
mutta téssa tutkielmassa se jatetdan nyt tekematta sekd aiheen monimutkaisuuden
takia ettd siksi, koska ei-mitallisten joukkojen poistaminen ratkaisee myos tdméan
ongelman, kuten jo todettiin.
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6.3 Loppuajatukset

Esitén, ettd nykyistd matematiikan teoriaa voisi uudistaa. Banachin-Tarskin para-
doksia ei mielestéani voi sivuuttaa sanomalla, ettd matematiikka tuottaa epéintuitii-
visia tuloksia. Ei ole mitdan fyysistd perustetta uskoa, etté sellainen olisi mahdol-
lista. Mikali joku toteaa, ettei sellaisia "palasia" ole oikeasti olemassa, niin samalla
hén myontad, ettd teoriamme késittelee todellisuudesta irrallaan olevia olioita ja
tuottaa ennusteita, jotka eivat pidé paikkaansa. Empiirisissé tieteissa sellainen teo-
ria hylédttaisiin tai vahintddnkin myonnettiisiin, ettd teoria on puutteellinen. Joku
voisi sanoa, ettd matematiikka on jotain abstraktia ja maailmasta erillisté, eikéd sen
tarkoituskaan ole vastata todellista maailmaa. Mité sellaisella teorialla oikein tekee?

Voidaan tietysti sanoa, ettd matematiikka ja sen aksiomatiosointi ovat erdaanlais-
ta mallintamista. Voi kiiyda niin, ettd haluttujen ominaisuuksien mukana tulee myos
ei-toivottuja ominaisuuksia eli ns. paradokseja. Tama on totta, ja paremman puut-
teessa tdma on hyva argumentti. Kuitenkin olisi hyva myo6s kyseenalaistaa olemassa
olevaa teoriaa, ja jos nayttad siltd, ettd on olemassa malli, jonka selitysvoima on sa-
ma tai vahvempi kuin standarditeorian ja tdmé& uusi malli ei tuota paradokseja, niin
on syytd hylatd vanha teoria ja kdyttdd uutta. Tietysti esittdméni uudistus vaatii
erittdin tarkkaa tutkimusta, ennen kuin se voidaan hyvaksya.

Néhdékseni valinta-aksiooma ei ole se, joka tuottaa ongelmia, vaan mielestéani
se on nykyinen lukusysteemi. Filosofisesti voidaan argumentoida, ettd Banachin-
Tarskin paradoksi antaa viitteita siitéd, ettd avaruus on diskreetti. Mikali nédin todel-
lakin on, niin matematiikan teorian tulisi vastata sita.
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