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Sahkodynamiikan tarkoituksena on yhdistdéd klassisen sdhkomagnetismin teoria
yleisen suhteellisuusteorian geometriseen kuvaukseen ajasta ja avaruudesta. Tut-
kielmassa néaytetddn, miten Maxwellin yhtdlot yleistyvit kaareviin avaruuksiin
koordinaattivapaasti sekd yleisten koordinaattien formalismilla. Liséksi pohdi-
taan millaisiin tarkoituksiin formalismit soveltuvat ja mitkd niiden hyodyt ovat.
Lopuksi naytetddn suhteellisuusteoreettisen tarkastelutavan varsinainen hyoty,
kun lasketaan sdahkdmagneettisen kentan tuloksia tyhjiossd maéritellyille mustien
aukkojen eri metriikoille. Naitd ovat Schwarzschildin, Reissner-Nordstromin seké
Kerr-Newmanin metriikka.
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Johdanto

Sahkodynamiikan nykyisen muotoilun perusta on Albert Einsteinin vuonna 1905
julkaisemasta paperista [1], jossa hidn osoitti, ettd valon vakionopeuden takia aika ja
paikka ovat suhteellisia suureita, jotka vaihtelevat eri nopeuksilla liikkuvien havait-
sijoiden suhteen Lorentz-muunnoksien mukaisesti. Esimerkiksi havaitsijan x suhteen

nopeudella v liikkkuvan havaitsijan x’ koordinaattimuutos on [2]

missé,

V=
v2
V- e

Koordinaattimuutokseen liittyy siis vastaava muutos ajassa, joka varmistaa, etta
valonnopeus pysyy vakiona.

Téata ennen oli pyritty sovittamaan Maxwellin yhtéalot Newtonilaiseen mekaniik-
kaan, jossa koordinaattimuunnokset tehtiin Galilei-muunnoksilla. Se tuotti kuitenkin
ongelmia, koska Galilei-muunnoksissa valonnopeus vaihtelisi eri inertiaalikoordinaa-
tistoissa, ja taten on olemassa jokin erityinen inertiaalikoordinaatisto, jossa valon-
nopeus on Maxwellin yhtaloiden ennustama. Einstein osoitti, etta kaikki inertiaali-
koordinaatistot ovat tasa-arvoisessa asemassa, ja téiten kaikissa mitataan sama arvo
valonnopeudelle. Tamén johdosta aika ja paikka ovat kytkeytyneité toisiinsa, joten
aikaa kiytetdin yhtend parametrina koordinaatistoissa z# = (292! 22 2?), missi
2¥ = t. Koska Maxwellin yhtilot ennustivat oikein valon vakionopeuden ja ne ovat
méaritelty taman puitteissa, ei niihin tarvittu uudistuksia erityisen suhteellisuusteo-
rian myota, vaan ne ovat tdysin toimivia myos relativistisessa viitekehyksessa.

Maxwellin yhtaloiden tulokset eivat kuitenkaan suoraan yleisty kaareviin ava-

ruuksiin, joten siksi on tarpeellista muotoilla yhtalot koordinaattivapaasti ja yleisil-



14 koordinaateilla. Néin saadaan yleistettya sahkomagnetismin tuloksia ja on mah-

dollista tehd& laskutoimituksia kaarevissa avaruuksissa.

1 Indeksivapaa esitystapa mielivaltaisella monistol-

la

1.1 Peruskasitteita

Yleisen suhteellisuusteorian mukaan energia kaareuttaa avaruutta, mika vaikuttaa
vaajaamatta myos sdhkomagneettisten ilmididen todelliseen luonteeseen. Ilmididen
tarkastelu tietyn havaitsijan suhteen avaruudessa ei anna kokonaiskuvaa vuorovai-
kutuksista kaarevassa avaruudessa, minkad vuoksi on hyodyllista tarkastella vuoro-
vaikutuksia koordinaattivapaasti. Télloin lait eivét riipu tietystd avaruuden metrii-
kasta, joten ilmididen taustalla oleva geometria korostuu. Nain muotoiltuna lait ovat
patevia kaikissa mahdollisissa avaruuden metriikoissa.

Koordinaattivapaa formalismi edellyttda tensoreiden ja niistd muodostettujen
differentiaalimuotojen kiyttod. Ne ovat topologisia suureita, joten ne eivét riipu
avaruuden metriikasta ja ovat siksi perusta yleisen formalismin muodostamisessa.
Myohemmin voidaan kaavoihin liittaa tietty avaruudellinen metriikka, joka maérit-
taa kaarevassa avaruudessa etiisyydet ja kulmat.

Tensoreilla voidaan kuvata esimerkiksi vektorikenttien muodostamaa kokonai-

suutta avaruudessa tai avaruuden metriikoita. Ne ovat yleisessd muodossaan [2]

= ZTih'“’ikjl ..... 300, ® - ®0;, ® dr’ @ - - ® da’t, (3)

missé 0; = aii ovat differentiaaligeometriassa vektoreita, jotka muodostavat tensorin

tangenttiavaruuden ja da’ ovat kovektoreja, jotka muodostavat duaalisen kotangent-
tiavaruuden.

Differentiaalimuodot ovat antisymmetrisia tensorikenttié, joilla voidaan kuvail-



la kappaleiden geometrisia ominaisuuksia, kuten vektorikenttié tai tilavuuksia. An-
tisymmetrisyys on tédrked ominaisuus, joka takaa, ettd differentiaalimuodoilla on
orientaatio avaruudessa. Tamén hyoty ilmenee sahkémagneettisten suureiden mas-
rittelyssa. [2]

W= Z Wyy g, A Adah2 Ao A dat (4)

pr<p2<--<py

missé,
dz*i N da™t = dat @ datt — daMt @ datt.

Differentiaalimuotoja tarvitaan integroimisalueiden méaéarittelyyn. [3] Esimerkiksi
yksiulotteista polkua pitkin integroitava suure on tutusti 1-muoto eli differentiaa-
li dz. Vastaavasti n-ulotteisen avaruuden ylitse integroimiseen kiytetddn n-muotoa
dz! A -+ Adz™. Sovinnon mukaisesti kiilatulo jatetdin kuitenkin merkitsemitté in-
tegraaleista.

Differentiaalimuodoilla laskemiseen tarvitaan eri operaattoreita, jotka muutta-
vat differentiaalimuotojen astetta. Ensimmainen operaattori on ulkoinen derivaatta,
jossa on osittaisderivaatta ja se kasvattaa differentiaalimuodon w astetta A'(M) —

AFL(M) 2] , missi M on n-ulotteinen monisto
R o R R S J
dw—ﬁ Z de Adx N N dat (5)

" Gdtsesgi=1
Toinen tdrked operaattori on Hodgen x-operaattori, joka muuttaa p-asteisen diffe-

rentiaalimuodon w € AP(M) n-p -asteiseksi differentiaalimuodoksi xw € A""?(M)
4]

1

*W = ﬁw“l""’“p\/ |det gapl€py o g PN - A dat (6)
n—p)!

missé indeksid on korotettu metriikalla

K1y sfbp M1V pl
w r=yg P Wy e -



Ulkoinen derivaatta ja Hodgen x-operaattori ovat téassa tutkielmassa ainoat ope-
raattorit mitd tarvitaan differentiaalimuodoilla laskemiseen. Hodgen x-operaattori
liittdd avaruuden metriikan, joten silla méaaritetyt suureet eivit endé ole topologisia.

Ulkoisella derivaatalla on tarked ominaisuus [4] d(dw) = 0, josta seuraa Poincaren
lemma: Mikali differentiaalimuodolle w ulkoinen derivaatta dw = 0, niin siita seuraa,
ettéd on olemassa jokin differentiaalimuoto A, jolle dA = w eli d(dA) = 0. Poincaren

lemmaa hyodynnetaéin Maxwellin yhtaloiden koordinaattivapaassa formalismissa.

1.2 Maxwellin yhtalot

Maxwellin yhtalot klassisesti muotoillaan vektorimuodossa

V-B=0 (7)
VxE=-9B (8)
V-D=p (9)
VxH=09D+]j, (10)

missé p, j ovat varaustiheys ja virtatiheys. Yleisen formalismin kannalta on oleellista
muotoilla sihkokentén suureet differentiaalimuodoilla vektorien sijaan. Ne antavat
geometrisesti selkedn muotoilun yhtéloille ja yleistavéit differentiaalioperaattorit siis-
tiin muotoon. S&hkokentta tekee tyon yksiulotteista polkua pitkin, joten sen oikea
tulkinta on 1-muotona. Toisaalta magneettikentdn tiheys on suure, joka mitataan
alaa kohden, joten sen luontainen integroimisalue on kaksiulotteinen ja se luokitel-
laan 2-muodoksi. [3]

Sahkokentédn 1-muodolle F ja magneettikentén tiheyden 2-muodolle B voidaan
vield madrittdd tyhjiossd vastaavat n-p -asteiset differentiaalimuodot D (2-muoto)
ja H (1-muoto) [5]

D=¢xF H=—xB.
Ho



Ne liittyvat oleellisesti samoihin kenttiin, mutta nyt sahkokentén tiheys D on alaa
kohti mitattava suure, kun taas magneettikenttd H mitataan polkua pitkin. Termit

€0, Mo ovat tyhjion permittiivisyys ja tyhjion permeabiliteetti [2]. Ne madrittavat

1
Veopo

pitda vakioita laskuissa mukana, joten jatkossa hyodynnetddan luonnollisia yksikoita,

valonnopeuden tyhjitssa ¢ = Yleisen tarkastelun kannalta ei ole tarpeellista

missa ¢ = g = ¢g = 1. Talloin on siis D = xF ja H = xB.
Maxwellin yhtalot saadaan differentiaalimuodoilla ja ulkoisella derivaatalla ké-

tevaan muotoon. Yleiset 1-muodot ja niiden ulkoiset derivaatat ovat

E = Edz'
1 , :
Sulkujen siséssa oleva lauseke on sama kuin roottorioperaattorilla, joten 1-muotojen

ulkoinen derivaatta voidaan samaistaa roottoriin
*dE = (0;F; — 0;E;)dz" = V x E.

Samoin 2-muotojen D, B ulkoinen derivaatta voidaan samaistaa divergenssioperaat-

torin kanssa

B = Bdz' N d2?
dB = 0,B,dx Ndy A\ dz + 0,B,dy N dz Ndx + 0.B,dz N\ dx N\ dy
= (0, B, + 0yBy + 0,B.)dx Ndy N dz

=V .B vol,

missé vol = dz AdyAdz on tilavuusmuoto. Siis xdB = V-B. Niin saadaan korvattua

vektorimuotoiset Maxwellin yhtélot differentiaalimuodoilla hyddyntden pelkistaéan



ulkoista derivaattaa [5]

dB =0 (11)
dE = —O,B (12)
dD = p (13)
dH = &,D + j. (14)

Olisi mielekésté kirjoittaa Maxwellin yhtalot (13,14) sdhkokentdn E ja magneetti-
kentdn tiheyden B avulla, mutta differentiaalimuodoista ilmenee miksi se olisi vir-
heellisté. Differentiaalimuodoilla roottorioperaattori on nimenomaan 1-muodoille il-
meneva ulkoinen derivaatta, kun taas divergenssi on 2-muotojen ulkoinen derivaat-
ta. Siksi on tarpeellista méaritelld duaaliset suureet D, H, joille ulkoinen derivaatta
vastaa oikeaa differentiaalioperaattoria.

Schoutenin kuvat (kuva 1) havainnollistavat sihkomagneettista kenttad differen-
tiaalimuotoina 3-ulotteisessa avaruudessa. Kentét jaetaan ldhdeyhtéloihin (13,14)
seki kenttdyhtdloihin (11,12). Kentdt D,H ovat kiertyneitd differentiaalimuotoja,
jotka liittyvét sdhkomagneettisen kentén ldhteisiin. Sdhkokentén tiheydelle D sy-
linterin siséissa oleva kenttédviiva kuvastaa varauksen sdhkévuota suljetun pinnan
lavitse. Vastaavasti magneettikentdn voimakkuus H kuvastaa sdhkovirran synnyt-
tdméa magneettikenttdd suljetun silmukan ympéri. Kiertyméttomét differentiaali-
muodot F,B kuvaavat sahkomagneettisen kentan luonnetta. Esimerkiksi sidhkoken-
tdn voimakkuus F on kaikkialla pyorteeton, jolloin se méarittda voiman, joka ohjaa
sdhkovarauksen liikettéd suoraviivaista polkua pitkin. Sen sijaan magneettikentén ti-
heydelle B sylinteri ja suljetut kenttéviivat kuvastavat magneettikentén lahteetto-
myytté siten, ettd kaikki sylinteriin saapuvat suljetut kenttéviivat myos poistuvat
sylinteristé. [6]

Kenttayhtalot kuvaavat siis sihkdmagneettisen kentédn topologisia ominaisuuk-
sia, minké vuoksi ne ovat metriikasta riippumattomia. Lahdeyht&lét sen sijaan joh-

tuvat avaruudessa olevista varauksista ja ovat siten riippuvia avaruuden metriikasta.



Kuva 1. Schoutenin kuvat séhkémagneettiselle kentélle |5]

Kuten Lorentz-muunnoksista nahtiin, koordinaattimuunnoksiin inertiaalisten ha-
vaitsijoiden valilla liittyy muutos myos aikakoordinaatissa. Nain ollen 3-ulotteisessa
avaruudessa médritettyjen sihkomagneettisten suureiden F,D,B,H rajoittava teki-
jé on se, ettd ne eivit ole kovariantteja yleisisséd koordinaattimuunnoksissa. Tama
tarkoittaa, ettd ne eivat siilytd muotoaan kaikissa koordinaatistovalinnoissa. Esi-
merkiksi tasaisesti lilkkuvan varauksen magneettikentta haviad, kun siirrytdan va-
rauksen lepokoordinaatistoon. Téméan vuoksi halutaan laajentaa séhkomagneetti-
nen kenttd neliavaruuteen, jossa voidaan muotoilla kovariantteja eli koordinaatisto-
muunnoksissa siilyvid suureita. Sihko- ja magneettikentdn luomaa kokonaisuutta

neliavaruudessa voidaan kuvata Faradayn 2-muotona [4]

F=ENdt+ B, (15)



jonka matriisiesitys on

0 -E, —-E, —FE,
E;
(16)

0
E, -B. 0 B,
E. B, —-B, 0

Taméan ulkoinen derivaatta on siis

Ulkoinen derivaatta koostuu Maxwellin yhtéloiden ensimmaisesté yhtaloparista (11,12),
josta nahdaén, ettd dF = 0. Sihkokentan suureet H,D saadaan siséllettyd Hodgen

*-operaattorilla Maxwellin 2-muodoksi

G=+xF=D—-HANdt
dy,G =dD + 0, D Ndt —dH Ndt

=p—JANdt=J,

missa J on virtatiheyden 3-muoto neliavaruudessa. Nama vastaavat Maxwellin yhté-
16iden toista yhtéloparia (13,14). Tensorikenttien ulkoisista derivaatoista paadytadan

Maxwellin yhtéloiden yleiseen muotoon neliavaruudessa [4]

dyF =0 (17)

di+F =dyG = J. (18)

Ensimmaéinen yhtalo (17) on mééritelty ilman metriikkaa ja siséltdéd kenttayhtalot,
joten tdma yhtalo on sellaisenaan pateva kaikissa avaruuksissa. Toinen yhtélo sisél-
taa lahdeyhtalot, jolloin Hodgen x-operaattori liittad jalleen avaruuden metriikan,

eli (18) on riippuvainen avaruuden metriikasta.
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2  Yleiset koordinaatit

Koordinaattivapaa muotoilu sopii vain yleisten relaatioiden muotoiluun, joten varsi-
naisiin laskuihin tarvitaan kovarianttia esitysté, joka mahdollistaa tarkempien lasku-
jen tekemista tietyssa metriikassa. Kovariantti esitysmuoto on kuitenkin vield koor-
dinaatistovalinnasta riippumaton, joten nain maaritetyt yhtalot pateviat mielivaltai-

sissa koordinaateissa.

2.1 Maxwellin yhtalot

Maxwellin yhtéloiden kovarianttien muotojen loytadminen kaarevassa avaruudessa on
hieman hankalampaa kuin koordinaattivapaiden yhtéldiden. Esimerkiksi osittaisde-

rivaatta taytyy korvata koderivaatalla, joka huomioi avaruuden kaareutumisen |7]
Av Av Av A av v Ao
O F = D, FY = 0, F + T, F* + T F*°, (19)
missa

@ 1 @
Fp,l/ = §g A (8119)\“ + a,ug)\u - a/\guu) (20)

on Christoffelin symboli, joka liittda osittaisderivaattaan avaruuden metriikan.
Kovarianttien yhtéaldiden muodostamiseen voidaan hyodyntéaa jo laskettuja ylei-
sid, Maxwellin yhtaloitd. Ensin lasketaan kenttédsuureille kovariantit tensorit. Fara-
dayn kenttatensorin kovarianttiin muotoon paastadn, kun hyodynnetdan Poincaren
lemmaa Maxwellin yhtaloille. Esimerkiksi magneettikentan tiheyden yhtalosta seu-

raa 3] mukaisesti
dB =0 = B =dA,
seké sijoittamalla sdhkokentan yhtdloon (12) B = dA saadaan

Ad(E+0,A) =0= E = —dd — 9,A.
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Voidaan muodostaa nelipotentiaali A, = (®, A), joka voidaan muotoilla myds ne-
liavaruuden 1-muotona A = A,dz". Nelipotentiaali ei ole varsinaisesti fysikaalisesti
mitattava suure, mutta se seuraa luontaisesti Poincaren lemmasta ja on matemaat-
tinen tyokalu, joka mahdollistaa sahkomagneettisten liikeyhtéaléiden muodostamisen
kovariantisti.

Nelipotentiaalin A ulkoisesta derivaasta saadaan Faradayn tensorin kovariantti

muoto

1
dA = 30,4, = 0,A,)da" A da”

1
= §Fuydx“ Adz”.
Tensorin matriisiesitys Minkowskin metriikalla diag(1, — 1, — 1, — 1) on

0O E  E, E.
~E, 0 -B. B,
-E, B. 0 -B,

~E, -B, B, 0

Faradayn 2-muodosta saadaan Maxwellin yhtéléiden kovariantit muodot hyodyntéa-

malla ulkoista derivaattaa
1
dsF' = 580Fuyda:(’ Adz? A dz”.

Yhtdlo on 3-muoto, joka vastaa rangin kolme kovarianttia tensoria. Siitd saadaan

yhtépitdva kovektori, kun operoidaan vield Hodgen x-operaattorilla (6)

s = V1% g e
0=0"F",

oy dz”

= 9 .
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Toinen yhtalo saadaan vastaavasti
V |g| v ¥
*F = 1 ———F" €, edx? N\ dx’

1
dyx F = Zewwaa(‘/ |g| F'*)dx® A dx™ A dx®

*d4 *x F = Jﬁdlﬁ 4‘9‘go‘pgwga%pwwﬁuwaaa( V |g|Flw)dIB

‘g‘ a o v
9" Js = =997 979" € puop o Oa (/19| F™).

4

Kayttiaen Levi-Civita -symbolin ominaisuuksia

Sy =0 = [

I e d U1,
€H otk Tht 1 e _k|5 ’

ik Jk41y, 5k Jht1s kn
saadaan vihdoin
J? = \/H|g|€aweewwaoc(\/m}wy>
- 1| 20055, — 030,)0u (Vo)
g
=5 ¢_( (VIIF) = 0u(/191F"))
= —(9(1(\/EF0‘9).
Vgl

Téstéd saadaan tunnettu tulos antisymmetriselle tensorille [7]

1
D = 0, (P),

(21)

Péastiin koderivaatan yleiseen tulokseen ilman, etté laskettiin Christoffelin symbo-

leita, jotka liittavét metriikan osittaisderivaattaan.

Kaarevassa avaruudessa my0s ensimmaéinen yhtalo korvattaisiin koderivaatalla,

mutta differentiaalimuotoisista Maxwellin yhtéloista tiedetddn, ettd ensimmaéinen

yhtélopari on metriikasta riippumaton kenttéyhtélo, joten koderivaatta palautuu

normaaliksi osittaisderivaataksi myos kaarevassa avaruudessa. Néain ollen koordi-

naattivapaat yhtélot sisdltévit tarvittavan informaation avaruuden geometriasta ja

yleistyvat myos kovarianttiin muotoon.
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2.2 Energia-impulssi -tensori

Yleisen suhteellisuusteorian mukaan energia kaareuttaa aika-avaruutta, jolloin ener-
gian jakautuminen maérda avaruuden geometrian. Energian kokonaisvaltaista jakau-
tumista avaruudessa (lepoenergia, liike, aineen siséinen kitka) kuvaamiseen voidaan

muodostaa energia-impulssi -tensori, joka sdhkokentélle on muotoa [2]
T=T/0s @ dx" (22)
T/ = —cF,,G? — EFWG“”(SS. (23)
Tyhjiossa luonnollisilla yksikoilla F' = G, joten
T,) = —F,F" — iFﬂuFﬂ”éﬁ,

missé Kroneckerin deltan mukaan jalkimméinen termi ilmestyy ainoastaan diagonaa-

lialkioilla. Yleinen energia-impulssi -tensori maarittad myos Einsteinin kenttéyhtalon
8]

G + Agp = 87GT,, (24)

missd G, on Einsteinin tensori, joka méérittad avaruuden kaareutumisen, A on
kosmologinen vakio, joka liittyy avaruuden laajenemiseen ja GG on gravitaatiovakio.
Kenttayhtélosta on ratkaistu eri avaruuden metriikat, joita téasséd tutkielmassa hyo-
dynnetaan.

Tassa tutkielmassa tarkastellaan vain varausta sen lepokoordinaatistossa, jolloin
varauksen energia riippuu vain sen energiatiheydesta Ty = %(E2 + B?). Termi ker-
too sihkomagneettisen kentéan lepoenergian, jonka suuruus on tietysti riippuvainen

koordinaatistovalinnasta.

3 Sahkodynamiikan yhtaloiden ratkaisuja

Tarkastellaan seuraavaksi vapaan kentén yhtaloita erilaisissa kaarevissa avaruuksis-

sa. Vapaa kentta tarkoittaa tilannetta, jossa ei ole ulkoisia varauksia, jolloin virta-
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tiheys J = 0. Talloin Maxwellin yhtalot yksinkertaistuvat muotoon

dF =0 (25)

d,G = 0. (26)

Yleisista Maxwellin yhtéloistd on nyt muodostettu mahdollisimman kattavat kova-

riantit muodot, joten ne ovat sellaisinaan kdayttokelpoisia eri metriikoissa tyoskente-

lyyn

0, F* =0 (27)

0.(v/1glF*) = 0. (28)

3.1 Vapaa kenttad Schwarzschildin metriikassa

Suurten kappaleiden, kuten tahtien tai mustien aukkojen metriikan kuvaamiseen
tyhjéssé avaruudessa kdytetddn Schwarzschildin metriikkaa. Se kuvaa pistemaista
massaa, joten se on luonteva kuvaus mustalle aukolle, jossa massa on kerddntynyt
pistemaiseen singulariteettiin. Metriikassa otetaan huomioon vain gravitaation kaa-
reuttava vaikutus, joten muita kaareuttavia tekijoita, kuten sidhkovaraus tai pyorimi-
senergia, ei oteta huomioon. Metriikka on maéritelty massan lepokoordinaatistossa

ja on yleisesti muotoa [8]

dr? 2 102 2.5 2 2
) + r°df* 4 r*sin®(6)d¢”, (29)

ds* = —f(r)dt* +
missi f(r) = 1 — 24 kuvaa massan vaikutusta aika- ja radiaalitermiin. Jos M = 0,
niin metriikka on vain Minkowskin metriikka 4-ulotteisissa pallokoordinaateissa.
f(r) < 1 termill& on Lorentz-muunnosten tavoin vastakkainen vaikutus aikaan ja
paikkaan. Massajakauma nimittdin hidastaa ympéaristonsa aikaa ja venyttdd etéi-
syyksié radiaalisessa suunnassa.

Mikéli asetetaan origoon pistevaraus, tdytyy radiaaliseen termiin lisdta vield

sahkokentédn energiasta aiheutuva vaikutus. Varauksen lepokoordinaatistossa mag-
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neettikenttd hévidga B = 0 ja sihkokenttd E = -4t joten energiatiheys pis-

1

W?_jv joka voidaan sisdllyttad skaalaustermiin f(r) =

tevaraukselle on T =

1_2GM_|_ 1

2 . . .. . . .o .
- 3%2?—4. Varauksen energian lisdlys on Schwarzschildin metriikan yleis-

tys, jonka nimi on Reissnerin-Nordstromin metriikka. [2]

Maxwellin yhtéloissa esiintyvd metriikkatermi voidaan laskea

1 2. r2gin?
V=[50 5 4o
= r%sin(0).

Termi f(r) katoaa kokonaan Joten Maxwellin yhtdlot palautuvat littedn avaruuden

Maxwellin yhtal6ihin

O, F* =0

Oa(r?sin(0) FH*) = 0.
Radiaalisessa suunnassa toinen yhtélé on

sin(0)9,(r*F') =0

= r2F'" = vakio = Q

rr Q
gttg Ftr — T_2
Q

Er — 7“_2

Tamaé on vain tuttu Coulombin laki sdhkokentille. Poikkeuksena klassiseen tapauk-
seen on kuitenkin se, ettéd téssi tapauksessa on huomioitu avaruuden metriikan kaa-
reuttava vaikutus. Coulombin laki ilmenee siis siksi, ettd radiaalista termié on skaa-
lattu tekijalla ﬁ Coulombin laki klassisesti médriteltyné ei siis pade sellaisenaan
gravitaatiokentéssi. Skaalaustekijé ei myoskddn ole mitenkédédn ilmeinen, joten Cou-
lombin laki pistevaraukselle ei yleisty tdhén muotoon ilman yleista suhteellisuusteo-

riaa.
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3.2 Vapaa kentta Kerr-Newmanin metriikassa

Pyorimisenergiasta aiheutuu vield avaruuden kaareutumista, joten kulmaliikemaa-
ralla a = % pycriville mustalle aukolle tarvitaan metriikka, joka ottaa huomioon
massan, sahkovarauksen ja pyorimisliikkeen. Tamé on nimeltddn Kerr-Newmanin
metriikka ja ratkaisu 16ydettiinkin vasta 50 vuotta myohemmin Schwarzschildin met-
riikasta. Kulmaliikemé&éra oli hankalin osa liittda metriikkaan, koska sen lisdys muut-
taa metriikkaa muissa kuin pelkéissa radiaalisessa suunnassa.

Metriikan kaarialkio on yleisesti

sin? 6
2

A
ds?® = —— [dt — asinQ@dgﬂ2 +
P

2
(1 + a?)dg — adt]” + %d# 4R de?, (30)

missé

P> =12+ a’cos? 0

A=ad’+r*—2Mr + Q>

Pyo6rivian mustan aukon metriikka ei ole staattinen, joten metriikka on monimutkai-
sempi ja siksi myos Maxwellin yhtdloiden ratkaisujen 16ytaminen on hankalampaa.

Samoilla menetelmilld saataisiin [9] mukaisesti

Q (a* +1%) (r* — a®cos® )

E, = 5
r2 (r2 + a? cos?0)
2a%Q) sin 0 cos 0
Ey=— .
(r2 + a?cos? 6)
_ 2aQrcosf
(r2 + a2 cos? §)*
a@ (r* — a* cos® 0) sin 0
By =

r (12 4 a2 cos? 0)

Kerr-Newmanin metriikassa radiaalinen sdhkokentté ei tuota Coulombin lain mu-
kaista sahkokenttédd, silld pyoriminen tekee mustan aukon singulariteetista rengas-
maisen [10]. Yhtalot palautuvat tietysti Reissner-Nordstrom metriikkaan kun a = 0,

jolloin jéljelle jéa ainoastaan sdhkokentdn radiaalinen osa.



17

Klassisilla menetelmilla olisi hankalaa paatya naihin tuloksiin. Jalleen sahko- ja
magneettikentdn komponenteissa on huomioitu metriikan skaalaustekijit, jotka eivét
ole jarkevasti selitettavissa klassisin menetelmin. Tamén vuoksi Maxwellin yhtalot
eivit pade klassisessa painovoimakentéssé vaan tarvitaan yleisen suhteellisuusteo-

rian muokkauksia gravitaatioteoriaan, jotta ne yleistyisivat kaareviin avaruuksiin.

4 Yhteenveto

Tyossa tarkasteltiin sdhkodynamiikan muotoilua koordinaattivapaasti ja yleisilla
koordinaateilla ja néytettiin mihin tarkoituksiin molemmat formalismit soveltuvat.
Koordinaattivapaa formalismi on erityisen vahva tyokalu, kun tarkoituksena on luo-
da yleispéteva muotoilu fysikaaliselle teorialle. Koordinaatistoriippumattomilla dif-
ferentiaalimuodoilla on melko vaivatonta muodostaa Maxwellin yhtélét neliavaruu-
dessa. Sen liséiksi taustalla oleva geometria ilmenee differentiaalimuodoilla huomat-
tavasti selkedmmin, kuin yleisilla koordinaateilla muodostetuista tensoriyhtéloista.
Differentiaalimuotoiset yhtalot helpottavat tarkastelua kaarevan avaruuden tapauk-
sessa, jolloin metriikka esiintyy ainoastaan katkettynd Hodgen *-operaattoriin, ja
yhtéloihin ei sotkeudu hankalia operaattoreita, kuten Christoffelin symboleita, joita
tarvitaan kovarianttiin tensoriesitykseen.

Toisaalta itse laskut tehddéan kiytdnnossd aina kovarianteilla yhtéloilla, joten
yleisistd muodoista on tarpeellista siirtyd kovarianttiin muotoon. Yleisestd muodos-
ta siirtyminen ei ole kuitenkaan laskennallisesti ihan triviaalia, joten niiden néen-
néinen yksinkertaisuus rikkoutuu, kun halutaan tehdé konkreettisia laskuja. Téalloin
tensorien indeksinotaatiot sotkevat laskuja ja tekevét niistd hyvin monimutkaisia.

On kuitenkin hyodyllistd ymmértdsa myos koordinaattivapaa esitystapa, koska
sen tarjoama geometrinen intuitio auttaa ymmartdmaan sahkédynamiikan taustalla
olevan teorian ja sita kautta kovariantit yhtalot seka niissé tarvittavat operaattorit.

Differentiaalimuodot soveltuvat myos esimerkiksi mekaniikkaan ja termodynamiik-
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kaan, joten ne ovat tédrkeéssi osassa myoOs muissa fysiikan aihepiireissa.

5 Tekoalyn kaytto tutkielmassa

Tutkielmassa on hyodynnetty Math-gpt tekoédlyohjelmaa kaavojen kirjoittamiseen
Latex-komennoilla silloin, kun kaava on otettu suoraan lahteesté. Lisdksi tiedonha-
kuvaiheessa esitin tekodlylle kysymyksia epéselvyyksistd, joita minulla oli teoriaan

liittyen.
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