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Tassé tutkielmassa tarkastellaan erilaisia pulmapeleja sekd niiden matemaattista
mallintamista ja ratkaisemista. Lahemmin késitelladn tiilitys- ja reunasovitusongel-
mia, erilaisia sudokuja sekd summafunktioon perustuvia pulmapeleja. Tiilitysongel-
missa annetut epasymmetriset palat tulee sijoittaa pelilaudalle siten, ettd koko alue
tulee peitetyksi. Puolestaan reunasovitusongelmissa annetut symmetriset palat tu-
lee sijoittaa pelilaudalle siten, etté vierekkiisten palojen reunojen kuviot sopivat
yhteen. Sudoku on tunnettu pulmapeli, jossa luvut 1-9 tulee sijoittaa ruudukkoon
annettujen sdantojen mukaisesti. Summafunktioon perustuvien pulmapelien keskei-
nen idea on se, ettéd tietyssé rivissa tai sarakkeessa esiintyvéit luvut tai symbolien

lukumaérat summautuvat annettuun vihjenumeroon.

Tutkielma alkaa katsauksella pulmapelien historiaan, jonka jalkeen tutustutaan kes-
keisimpiin késitteisiin ja mallinnustapoihin. Tamén jalkeen siirrytdan tarkastele-
maan lahemmin neljda edelld mainittua pulmapelikategoriaa. Jokaisesta pulmape-
listd muodostetaan optimointitehtavé, jonka mallinnus kiydéaan yksityiskohtaisesti
lapi. Joillekin pulmapeleille muodostetaan muutama vaihtoehtoinen malli. Lopuksi
pulmapeliongelmia ratkaistaan numeerisesti GAMS-ohjelmistolla, ja saatuja tuloksia
vertaillaan keskendan. Yhtéaldisyyksia ja eroja etsitddn seké kaikkien tarkasteltujen

pulmapelien véliltd, ettd myos yhden pulmapelityypin modifikaatioiden valilta.

Asiasanat: pulmapelit, Eternity II, sudoku, lineaarinen bindédrinen optimointi.
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1 Johdanto

Pulmapelit ovat tehtévid, joiden ratkaisemiseen tarvitaan ongelmanratkaisutaitoja
seka paattelykykya. Pulmapelit perustuvat pitkélti matematiikkaan seké logiikkaan.
Niita voidaan ratkaista pelkkda paattelykykydkin hyodyntamalla, mutta téssa tut-
kielmassa erilaisille pulmapeleille esitellidin matemaattiset optimointimallit. Kun
nama mallit syotetddn tietokoneen numeeriseen ratkaisijaan, voidaan pulmapelin
ratkaisu saada jopa sekunneissa.

Optimointi on matematiikan osa-alue, jossa tavoitteena on 16ytda sallituissa olo-
suhteissa annettuun ongelmaan paras mahdollinen ratkaisu. Tarkastelussa oleva on-
gelma ilmaistaan kohdefunktiona ja rajoitteina. Kohdefunktiolla mitataan ratkai-
sun hyvyytta. Toisin sanoen optimointitehtavassa pyritdan 16ytadméaan kohdefunk-
tion suurin tai pienin arvo rajoitteiden méaraamassa alueessa. Jatkossa pulmapelin
saannot kirjoitetaan rajoitteiksi. Esimerkiksi sdanto siité, etté jokin luku saa esiintyé
yvhdella rivilla vain kerran, kirjoitetaan siis rajoitteeksi.

Vaikka monet pulmapelit, esimerkiksi sudokut, ratkeavat vaikeustasosta riippuen
melko helposti vain péadttelykyvylld, on matemaattisesta optimoinnista hyotya pul-
mapelien ratkaisemisessa. On nimittdin olemassa haastavia pulmapelejé, jotka eivét
helposti ja nopeasti ratkea pelkalla paattelykyvylla. Tallaisissa tapauksissa erilaisia
mahdollisuuksia esimerkiksi palojen tai numeroiden sijoittamiseen on tyypillisesti
niin paljon, ettd niitd kaikkia ei ole mitenkdédn mahdollista vain kokeilla 1api. Ai-
noaksi vaihtoehdoksi jaakin siis pulmapelin mallintaminen matemaattisesti ja taman
mallin syottaminen tietokoneen numeeriseen ratkaisijaan. On kuitenkin hyva tiedos-
taa, ettd aina numeerinen ratkaisijakaan ei ole ratkaisu kaikkeen. Nimittain valilla
tehtévat ovat niin vaikeita, ettd niiden ratkaiseminen ei dérellisessd ajassa onnistu
valttamatta edes tietokoneella. Eréds esimerkki téllaisesta ongelmasta on Eternity II
-palapeli, jolle on noin 1,15-10%! mahdollista tapaa sijoittaa palat pelilaudalle. Tés-
td huolimatta optimointi on térkea tyokalu pulmapelien, etenkin vaikeiden pulma-
pelien, ratkaisemisessa, koska optimoinnilla voidaan usein 16ytda hyvinkin nopeasti
ratkaisu sellaisiin pulmapeleihin, joiden ratkaiseminen pelkélla paattelykyvylla kes-
taisi kauan.

Tutkielma esittelee tarkemmin kahden yksinkertaisen tiilitysongelman seké Eter-
nity [ -palapelin esimerkkeiné tiilitysongelmasta ja Eternity II -palapelin esimerkkina
reunasovitusongelmasta. Lisdksi Eternity II -palapelistd on kehitetty téssa tutkiel-
massa kaksi modifikaatiota. Tarkemmin esitelladn myos neljé erilaista sudokua seké
kakuro ja japanilainen ristikko esimerkkeind summafunktioon perustuvista pulma-
peleista. Kyseiset pulmapelit on valittu tarkasteltaviksi siksi, ettd ne antavat katta-

van kuvan sellaisista pulmapeleisté, joita on mahdollista mallintaa matemaattisella



optimoinnilla.

Tutkielman rakenne on seuraava: Luvussa 2 kidydaan lyhyesti 1api tarkasteltavien
pulmapelien historiaa. Luvussa 3 esitellddn keskeisid kasitteitd ja mallinnustapoja.
Taméan jilkeen kidydédan lapi tiilitys- ja reunasovitusongelmia, sudokuja sekd sum-
mafunktioon perustuvia pulmapeleja luvuissa 4-7. Kyseisistd pulmapelikategorioista
kiaydaan lapi myos konkreettisia pulmapelejé, joista muodostetaan optimointitehta-
vat. Luvussa 8 ndma optimointitehtévit ratkaistaan ohjelmistoa kiyttden ja saatuja
numeerisia tuloksia vertaillaan keskendén. Tutkielman viimeisessd luvussa on lyhyt
yhteenveto kisitellyistd pulmapeleistéd ja saaduista tuloksista. Liséksi liitteeseen A

on koottu optimointitehtavien ratkaisemisessa kiytetyt GAMS-mallit.

2 Pulmapelien historia

Pulmapeli (puzzle) on laaja kisite, joka pitda sisdllddn esimerkiksi arvoitukset, sana-
ristikot, palapelit ja sudokut. Tama tutkielma tarkastelee nimenomaan palapeleja ja
numeerisia, logiikkaan seké kombinatoriikkaan, perustuvia pulmapeleja (kuten sudo-
kuja). Toisin sanoen tarkastellaan pulmapeleji, joita voidaan mallintaa matemaat-
tisesti. Seuraavaksi kiydéén lyhyesti 1api pulmapelien historiaa keskittyen erityisesti
jatkossa kéasiteltaviin pulmapeleihin.

Maailman ensimmaéisend matemaattisena pulmapelind pidetddn Ostomakhionia
(Ostomachion) [9, 32], jota Arkhimedes (287-212 eaa.) tutki antiikin aikaan. Os-
tomakhion on 14 osainen palapeli. Paloista 11 on kolmioita, kaksi nelikulmioita ja
yksi viisikulmio. Tarkoituksena on sijoittaa ndmé palat nelion muotoiseen alustaan
ja mahdollisia ratkaisuja on monta erilaista. Itse asiassa on osoitettu, etta erilaisia
ratkaisuja on 536 kappaletta [35], kun toisistaan peilaamalla tai rotatoimalla saadut
ratkaisut oletetaan samoiksi. Kuvassa [l| on esitetty yksi ratkaisu Ostomakhionille.

Jigsaw-palapelit [36] ovat suosituin seké tunnetuin palapelien muoto. Useimmissa
tallaisissa palapeleissd on annettu kuva, ja palat tulee sijoittaa siten, ettd kyseinen
kuva muodostuu. Télloin jokainen pala sopii tdsmaélleen yhteen kohtaan. Ensimmai-
set Jigsaw-palapelit tehtiin 1760-luvulla puulevyisté pistosahaa (jig saw) kiyttamaél-
1a. Téastd juontaakin kyseisten palapelien nimi. Aluksi palapeleja kiytettiin lahin-
né kouluissa opetuksen apuna, ja vasta 1900-luvun alussa puisia Jigsaw-palapeleja
alettiin tuottaa aikuisille. Nykyaédn palapelit tehddan paasaantoisesti pahvista.

Reunasovituspalapelit (edge-matching puzzles) [11), 25)] kehitettiin 1890-luvulla
ja néiden idea on melko vastaava kuin Jigsaw-palapelien. Reunasovituspalapelissa
tavoitteena on jarjestdd useita identtisesti muotoiltuja, mutta eri tavoin kuvioitu-

ja paloja siten, ettd vierekkéisten palojen vastakkaiset reunat muodostavat kuvion.
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Kuva 1: Yksi ratkaisu Ostomakhionille, joka on maailman ensimmaéinen matemaat-

tinen pulmapeli. Kuva on peréisin sivustolta [32].

Tyypillisesti ndama palat ovat neli6ita. Lisidksi reunasovituspalapeleissa on jokin tiet-
ty muoto (ikdén kuin alusta), johon palat tulee laittaa. Reunasovituspalapelin pa-
lojen vierekkéisista sivuista voidaan pyrkia muodostamaan esimerkiksi yhtenédinen
maisema tai hahmo. Kuitenkin yksinkertaisissa reunasovitusongelmissa palojen reu-
nat ovat jonkin virisid, ja tavoitteena on sijoittaa samanvériset reunat vierekkiin.
On my6s olemassa haastavia abstrakteja reunasovituspalapelejé. Néisséd palojen reu-
noilla on vérin lisiksi merkki (+ tai —), ja vierekkiisilla reunoilla téytyy olla sa-
ma vari mutta eri merkit. Reunasovituspalapelit ovat haastavia tavallisiin Jigsaw-
palapeleihin verrattuna seuraavien syiden vuoksi. Reunasovituspalapeleissé ei ole
annettu kuvaa, jonka mukaan palojen sijainteja voisi padtella. Lisiksi se, ettd kah-
den reunasovituspalapelin palan reunojen kuviot/vérit sopivat yhteen, ei takaa sita,
ettd palojen tulee olla vierekkdin. Toisin on Jigsaw-palapeleissé, jossa palojen sopi-
minen vierekkéin takaa niiden olevan vierekkéin. Ainoastaan reunasovitusongelman
lopullisen ratkaisun tuottaminen takaa paikallisten osien ratkaisujen oikeellisuuden.

Monikulmiopalapelien (polyform packing puzzles) [11] idea on myo6s melko vas-
taava kuin Jigsaw-palapelien. Tavoitteena on tayttdd monikulmion muotoinen peli-
lauta kokonaan paloilla, jotka ovat myos monikulmiota. Téssé ei siis ole tarkoitus
muodostaa paloista ja naiden vareistd mitdan kuviota, ainoastaan tayttaa pelilau-
ta kokonaan. Vaikka monikulmiopalapelit siis perustuvat Jigsaw-palapelien ideaan,
on nailld kahdella palapelilla myos seuraava ero. Monikulmiopalapeleissd nimittain
se, ettd kaksi palaa sopivat yhteen, ei takaa niiden kuuluvat yhteen. Kahdella pa-
lalla on my0s useita tapoja sopia yhteen rotatoitumisen takia. Monikulmiopalapelit
ovat periisin vuodelta 1965, jolloin ensimméinen monikulmiopalapeli julkaistiin [I8].
Kuitenkin edella esiteltyd Ostomakhionia voidaan pitdé aivan ensimmaisend moni-

kulmiopalapelind. Nama palapelit nousivat suosioon vuonna 1999 julkaistun Eter-



nity I -palapelin innostamana, jonka pelilauta on 12-kulmio. Monikulmiopalapelit
kuuluvat tiilitysongelmien (tiling problems) joukkoon.

Esitellyt kolme palapelityyppia ovat laskennalliselta tehokkuudeltaan samanlai-
sia [11]. Nimittédin jokainen néistd palapelityypeistd voidaan muuttaa vastaavaksi
toisen tyyppiseksi palapeliksi pienelld koon muuttamisella. Liséksi esitellyt palapeli-
tyypit ovat laskennallisesti hankalia: NP-téydellisia [16]. Téma tarkoittaa sitd, etté
ei ole 10ydetty algoritmia, joka ratkaisisi tdmén tyyppisid palapeleja polynomisessa
ajassa.

Siirrytaéan nyt tarkastelemaan muita pulmapeleji kuin palapeleji. Sudoku [2], 28]
on laajalti tunnettu logiikkaan perustuva pulmapeli, jossa tarkoituksena on sijoittaa
ruudukkoon numeroita annettujen sdéntojen mukaisesti. Sveitsildinen matemaatik-
ko Leonhard Euler kehitti vuonna 1783 latinalaisen nelion [I), B1], jota pidetdén
sudokun ensimméisené versiona. Kuitenkin vasta 1970-luvulla amerikkalainen Dell
Magazines -lehti kehitti ndiden pohjalta ristikon, joka perustui nykyisen sudokun
saantoihin. Sudokut eivét siis ole japanilainen keksinto, vaikka nimi kyseiseen maa-
han viittaakin. Nimittdin vuonna 1983 japanilainen Nikoli-yhti¢ toi Dell Magazi-
nesin ristikot Japaniin nimelld "Suuji Wa Dokushin Ni Kagiru", mutta pitkd nimi
padtettiin lyhentdéd sudokuksi. Alkuperdinen japanilainen nimi on suomennettuna
"numerot voivat esiintyd vain kerran". Tama tiivistadkin sudokun pédidean. Vuon-
na 2004 honkongilainen Wayne Gould toi sudokut Englantiin ja antoi The Times
-lehdelle ilmaiseksi ohjelman, jolla sudokuja oli mahdollista luoda. Téasta alkoikin
sudokun maailmanvalloitus. Se, ettd sudokut levisividt nopeasti ympéri maapallon
johtuikin péadosin siité, ettd sudoku ei ole riippuvainen kielesta toisin kuin esimer-
kiksi perinteiset sanaristikot.

Vaikka sudoku on kenties tunnetuin matemaattinen pulmapeli, ei se ole van-
hin. Nimittéin esimerkiksi kakuro (cross sums) [10] on kehitetty vuonna 1966 eli
muutama vuosi ennen sudokua. Kakuron kehittdja on kanadalainen Jacob E. Funk,
pulmapeleistddn tunnetun Dell Magazines -lehden tyontekija. Kyseinen lehti on ke-
hittanyt siis seké sudokut ettd kakurot. Yhteistd sudokuille ja kakuroille on se, et-
td ruudukkoihin taytetddn lukuja yhden ja yhdeksan vélilta. Japanilainen ristikko
(nonogram) |29, B37] on puolestaan pulmapeli, jossa numeroiden sijaan ruudukkoa
varitetddn. Vuonna 1987 japanilainen graafinen suunnittelija Non Ishida sai idean
japanilaisesta ristikosta. Sattumalta japanilainen arvoituksia intohimoisesti ratkai-
seva Tetsuya Nishio kehitti japanilaisen ristikon my6s samaan aikaan. Kumpikin
julkaisi oman kehitelménsa eri lehdessd. Kaiken kaikkiaan japanilainen ristikko on

tassé tarkastelluista pulmapeleistéd uusin.



3 Keskeiset tyokalut ja mallinnustavat

Seuraavaksi esitelladn keskeisid mallinnukseen, ja erityisesti matemaattiseen opti-

mointiin, liittyvid asioita. Optimointitehtévin yleinen muoto on

min  f(2)

s. t. gZ(Z) S O, 1= 17 .. -uNie (1)
h](z) = 07 J=1 7Ne
A Zl X ZQ,

missd pidtosmuuttujavektori z = (21, zo) | siséltid sekd jatkuvat muuttujat z; € R”
ettd diskreetit muuttujat zo € Z™. Tehtavéssa on N, epayhtilorajoitetta ja N, yh-
télorajoitetta. Oletetaan, ettd optimointitehtévin kohdefunktio f on funktio avaruu-
desta R" x Z™ reaalilukujoukkoon. Liséksi oletetaan, etté epayhtélorajoitteiden funk-
tiot g; ovat funktioita avaruudesta R™ x Z™ reaalilukujoukkoon kaikilla i = 1,..., N,
ja yhtalorajoitteiden funktiot h; ovat vastaavasti funktioita avaruudesta R" x Z™ re-
aalilukujoukkoon kaikilla 7 =1, ..., N,. Liséksi usein on tapana olettaa, ettd kaikki
tehtavan funktiot ovat jatkuvasti differentioituvia joukossa Z; x Zy. Téassé tyypilli-
sesti Z; on avaruuden R"™ kompakti osajoukko ja Z5 avaruuden Z™ &aarellinen dis-
kreetti osajoukko. Nama kaksi joukkoa rajoittavat paatosmuuttujavektorin z arvoja.

Yhdessa kaikki rajoitteet muodostavatkin sallitun alueen

S:{ZGRTL XZm|gZ(Z) SO,V%Z 17~~'7Nie;
h'(Z):O,\V/j:]_,...,NE; z € 2 XZQ},

J

joka on osajoukko paadtosmuuttujavektorin avaruudesta R™ x Z™. Joukko S siséltaé
ne pisteet, jotka toteuttavat kaikki rajoitteet.

Y14 kohdefunktion f pienintéd arvoa etsitdén sallitussa alueessa S. Globaali op-
timi on piste z* € 5, joka toteuttaa ehdon f(z*) < f(z) kaikilla z € S. Néin ollen
globaali optimi antaa kohdefunktiolle parhaan arvon sallitussa alueessa. Kuitenkin
vaikka optimointitehtévan yleisessé muodossa kohdefunktiota minimoidaan, voi-
daan minimointitehtéva muuttaa helposti maksimointitehtavéiksi ja painvastoin. Té-
maé tapahtuu kertomalla kohdefunktio luvulla —1. Toinen téarked huomio on se, etté
joskus kohdefunktiolla ja sen minimoinnilla tai maksimoinnilla ei ole merkitysta.
Tallaisessa tilanteessa jokainen rajoitteet toteuttava sallittu ratkaisu on itse asiassa
optimointitehtavan paras ratkaisu. Talloin kohdefunktio voidaan siis valita vapaasti
ja on ihan sama, minimoidaanko vai maksimoidaanko sita.

Optimointitehtavan luokittelu pohjautuu paatésmuuttujavektorin z maarit-

telyjoukkoon seké funktioiden f, g; ja h; luonteeseen. Mikéli Z5 on tyhja joukko, on
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kyseessa jatkuva optimointitehtdvd. Mikali Z; on tyhja joukko, on kyseessé diskreetti
optimointitehtivad. Liséksi diskreetti optimointitehtéva voidaan vield luokitella ko-
konaisluku- tai binddrioptimointitehtaviksi muuttujien luonteen perusteella. Mikéli
kaikki muuttujat ovat bindarisia, on kyseessa binaédrioptimointitehtava. Vastaavasti
kyseessd on kokonaislukuoptimointitehtava, kun kaikki muuttujat saavat kokonais-
lukuarvoja. Kun kumpikaan edelld mainituista joukoista Z; tai Z5 ei ole tyhja, on
kyseessa sekalukuoptimointitehtivd. Puolestaan, jos kaikki tehtavéan funktiot f, g; ja
h; ovat lineaarisia, on kyseessa lineaarinen optimointitehtdvd. Jos yksikin funktio on
epalineaarinen, on kyseessa epalineaarinen optimointitehtdvd.

Téssé tutkielmassa késiteltavit optimointitehtéavat luokitellaan joukkoihin MILP
(Mized-Integer Linear Programming), MINLP (Mized-Integer Non-Linear Program-
ming) ja BLP (Binary Linear Programming). MILP-joukon tehtévét ovat lineaa-
risia sekalukuoptimointitehtavia, joissa samanaikaisesti sallitaan seka jatkuvat etta
diskreetit muuttujat. MINLP-joukon tehtaviat on muuten vastaavia, mutta mukana
pitdd olla vahintaén yksi epélineaarinen funktio (kohdefunktio tai rajoite). BLP-
joukon tehtavét ovat lineaarisia ja sisdltévit ainoastaan bindérisia muuttujia.

Tarked tyokalu jatkossa on epélineaaristen rajoitteiden linearisointi. Téssa tut-
kielmassa tarvitaan erityisesti itseisarvon sekd kahden bindarimuuttujan tulon linea-
risointia. Muotoa |x; — ;| > a, missé ;, x; € Z ja a > 0, olevan itseisarvorajoitteen
linearisoimiseksi on méaariteltava bindarinen paitosmuuttuja
yfz 1, josx;—x; > a

0, Jjosz;—uz > a.
Epélineaarinen epayhtald |z; — ;| > a voidaan télléin kirjoittaa kahtena lineaarise-

na epayhtilond muodossa

l‘i—ija—M'(l_’yg)

missd M on riittdvin suuri positiivinen reaaliluku. Puolestaan kahden binddrimuut-
tujan tulon sisaltavit rajoitteet voidaan linearisoida seuraavalla tavalla. Olkoon ra-
joitteen siséltdmé tulo muotoa z; - x;, missd z;,z; € {0,1}. Téalloin rajoitteessa
oleva tulo voidaan korvata muuttujalla s7, kun malliin otetaan mukaan lineaariset
lisdrajoitteet
s/ > 14 (z; +x;—2)

1
s; < 5(%’ + ;)
sl € {0,1}.



Keskeinen kisite jatkossa on lisiksi ongelman NP-tdydellisyys [16]. Télla tarkoi-
tetaan sellaista ongelmaa, jolle ei ole 16ydetty algoritmia, joka ratkaisisi kyseisen
ongelman polynomisessa ajassa. Esimerkiksi klassinen optimointitehtéava, kauppa-
matkustajaongelma (travelling salesman problem) [14], on NP-tdydellinen ongelma.
Itse luokalla NP (Nondeterministic Polynomial) tarkoitetaan sellaisten ongelmien
joukkoa, jotka ratkeavat polynomisessa ajassa epadeterministiselld Turingin koneel-
la. NP-taydelliset ongelmat ovat tdmén joukon vaikeimmat ongelmat. Puolestaan
luokalla P (Polynomial) tarkoitetaan sellaisten ongelmien joukkoa, jotka voidaan
ratkaista polynomisessa ajassa deterministisella Turingin koneella. Mikéli jollekin
NP-taydelliselle ongelmalle 16ydettéaisiin deterministiselld Turingin koneella polyno-
miaikainen ratkaisu, tarkoittaisi tama sitd, ettd polynomiaikainen ratkaisu loydettéai-
siin kaikille muillekin ongelmille luokassa NP. Talloin olisi P=NP. Kyseista viitetta

ei kuitenkaan ole pystytty todistamaan.

4 Tiilitysongelmat

Tiilitysongelma (tiling problem) [24] on péétoksenteko-ongelma, joka pyrkii vastaa-
maan kysymykseen: onko méaratylle alueelle olemassa vihintdadan yksi kelvollinen
tiilitys ¢ annetulla &éarelliselld tiilisarjalla T'. Tassa aérellisella tiilisarjalla 7' tar-
koitetaan aarellistd joukkoa paloja, joista jokaista voi kdyttdd niin monta kertaa
kuin halutaan. Tiilitykselld ¢ puolestaan tarkoitetaan tapahtumaa, jossa tiilisarjan
T paloja sijoitetaan tiettyyn (joko &érelliseen tai ddrettoméén) alueeseen niin, et-
ta alue peittyy kokonaan. Toisin sanoen tiilitysongelmassa tavoitteena on tayttda
annettu alue kiyttden ainoastaan adrellistd madrad erilaisia paloja eli tiilia. Tii-
litysongelma, jossa on tavoitteena peittda aérelliselld tiilisarjalla ddreton alue, on
todistettu ratkaisettomaksi [3, B3]. On siis avoin ongelma, voidaanko &érelliselld tii-
lisarjalla tiilittds ddreton alue. Adrellisille alueille timé ongelma on NP-téydellinen
[26]. Tiilitysongelmasta on olemassa myos erikoistapaus [23] 30], jossa jokaista tiilta
on kiytettdva tasmalleen kerran. Tiilitysongelmasta kiytetdan myos nimed domino-
ongelma (domino problem). Téassé luvussa tarkastellaan erityisesti tiilitysongelman

erikoistapausta, mutta myos esimerkkié yleisesta tiilitysongelmasta.

4.1 Yksinkertainen tiilitysongelma

Tassa aliluvussa esitellddn eras tiilitysongelman erikoistapaus, johon on otettu vai-
kutteita artikkelista [17]. Yksinkertaisessa tiilitysongelmassa pelilauta on peitettava
kolmella palalla, joiden yhteenlaskettu pinta-ala on yhta suuri kuin pelilaudan pinta-

ala. Toisin sanoen tiilid on kolme kappaletta ja jokaista kdytetddn vain kerran. Mer-
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kitdaan kyseisié tiiliad eli paloja indeksilld j. Kuvassa [2| on esitetty pelilauta sinisell&
ja palat punaisella. Yksinkertaisen tiilitysongelman mallinnuksessa tarvitaan binéa-
risid paatosmuuttujia w;;, jotka kertovat, sijoitetaanko pala j pelilaudalle paikkaan
i. Tata varten méaritelladn palojen j paikoille i joukot I; siten, ettd I; = {1,2, 3,4},
I,={1,2,...,10} ja I3 = {1,2,...,12}. Olkoon

1, jos pala j sijoitetaan pelilaudalle paikkaan ¢
xij =
0, muuten,

missd j = 1,2,3 ja i € [;. Kuvissa on havainnollistettu palojen mahdollisia

sijainteja pelilaudalla.

j=1 j=2 j=3

Kuva 2: Yksinkertaisen tiilitysongelman pelilauta seké siihen sijoitettavat palat j =

1,2,3.
X X X X
Kuva 3: Palan j = 1 mahdolliset sijainnit ¢ = 1,2, 3,4 pelilaudalla.

X10,2

Kuva 4: Palan j = 2 mahdolliset sijainnit ¢ = 1,2, ..., 10 pelilaudalla.

Muodostetaan seuraavaksi mallissa tarvittavat rajoitteet. Ensinnédkin on huoleh-

dittava, ettd yhdessé pelilaudan ruudussa on vain yksi pala. Toisin sanoen mitaan



X103 X113 X123

Kuva 5: Palan j = 3 mahdolliset sijainnit ¢ = 1,2, ..., 12 pelilaudalla.

kahta palaa ei saa sijoittaa padllekkidin. Esimerkkina tarkastellaan pelilaudan va-
semman yldkulman ruutua. Kuvista B}p] huomataan, ettd kun muuttujat z11, 212,
Tro, T13, T43 ja T73 saavat arvon yksi, peittyy tarkasteltava pelilaudan ruutu. On
siis huolehdittava, ettd korkeintaan yksi néistd muuttujista saa arvon yksi, joten

muodostetaan rajoite
T + T2 + Tr2 + 13 + a3 + 273 < L

Vastaava rajoite taytyy kirjoittaa myos muille pelilaudan ruuduille ja néin ollen
kyseisid rajoitteita on yhteensa kahdeksan kappaletta.

Tiilitysongelmassa vaaditaan, etté jokainen pelilaudan ruuduista peittyy tédsmaél-
leen yhdella palalla j. Edelld esitellyt rajoitteet takaavat kuitenkin vain sen, etté
jokainen ruutu peittyy korkeintaan yhdelld palalla. On siis mahdollista, etté pelilau-
dan ruutuja jéa "tyhjiaksi", eiké niihin sijoiteta mitddn palaa j. Ongelma kuitenkin

poistuu, kun maksimoidaan kohdefunktiota

j=1 i€l;
Talla nimittain yhdessa edella esiteltyjen rajoitteiden kanssa taataan, ettéd jokainen
pelilaudan ruutu peittyy tdsmaélleen yhdella palalla j, jos ylipadtaan on mahdollista
loytaa koko pelilaudan tayttava tiilitys kiyttéden jokaista palaa tdsmélleen kerran.
Mallissa pitad varmistaa myos, ettd jokaista palaa todellakin kiytetaén tarkalleen

kerran. Taté varten tarvitaan rajoite
Yoy <1, j=1.23,
i€l
joka pitda huolta siitd, etté jokaista palaa kiytetdan enintdén kerran. Yhdessa kohde-

funktion maksimoinnin kanssa rajoite kuitenkin takaa, ettéd jokainen pala sijoitetaan

pelilaudalle tasan kerran, jos tdmé vain on mahdollista.



Keraamélla edella esitetty yhteen voidaan yksinkertainen tiilitysongelma kirjoit-

taa lineaarisena bindérisend optimointitehtavana

3
max E E Xij

ps
Y j=1 i€l

st Y <1, j=1,23

iEl;

T+ T2 + X7 + T3+ T4z + 73 < 1

T11 + To1 + T12 + Tog + Tgo + Tog + Xuz + Ts3 + Ty3 + Tgz + Tipz < 1
T11 + To1 + Lo + T32 + Tgo + Taz + Xsz + Te3 + T3 + Toz + T3 < 1
To1 + T3z + T102 + Tez + Tz + X123 < 1

X31 + Tyo + X720 + T13 + T4z + X103 < 1

T31 + Xg1 + Ta2 + Tso + Tgo + T13 + oz + X5z + 273 + T1o3 + X113 < 1
T31 + Ta1 + Tsa + Tea + T + Tog + T3z + T3 + Tg3 + 113+ T123 < 1
Ta1 + Te2 + T102 + T3z + To3 + T123 < 1

Lij S {O, 1}, ] = 1,2,3, 1€ IJ

Liséksi yksinkertainen tiilitysongelma voidaan mallintaa myos lineaarisena yhtalo-
ryhmaéna. Talloin ylla esitellyn mallin epayhtélét korvataan yhtasuuruuksilla, minké
seurauksena kohdefunktio voidaan poistaa, silld mikd tahansa yhtaloryhman toteut-

tava ratkaisu on yksinkertaisen tiilitysongelman ratkaisu.

=1 j=2

Kuva 6: Yleisen tiilitysongelman pelilauta sekd sen tiilityksessé kiytettavat palat

j=1ljaj=2
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51

X101

Kuva 7: Palan j = 1 mahdolliset sijainnit ¢ = 1,2, ..., 10 pelilaudalla.
X42 X22 X32 X42 X 52 X62

X10,2 X412 X122

X132 X442 X152 X162 X472 X182

X192 X202 X212 X222 X232 X242

Kuva 8: Palan j = 2 mahdolliset sijainnit ¢ = 1,2, ..., 24 pelilaudalla.

4.2 Yleinen tiilitysongelma

Téassé aliluvussa tarkastellaan yleisté tiilitysongelmaa [24], jossa jokaista tiilisarjan
T tiilta saa kiayttad miten monta kertaa tahansa. Erityisesti esitetdan malli kuvassa
[6] olevalle tiilitysongelmalle, jossa 3 x 4-kokoinen pelilauta on tiilitettava kahta eri-
laista tiilta kiayttden. Muodostetaan malli kdyttden vastaavia merkintoja kuin edella
esitellyssé yksinkertaisessa tiilitysongelmassa. Télloin palojen 57 = 1,2 paikkoja
esittavat joukot [; = {1,2,...,10} ja I, = {1,2,...,24}. Liséksi binddrinen pa&tos-
muuttuja x;; kertoo, sijoitetaanko pala j pelilaudalle sijaintiin 7. Palojen mahdollisia
sijainteja on havainnollistettu kuvissa [7] ja

Yleisen tiilitysongelman malliksi saadaan lineaarinen bindérinen optimointiteh-
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tava

2
max E E T4

j=1 i€l;
s.t. xn+ T+ T2+ T2+ T332 <1

T11 + To1 + Tg1 + Tog + Tro + Tgo + Tiz2 + Tiao + Tigo < 1
T11 + To1 + To1 + Tzg + Tga + Toa + Tia2 + Tis2 + Too2 < 1
To1 + X101 + To2 + Tis2 + To10 < 1
T31 + X7 + T12 + Tag + Tr2 + Tip2 + Tie2 + Tig2 < 1
T31 + Tq1 + Tg1 + T2 + Too + Tso + Tgo + T102 + T11,2+

Ti32 + Tie2 + Ti72 + Tig92 + Tapo + Ta22 < 1
T31 + Tg1 + To1 + Tz + T32 + Te2 + To2 + T112 + T122+

T142 + Ti72 + T1g2 + Too2 + To12 + Ta3 o < 1
Ta1 + Tro1 + T32 + Ti2 + Tis2 + T1go + Tor12 + Togo < 1
Ts1 + T71 + Tag + Tip2 + Too <1
Ts1 + Te1 + Tg1r + Tag + Tso + T112 + Tig2 + Tooo + T30 < 1
Ts1 + Te1 + To1 + Tsz + Tea + T122 + Ti72 + Toz o + Toap < 1
Te1 + T101 + Te2 + Tigo + Toao < 1

xij < {O, 1}, j = 1,2, 1 € Ij,

missa esimerkiksi ensimmaéinen rajoite varmistaa, ettd pelilaudan vasemman yla-
kulman ruutu peittyy korkeintaan yhdella palalla. Puolestaan kohdefunktion mak-
simointi pitda huolen siitd, ettd kyseinen ruutu peittyy tdsmailleen yhdella palalla.
Yhdesséa kaikki 12 rajoitetta varmistavat, ettd jokainen pelilaudan ruutu peittyy
tasmalleen yhdella tiilella.

Yleisen tiilitysongelman mallista saadaan helposti muokattua malli tiilitysongel-
man erikoistapaukselle, jossa jokaista palaa tulee kiyttaa tdasmélleen kerran. Talloin

tarvitaan rajoitteet
iEIj

Vastaavalla tavalla voidaan muodostaa rajoitteet palojen muillekin kiyttokerroille.
Mikali esimerkiksi paloja 7 = 1,2 halutaan kumpaakin kdyttad kahdesti, voidaan

kirjoittaa rajoitteet

Ti < 2 ja Tio < 2.
)3 )3

i€l i€ls
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4.3 Eternity I

Eternity I on vaikea kombinatorinen tiilitysongelma, jossa tavoitteena on sijoittaa
kaikki annetut 209 palaa pelilaudalle. Liséksi jokaista palaa pitdd kiyttdd tasan
kerran eli kyseessd on yleisen tiilitysongelman erikoistapaus. Palapeli julkaistiin ke-
sdkuussa 1999, ja sen on kehittdnyt Christopher Monckton. Eternity I -palapelin
ratkaisemisesta haastavan tekee se, ettd kaikki 209 palaa ovat monikulmioita, epé-
symmetrisid ja kesken#dn erilaisia. Edes palojen rotatointi ei tee mistdan kahdesta
palasta samanlaista. Muutama pala on esitetty kuvassa [9] Puolestaan pelilauta on
melkein sddnnollinen 12-kulmio ja palat on sijoitettava siten, etta koko lauta peittyy.
Pelilauta on esitetty kuvassa[I0] Monckton kehitti palapelin silld ajatuksella, ettd se
on mahdoton ratkaista edes tietokoneella kokeilemalla. Tésté juontaakin palapelin
nimi Eternity eli vapaasti suomennettuna ikuisuus.

Heti Eternity I -palapelin ilmestyttya vuonna 1999 se sai osakseen paljon huomio-
ta, silld pelin ensimmaisena oikein ratkaisseelle luvattiin miljoonan punnan palkkio.
Lokakuussa vuonna 2000 palapelille esitettiinkin kaksi eri ratkaisua. Ensimmaéisen
16ysivit Cambridgen matemaatikot Alex Selby sekéd Oliver Riordan ja toisen shakin
pelaaja Guenter Stertenbrink. Néisté ratkaisuista kumpikaan ei kuitenkaan vastan-
nut Moncktonin julkistamatonta ratkaisua, jolle muutaman palan sijainti oli annettu
vihjeend. Mainittujen ratkaisujen jalkeen uusia ratkaisuja ei ole 16ydetty, eikéd edel-

leenkéén siis sellaista ratkaisua, joka siséltéisi vihjepalat oikeilla paikoilla.

A\

L

<7 =

Kuva 9: Kuusi kappaletta Eternity I -palapelin paloja. Kuva on otettu artikkelista

|6].

Tarkastellaan seuraavaksi lahemmin sitd, miten Eternity I -palapeli voidaan mal-
lintaa matemaattisella optimoinnilla. Esiteltava malli ja siind kaytettavat merkinnat
pohjautuvat artikkeliin [6]. Palapelin tavoitteena on siis tayttdd alue R (pelilauta)

kiyttamalld T = 209 kappaletta keskenaén erilaisia paloja. Naitd paloja merkitaan
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Kuva 10: Eternity I -palapelin pelilauta. Kuva on otettu artikkelista [6].

., T'. Jokainen pala 7 koostuu 12 samankokoi-

1,2,..

jatkossa indeksilla 2, missé ¢

joiden kulmat ovat 30°, 60° ja 90° (polydrafter).

Toisaalta jokainen pala ¢ koostuu 36 pelilaudan pienesta kolmiosta, joiden kokonais-

b

sesta suorakulmaisesta kolmiosta

méaarad merkitdan jatkossa parametrilla e. Taméa parametri on kiinnitettéva ennen

ongelman ratkaisemista. Saadaan yhtéalo e = 367, silld jokainen pelilaudan pieni kol-

mio pitad peittyd yhdelld paloista. Eternity I -palapelissa e = 7524, koska T" = 209.

*

Kaikki pelilaudan R pienet kolmiot voidaankin numeroida kiyttiden lukuja 1,2, ..

., €.

ja naitd kolmioita merkitdan jatkossa indeksilla &k eli £ =1,2,..

On hyvé tiedostaa, ettd palan sijoittaminen pelilaudalle R ei ole yksinkertainen

tehtéva. Nimittdin palaa ¢ voidaan kiertdéd eri asentoihin ja palalla on s; erilais-

ta mahdollista rotaatiota. Rotaatioita merkitdén jatkossa indeksilld j. Lisdksi ro-

taatiossa j olevalla palalla ¢ on w;; erilaista mahdollista sijaintia z. Maaritelladn

binddrivektorin v¥* komponentit

Y

jos pelilaudan kolmio k peittyy palalla 7, joka on rotaatiossa j

ja sijainnissa z

muuten

L,
0,

., e. Vektorin

-, Wi Jak: 1,2,..

LT, 5 =1,2,...

missa ¢ = 1,2,..
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v% pituus on e. Seuraavaksi havainnollistetaan vektoria v%* kuvan [11] tilanteessa.
Oletetaan, ettd kuvan pala on nimenomaan pala 1, jolloin ¢ = 1. Liséksi tapauksessa
a) oletetaan, ettd kyseessd on rotaatio j = 1 ja sijainti z = 1. Néin ollen v}!! = 1,
kun k € {4,5,6,7,8,9}. Oletetaan sitten, ettd kuvan [11| tapauksessa b) on rotaatio

j =2 ja sijainti z = 1. Télldin 012" = 1, kun k € {6, 11,20, 21, 22, 23}.

12|31 12 | 31
10 23 10 23
11 22 11 22
6 21 6 21
9|8 v 2 19 | 18 9|8 v =t 19 | 18
1 4 > |RE 14 17 1 4 3| 14 17
2 3 15 16 2 3 15 16
a) Yksi mahdollinen b) Toinen mahdollinen
rotaatio palalle T4 rotaatio palalle T+

Kuva 11: Esimerkki Eternity I -palapelin palan rotatoitumisesta. Pala on merkitty
punaisella. Luonnollisilla luvuilla on puolestaan numeroitu pienet pelilaudan kol-
miot. Lisdksi téssd on kuvattu vain osa koko pelilaudasta, joten mukana on vain osa

numeroista (puuttuu esimerkiksi 24-30). Kuva on otettu artikkelista [6].

Olkoon I; joukko palan ¢ binddrivektoreita v%#. Joukkoon kuuluvat kaikki mah-

dolliset palan ¢ rotaatiot j ja sijainnit z pelilaudalla R. Nain ollen

L={v"|j=1,2,...,8, 2=1,2,...,w}, missi i =1,2,...,T.

Binéirivektorien v¥* kokonaisméird n summaa puolestaan yhteen kaikkien palojen

i bindarivektorit. Siis n = Z;TFZI ;o wij. Erityisesti ennen tiilitysongelman rajoit-
teiden esittamista taytyy muodostaa kaikki mahdolliset binadérivektorit ©*# eli toisin
sanoen jokaisen palan i joukko [;. Tata varten taytyy ensin maééritella jokaiselle pa-
lalle ¢ kaikki mahdolliset rotaatiot ja sijainnit. Tdmén jéalkeen voidaan muodostaa
bindirivektorit v/

Tehtdvan mallinnuksessa tarvitaan lisdksi binddrisia paatosmuuttujia x;;,, jotka

kertovat, sijoitetaanko pala ¢ pelilaudalle rotaatiossa j sijaintiin z. Olkoon siis

1, jos pala 7 sijoitetaan pelilaudalle rotaatiossa j sijaintiin z
Lijz =
0, muuten,
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missa i =1,2,...,T, j=1,2,...,8; jaz=1,2,...,w,;;. Tiilitysongelman rajoitteet

voidaankin nyt kirjoittaa yhtaloryhméana

t s;  Wij

E E E [L’ijz’UZJZ =1

i=1 j=1 z2=1

§;  Wij

E E [Eijzzl, 221,2,...,T
7j=1 z=1

xijZG{O,l}, i:1,2,...,T, j:1727---78i; z:1,2,...,wij.

Y1l& vektorin 1 pituus on e ja jokainen sen komponenteista on ykkonen. Ensimmai-
nen tiilitysongelman rajoite vaatii, ettd jokainen pelilaudan R pieni kolmio peittyy
tasmélleen yhdelld palalla. Toinen rajoite puolestaan takaa sen, ettd jokainen pala
1 rotatoidaan ja sijoitetaan pelilaudalle tarkalleen kerran. Optimointitehtévissa on
aina vield liséiksi mukana kohdefunktio, mutta nyt se voi olla miké tahansa, esimer-
kiksi vakiofunktio, silld jokainen rajoitteet toteuttava sallittu ratkaisu on tehtévan
ratkaisu. Ei siis ole vélida minimoidaanko vai maksimoidaanko vapaasti valittavaa
kohdefunktiota. Esitelty malli on lineaarinen binddrinen optimointitehtava eli ky-
seessd on BLP-tehtava.

Eternity I -palapelid ratkaistaessa on ylla esitellyssd mallissa 7733 rajoitetta
seki 1 372 296 muuttujaa. Lisdksi ldhteessd [6] on todettu, ettd kolmen kuukau-
den laskemisenkaan jélkeen CPLEX-ratkaisija ei onnistunut loytdmaan Eternity I
-palapelille sallittua ratkaisua. Kyseisen palapelin ratkaisseet Selby ja Riordan 16y-
siviit oman ratkaisunsa takautuvalla hakumenetelmélla (backtracking method). Ky-
seessd on rekursiivinen hakualgoritmi, joka kiy lapi kaikki optimointitehtédvaan so-
pivat ratkaisut yksitellen. Takautuva hakumenetelméa on siis erdénlainen brute force
-menetelma. Hakupuun jokaisessa solmussa takautuva hakumenetelmé poistaa sel-
laiset ratkaisuehdokkaat, joita ei varmuudella pystytd tdydentdméan tehtdvan sal-
lituksi ratkaisuksi. T&ll6in hakumenetelméa etenee rekursiivisesti tarkistamaan vain
sellaisia ratkaisuja, jotka ylipdataan ovat sallittuja. Selby ja Riordan kayttivat myos
tilastollisia tekniikoita muodoltaan kaikkein haastavimpien palojen tunnistamiseksi,
jotta kyseiset palat voitiin sijoittaa pelilaudalle aikaisessa vaiheessa. Kaytetty rat-
kaisumenetelma suunniteltiin nimenomaan Eternity I -palapelia varten, eiké se néin

ollen sovellu muihin vaikeisiin tiilitysongelmiin.

5 Reunasovitusongelmat

Reunasovitusongelmat (edge-matching problems) [11], 25] ovat palapelejé, jossa ta-

voitteena on sijoittaa annetut palat pelilaudalle siten, ettd vierekkaisten palojen

16



vastakkaiset reunat sopivat yhteen. Téalla tarkoitetaan sité, ettd esimerkiksi aina sa-
man vériset reunat ovat vastakkain. On olemassa my0s reunasovitusongelmia, joissa
reunojen on muodostettava esimerkiksi tietty kuvio. Reunasovitusongelmien palat
ovat kaikki saman muotoisia. Usein palat ovat neli6itd. Haastavia reunasovituson-
gelmista tekee se, ettd yksi pala voi sopia moneen paikkaan pelilaudalla. Kuiten-
kin vaikka kaksi palaa sopisivat vierekkiin, ei se takaa niiden olevan lopullisessa
ratkaisussa vierekkéin. Jatkossa tarkastellaan sellaisia reunasovitusongelmia, joissa

vierekkéisten palojen vastakkaisten reunojen on oltava samanvériset.

5.1 Eternity II

Eternity II on reunasovitusongelma, jossa tavoitteena on sijoittaa 256 nelionmuo-
toista palaa 16 x 16-kokoiselle pelilaudalle siten, ettd vierekkdisten palojen reunat
sopivat yhteen. Palapelissd on 22 eri kuvion ja vérin kombinaatiota eli niin sano-
tusti véria, sekd pelilaudan reunojen harmaa vari. Eternity IT on julkaistu 28.7.2007
ja sen on kehittdnyt, kuten Eternity I -palapelinkin, Christopher Monckton. Pa-
lapeli on muodostettu siten, ettd sitd on ldhes mahdotonta ratkaista algoritmilla,
joka kiy kaikki palojen mahdolliset kombinaatiot 1dpi. Toisin sanoen kyseessd on
NP-taydellinen ongelma. Lisaksi Eternity II -palapelin ratkaisemisesta on jarjestet-
ty kilpailu, jossa palapelin ensimmaéisené ratkaisseelle luvattiin kahden miljoonan
dollarin palkintosumma. Kilpailu paattyi 31.12.2010 ilman voittajaa. Tamankaén
jalkeen kukaan ei ole onnistunut ratkaisemaan palapelid kokonaan. Moncktonkaan
ei ole julkistanut omaa ratkaisuaan, joten Eternity II pysyy edelleen avoimena on-
gelmana. Kuva [12] havainnollistaa Eternity II -palapelia.

Palapelissé on siis kaikkiaan 256 nelionmuotoista palaa, ja jokaisessa palassa on
nelja kolmiota siten, ettd jokaisessa palan reunassa on yksi viri. Reuna- ja kulma-
palat on merkitty harmailla kolmioilla ja harmaiden reunojen on oltava pelilaudan
ulkoreunassa. Kulmapaloja on nelji ja reunapaloja 56 kappaletta, jolloin muita pa-
loja (mikéin sivu ei ole harmaa) on 142 = 196 kappaletta. Lisiiksi jokaisessa palassa
on uniikki varien jérjestys. Toisin sanoen mitkdan palat eivit edes rotatoituna ole
samanlaiset. Nain ollen on olemassa yhteensa 256-4 = 1024 mahdollisuutta yksittai-
sen ruudun tayttamiseen. Téssé kerroin nelja merkitsee neljaé eri mahdollista palan
asentoa eli rotaatiota. Eternity II siséltdd myos yhden valmiiksi sijoitetun palan.
Kyseinen pala sijaitsee laudan keskiosassa ja se on sijoitettava annettuun kohtaan
annetussa rotaatiossa.

Tarkastellaan seuraavaksi n x n-kokoista Eternity II -palapelid, ja mallinnetaan
kyseinen ongelma optimointitehtévané. Erityisesti esitellddn kaksi vaihtoehtoista

mallinnustapaa. Molemmissa malleissa kiaytetdan samoja merkintoja indeksien osal-
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Kuva 12: Keskenerdinen Eternity II -palapeli.

ta, jotta mallien vertailu olisi mahdollisimman helppoa. Kayddan seuraavaksi lapi
kyseiset indeksit sekd muut kiytettdavat merkinnédt. Téamaéan jalkeen esitelldén kaksi
optimointimallia Eternity IT -palapelille.

Aluksi jokainen pala pitdd numeroida. Olkoon palojen joukko K =
{1,2,3,...,n? — 1,n?}, jolloin yksittdinen pala k € K. Tiytyy myos paittid, mit-
ki palojen rotaatiot ovat niin kutsuttuja "perusasentoja'". Palojen ollessa perusa-
sennoissa numeroidaan reunat parametrilla [ = 1,2,3,4. Jatkossa [ = 1 on palan
vasemmanpuoleinen reuna, [ = 2 yldreuna, [ = 3 oikeanpuoleinen reuna ja [ = 4
alareuna. On huomattava, ettd vaikka palaa rotatoidaan, on edelleen esimerkiksi
palan vasemmanpuoleisen reunan numerona 1. Palojen rotatointi ei siis vaikuta reu-
nojen numeroihin, vaan ainoastaan siihen, mika vari tulee olemaan palan milldkin
sivulla. Merkitédén paloissa esiintyvid vireja joukon P = {1,2,3, ..., et alkioilla,
MiSSA P ON varien lukumééra. Lisiksi joukko Py = P U {0} koostuu esitellyista
vareista ja harmaasta reunasta eli varistd 0. Puolestaan pelilaudan riveja merkitdan
indeksilla ¢ ja sarakkeita indeksilld j. Koska nyt tarkastelussa on n x n-kokoinen
Eternity II, niin « = 1,2,...,n ja j = 1,2,...,n. Pelilaudan rivin ¢ ja sarakkeen
j ruudulle kiytetdén jatkossa merkintééd (i, 7). Lisdksi jatkoa varten mééritelladan
joukot S, ={1,2,...,n}jaS,1 ={1,2,...,n—1}.
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Tarkastellaan esimerkkind merkintoja kuvan 2 x 2-kokoisessa Eternity II -
palapelissd, jossa on reunan harmaan lisdksi neljd véarid. Palojen numerot ovat
k=1,2,3,4 jane vastaavat kuvana)—kohdan palojen numeroita. Samassa kuvassa
on esitetty palojen perusasennot sekéd reunojen numerointi parametrilla [ = 1,2, 3, 4.
Puolestaan palojen reunojen véreja voidaan merkitéd esimerkiksi seuraavasti: 0 (har-
maa eli reuna), 1 (valkoinen), 2 (musta), 3 (pinkki), 4 (liila). Liséksi 2 x 2-kokoisessa

Eternity II -palapelissd ¢t = 1,2 ja 7 =1, 2.

2 2
13 1.A3
4 4
2 2
13 13
4 4

a) Palat b) Mahdolliset valmiit palapelit

Kuva 13: Neljan palan Eternity II -palapeli.

5.1.1 Mallinnustapa 1

Ensimmaisen mallin esitystapa pohjautuu artikkeliin [34]. Téassa indeksilla m =
0,1,2,3 merkitddn palan rotatoitumista. Arvo m = 0 merkitsee sitd, ettd pala on
perusasennossa, eiké sitéd ole kierretty ollenkaan. Puolestaan arvo m = 1 tarkoittaa
sitd, ettd palaa on kierretty 1 -90° kellon suuntaan. Nain ollen m = 2 vastaa 180
asteen kiertoa ja m = 3 puolestaan 270 asteen kiertoa kellon suuntaan. Liséksi
indeksilla p € Py merkitdan edelld numeroituja vareja.
Mallia varten tarvitaan parametrit
1, jos palan k rotaatiolla m reunan [ vari on p

Clkmp =
0, muuten,

missial =1,2,3,4, k€ K,m=0,1,2,3jap € F,. Lisdksi tarvitaan paatosmuuttujat

1, jos pala k on ruudussa (7, j) rotaatiolla m

Tlijm =
0, muuten,

19



missi k€ K, 1€ 5,,j € S,jam=0,1,2,3,

, 1, jos ruudun (i, ) oikea reuna ei sovi
ij =

0, muuten,
missd ¢ € .S, ja ) € S,_1 sekd

1, jos ruudun (i,7) alareuna ei sovi
Uij =
0, muuten,
missd ¢ € S,_1 ja 7 € S,. Tarkastellaan seuraavaksi lahemmin mallissa tarvittavaa
kohdefunktiota seké rajoitteita.

Minimoitava kohdefunktio on muotoa

D2 hut D X v

i€Sn j€Sn—1 i€Sn_1 jESn
Ensimmaisessd summassa kiydaan lapi kaikki paitsi pelilaudan viimeisen sarakkeen
ruudut ja néin ollen nyt minimoidaan niiden ruutujen méaraé, joiden oikea reuna
(I = 3) ei ole sopiva viereisen ruudun vasemman reunan kanssa. Jalkimméaisessa sum-
massa kiaydadn lapi kaikki paitsi pelilaudan viimeisen rivin ruudut ja tésté syysta
minimoidaan niiden ruutujen méaéraé, joiden alareuna (I = 4) ei ole sopiva alapuolel-
la olevan ruudun ylareunan kanssa. Kaiken kaikkiaan kohdefunktion minimoinnilla
tavoitellaan tilannetta, jossa mahdollisimman vahén palojen reunoja rikkoo vérien
muodostaman kuvion. Ideaalitilanteessa kohdefunktion arvo on nolla, silla talloin
palapeli on ratkaistu.

Esitellaan seuraavaksi tarvittavat rajoitteet. Rajoite

3
Zzzxkijm::l’ kEK

i€Sn jES, m=0

pitda huolen siitd, ettd jokainen pala sijoitetaan tédsmélleen yhteen ruutuun tés-
mélleen yhdessé rotaatiossa. Summa kiy ensinnékin 1api kaikki paikat ja rotaatiot
palalle k. Koska rajoitteen oikean puolen arvon on oltava tasan yksi, on summat-
tavista binddrimuuttujista myos tarkalleen yhden oltava yksi. Siis pala k esiintyy

tasan yhdessa ruudussa (i, 7) ja yhdessé rotaatiossa m, kuten halutaankin. Rajoite

puolestaan vaatii, ettd tdsmaélleen yksi pala yhdesséa rotaatiossa sijoitetaan ruutuun

(7,7). Vasemman puolen summa kiy ldpi kaikki palat ja kaikki palojen rotaatiot
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ja varmistaa, ettd tiettyyn ruutuun (i,j) valitaan tdsmélleen yksi pala yhdessé ro-
taatiossa. Namé kaksi esiteltya rajoitetta saattavat vaikuttaa vaativan samaa asiaa.
Kuitenkin niiden ero on seuraava. Ensimmaéinen rajoite vaatii, ettd jokainen pala
sijoitetaan yhteen ruutuun. Toinen rajoite vaatii, ettd jokaisessa ruudussa on tés-
mélleen yksi pala. Erona on siis se, ettd ensimmaéinen rajoite ei estd useamman palan
sijoitusta samaan paikkaan. Jalkimmaéainen rajoite ei puolestaan esté sijoittamasta
yhta tiettyd palaa useaan eri ruutuun.

Seuraavaksi tarvitaan rajoitteet, jotka varmistavat sen, ettd paatosmuuttuja hy;
saa arvon 1, jos ruuduissa (i, j) ja (i, 7 + 1) olevien palojen vastakkaiset reunat eivét

ole yhteensopivat. Rajoitteet

3 3
Z Z CSk’mpxk:ijm - Z Z clkmpxki,jJrl,m S hfija 1€ Sn7 ] S Snfb p € P

ke K m=0 ke K m=0

3 3
- Z Z C3kmp$kijm + Z Z Clkmpxki,jJrl,m S hij7 (RS S?’n ] € Snfh p epP
keK m=0 keK m=0
takaavat tamén. Téssd siis tarkastellaan ruudussa (i, j) olevan palan reunaa 3 (oi-
kea reuna) ja ruudussa (i,7 + 1) olevan palan reunaa 1 (vasen reuna). Puolestaan

rajoitteet

3

3
Z Z CakmpLkijm — Z Z CokmpLk,i+1,jm S Vij, (RS Sn—la ] € Sn7 JUES P

ke K m=0 ke K m=0

3 3

- Z Z CakmpThijm + Z Z CokmpTh,i+1,jm < Vij, 1€ Sp-1, J € S, pEP

keK m=0 ke K m=0

takaavat sen, ettd padtésmuuttuja v;; saa arvon 1 silloin, kun ruuduissa (4, j) ja
(141, j) olevien palojen vastakkaiset reunat eivéit ole yhteensopivat. Ruudussa (i, j)
olevalle palalle tdmé tarkoittaa reunaa 4 (alareuna) ja ruudussa (i + 1,7) olevalle
palalle reunaa 2 (yldreuna).

Lopuksi tarvitaan vield rajoitteet, jotka takaavat sen, ettd palojen harmaat reu-

nat (p = 0) ovat pelilaudan reunoilla. Téllaiset rajoitteet ovat

3
Z Z Cokm0Tkijm = 1,  J € Sy

ke K m=0
3
§ E Cakm0Lknjm = ]-7 j € Sﬂ
ke K m=0
3
E E Clkm0Tkilm = 1, 1 € Sy
ke K m=0
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ja

3
Z Z C3km0L kinm = 1; (NS Sn

ke K m=0

Ensimmaéinen rajoite vaatii, ettd pelilaudan ylimmaélla rivilla olevien palojen yla-
reunan (I = 2) on oltava harmaa. Toinen rajoite puolestaan vaatii, ettd pelilaudan
alarivilla olevien palojen alareunan (I = 4) on oltava harmaa. Kolmannessa ra-
joitteessa tarkistetaan vasemmanpuoleisimman sarakkeen palojen vasemmat reunat
(I = 1) ja neljdnnessa rajoitteessa oikeanpuoleisimman sarakkeen palojen oikeat reu-
nat (I = 3). Néin ollen rajoitteet yhdessi tarkistavat sen, ettd palapelin ulkoreunat
ovat harmaat.

Kun yhdistetdaan kohdefunktio ja kaikki esitellyt rajoitteet, saadaan lineaarinen
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binddrinen optimointitehtava

min
Thijm Pij,Vij

s. t.

D 2 hut 3D v

1€Sn JESH—1 1€Sn_1 JESK

3
ZZZQJM]‘m:L ke K

1€Sy jJESR m=0

3
S kim =1, i€, jES, (2)

ke K m=0

3 3
Z Z CBkmpxkijm - Z Z Clkmpxki,jJrl,m S hij; 1€ Sn7 j € Snflv pE P

ke K m=0 ke K m=0

3 3
- Z Z C3kmpLkijm + Z Z ClkmpTki,j+1,m S hij7 (XS STL? j S Sn—la JRS P

ke K m=0 ke K m=0

3 3
Z Z CakmpThijm — Z Z CokmpTh,it1,jm < Vij, € Sy_1, J € Sp, pEP

ke K m=0 ke K m=0

3 3
- Z Z CakmpThijm + Z Z CokmpTh,it1jm < Vij, 1€ Sp_1, ] € S, pE P

ke K m=0 ke K m=0

3
Z Z Cokm0Lk1jm = 17 .] € Sn

ke K m=0

3
Z Z Cakm0Lkngm = 17 .] € Sn

ke K m=0

3
Z Z Clkm0Tkilm = 17 (XS Sn

ke K m=0

3
Z Z C3km0Lkinm = 17 (NS Sn

ke K m=0

Trijm €{0,1}, ke K, i€ S,, je€ S5, m=0,1,2,3
hij €{0,1}, i€ S,, j€ Sh

vi; €{0,1}, i€ S,1, j € Sy

5.1.2 Mallinnustapa 2

Seuraavaksi esitelladn toinen malli. Sen merkinnét ja esitystapa pohjautuvat monis-

teeseen [13]. Olkoot mallissa tarvittavat parametrit

cr; = palan k reunan [ viri perusasennossa,
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missd k € K jal=1,2,3,4. Téssé ¢ € Fp eli varit on numeroitu edelld kerrotulla

tavalla. Lisédksi tarvittavat paatosmuuttujat ovat

1, jos pala k on ruudussa (i, j)
Lijle =
0, muuten,

1, jos palaa k on kierretty kellon suuntaan m - 90°

Ykm =
0, jos pala k on perusasennossa,

Tkt € [0, Pmaz), palan k reunan [ véri, kun pala on paikallaan,
missd i € S, j € Sp, k€ K, m =1,2,3 jal = 1,2,3,4. Kuva [[4] havainnollistaa

paatosmuuttujaa yg,, tilanteessa, jossa k = 3 ja m = 2. Erityisesti siis valinnalla
ys2 = 1 palaa 3 kierretdaén 2 - 90° = 180°.

2 2
| | E> | |
4 4
Perusasento Y32=1

Kuva 14: Eternity II -palapelin palan rotatoituminen.

Kuten edelld on jo todettu, tavoitteena on sijoittaa kaikki palapelin palat pai-

kalleen. Taméa saavutetaan maksimoimalla kohdefunktiota
)IDIP P
1€ESy JESK k€K

joka kertoo pelialustaan asetettujen palojen lukumaaran.

Tarkastellaan seuraavaksi optimointitehtavéssa tarvittavia rajoitteita. Rajoite

Y D wwsl kekK (3)

1€Sn JESK

takaa sen, ettd pala k on korkeintaan yhdessd ruudussa (i, j). Lisdksi rajoite

injksla i € Sp, J €Sy

keK
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pitdéd huolen siitd, ettd ruutuun (7, j) sijoitetaan korkeintaan yksi pala. On hyvé
huomata, ettd kummassakin rajoitteessa esintyva summa voi olla arvoltaan nolla tai
yksi. Kuitenkin kohdefunktion maksimointi takaa, ettd molempien summien arvo on
vksi, jos palapelille on ratkaisu olemassa. Télloin siis jokainen pala k on tasmélleen
yhdessé ruudussa. Samoin jokaiseen ruutuun (i, j) sijoitetaan tdsmélleen yksi pala.

Jokainen pala k voi luonnollisesti olla vain yhdessé rotaatiossa. Taméan takaa

rajoite
Yl F Y2 + U3 <1, ke K.

Jos siis kaikki muuttujat yg,,, ovat nollia, on pala k perusasennossa. Lisédksi reuna-
palojen on sijoituttava pelilaudan reunoille siten, ettd palojen harmaat reunat ovat

laudan ulkoreunalla. Nama ehdot toteutuvat rajoitteilla

T < M 1—Z$i1k>, ke K

1ES)

TR < M 1—Z$1jk), kek (4)

JESn

Tz < M 1—Z(ﬂmk>, ke K

1€Sh

Tha < M 1—anjk>, keK,
JESn

kun M > 0 on riittdvan suuri vakio. Voidaan valita esimerkiksi M = p,,.., joka
on pienin sallittu luku tehtéavélle, jossa suurin virin arvo on p,... € Py. Esitellyissa
neljassa rajoitteessa kiydéaan kussakin 1api yksi tilanteista, jossa pala k on sijoitettu
jollekin pelilaudan reunoista, jotta voidaan taata oikean sivun palasta olevan har-
maa. Tarkastellaan esimerkkiné viimeista rajoitetta tilanteessa k = 1. Jos kyseinen
pala sijoitetaan ruutuun (n,1), niin z,;; = 1 ja z,;; = 0, kaikilla j € S, \ {1}.
Télloin rajoite saa muodon ry4 < 0, jolloin palan 1 alareunan (reuna [ = 4) vérin
on oltava harmaa (véri 0). Vastaavasti minké tahansa pelilaudan alareunassa olevan
palan alareuna on harmaa, kuten kuuluukin. Mikéli pala 1 sijoitettaisiin esimerkiksi
ruutuun (1,1), saisi viimeinen rajoite muodon 4 < M. Télléin rajoite toteutuisi
aina, eiki siis palan 1 alareunan (reuna [ = 4) virid madraa kyseinen rajoite. Kaiken
kaikkiaan nadma rajoitteet méaraavat ainoastaan palapelin ulkoreunat harmaiksi.

Jotta rotatoituneen palan k reunojen vérit saadaan méiritettyd, tarvitaan ra-
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joitteet

Tr1 = Cr1(l — Yk — Yr2 — Yk3) + Ckalr1 + Ck3¥k2 + CroVrs, k€ K

(
The = Cra(l — Yr1 — Yn2 — Yk
Tk3 = (1 — Ykt — Y2 — Yk3) + CkaYk1 + Cralk2 + Crals, k€ K
(

)

3) T Ch1Yk1 + Cral2 + CraUrs, k€ K
)
)

Tha = Cra(l — Yk1 — Yk2 — Yk3) + Cka¥k1 + ChaYk2 + Crilrs, k € K.

Tarkastellaan esimerkkina kuvan a)-kohdan palaa 1 eli tilannetta & = 1. Nyt
c11 =0, c19 =0, ¢13 = 1 ja ¢4 = 2 sekéd oletetaan, ettd palaa 1 kierretdéan 90°.

Talloin y11 = 1, y12 = 0 ja y13 = 0. Ensimméinen rajoite saadaan nyt muotoon

r11 = c11(1 — y11 — y12 — yi3) + c1a¥a1 + cisyi2 + ciabas
—0-(1-1-0-0)+2-1+1-04+0-0=2,

joten 90 astetta rotatoidun palan 1 vasemmanpuoleisen reunan (reuna [ = 1) véri
on musta.
Lopuksi tarvitaan vield rajoitteet, jotka takaavat sen, etté vierekkiisten palojen

vastakkain olevat reunat ovat samanvériset. Rajoitteet

’rk?) - 7atl’ <M|1- Z Z TijkTij+1,t | > k,t € K, k #t (5)
1€Sn JESh—1

’rk4 - Tt2’ < M|1-— Z Z TijkTit1,4t | » k,t € K, k 7é t (6)
1€Sp_1 JESK

varmistavat tdméan, kun M > 0 on riittdvan suuri vakio. Koska nyt suurin vérin
arvo on Pp,qe, on oltava M > p,.... Rajoitteessa tarkastellaan vaakasuunnassa
vastakkain olevia reunoja. Rajoite @ puolestaan késittelee pystysuunnassa vastak-
kain olevia reunoja. Néissa rajoitteissa oikealla puolella kaarisulkujen siséillé olevat
lausekkeet saavat aina arvoikseen 0 tai 1. Kaarisulkulausekkeen arvo 0 tarkoittaa
sita, ettd palat k ja t sijaitsevat vierekkdin. Puolestaan kaarisulkulausekkeen arvo 1
tarkoittaa sité, ettd palat k ja t eivat sijaitse vierekkain. Jos kiinnitetyilld arvoilla &
ja t rajoitteen kaarisulkujen lauseke saa arvon 0, saa rajoitteen @ kaarisulkujen
lauseke arvon 1. Vastaavasti jos kiinnitetyilla arvoilla k ja ¢ rajoitteen @ kaarisulku-
jen lauseke saa arvon 0, saa rajoitteen kaarisulkujen lauseke arvon 1. Erityisesti
naiden kahden rajoitteen kaarisulkujen lausekkeet eivit koskaan saa samanaikaisesti
arvoa 0. Nimittdin kahdella palalla ei voi samanaikaisesti olla vastakkaisia reunoja
sekd pysty- ettd vaakasuunnassa. Kuitenkin rajoitteiden ja @ kaarisulkulausek-
keet voivat saada samaan aikaan arvon 1. Talloin paloilla k ja t ei ole yhtdan yhteista

reunaa eli ne eivit sijaitse vierekkéin.
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Edelld on nahty, ettd epayhtalon tai (@ oikean puolen kaarisulkulausekkeen
arvo on 0, jos palat k ja t ovat vierekkiin. T&lloin kyseisen epayhtélon koko oikean
puolen arvoksi tulee 0. T&ll6in my6s epayhtalon vasen puoli on pakotettu saamaan
saman arvon, miké tarkoittaa sitéd, ettd palojen k ja t vastakkaisten reunojen on ol-
tava samanvariset. Toisaalta jos epéayhtéalon oikean puolen kaarisulkujen lauseke saa
arvon 1, on kyseisen epayhtélon oikean puolen arvo M. Nain ollen, jos M on riitta-
van suuri luku, niin tdmén rajoitteen toteuttavat kaikki mahdolliset varit palojen k
ja t vastakkaisille reunoille. Kyseinen rajoite on siis paloille £ ja ¢ niin kutsuttu turha
rajoite, koska palat eivit todellisuudessa ole sivu- ja/tai pystysuunnassa vierekkiin.

Nyt kaikki Eternity II -palapelin mallintamiseen tarvittavat rajoitteet on esitel-
ty. Kaikki muut rajoitteet ovat lineaarisia seka sileita eli jatkuvasti differentioituvia,
paitsi rajoitteet (o)) ja @, jotka ovat itseisarvofunktion takia epésileité eli eivét kaik-
kialla jatkuvasti differentioituvia. Tehdadn seuraavaksi néistd kahdesta rajoitejou-

kosta sileitéd. Jokainen rajoite (5)) voidaan kirjottaa kahtena epéyhtdalond muodossa

Ty — T <M [ 1-— Z Z TijrTijrie |, kteK, k#T ja (7)

1€Sn JESn—1

—Tgs +rn <M [ 1— Z Z TijkTije |, Kk tE€K, k#L. (8)

1€Sn JESh—1
Vastaavasti jokainen rajoite @ saadaan muotoon

Tha — T2 < M | 1— Z Zﬁijk%ﬂ,ﬁ , kteK k#t ja (9)

1€Sn_1 JESK

—Tpa 12 <M [ 1— Z Z TijrTivige | Fk,t€ K, k#t. (10)

1€Sn_1 JESK

Kohdefunktio ja kaikki rajoitteet voidaan nyt koota yhteen optimointitehtavak-

si. Lisdksi valitaan M = p,,q., koska ratkaistavana on p,,q. eri virin Eternity II.
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Lopputuloksena saadaan epélineaarinen sekalukuoptimointitehtéava

max
Tijk Ykm Tkl

s. t.

22D v

1€Sn jESK kEK

szijkgl, ke K

1€Sn JESK

injkglu ieSna.jeSn

keK

Yl T U2 T U3 <1, ke K

Tk1 S Pmax 1— Z xilk) ) ke K
T'k2 S Pmaz 11— Z xljk) ; ke K

Tk3 S Pmax 1— Z x’mk) ) ke K (11>

Tka < Pmaz 1— Z xnjk) ) ke K

Tr1 = Cri(1 — Ykt — Yr2 — Yk3) + Ckalri + Ck3¥k2 + Cro¥rs, k€ K

T2 = Cr2(1 — Yr1 — Yr2 — Yk3) + Cu1Yk1 + Ckalr2 + Cra¥rs, k€ K

Trs = Cra(l — Yk — Yk2 — Yk3) + Cha¥k1 + Cr1¥k2 + Cralrs, k€ K

~—~~
~— ~— ~— ~—

Tra = Cra(l — Yr1 — Yr2 — Yk3) + Ck3¥k1 + Cra¥k2 + Cr1¥rs, k€ K

T3 — T < Pmaz 1—2 Z TijkTijrie |, ktE€ K, k#t

1€ESy JESH—1

=13+ 70 < Prmas 1—2 Z TijkTijrie |, ktE€K, k#t

1€ESy JESH—1

Tha — T2 < Pmaz | 1 — Z Zﬂizjkxiﬂ,jt , kteK k#t

1E€ESp_1 JESK

—Tha + T2 < Pnaa | 1 — Z Zﬂizjkﬂfiﬂ,jt , kteK, k#t

1€Sn—1 JESn
zijp € {0,1}, i€ S,, jE€S,, ke K
yem € {0,1}, ke K, m=1,2,3
T € [0, Pmaz), k€K, 1=1,234.

Jotta esitellysta epélineaarisesta sekalukuoptimointitehtavésta saadaan line-
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aarinen, on rajoitteet — linearisoitava luvussa |3| esitetylla tavalla. Nain ollen
kyseisten rajoitteiden jokainen sellaisen termi, jossa on kahden erilaisen bin&éri-

muuttujan tulo pitdé linearisoida. Linearisoituna rajoitteet ja ovat muotoa

ey —ra < M 1—2 Z s;’f;l’t , kteK, k#t ja

1€Sn JESn—1

s tra S M| 1= > s kte K k#£t

1€Sn JESh—1

Taman lisaksi tarvitaan lisdehdot
Séﬁjl’t >14+ (xijk + Tij+1t — 2), 1€ Sn, j € Sn—h k,t S K, k 7é t

i 1 . .
Si;?]:_Lt S é(xmk + xi,j—i—l,t)? (S Sn7 J € Sn—la kat € K7 k 7£ t

st e{0,1}, i€ 8., jE Sun, kit €K, k#L
Vastaavalla tavalla on linearisoitava rajoitteet @D-. Yhteensé esitellyissa neljéassa
epéalineaarisessa rajoitteessa on kiinnitetyille paloille k ja t erilaisia epélineaarisia
termeji 2n(n — 1) = 2n? — 2n kappaletta, joista jokainen on linearisoitava. Liséksi
pitdi vield huomioida se, etté palat k ja t voidaan valita n?(n?—1) = n*—n? tavalla ja
jokaisella valinnalla on 2n? — 2n linearisoitavaa termii. Tésté syysté linearisoidussa
Eternity IT -palapelin mallinnustavan 2 mallissa on (2n? —2n)(n*—n?) = 2(n —n® —

nt+n3) lisimuuttujaa ja 2-2(nf —n’® —n* +n?) = 4(n —n® —n*+n?) lisirajoitetta.

5.1.3 Mallinnustapojen vertailua

Téassé aliluvussa vertaillaan edelld esiteltyjen Eternity II -palapelin mallistapoja 1
ja 2. Erityisesti tarkastellaan mallien vélisia eroja rajoite-, muuttuja- ja paramet-
rimaarissa. Taulukkoon (1| on listattu paatésmuuttujien, parametrien ja rajoitteiden
méaaria erikokoisilla Eternity II -palapeleilld, kun on kiytetty mallinnustavan 1 li-
neaarista mallia . Vastaavat tiedot mallinnustavan 2 epélineaariselle mallille
on listattu taulukkoon [2[ ja mallin linearisoidulle versiolle taulukkoon [3| Taulu-
koiden varit-sarake kertoo, kuinka monta véaria on reunan harmaan lisdksi mukana
tarkastellussa mallissa. Taulukossa [I] on siis padsdantoisesti oletettu, ettd jokainen
palapeli koostuu neljasta varista sekd harmaasta reunasta. Puolestaan taulukoissa
ja |3 annetut tulokset eivat riipu vérien méarasté, ja néin ollen ne ovat voimassa
mille tahansa varimaérille.

Tarkastellaan ensin mallinnustavan 1 tuloksia. Taulukosta [l voidaan huomata

sekd paatosmuuttujien ettd parametrien madran hurja kasvu jo pienilld pelilaudan
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Taulukko 1: Paatosmuuttujien, parametrien ja rajoitteiden maérdat Eternity II -

palapelin koon kasvaessa kiytettdessd mallinnustavan 1 lineaarista mallia .

Koko | Paatosmuuttujat | Parametrit Rajoitteet Varit
2x2 68 320 48 4

4 x4 1048 1280 240 4
10 x 10 40180 8000 1680 4
16 x 16 262 624 20480 4416 4
16 x 16 262 624 94208 21696 22
nxn An* + 2n® — 2n 1602 (Prmaz + 1) | 2021 + 2Pmaz)+ | Pmac

4n(1 — pmaz)

Taulukko 2: Padtosmuuttujien, parametrien ja rajoitteiden madrat Eternity II -

palapelin koon kasvaessa kiytettdessd mallinnustavan 2 epélineaarista mallia (11]).

Koko | Paatosmuuttujat | Parametrit | Rajoitteet | Varit
2x2 44 16 92 Dmag
4 x4 368 64 1136 Dmaz
10 x 10 10700 400 40700 Dmaz
16 x 16 67328 1024 263 936 Dimaz
nxn nt + 7n? 4n? 4nt + 7% | Pras

Taulukko 3: Paatosmuuttujien, parametrien ja rajoitteiden maérat Eternity II -

palapelin koon kasvaessa kiytettdessd mallinnustavan 2 mallin lineaarista ver-

siota.
Koko Paidtosmuuttujat | Parametrit Rajoitteet Varit
2x2 92 16 188 DPmaz
4 x4 6128 64 12656 Dimaz
10 x 10 1792 700 400 3 604 700 Dimaz
16 x 16 31 401 728 1024 62 932 736 DPrmag
nxn 2nb — 2n® — ni4 4n? AnS —4n® +4n3 + ™% | Pras
2n3 + Tn?

koon muutoksilla. Puolestaan rajoitteiden méaran kasvu on melko maltillista. On

hyva huomata, ettd virien maéra ei vaikuta paatosmuuttujien madraan, ainoastaan

parametrien ja rajoitteiden maardaan. Mallinnustavalla 1 alkuperaisessa 22 vérin ja

harmaan reunan Eternity II -palapelissad on 262 624 paatosmuuttujaa, 94208 para-
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metria ja 21696 rajoitetta.

Seuraavaksi tarkastellaan mallinnustavan 2 lineaarisen ja epélineaarisen mallin
tuloksien eroja mallinnustapaan 1. On hyvéd huomata, ettd mallinnustavassa 2 vérien
madra el myoskdan vaikuta paatosmuuttujien madraan. Varien méaré ei vaikuta edes
parametrien tai rajoitteiden médrdaén, kuten mallissa (2)). Taulukosta [2] huomataan,
ettd epalineaarisella mallilla jo pelilaudan kasvu 2 x 2-kokoisesta 4 x 4-kokoiseen
kasvattaa padtosmuuttujien maaran yli kahdeksankertaiseksi. Lineaarisella mallilla
kasvu on yli 66-kertainen ja mallinnustavalla 1 yli 15-kertainen. Havaitaankin, et-
td paatosmuuttujien madra on epélineaarisella mallinnustavalla 2 paljon pienempi
ja lineaarisella mallinnustavalla 2 erittdin paljon suurempi kuin mallinnustavalla 1.
Liséksi on hyvd huomata, ettd pieni osa mallinnustavan 2 muuttujista on jatkuvia.
Tehtavan ratkaisemisen kannalta jatkuvat muuttujat ovatkin binaérisia muuttujia
toivotumpia. Vaikka paatosmuuttujien maaraéa on saatu mallinnustavan 2 epélineaa-
risessa mallissa pienennettyd mallinnustavan 1 malliin ([2) verrattuna (2 x 2-kokoisella
palapelilld pienennys 24 padtésmuuttujaa), niin edelleen paatosmuuttujien maara
nousee nopeasti ja on isommille ongelmille hyvin suuri. Mallinnustavassa 2 (seké
lineaarisessa etté epélineaarisessa mallissa) on saatu pienennettyd myos paramet-
rien maarad mallinnustapaan 1 verrattuna. Esimerkiksi 2 x 2-kokoisella palapelilla
pienennys on 304 parametria. Puolestaan rajoitteita on mallinnustavan 1 mallissa
vahemman kuin mallinnustavan 2 malleissa. Pienimmélla 2 x 2-kokoisella palapelilla
mallinnustavan 1 mallissa on 44 rajoitetta vihemmén kuin mallinnustavan 2 epali-
neaarisessa mallissa ja 140 rajoitetta vihemmén kuin mallinnustavan 2 lineaarisessa
mallissa.

On hyvé havaita, ettéd taulukoiden [1H3| toiseksi viimeiset rivit esittéavit alkuperéis-
td Eternity II -palapelid, ja seuraava tarkastelu on tehty nimenomaan télle Eternity
IT -palapelille. Mallinnustavan 1 mallissa on lahes neljaa kertaa (195 296 kappaletta)
enemman paatosmuuttujia kuin mallinnustavan 2 epélineaarisessa mallissa ja yli 119
kertaa (31 139 104 kappaletta) vihemmén paatosmuuttujia kuin mallinnustavan 2 li-
neaarisessa mallissa. Puolestaan parametreja mallinnustavassa 1 on 92 kertaa (93184
kappaletta) enemmén kuin mallinnustavan 2 malleissa. Kuitenkin mallinnustavan 2
epéalineaarisessa mallissa on rajoitteita yli 12 kertaa (242 240 kappaletta) enemmén
kuin mallinnustavassa 1. Mallinnustavan 2 lineaarisessa mallissa on puolestaan ra-
joitteita yli 2900 kertaa (62 911 040 kappaletta) enemmén kuin mallinnustavan 1
mallissa.

Yhteenvetona mallinnustapojen vertailusta voidaan siis havaita seuraavaa. P&a-
tosmuuttujien ja parametrien méaédra on mallinnustavassa 1 huomattavasti suurempi

kuin mallinnustavan 2 epilineaarisessa mallissa. Tilanne on kuitenkin péinvastai-
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nen rajoitteiden méarissa. Puolestaan mallinnustavan 2 lineaarisessa mallissa ovat
sekd paatosmuuttujien ettd rajoitteiden méarat mallinnustavan 1 mallia merkitta-
vasti suuremmat. Néin ollen lineaaristen mallien vélisessé vertailussa huomataan
mallinnustavan 1 mallin olevan mallinnustavan 2 lineaarista mallia parempi. Mallin-
nustavan 1 huonoutena voidaan pitaé sité, ettd virien méara vaikuttaa parametrien
ja rajoitteiden maaraan. Puolestaan tavassa 2 virien maéaralld ei ole vaikutusta paa-
tosmuuttujiin, parametreihin eiké rajoitteisiin. Kuitenkin mallinnustavan 2 huonou-
tena voidaan pitda epélineaarisuutta ja sité, etta linearisointi nostaa muuttujien ja
rajoitteiden méaaria rajusti. Koska molemmilla mallinnustavoilla on sekd hyvit etta
huonot puolensa, ei ole yksinkertaista laittaa malleja paremmuusjarjestykseen. Kui-
tenkin mallinnustavan 2 epélineaarisen mallin voidaan todeta vaikuttavan mallin-
nustavan 2 lineaarista mallia paremalta. Lineaarinen malli on yleisesti epélineaarista
helpompi ratkaista. Kuitenkin lineaarisessa mallissa on nyt moninkertaisesti enem-
mén padtosmuuttujia ja rajoitteita epélineaariseen malliin verrattuna. Esimerkiksi
16 x 16-kokoisessa Eternity II -palapelissd on mallinnustavan 2 lineaarisessa mallis-
sa paatosmuuttujia yli 466 kertaa enemmaén ja rajoitteita yli 238 kertaa enemmén
kuin mallinnustavan 2 epélineaarisessa mallissa, joten lineaarista mallinnustapaa 2
voidaan pitdd epélineaarista huonompana. Joka tapauksessa sekd mallinnustavat 1
ettd 2 ovat lilan monimutkaisia siithen, ettd niilld voitaisiin ratkaista alkuperdinen
16 x 16-kokoinen 22 vérin ja harmaan reunan Eternity II -palapeli. Tama johtuu
paatosmuuttujien, ja erityisesti bindédristen padtosmuuttujien, suuresta maarasta.
Néin ollen Eternity II -palapelid kannattaisi yrittdd mallintaa jollakin muulla kuin

esitellyilla tavoilla.

b) Yksi mahdollinen valmis
palapeli

Kuva 15: Eternity II -palapeli, jossa ei ole méaarattyja reunapaloja.
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5.2 Eternity II yleistyksia

Tassé aliluvussa tarkastellaan Eternity II -palapelin yleistyksid ja muunnoksia. Eri-
tyisesti tarkastellaan mallia 7 ja muokataan sitd tilanteeseen sopivaksi. Téasta

syystéd paatosmuuttujat ovat vastaavat kuin aliluvun [5.1.2| mallissa.

5.2.1 Ei reunoja -Eternity

Muokataan seuraavaksi edelld tarkasteltua mallia tilanteeseen, jossa Eternity-
palapelistd puuttuvat reunat. Toisin sanoen palapelin reunoilla ei ole harmaata, vaan
mitka tahansa varit sopivat reunoihin. Kuva |15 havainnollistaa téllaista Eternity 11
-palapelia.

Uutta mallia varten riittaa, etté esitellystd mallista poistetaan ne nelji ra-
joitetta, jotka koskevat harmaita ulkoreunoja. Nama ovat rajoitteet . Lopputu-

loksena saadaan epalineaarinen sekalukuoptimointitehtava
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max
Tijk Ykm Tkl

s. t.

Esitelladn seuraavaksi malliin ((11)) pohjautuva Eternity II -malli, jossa palat ja peli-

laista palapelia. Lisdksi kuvaan on merkitty reunojen numerot palojen ollessa perus-

sa kaytetdan termié "ylosalaisin", jolla viitataan kuvan [18| esittdmé&éan tilanteeseen.

On siis huomattava, etté esimerkiksi kuvan [17] ruutuun (2,2) sijoitettava pala on

PIDIDIET

1€Sp JESH kEK

szijkgl’ ke K

1€Sn JESK

STag <1, i€5, j€S,

keK

Ui T Y2 tys <1, kEK

k1 = 1 (1 — Ykt — Y2 — Yk3) + CkaYk1 + CrsUr2 + Crolis, k€ K
Tre = Cea(l — Ykt — Yk2 — Yk3) + Cr1¥k1 + Chalk2 + Cr3lrs, k€ K

( Yk )
Tks = Ck3(1 — Ykt — Y2 — Yk3) + CkaYk1 + Cralk2 + Cralis, k€ K
Tka = Cea(1 — Yr1 — Y2 — Yk3) + Cks¥r1 + Cralk2 + Cralis, k€ K

Tk3 — Tt1 < Pmaz 1—2 Z TijkTijrie |, ktE€ K, k#t

1E€ESH JESH—1

=13+ 70 < Pras 1—2 Z TijkTijrie |, kt€ K, k#t

1E€ESy JESH_1

Tha — T2 < Pmaz | 1 — Z Zl’zjkl‘iﬂ,jt , kteK, k#t

1E€ESp_1 JESK

— Tga + T2 S Pmazx 1 - Z Z :Cijkxi+1,jt ) kvt € K7 k %t

i€Sp_1 JESH
zijr €{0,1}, i€ S5,, j€S,, ke K
Yem € {0,1}, ke K, m=1,23
T €10, Pmaz), k€K, 1=1,234.

5.2.2 Kolmio-Eternity

lauta ovat tasasivuisten kolmioiden muotoiset. Kuvassa [I6 on havainnollistettu tal-

asennossa. Kun kolmio-Eternity koostuu neljasta palasta, numeroidaan pelilaudan
ruudut kuvan (17| esittdmalléd tavalla. Yleisesti ruudut (1, ) vastaavat ensimméisté

rivid, (2,7) toista rivid, (i,1) ensimmaéista saraketta ja niin edelleen. Lisdksi jatkos-

ylosalaisin, jolloin sen reunojen numerointi on erilainen kuin muiden palojen.
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1 1
1 1

a) Palat b) Mahdolliset valmiit palapelit

Kuva 16: Kolmion muotoinen Eternity II -palapeli.

(2.2)
(2,1 (2,3)

Kuva 17: Neljéan palan kolmio-Eternityn pelilaudan ruutujen numerointi.

1

1

a) Perusasento b) Yldsalaisin
Kuva 18: Kolmion muotoisen palan rotatoituminen siten, ettd se on "ylosalaisin".

Seuraavaksi muodostetaan malli neljan palan kolmio-Eternitylle. Mallin muodos-
tus suuremmalle palapelille menee vastaavalla tavalla. Jatkossa kiytetaan nimitystéa
n X n-kokoinen kolmio-Eternity yleisesta kolmio-Eternitysté, jonka yksi sivu muodos-
tuu n kappaleesta paloja. T#lloin n x n-kokoisessa kolmio-Eternityssi on yhteensi n?
palaa, joten perinteisten n x n-kokoisten Eternity II -pulmapelien vastine on n x n-

kokoinen kolmio-Eternity. Aluksi mééritellaén indeksijoukot J;, jotka kertovat, mité
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sarakkeita j riviin ¢ kuuluu. Indeksijoukot ovat kuvan [16| esimerkissa
J1 =12} ja Jy=1{1,2,3}.
Vastaavasti n x n-kokoiselle kolmio-Eternitylle indeksijoukot ovat
Ji={l+n—-14),....2n—1—(n—14)}, i=1,2,...n.

Lisiiksi mdiéritelliin palojen joukko K = {1,2,...,n?}, jolloin yksittdinen pa-
la £k € K. Neljan palan eli 2 x 2-kokoisen kolmio-Eternityn palojen joukko on
K =1{1,2,3,4}.

Neljén palan kolmio-Eternityn mallia varten tarvitaan parametrit
¢ = palan k reunan [ viri perusasennossa,

missd k € K jal =1,2,3. Téssd ¢ € {0,1,2,3}, missd 0 tarkoittaa harmaata, 1

valkoista, 2 pinkkié ja 3 sinistd. Liséksi tarvitaan paatosmuuttujat

1, jos pala k on ruudussa (i, j)
Lijk =

0, muuten,

1, jos palaa k on kierretty kellon suuntaan m - 120°
Ykm =

0, jos pala k on perusasennossa,
riw € [0,3], palan k reunan [ véri, kun pala on paikallaan,
missa 1 = 1,2, 5 € J;, k€ K, m = 1,2 jal = 1,2,3. Kohdefunktio on muuten

samanlainen kuin mallissa (11]), mutta summien indeksien arvot muuttuvat hieman.

Maksimoitava kohdefunktio on nyt
2
D)L
i=1 jeJ; keK

Esitelladn seuraavaksi tarvittavat rajoitteet. Rajoite

2

Zinjkgl, ke K

i=1 jeJ;

varmistaa sen, ettd pala k on korkeintaan yhdessd ruudussa (i, 7). Lisdksi rajoite
D wgp <1, i=12 j€
keK

pitdd huolen siitd, ettd ruutuun (i, 7) sijoitetaan korkeintaan yksi pala. Kohdefunk-

tion maksimointi takaa sen, ettd kummankin rajoitteen vasen puoli saa arvokseen
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tasan yksi, jos ongelmalle on olemassa ratkaisu. Télloin jokainen pala k on tasmal-
leen yhdessd ruudussa. Vastaavasti jokaiseen ruutuun sijoitetaan tasmélleen yksi

pala. Liséksi jokainen pala k voi olla vain yhdessa rotaatiossa. Tamén takaa rajoite
U Ty <1, k€K

Jotta rotatoituneen palan £ reunojen vérit saadaan méaritettyd, tarvitaan ra-

joitteet

Te1 = Ce1(l — Yk — Yk2) + ka1 + Crore, Kk € K
Tke = Cr2(1 — Yk — Yk2) + Cia¥ir + CraUra, Kk € K
Tks = Cra(1 — Yk — Yn2) + ChoVir + Crayne, Kk € K.

Liséksi palojen harmaiden reunojen on oltava pelilaudan reunalla. Naméa ehdot to-

teutuvat rajoitteilla

e < M(1— 291 — wa3), k€K
Ty < M(1 — o1, — 2125), k€K
Tk < M(1 — 219 — Tosi), k € K,

kun M > 0 on riittdvin suuri vakio. Koska tarkastelussa on pieni neljan palan
tehtava, jossa suurin varin arvo on 3, on M = 3 pienin sallittu arvo parametrille M.

Lopuksi esitelldan vield rajoitteet, jotka takaavat sen, ettd vierekkiisten palojen
vastakkain olevat reunat ovat samanvériset. Seuraavat rajoitteet varmistavat kysei-

sen ehdon

Tl —ran < M(1— zy952901), kit €K, k#t
—rpr +ra < M(1— zyox09), kit €K, k#t

Tro — rio < M(1 — zo9esy), kit €K, k#t (12)
—rp2 + 10 < M(1 — xogpagy), k,t€ K, k#t

Trs — Tz < M(1 — xo1,we0s), kit € K, k#t
—rez + 13 < M(1 — xo1po0s), k,t € K, k #t,

kun M > 0 on riittdvén suuri vakio. Koska edelleen suurin varin arvo on 3, on
oltava M > 3. Tarkastellaan vielda lahemmin kahta ensimmaéista néista rajoitteista.
Molemmissa rajoitteissa keskitytddn ruuduissa (1,2) ja (2, 2) oleviin paloihin. Mikali
pala k on ruudussa (1, 2) ja pala ¢t ruudussa (2, 2), niin rajoitteet muuttuvat muotoon
i — 1T < 0ja —rp + 1 < 0 Tamé on sama asia kuin ehto 0 < |rg; — 1| < 0,

jolloin ruudussa (1,2) olevan palan reuna 1 ja ruudussa (2,2) olevan palan reuna
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1 ovat pakosta samanvariset. On hyvia huomata, etté verrattujen reunojen numerot
ovat samat siksi, ettd ruudun (2,2) pala on ylosalaisin. T4ll6in reunojen numerointi
poikkeaa normaalista edelld kerrotun mukaisesti.

Kootaan kohdefunktio sekd kaikki esitellyt rajoitteet yhteen. Valitaan lisaksi

M = 3. Lopputulokseksi saadaan epélineaarinen sekalukuoptimointitehtava

max 3 Y

Tijk Ykm Tkl o1 jed; ke kK
2
s. t. ZZQZUkSL ke K
i=1 jeJ;
dowp <l =12 €
keK

Uty <1, keK

T = k(1 — Ykt — Yr2) + Ch3Ur1 + CraYro, Kk €K

Tro = Cho(1 — Ykt — Yr2) + iUk + CusYre, k€K

i3 = k(1 — Ykt — Yr2) + ChoVr1 + Ctalre, K€K

T <3+ (1 — 2o — To3k), k€K

T <3+ (1 — 201 — T10k), k€K (13)

Tr3 <3 (1 — 1ok — Ta3p), k€K

e — 1T <3 (1 — 2iop@an), kite K, k#t

— 1+ <3 (1 — 2iok22:), kt€ K, k#t

The — T2 < 3+ (1 — @ognost), k€K, k#1

— i+ 12 <3 (1 — woopway), kteK, k#t

Tes — T3 < 3 (1 — TonpTon), kit €K, k#t

—rig+ 13 <3 (1 —zopon), kteK, k#t

ziir €4{0,1}, i=1,2, jeJ, ke K

ykm € {0,1}, ke K, m=1,2

ra €10,3], ke K, 1=1,23,
jossa on 36 paatosmuuttujaa, 12 parametria ja 108 rajoitetta. Vastaavassa n X n-
kokoisen kolmio-Eternityn mallissa on n* + 5n? piitosmuuttujaa, 3n? parametria ja
6n* + 3n? rajoitetta. Jotta esitellysti epilineaarisesta optimointitehtéivisti saadaan
lineaarinen, pitda rajoitteissa olevat binddrimuuttujien tulot linearisoida. Li-
nearisointi tapahtuu vastaavalla tavalla kuin edella esitellyssa perinteisen Eternity

IT -palapelin mallinnustavassa 2. Kun neljapalaisen kolmio-Eternityn malli linearisoi-

daan, tulee uusia paatosmuuttujia 36 kappaletta ja uusia rajoitteita 72 kappaletta.
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6 Sudoku

Sudoku on yksi tunnetuimmista matemaattisista pulmapeleistd. Sudokusta on kehi-
tetty vuosien saatossa lukuisia erilaisia versioita. Namaé kaikki kuitenkin pohjautuvat
sudokun perusideaan: luvut 1-9 esiintyvét jokaisella rivilld, jokaisessa sarakkeessa
ja jokaisessa alimatriisissa tdsmaélleen kerran. Téasséd luvussa tarkastellaan niin pe-

rinteistd sudokua kuin sen modifikaatioitakin.

6.1 Perinteinen sudoku

Perinteinen sudoku koostuu 9x9-matriisista, joka on jaettu yhdeksddin 3x3-
alimatriisiin. Tavoitteena on tayttad 9x9-matriisi siten, ettd jokaisessa sarakkees-
sa, rivissa ja 3x3-alimatriisissa on luvut 1-9 tésmaélleen kerran. Lisdksi sudokuun
on valmiiksi taytetty vihjenumeroita. Yksi esimerkki perinteisestd sudokusta ja sen
ratkaisusta on esitetty kuvassa [19] Tarkastellaan seuraavaksi perinteisen sudokun
mallintamista ja esitetddn kolme vaihtoehtoista mallinnustapaa. Esitystavat ovat

vastaavia kuin monisteessa [13].

3 5 1 813 14|#|5|6]2]1]9
6| |2 5/ |8l |6|7|2|/|9|3|5]+]8
2| |8 alr|s]2|4|8]|#|G|3

9|7 1 83 219|7]¢|1]5[8]|3[Y4
3 slulel8l3|7]!19]2

81 21 |6|7 38|14 (2|9]6|7]|5
9| |4 215|896 |4]2|2|1

1 9 41 (71 |1|c|9]|3|8|2|4]|5]|7
2 7 8 gl2lzls|7]1]a]8]|¢

Kuva 19: Esimerkki perinteisestd sudokusta ja sen ratkaisusta.

6.1.1 Mallinnustapa 1

Muodostetaan sudoku-ongelmalle ensimmainen malli. Merkitdan rivejd muuttujalla

1 ja sarakkeita muuttujalla j. Olkoot pdatosmuuttujat

1, jos luku k on ruudussa (i, 7)
Lijk =
0, muuten,
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missa 1 =1,...,9, 7 =1,...,9jak =1,...,9. Nyt bindarisia paatosmuuttujia on
93 = 729 kappaletta.
Seuraavaksi tarkastellaan tarvittavia rajoitteita ja kohdefunktiota. Ensinndkin

pitda varmistaa, ettd jokaisessa ruudussa on tasan yksi numero. Rajoitteet

9
ZmiijL Z>]€{1>79}
k=1

takaavat sen, ettd jokaisessa ruudussa on korkeintaan yksi numero. Liséksi, kun

kohdefunktioksi valitaan

9 9
max E E E Lijk,

Tijk
” i=1 j=1 k=

—_

pitda maksimointi huolen siitd, etté jokaiseen ruutuun tulee tarkalleen yksi numero.
Jotta varmistetaan, ettd kaikissa riveissd on jokainen luku 1-9 tédsmélleen kerran,

tarvitaan rajoite

9
Y wp <1, ike{l,...9}
j=1

Ehto kuitenkin takaa ainoastaan sen, ettd jokainen numero on rivissid korkeintaan
yvhden kerran. Kuten edelld, pitdé kohdefunktion maksimointi huolen siité, etté jo-
kaista lukua on tasmaélleen yksi per rivi. Vastaavalla tavalla voidaan varmistaa, etta
jokainen luku 1-9 sijaitsee jokaisessa sarakkeessa tdsmélleen kerran. T&lloin rajoite

on muotoa

9
injkgla ]aké{laag}
i=1

Viela tarvitaan ehdot, jotka varmistavat, ettd jokaisessa 3x3-alimatriisissa on
luvut 1-9 tasmalleen kerran. Téasta syysté jokaiselle yhdeksédsta alimatriisista kirjoi-

tetaan oma rajoitejoukko, joiksi saadaan

3 3 3 6 3 9
szwkgl,ZZ%’ngl,ZZZ'ngL kE{l,,g}
i=1 j=1 i=1 j=4 i=1 j=T7

6 3 6 6 6 9
ZZQ:ZMSLZZxngl,zz%kgl, ]{36{1,,9}
i=4 j=1 i=4 j=4 =4 j=T

9 3 9 6 9 9
ZZZL‘Z]kSLZZQf”kSLZZﬁZ]kél, ]{36{1,,9}
i=7 j=1 =7 j=4 =7 =T

Naissé rajoitteissa taataan, ettd jokaista numeroa 1-9 on alimatriisissa nolla tai
yksi kappale. Kuitenkin kohdefunktion maksimointi varmistaa taas jokaisen luvun

sijaitsevan alimatriisissa tarkalleen kerran.
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Kaikki ylla esitellyt rajoitteet ovat lineaarisia. Kun rajoitteet ja kohdefunktio
sekd, tieto paatosmuuttujan binddrisyydestd kootaan yhteen, saadaan lineaarinen

binddrinen optimointitehtava. Se on muotoa

9 9 9
max 3733
Tk T G et
9
s.t injk<1, i,je{l,...,9}
k=1
9
Y wp <1, i ke{l,...,9}
j=1
9
<1, jkefl,...,9) (14)
Zzl 3 3 6 3 9
ZZZ’Z]kSLZZl‘UkSLZZ%’Z]kSL ke{l,,9}
i=1 j=1 i=1 j=4 i=1 j=T
6 3 6 6 6 9
Zwakgl,ZZ@Jkgl,Zwakgl, k‘E{l,,g}
=4 j=1 =4 j=4 =4 j=7
9 3 9 6 9 9
ZZ@jkgl,ZZwiijLZZ:@MSL ]{56{1,...,9}
=7 j=1 =7 j=4 =T j=T7

zi € 40,1}, i ke{l,...,9}.

Optimointitehtédvélle saadaan ratkaisu, kun loydetdén sellaiset bindaristen paatos-
muuttujien x;;, arvot, jotka toteuttavat kaikki rajoitteet ja joilla kohdefunktion arvo
on 81.

On huomattava, ettd optimointitehtava ei sisalla sudokun vihjenumeroita.
Ne kuitenkin saadaan malliin helposti mukaan seuraavalla tavalla. Oletetaan, etté

ruudussa (7, j) on vihjenumero m € {1,...,9}. Talloin optimointitehtdviin voidaan

lisata rajoitteet
Tijm =1 ja Tijk :O, ke {1,,9}\{m}

Néamaé rajoitteet on kirjoitettava jokaiselle annetulle vihjenumerolle. Téta havain-

nollistetaan esittamalla kuvan sudokun vasemman yldnurkan 3x3-alimatriisin

41



vihjenumerot. Vihjenumeroiden rajoitteet voidaan kirjoittaa muodossa

Tz =1
Tion =0, ke {1,2,4506,7,89}
T =1
Toe =0, ke {1,2,3,4,57,8,9}
Tz =1

293 =0, ke {1,3,4,5,6,7,8,9]}.

Huomataan kuitenkin, ettd muotoa z;;, = 0,k € {1,...,9} \ {m}, olevat rajoit-
teet ovat turhia. Optimointitehtavin rajoite 2221 z;;, < 1 kiinnitetyille ¢, 7 €
{1,...,9} nimittdin takaa sen, ettd tietyssd ruudussa (i,j) vain yhdelld arvolla k
voi x;;, = 1. Toisin sanoen tdma ehto varmistaa, ettd yhdessd ruudussa voi olla
vain yksi numero. Néin ollen vihjenumeroiden rajoitteet riittda kirjoittaa muodossa

Tijm = 1, kun m on paikkaan (¢, j) annettu vihjenumero.

6.1.2 Mallinnustapa 2

Sudoku voidaan mallintaa my0s lineaarisena yhtaloryhméané. Kyseinen malli vastaa
optimointitehtavaa muuten, mutta kohdefunktiota ei tarvita ja epéyhtialomer-
kit rajoitteissa korvataan yhtdsuuruuksilla. Nidin voidaan tehda seuraavin perustein.
Optimointitehtavassa kohdefunktion maksimointi varmistaa kaikkien rajoittei-
den aktiivisuuden eli sen, etta rajoitteiden vasen ja oikea puoli ovat samansuuruiset.
Kun kohdefunktio poistetaan, on rajoitteiden aktiivisuus taattava eri tavalla. Ta-

mé varmistetaan juurikin yhtasuuruusrajoitteilla. Kun ndméa muutokset tehdéén,
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saadaan lineaarinen yhtaloryhma
9
=1, ije{l,....,9)
k=1
9
wp=1, ikefl,... 9}
j=1
9
wp=1, jke{l....9 (15)
=1

3 3 3 6 3 9
szijkzluszijkzlvzzxijkzla ke{l,,9}

i=1 j=1 i=1 j=4 i=1 j=T7
6 3 6 6 6 9
szzjk:laszzjkzlazzxz‘jkzla ké{l,,g}
i—4 j—1 i—4 j—4 i—4 =7
9 3 9 6 9 9
szijkzlaZzwi]’k:LZinﬂc:la kE{l,,g}
i=7 j=1 =7 j=4 =7 j=T

Tijk € {07 1}, i,j,k € {1, ce ,9}

On hyva huomata, etté vaikka epayhtalot vaihdettiin yhtaloiksi, kuvaavat rajoitteet
edelleen vastaavia asioita kuin optimointitehtéviisséd (14). Yhtaloryhmille saadaan
ratkaisu, kun loydetddn sellaiset binéériset paatosmuuttujien z;;, arvot, jotka to-
teuttavat kaikki yhtalot. Lisdksi optimointitehtavdan on otettava mukaan sudokun
vihjenumerot vastaavalla tavalla kuin edelld esitellyssd mallinnustavassa 1. Téalloin
mika tahansa yhtéaloryhmén ratkaisu on sudokun ratkaisu.

Esitelty lineaarinen yhtaléryhmé on mahdollista tdydentda optimointitehtavak-
si. Talloin yhtélot muodostavat optimointitehtavin rajoitteet. Naiden lisdksi pitda
valita tehtéville vield kohdefunktio. Se voidaan kuitenkin valita vapaasti, silld kaik-
ki rajoitteet toteuttavat sallitut ratkaisut ovat itse sudokun ratkaisuja. Ei siis ole

merkitystd minimoidaanko vai maksimoidaanko vapaasti valittavaa kohdefunktiota.

6.1.3 Mallinnustapa 3

Seuraavaksi esitellddn kolmas tapa sudokun mallintamiseen. Olkoot paatosmuuttu-

jat
x;; = ruutuun (7, j) sijoitettu numero,

missi i =1,...,9,j=1,...,9jaz; € {1,...,9}. Kyseiset kokonaislukumuuttujat

voidaan esittdd muodossa
Ti; = Bijo - 2° 4 Bij1 - 2 + Bija - 22 + Bijs - 2°,

43



missd G, € {0,1}, ¢ =1,...,9, 7 = 1,...,9 ja k = 0,1,2,3. Liséksi kokonais-
lukumuuttuja z;; voidaan olettaa jatkuvaksi, kun kiytetéddn ylld olevaa bindarista
esitystapaa.

Muodostetaan seuraavaksi tarvittavat sudoku-ongelman rajoitteet. Rajoitteisiin

on otettava mukaan edella kerrottu padatosmuuttujien muotoilu. Tastéd saadaan ehdot

Zi; = Bijo + 2Bi1 + 4Bij2 + 883, 1,5 € {1,...,9}
Bijk € {0,1}, 4,5 €{1,...,9}, ke€{0,1,2,3}.

Kyseiset rajoitteet takaavat padtosmuuttujien z;; olevan kokonaislukuja valilta
[0, 15]. Viela tarvitaan kuitenkin ehdot, jotka varmistavat paatésmuuttujien arvojen

olevan yhdesta yhdeksddn. Naméa vaatimukset voidaan kirjoittaa muodossa
xijzl, Z,jE{l,,g} ja xij§9, Z,jE{l,,g} (16)

Mikali pdatosmuuttujia x;; ei halua esittdd binddrimuuttujien avulla, riittdd tal-
16in ensinnakin vaatia ainoastaan rajoitteet , jotka takaavat paatosmuuttujien
saavan arvoja yhdestd yhdeksédan. Lisdksi jokaisen padtosmuuttujan on oltava ko-
konaislukumuuttuja.

Jotta varmistetaan, etta jokaisella vaakarivilla ¢ on jokainen numero 1-9 tasmal-

leen kerran, tarvitaan rajoite

|z —xi| > 1, i=1,...,9, 5=1,...,8, k=j+1,...,9.
Vastaavasti rajoite

|zij — x| > 1, i=1,...,8, 7=1,...,9, k=i+1,...,9,

takaa sen, ettd jokaisessa sarakkeessa j esiintyy kukin numero vain kerran. Viela

tarvitaan vastaavat rajoitteet jokaiselle 3x3-alimatriisille. Naiksi saadaan

lzij —aw| > 1, i<k, j#I i,ke{l,2,3}, j,l €{1,2,3}
oy — 2wl =1, i<k j#£L ike{1,2,3), i€ {4,5,6)
oy — | =1, i<k j#L ike{1,2,3), j.le{7.89)
|zij — x| > 1, i<k, j#I, i,ke{4,5,6}, 5l €{1,2,3}
|ij — x| > 1, i<k, j#Il, i,ke€{4,5,6}, 5, € {4,5,6}
|zij — x| > 1, i<k, j#l, i,k € {4,5,6}, 5,1 € {7,8,9}
|zi; — x| > 1, i<k, j#I, i, ke{7,8,9}, j,l €{1,2,3}
oy —an| =1, i<k j£L i ke {7.89), j.lc {4,506
|zi; — x| > 1, i<k, j#I, i, ke{7,8,9}, j,l €{7,8,9},
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joissa jokainen rajoite vastaa yhtéd alimatriisia. On hyvéa huomata, ettd alimatriisin
samalla vaaka- tai pystyrivilla olevia alkioita ei tarvitse endé erikseen vertailla kes-
kenddn, silld edelld esitellyissé rajoitteissa on jo kiyty lapi kaikki samojen vaaka- ja
pystyrivien alkiot. Nain ollen yhdessé rivi- ja sarakerajoitteiden kanssa ndmé ehdot
takaavat sen, ettd missdan 3x3-ruudukossa ei ole kahta samaa numeroa.

Kaikki ylla olevat rajoitteet yhdessd mallintavat sudoku-ongelman. Lopputulok-

sena saadaankin epayhtédloryhma

Ti5 = Bijo + 2Bi1 + 4Bij2 + 8Bys, 1,5 € {1,...,9}

zi; >1, 4,5€{l,...,9}

ri; <9, 4,5€{l,...,9}

g —xp| >1, i=1,...,9, 7=1,....8 k=75+1,...,9
lzij — x| >1, i=1,...,8, j=1,...,9, k=i+1,...,9
i — | > 1, i<k, j#l i,ke{l,2,3}, 5l €{1,2,3}
|z — x| > 1, i<k, j#I, i, ke{l,2,3}, j,l € {4,5,6} (17)
lzi; — x| > 1, i<k, j#I, i, ke{l,2,3}, j,l €{7,8,9}
lzi; — x| > 1, i<k, j#I, i,k e{4,5,6}, j,l €{1,2,3}
\i; — x| > 1, i<k, j#I, ik e€{4,5,6}, j,l € {4,5,6}
\zij — x| > 1, i<k, j#I, i,ke{4,5,6}, 5.l € {7,8,9}
\zij — x| > 1, i<k, j#Il i,ke{7,8,9}, 5l €{1,2,3}
\zij — x| > 1, i<k, j#Il, i,ke{7,8,9}, 5l € {4,5,6}
\zij — x| > 1, i<k, j#l, i,ke{7,8,9}, 5,1 €{7,8,9}
Bijk €{0,1}, 4,5=1,...,9, k=0,1,2,3.

Mika tahansa epéyhtaloryhmén ratkaisu on ratkaisu tarkastelussa olevalle sudoku-
tehtavélle, kunhan vihjenumerot on kiinnitetty.

Y14 oleva epayhtédloryhmé on epélineaarinen ja epésiled, silla se sisdltda epali-
neaarisia ja epasileita itseisarvofunktioita. Hyvé puoli kuitenkin on, etta rajoitteet
|z;j — x| > 1 pystytddn linearisoimaan luvussa (3| esitetylld tavalla. Linearisointia

varten maaritelladn binaariset paatosmuuttujat

ykl . 17 jOS Tij — Tkl >1
g .
0, Jjos i —x; > 1.

Talloin alkuperdinen epdyhtélo |z;; — x| > 1 voidaan kirjoittaa kahtena epéyhta-
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16n4 muodossa

x,»j—xk121—M~(1—yfjl)

kl
T — Tij = 1_M'y¢j,

missd M on riittdvan suuri positiivinen reaaliluku. Sudokun tapauksessa vakion M
on toteutettava ehto M > 10, joten voidaan valita esimerkiksi M = 10. Muunnoksen

jalkeen kaikki rajoitteet ovat lineaariset seké sileét, ja tarkastelussa on lineaarinen
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siled epayhtaloryhma

zij = Bijo + 2Bij1 + 4Bija +8Bijz, 1,5 € {1,...,9}

iy > 1, 4,5€{l,...,9}

r; <9, 4,5€{l,...,9}

Tij—aw>1-10-(1—y), i=1,...,9,j=1,....8, k=j+1,...,9

Ti—aw>1-10-(1—yt), i=1,...,8,j=1,....,9, k=i+1,...,9

T —aw>1—10- (1 —yl), i<k, j#1 ike{1,2,3}, jle{1,23}

T — o >1—10- (1 —yl), i<k, j#1 ike{1,2,3}, jl€{45,6}

Ty —aw > 1—10-(1—yl), i<k, j#1 i,ke{l,2,3}, j,le€{7,89}

Ty —aw > 1—10-(1—yl), i<k, j#1 i,ke {456}, j,le€{1,2,3}

Tij— o >1—=10- (L—yl), i<k, j#1l ike{4,506}, j.le {456}
L=y, i<k, j#1 ike{4,56}, j.le{7.809}
L=y, i<k, j#1 i ke{7,89}, j.le{1,23}
( ), i<k jAL i ke {7,809}, j.l€{4,56} (18)
L=y, i<k, j#1 i ke{7,89}, j.le{7.89}

Tw—wy; > 1-100y8, i=1,...,9, j=1,....8 k=j+1,...,9

Tw—wy; > 1-100y, i=1,....8 j=1,...,9, k=i+1,...,9

o —wy; > 1100y, i<k, j#L i ke{1,2,3}, jle{1,23}

o — x> 1100y, i<k, j#I i ke{1,2,3}, jl€ {456}

Tw— x> 1 =100y, i<k jAL i ke{1,2,3}, j.l€{7,89}

T— x> 1 =100y, i<k j#L i ke {4,506}, j.0€{1,2,3}

T — x> 1 =100y, i<k, j#L ike{4,56}, j.l€{4,5,6}

T — x> 1100y, i<k, j#L ike {4,506}, j.l€{7.89}

T —wy; > 1100y, i<k, j#L i ke {789}, j.le{1,23}

T — x> 1100y, i<k, j#L ike{7,89}, j.l€ {456}

T —wy; > 1100y, i<k, j#L i ke {789}, j.l€{7.89}

Bk €{0,1}, 4,j=1,...,9, k=0,1,2,3

y e {0,1}, ik l=1,...,9.

l’ij—.%klZl—lO'
ZEij—.Z‘klZI—lO'
xz-j—kuZI—lO-

[Ez'j—ftk121—10'

Siind on sekd 810 padtosmuuttujaa ettd rajoitetta enemmén kuin epélineaarisessa
epasiledssd mallissa .
Kuten yhtaloryhmaéssé , my0Os nyt voidaan kirjoittaa optimointitehtavé, jonka

rajoitteina on esitelty epayhtdloryhmé. Kohdefunktio seké sen minimointi tai mak-
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simointi voidaan valita vapaasti, koska niin kuin jo edelld on huomautettu, kaikki
rajoitteet toteuttavat sallitut ratkaisut ovat itse sudokun ratkaisuja. Saatava op-
timointitehtdvd on lineaarinen sekalukuoptimointitehtévd (eli MILP-tehtévi), kun

itseisarvorajoitteet on korvattu niiden linearisoiduilla versioilla.

6.1.4 Mallinnustapojen vertailua

Tassé aliluvussa vertaillaan keskendén perinteiselle sudokulle esiteltyjen kolmen mal-
linnustavan muuttuja- ja rajoiteméaria. Koska néissé malleissa ei tarvita paramet-
reja, ei niiden méaria luonnollisestikaan vertailla. Mallinnustavoissa 1 ja 2 on sekéa
muuttujia ettd rajoitteita sama méaara. Muuttujia on 729 kappaletta ja rajoitteita
324 kappaletta. Mallinnustapojen 1 ja 2 rajoitteiden ja muuttujien maarat ovat sa-
mat, koska mallissa on vain korvattu mallin (14) epayhtélot yhtasuuruuksilla.
Néin ollen rajoitteiden ja muuttujien méardt pysyvét samoina.

Mallinnustavan 3 epélineaarisessa mallissa on muuttujia 405 ja rajoitteita 1053
kappaletta. Puolestaan mallinnustavan 3 lineaarisessa mallissa on 1215 muuttujaa
ja 1863 rajoitetta. Mallinnustavan 3 lineaarinen malli on siis ndiden lukujen valossa
huonompi malli sudokulle kuin mallinnustavat 1 ja 2, silla muuttujia ja rajoitteita
on mallinnustavan 3 lineaarisessa mallissa enemmén kuin mallinnustapojen 1 ja 2
malleissa. Koska namé kaikki kolme mallia ovat lineaarisia, on vertailu on mielekas.
Vaikka mallinnustavan 3 epélineaarisessa mallissa on muuttujia mallinnustapojen
1 ja 2 malleja vihemmaén, tuo epélineaarisuus oman lisihaasteensa kyseisen mallin
ratkaisemiseen.

Tarkastellaan seuraavaksi sitd, mistd erot mallien rajoiteméérissa johtuvat. Pe-
rinteisen sudokun mallinnustavan 3 epélineaarisessa mallissa on jo alun perin enem-
mén rajoitteita kuin mallinnustapojen 1 ja 2 malleissa. Tama johtuu siitéd, etta
rivi-, sarake- ja alimatriisirajoitteiden lisdksi mallissa tarvitaan rajoitteet, jotka
vaativat sijoitettujen lukujen olevan kokonaislukuja véliltd 1—9. Puolestaan mallin-
nustavan 3 lineaarisen mallin suuri rajoitteiden maara johtuu siité, etta riveja,
sarakkeita ja alimatriiseja koskevat 11 rajoiteryhméa pitivat alun perin sisallaédn it-
seisarvon ja néin ollen ne jouduttiin linearisoimaan. Tésté aiheutui seké rajoitteita
ettd binddrimuuttujia 810 kappaletta lisaa.

Lopuksi tarkastellaan vield sitd, mistd muuttujien eri méarat johtuvat. Tavan 3
sudokussa padtosmuuttujan z;; arvo kertoo ruutuun (¢, j) sijoitettavan luvun. Paa-
tosmuuttuja voi siis saada kokonaislukuarvon yhdestéd yhdeksadn, mikd on taattu
linkittamalla jatkuva paatosmuuttuja bindariesitykseen. Muissa sudokumalleissa bi-
nédrisen padtosmuuttujan x;;, arvo kertoo, sijoitetaanko luku & ruutuun (7, j). Mal-

linnustavoissa 1 ja 2 tarvitaan yhdeksdn bindédrimuuttujaa yhté ruutua (i, j) kohti.
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Puolestaan mallinnustavan 3 epélineaarisessa versiossa yhtd ruutua kohden tarvi-
taan 4 binddrimuuttujaa. Mallinnustavan 3 lineaariselle mallille ei kuitenkaan voida
suoraan sanoa, kuinka monta bindarimuuttujaa yhta ruutua kohti tarvitaan. Nimit-
tain linearisoinnista tulevat binddrimuuttujat eivat suoraan linkity vain yhteen ruu-
tuun, silld esimerkiksi ruudun (1, 1) arvoa joudutaan vertaamaan yhteensd 20 muun
ruudun kanssa eli kyseinen ruutu on mukana 20 eri bindarimuuttujassa. Mikali lisa-
muuttujien lukuméara 810 jaetaan ruutujen lukuméaralla 81, niin keskiméarin voi-
daan ajatella yhtd ruutua kohden tulevan 10 lisamuuttujaa. Linearisoinnin tuomat
lissamuuttujat yhdessé alkuperéisten muuttujien kanssa tekevéit sen, ettd mallinnus-
tavan 3 lineaarisessa mallissa on eniten muuttujia. Tama selittdd myos osaltaan sité,

miksi perinteisen sudokun tavan 3 lineaarinen malli ei ole niin toimiva ja tehokas.

6.2 Modifioitu sudoku

Téssd luvussa esitellddn kolme muunnosta perinteisestd sudokusta: sudoku-x,
pariton-parillinen sudoku ja killer sudoku. Kaikki namé sudokut sisaltavit perin-
teisen sudokun saannot. Jokaisessa on kuitenkin mukana vield omat lisdrajoitteen-

Sa.

6.2.1 Sudoku-x

Sudoku-x [2] on perinteinen sudoku, jossa myos kummallakin nurkasta nurkkaan
kulkevalla lavistajalla on numerot 1-9. Lisdksi sudoku-x ei ratkea ilman lavistajien
numeroiden apua. Kuvassa[20|on esitetty erds sudoku-x ja sen ratkaisu. Tarkastellaan
seuraavaksi sitd, miten perinteistd sudokua mallintavasta optimointitehtavésta

saadaan muokattua malli sudoku-x:1le.

9 3
8 3
2|8
1 4 9 8
2|6
6 2
3 2

Kuva 20: Erds sudoku-x ja sen ratkaisu.
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Koska sudoku-x sisédltda kaikki perinteisenkin sudokun sdanndét, voidaan opti-
mointitehtava ottaa mukaan malliin sellaisenaan. Kuitenkin viela tarvitaan ra-
joitteet, joilla taataan kummallakin lavistdjalla olevan luvut 1-9. Sudokun vasem-

masta ylakulmasta lahtevan lavistajén rajoite voidaan kirjoittaa muodossa
9
>z <1, ke{l,...,9}%
i=1
Toisen lavistdjan rajoite voidaan puolestaan kirjoittaa muodossa
9
in710—i,k < 17 ke {1779}
i=1

Nyt lavistdjien rajoitteet voidaan lisata perinteista sudokua mallintavaan optimoin-

titehtavaan. Talloin saadaan ratkaistavaksi lineaarinen bindarinen optimointitehtava

9 9 9
max ZZZxUk
B
9
s. t injk < 17 1] € {17 79}
k=1
9
Y wp <1, dke{l,...,9}
J;l
Zl‘ijk < 1, j,k? < {1, ,9}
Zzl 3 3 6 3 9
ZZIngl,ZZIUkSLZ x”kgl, ]{36{1,,9}
=1 j=1 =1 j=4 =1 j=7
6 3 6 6 6 9
ZZI”’“SI’ZZ%J’CSLszzﬂkgl’ k?E{l,,g}
i—4 j—1 i—4 j—4 Py
9 3 9 6 9 9
ZZ.Tngl,ZZZ'UkSLszl]kgl, kE{l,,g}
=7 j=1 =7 j=4 =7 j=T7

9
szzkglu k’E{l,,g}
i=1

9
Zﬁi,lofi,k <1, ke{l,...,9}
i—1
v € {0,1}, g ke{l,...,9).

Kuten edelldkin, voidaan kohdefunktio poistaa, jos rajoitteiden epayhtalot korvataan

yhtésuuruuksilla. Talloin sudoku-x:n ratkaisu saadaan lineaarisesta yhtaloryhmasta.
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6.2.2 Pariton-parillinen sudoku

Pariton-parillinen sudoku (odd/even sudoku) [38] on muuten perinteinen sudoku,
mutta parittomien ja parillisten numeroiden paikat ovat ennalta méarattyja. Ku-
vassa [21] on esitetty erds pariton-parillinen sudoku ja sen ratkaisu. Siind harmaisiin
ruutuihin tulee parillinen luku ja valkoisiin ruutuihin pariton luku. Muokataan seu-

raavaksi perinteisen sudokun mallia pariton-parillinen sudokulle sopivaksi.

85 312174191611 18|54

3|4 915 6|3 4|8]7]2]

4 g 1al7 5/2]9]3]6

2 3 1826|7395

A E sielalz2lslals|l |

7 3[1 9 714/38[1]9/5]|g|R 12
1 9 4 6 /1|52 |9|2]14]|8

9 219|841 |6]|5|#|2
315181241 (6|9

Kuva 21: Eras pariton-parillinen sudoku ja sen ratkaisu.

Pariton-parillinen sudoku on siis nimenomaan perinteinen sudoku, johon on vain
lisdtty ehdot parittomien ja parillisten lukujen sijainnille. Tamén takia riittas, etta
optimointitehtavain lisdtdan parittomien ja parillisten lukujen sijainteja koske-
vat rajoitteet. Muuten perinteisen sudokun mallia ei siis tarvitse muokata. Paritto-
mien ja parillisten lukujen sijainteja varten tarvitaan kaksi joukkoa. Olkoot joukossa
Ij, kaikki harmaat ruudut (7, j) ja joukossa I, kaikki valkoiset ruudut (i, 7). Liséksi
maééritelladn kaksi joukkoa itse luvuille. Olkoot J. = {2,4,6,8} ja J, = {1,3,5,7,9}.
Rajoitteet

Z 2y = 0, Z e =1, (i,7) €I ja

ke, kede
E Tijk = 1, E zijr =0, (i,7) €1,
ked, ked.

takaavat parillisten ja parittomien numeroiden sijoittuvan oikeisiin ruutuihin. Kui-
tenkin rajoitteisiin voidaan vaihtaa <-merkki, sillda kohdefunktion maksimointi ta-
kaa rajoitteiden olevan aktiivisia. Kun ndma rajoitteet lisdtdan perinteisen sudokun

malliin, saadaan pariton-parillinen sudokusta lineaarinen binddrinen optimointiteh-
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9 9 9
max ZZZ%J’“
Tk T G et
9
s. t Zazijk<1, i,jeA{l,...,9}
k=1
9
Y wp <1, i ke{l,...,9}
J:l
dwp <1, jkefl,...,9)
Z? 3 3 6 3 9
Zzﬂﬂzjk <1, szuk <1, Zzﬂ%k <1, ke{l,...,9}
i=1 j=1 i=1 j=4 i=1 j=T7
6 3 6 6 6 9
ZZxngl,ZZl’wkgl,ZZx”kgl, k‘E{l,,g}
i=4 j=1 i=4 j=4 i=4 j=T
9 3 9 6 9 9
ZZ$”[§§1,ZZ[L’U]€§1,Zzwwkél, ]{76{1,,9}
i=7 j=1 i=7 j=4 i=7 j=T
Z Tijr <0, Z i <1, (i,7) € I
kedo keJe
Z Tk < 1, Z zie <0, (i,5) € L,
ke, ke,

Tijk € {0,1}, i,j,]{? c {1,,9}

6.2.3 Killer sudoku

Killer sudoku on pulmapeli, jossa yhdistyvéit sudokun ja kakuron (kts. luku [7.1))
ominaisuudet. Perinteisen 9 x 9-kokoisen killer sudokun sdannét ovat seuraavat. Jo-
kaisessa rivisséd ja sarakkeessa ovat luvut 1-9 tésmailleen kerran. Lisdksi jokaisessa
3x 3-alimatriisissa ovat kyseiset luvut myos tdsmaélleen kerran. Nama sdannot vastaa-
vat perinteisen sudokun sdantoja. Lisédksi killer sudokun ruudukko on jaettu kahden
tai useamman ruudun sisaltaviin osioihin. Osiot eivéit ole keskendén yhdenmuotoisia
ja niiden muoto voi vaihdella suurestikin. Jokainen osio on merkitty numerolla. Té-
ma numero kertoo sen, miké tulos osion ruutujen yhteenlaskusta on saatava. Lisaksi
yvhdesséa osiossa mikaédn luku ei saa esiintyé kuin korkeintaan kerran. Kuvassa [22 on
esimerkki killer sudokusta ja sen ratkaisusta. Siiné osioita on merkitty katkoviivoilla.

Koska killer sudokun perustana on perinteinen sudoku, voidaan jilleen hyodyn-
taa optimointitehtavaa nykyisen mallin pohjana. Tarvitaan kuitenkin vield ra-

joitteet eri osioiden summille. N&itd varten esitellidn muutamia merkintoja. Kun
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Kuva 22: Esimerkki killer sudokusta ja sen ratkaisusta.

rivejd merkitdan muuttujalla ¢ ja sarakkeita muuttujalla j, voidaan jokainen yk-
sittdinen ruutu kirjoittaa muodossa (7,j), missé i,j € {1,...,9}. Olkoon T koko
killer sudokussa olevien osioiden maara. Yksittaisestd osiosta kiytetdan merkintdéa
t € {1,...,T}. Lisdksi merkitdan osioon t kuuluvia ruutuja joukolla R; ja kyseisen
osion summauksen arvoa parametrilla r;.

Esiteltyja merkintojéa kiayttden voidaan nyt kirjoittaa vaadittavat rajoitteet. En-
simméiseksi tarvitaan ehto, joka vaatii, ettd yksittdisissd osioissa ovat luvut 1-9

korkeintaan kerran. Rajoite

> ag <1, te{l,... T} kefl,....9}

(17])6Rt

takaa taméan. Taman lisdksi osioissa olevien numeroiden pitdd summautua annet-

tuun arvoon. Voidaankin kirjoittaa

9
Z Zk'l’ijk:’l“t, t€{17...,T},

(4,7)ER: k=1

joka varmistaa vaatimuksen. Kun ndma kaksi rajoitetta lisdtaén perinteisen sudokun
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malliin, saadaan lopputuloksena lineaarinen bindarinen optimointitehtava

9 9 9
max > Y > wi
igk i=1 j=1 k=1
9
st Y wgp <1, djefl,...,9)
k=1
9
d wp <1, dke{l,...,9}
j=1

9
injkg]-u j,kE{l,...,g}
i=1

3 3 3 6 3 9
Zwakgl,Zz%kgl,Zwakgl, ]{36{1,,9}

i=1 j=1 i=1 j=4 i=1 j=T

6 3 6 6 6 9
ZZﬁZ]kSI,ZZI‘UkSLZZI’U}CSL k‘G{l,,g}
=4 j=1 =4 j=4 =4 j=T7

9 3 9 6 9 9
ZZZ’UkSLZZZ‘UkSLZZ%’Z]kSl, ke{l,,Q}
=7 j=1 =7 j=4 =7 j=T7

> agp <1, te{l,... T} kefl,...,9}
(4,7)ER:

9

Z Zk'xijk:ﬁ, te{l,...,T}
(i,))ER: k=1

xijkz c {0,1}, i,j,k’ € {1,...,9},

joka mallintaa killer sudokua. On hyva huomata, etté killer sudokua ei voida mal-

lintaa lineaarisena yhtéloryhmaéané. Nimittdin mikali rajoitteeseen
> ag <1, te{l,... T} kefl,....9}
(7/7])6Rt
vaihdetaan yhtésuuruus, sisiltyisi jokainen luku 1-9 jokaiseen osioon. Tamaé ei tie-

tysti ole mahdollista, silla killer sudokussa voi olla osioita, jotka siséltavit esimerkiksi

vain kolme lukua.

7 Summafunktioon perustuvat pulmapelit

Edelld on jo ndhty esimerkki summafunktioon perustuvasta pulmapelistd. Nimit-
tain killer sudokussa summafunktio on keskeisessé roolissa. Tarkastellaan seuraa-
vaksi viela kahta summafunktioon perustuvaa pulmapelid, kakuroa ja japanilaista

ristikkoa.
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7.1 Kakuro

Kakuro (cross sums) [10] on klassinen lukujen yhteenlaskuun perustuva pulmapel,
joka on ollut olemassa jo vuosikymmenien ajan. Se koostuu n x n-kokoisesta ruudu-
kosta, jonka tyhjiin ruutuihin on tarkoituksena sijoittaa kokonaisluku 1-9. Perakkéi-
sille pysty- ja vaakasuuntaisille tyhjille ruuduille on annettu arvo. N&ihin ruutuihin
sijoittavien lukujen summan on oltava yhta suuri kuin annettu arvo. Lisdvaatimuk-
sena on se, ettd summassa olevien lukujen on oltava erilaisia. Erds kakuro ja sen rat-
kaisu on esitetty kuvassa [23] Tarkastellaan seuraavaksi sitd, miten kakuro voidaan

mallintaa matemaattisesti.

i

Jaa> ': [ 2 : ’I'ﬂ
e N\ 7 q
3| |}
BN - .-' i 3
: 3

wwc;"
~J
4

ot

.'r-"‘a - (_p.) 0
N |~ X

/&l

UL~

I A
5 2|5

Kuva 23: Esimerkki kakurosta ja sen ratkaisusta.

Mallinnetaan kakuro-ongelmaa optimointitehtévinéd, jonka merkinnat perustu-
vat pitkalti artikkeliin [22]. Kuten edelldkin, merkitdan rivejéd indeksilld i ja sarak-
keita indeksilld j. Talléin jokainen ruutu voidaan ilmaista muodossa (i, 7). Olkoon
C' joukko, joka sisdltdd kaikki tyhjat ruudut (4, 7). Liséksi olkoon T koko ruudukossa
olevien summien lukuméara. On hyvd huomata, etté erikseen ei siis tarvitse erotel-
la vaaka- ja pystysuuntaisia summia, vaan yhteinen parametri tarkastelussa riittaa.
Olkoon merkinté yksittéiselle summalle ¢ € {1,...,7T}. Summassa t yhteenlasketta-
vat ruudut kuuluvat joukkoon Ry, joka on joukon C' osajoukko, ja kyseisen summan
arvo on 7. Yleensd summat ¢t numeroidaan kakuron summia noudattaen vasemmal-
ta oikealle ja ylhaalta alas kulkien. Mikéli samassa ruudussa on kaksi vihjenumeroa,
merkitddn ylempaéd summanumeroa suuremmalla numerolla.

Havainnollistetaan merkintdja tarkastelemalla kuvan 23] kakuroa. Kyseisen kaku-
ron ruudukko on 9 x 9-kokoinen ja summia on 7" = 32 kappaletta. Tutkitaan lahem-
min oikean yldkulman summaa ja merkitddn ¢t = 4, Ry = {(2,9),(3,9)} ja ry = 17.

Vastaavasti vasemman alakulman summalle merkitédén ¢ = 31, Rs; = {(9,2),(9,3)}
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jars =12.

Olkoot paatdésmuuttujat

1, josluku k on ruudussa (i, 7)
Lijk =
0, muuten,
missd k= 1,...,9 ja (i,7) € C. Kakuro voidaan kirjoittaa lineaarisena bindérisené
optimointitehtavina
max Z%k
(4,7)€C k=1
s. t. wak<1 (i,j) € C (19)
Z i <1, t=1,...,T, k=1,...,9 (20)
(Z,])ERt
9
S>> keagr=r, t=1...T (21)
(i,j)eRt k=1
T €4{0,1}, (4,5) € C, k=1,...,9. (22)

Rajoite takaa sen, ettd jokaiseen tyhjddn ruutuun sijoitetaan korkeintaan yksi
luvuista 1-9. Kuitenkin kohdefunktion maksimointi varmistaa, ettd tyhjaan ruu-
tuun sijoitetaan tasmalleen yksi luvuista 1-9. Rajoite puolestaan pitdd huolen
siitd, ettd summataan yhteen vain ja ainoastaan eri lukuja. Toisin sanoen jokainen
luvuista 1-9 esiintyy yhdessd summassa korkeintaan kerran. Rajoitteessa vaa-
ditaan, ettd summan tulos vastaa annettua lukua. Lisdksi viimeinen rajoite
asettaa padtosmuuttujat bindarisiksi. On hyva huomata, etté kakuroa ei voida mal-
lintaa lineaarisena yhtéloryhméané. Nimittdin mikéli rajoitteessa on mukana
yhtasuuruus, esiintyisi jokainen luvuista 1-9 jokaisessa summassa. Tama ei tietysti
ole mahdollista, koska kakuro sisaltdd summia, joissa yhteenlaskettavia lukuja on
esimerkiksi vain kaksi. Mallinnettaessa kuvan [23| kakuroa esitellylla mallilla, on seka

muuttujia etta rajoitteita 360 kappaletta.

7.2 Japanilainen ristikko

Japanilainen ristikko (nonogram) [29] on logiikkapeli, jossa tarkoituksena on véritt&a
ruudukko tietyin sddnndin. Ristikon véirien méaéra vaihtelee, mutta téssa tarkastel-
laan ainoastaan kaksivéristd (musta ja valkoinen) japanilaista ristikkoa. Ruudukon
jokainen ruutu on siis joko musta tai valkoinen. Jokaisen rivin viereen on merkitty

mustien ruutujen muodostamien yhtéjaksoisten jonojen pituudet kyseisessa rivissa.
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Vastaavasti jokaisen sarakkeen yldpuolelle on merkitty mustien ruutujen muodosta-
mien yhtéjaksoisten jonojen pituudet kyseisesséd sarakkeessa. Yhtédjaksoisia mustia
jonoja erottaa aina vahintdan yksi valkoinen ruutu. Liséksi on huomattava, ettd mus-
tat jonot ovat rivissé /sarakkeessa siind jarjestyksessé, kuin ne on vihjeissé ilmoitettu.
Tavoitteena on siis padtella kaikkien mustien ruutujen sijainnit. Japanilainen ristik-
ko on NP-tdydellinen ongelma. Ei siis ole loydetty polynomisessa ajassa toimivaa
algoritmia, joka ratkaisisi japanilaisen ristikon. Erés japanilainen ristikko ja sen rat-
kaisu on esitetty kuvassa [24] Tarkastellaan seuraavaksi optimointitehtévin luomista
japanilaiselle ristikolle. Esiteltava bindarinen optimointitehtava ja siina kaytettavat

merkinnét pohjautuvat artikkeliin [5].
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Kuva 24: Esimerkki japanilaisesta ristikosta ja sen ratkaisusta. Valkoisia ruutuja on

ratkaisussa merkitty symbolilla X.

Kuten edelld, merkitdédn ruudukon riveja indeksilla ¢ ja sarakkeita indeksilla j.
Télloin yksittdinen ruutu saa merkinnén (7, 7). Kun merkitaéan rivin/sarakkeen vih-
jeiden koostuvan vektoreista (sy, s, ..., s;) ', niin kyseisessi rivissi/sarakkeessa on
oltava k mustien ruutujen jonoa, joiden pituudet ovat s;, ¢ = 1,2,..., k. Néin ol-
len ensimmaéisend on s; ruudun mittainen jono, toisena s, ruudun mittainen jono
ja niin edelleen. Téassd ensimmaiselld tarkoitetaan rivien tapauksessa vasenta reu-
naa ja sarakkeiden tapauksessa yldreunaa. On hyvd huomata, etté rivin/sarakkeen
ei tarvitse alkaa mustalla ruudulla, kuten ei myoskaan loppua. Mustien jonojen tar-
vitsee ainoastaan olla vektorin méaraamassa jarjestyksessa ja jonoja taytyy erottaa
vahintdan yhdelld valkoisella ruudulla.

Selkeyden vuoksi taulukossa [4] on listattu ensin kaikki mallissa tarvittavat para-
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Taulukko 4: Japanilaisen ristikon mallinnuksessa tarvittavat parametrit.

rivien lukumaéara

n sarakkeiden lukumaéara
k! mustien jonojen maaré rivilla ¢
kj mustien jonojen maara sarakkeessa j
(871,87 9,---,50,) " | vihjenumerot rivilla i
(851,559, -,55;) " | vihjenumerot sarakkeessa. j
€t numeroarvoltaan pienin sellainen sarake j, etté rivin ¢

jono t voidaan sijoittaa riville niin, etté jonon

vasemmanpuoleisin ruutu on sarakkeessa j

. numeroarvoltaan suurin sellainen sarake j, ettd rivin ¢

jono t voidaan sijoittaa riville niin, ettd jonon

vasemmanpuoleisin ruutu on sarakkeessa j

€ numeroarvoltaan pienin sellainen rivi ¢, etta sarakkeen j
jono t voidaan sijoittaa sarakkeeseen niin, ettd jonon
ylimmaisin ruutu on rivilld ¢

Gt numeroarvoltaan suurin sellainen rivi 7, ettd sarakkeen j

jono t voidaan sijoittaa sarakkeeseen niin, ettd jonon

ylimmaisin ruutu on rivilla ¢

metrit. Lisdksi yldindeksin merkinté r tarkoittaa rivid (row) ja c saraketta (column).
Seuraavaksi esitellddn tarvittavat paatosmuuttujat, jotka ovat kaikki bindarisia. En-

simmainen paatosmuuttuja on

1, josruutu (i,j) on musta
Zij =
0, jos ruutu (7,j) on valkoinen,
missd i =1,...,mjaj=1,...,n. Kyseinen paatosmuuttuja siis ilmaisee sen, minka
variseksi jokainen ruutu varitetdan. Muut kaksi paatosmuuttujaa kertovat sen, mihin

rivien ja sarakkeiden mustat jonot sijoittuvat. Olkoot

1, jos rivin ¢ jonon ¢ vasemmanpuoleisin ruutu on sarakkeessa j

Yitj; =
0, muuten,
missd ¢ =1,...,m,t=1,... k] jaj=el,, ..., [7,. Lisdksi olkoot
1, jos sarakkeen j jonon ¢ ylimméisin ruutu on rivilla ¢
o Tr—
Jti

0, muuten,
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missd j =1,...,n, t=1,... ki jaj=ce€j,....0[5,
Tarkastellaan seuraavaksi tarvittavia rajoitteita. Ensimmaiseksi tarvitaan rajoit-

teita mustilla jonoille. Rajoite

lft
wuy=1, i=1...m t=1. Kk

N o
J=€;t

takaa sen, ettéd rivin ¢ jono t on kyseisella rivilla tdsmélleen kerran. Vasemmanpuo-
leinen summa kiy nimittain lapi kaikki ne sarakkeet j, joissa on mahdollista olla

rivin ¢ jonon ¢ vasemmanpuoleisin ruutu. Mukaan tarvitaan myos rajoite

s
li,t+1

s _ T . T T
Yitj < E Yit+1.5 z-l,...,m,t—l,...,k:i—l,j—ei’t,...,lm.
J'=j+s;,+1

Rajoite takaa sen, etté rivin ¢ jono ¢t + 1 on sijoitettu vastaavalla rivilld olevan jonon
t oikealle puolelle ja my0s riittavan kauaksi, jotta véliin jaa vahintadn yksi valkoinen

ruutu. Vastaavat kaksi rajoitetta sarakkeiden mustille jonoille ovat

l]’t

§ . c
SL’jtizl, jzl,...,n,tzl,...,kj

ife]t

ja
l;,t+1

. _ T . (& c
Tjtp < E Titri, J=1..n t=1. k=1 i=¢€j,....1[5,
i'=itsS +1

Toiseksi tarvitaan vield rajoitteita, joilla taataan mustien ruutujen linkittyvan

oikein mustien jonojen sijaintien kanssa. Rajoite

min{l7,,j}

ki
Zijgz Z Yitj', it=1,....m, j=1,...,n

t=1 j'=max{el,,j—sl,+1}

varmistaakin, ettd jos ruutu (i,j) on musta, niin vihintd&n yksi rivin 7 jonoista
peittda kyseisen ruudun. Rajoitteen ldhemmaéssé tarkastelussa huomataan, ettéd jos
ruutu (4, 7) on musta, niin véhintdan yhden rivin ¢ jonon on sijoituttava siten, etté
ruutu (4, 7) kuuluu jonoon. Rajoitteen oikeanpuolen jalkimmaéisen summamerkinnan
ala- ja ylarajat pitavat huolen siita, etta rivin ¢ jonossa t tarkastellaan vain sarakkeet,
joissa samanaikaisesti sekd e, < 7/ <7 ettd j—si,+1 < j' < j. Epayhtélot ef, < j' <
lI, varmistavat, etté rivin ¢ jonolle ¢ katsotaan ylipaétadn vain alunperin sallittuja

sarakkeita. Puolestaan epayhtélot j — si, + 1 < j' < j vaativat, ettéd tarkastelussa
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ovat ainoastaan ne sarakkeet j’, joista alkava jono ¢ voi rivilla 7 ylipdatdan peittad

kohdan (i, 7). Vastaava asia sarakkeiden mustille ruuduille on

Zijgz Z T it izl,...,m,jzl,...,n.

t=1 i'=max{e$, i—s$,+1}

Néin ollen, jos ruutu (7, j) on musta, niin véhintaén yksi sarakkeen j jonoista peittéé
kyseisen ruudun.

Lopuksi tarvitaan vield rajoitteet, jotka estavit sen, ettd valkoisiin ruutuihin ei
osu rivien eiké sarakkeiden mustia jonoja. Tata varten maéaritelladn ensin indeksi-
joukot

Jijt:{jIENlegtSjlglrt ja j—5§t+1§j’§j} ja

)

Ljy=A{i eN|e§, <i' < ja i—s§5,+1<i <i}.
Rajoitteiksi saadaan

Zijzyitj’y izl,...,m,jzl,...,n, tzl, kI jIGJijt

y e

. . c -/
Zig 2 Ty, t=1,..oomy g=1... 0, t=1,.. Kk}, @ € Lij.

Kaikki edelld esitellyt rajoitteet yhdessd muodostavat japanilaiselle ristikolle
mallin. Eksaktia kohdefunktiota ei varsinaisesti siis tarvita, koska miké tahansa

rajoitteet toteuttava sallittu ratkaisu on japanilaisen ristikon ratkaisu. Né&in ollen
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lopputuloksena saadaan lineaarinen bindérinen optimointitehtéava

max f(x,y,2)
TjtisYitgrZij
Iy

S. t. Zyzt]:17 izl,...,m,tzl,...,kf

y— T
J=€i¢

dwu=1, j=1...nt=1. K

e
lz t+1

. _ r - __ T T

yitjg E yi,t+1,j’7 Z_la"'amat_lv"'7ki_17]_67,’,t7"'7li,t
J=g+s], 4

lgct+1

. o T - ___ _C c
Tj < E Tiorri, J=1...n t=1 . kK =1 i=c¢€j, ...}
z"=i+s;t+1

min{l,,j}

zij<z Z Yiejo, t=1,....m, 7=1,...,n

t= 1j’—max{en,] sh,+1}

min{l$,,i}

Zij<z Z T jgit izl,...,m,jzl,...,n

t=1 i'=max{eS, i—s¢,+1}

Zij 2 Yigr, t=1,...om, jg=1,...n, t=1,... ki, j € Jij
Zig 2 Ty, 1=1,....m, j=1,....n, t=1,... Kk, i" € Lij
zi;€{0,1}, i=1,....m, j=1,....n

Yy €10,1}, i=1,....om, t=1,.. ki, j=e; ..., l;;

xjn-e{O,l}, jzl,...,n,tzl,...kcj:e;t,...lc

) Vg ) Vg,

jonka kohdefunktio f voidaan valita vapaasti.

8 Numeerinen ratkaiseminen

Téassé luvussa tarkastellaan edellé esiteltyjen pulmapelien numeerista ratkaisemista.
Erityisesti keskitytaédn siithen, miten esimerkiksi tehtévin koko ja ratkaisijan valin-
ta vaikuttavat mallien ratkaisemiseen. Aluksi kdytetyt ratkaisijat esitelladn ja eri
pulmapeleja vertaillaan yleisesti keskenaén. Téamaéan jéalkeen tarkastellaan vield tar-
kemmin sekd Eternity-pulmapeleja ettd sudokuja. Tarkasteltavista pulmapeleista on
tehty GAMS-mallit [I5], jotka on esitetty liitteessé [Al
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8.1 Ratkaisijat ja mallien yleinen vertailu

Mallien ratkaisemiseen on kiytetty GAMS-ohjelmiston versiota 45.7.0 ja ratkaisijoi-
ta SCIP [4] (versio 8.0), LINDOGlobal [27] (versio 14.0.5099.279), CPLEX [7] (versio
22.1.1.0) sekd DICOPT [20] (versio 3.170). Néisté ratkaisijoista SCIP ja LINDOGlo-
bal ovat globaaleja ratkaisijoita, kun taas CPLEX ja DICOPT ovat lokaaleja rat-
kaisijoita. SCIP ja LINDOGlobal on valittu globaaleiksi ratkaisijoiksi siksi, ettd ne
ovat kesken&ddn melko erilaisia menetelmid, mutta molemmat ratkaisevat kattavas-
ti erilaisia tehtavityyppeja (esim. BLP, MILP ja MINLP). Puolestaan CPLEX on
hyvin tunnettu lineaaristen tehtévien ratkaisija, minkd vuoksi se on valittu lineaa-
risten tehtédvien lokaaliksi ratkaisijaksi. Koska osalle pulmapeleistd on esitetty myos
MINLP-malli, on epélineaarisille sekalukuoptimointitehtaville soveltuva lokaali rat-
kaisija DICOPT valittu mukaan. Globaalit ratkaisijat 16ytéavét aina globaalin opti-
min, kunhan laskenta-aikaa on kiytossé tarpeeksi. Lokaaleilla ratkaisijoilla globaali
optimi voidaan 16ytééd esimerkiksi aina silloin, kun tehtéva on lineaarinen. Osalla
ratkaisijoista my0Os esimerkiksi epélineaarisen tehtévin konveksisuus takaa globaa-
lin optimin l6ytymisen. Muussa tapauksessa lokaalin ratkaisijan antaman ratkaisun
voidaan taata olevan ainoastaan lokaali optimi. Néain ollen yleisille epélineaarisille
tehtéville ei ratkaisun optimaalisuutta voida lokaalilla ratkaisijalla taata.

Taméan aliluvun mallien yleisessé vertailussa GAMS-mallit on muodostettu ni-
menomaan niille pulmapeleille, jotka on esitetty tutkielman kuvissa, kun taas seu-
raavissa aliluvuissa ratkaistaan myos muunlaisia Eternity II -pulmapeleja ja sudo-
kuja. Toisin sanoen esimerkiksi kakuron GAMS-malli mallintaa kuvan 23] kakuroa.
Eternity II -palapeleistéd on téssé tarkasteltu ainoastaan 2 x 2-kokoisia versioita, sil-
14 yleisessé vertailussa tehtévian koko on haluttu pitda pienené. Tarkemmat viitteet
ratkaistuja ongelmia esittéviin kuviin on koottu taulukkoon [5] Tarkastelusta on ji-
tetty pois Eternity I -palapeli, Eternity II -palapelin mallinnustapa 1 ja japanilainen
ristikko. Eternity I -palapelin kohdalla syy on epasymmetristen palojen koodaami-
sen tyolays ja vaikeus sekéd se, ettd kolmen kuukauden laskentakaan ei ole tuottanut
pulmapelille ratkaisua viitteessa [6]. Liséksi pelkdstadn 2 x 2-kokoisessa Eternity 11
-palapelisséd on tavan 1 mallissa jo 320 parametria ja tama tekee mallista melko
tyoladn koodata. Koska Eternity II -palapelille on esitelty myds huomattavasti vé-
hemmaén parametreja sisaltava tavan 2 malli, on numeerisissa tuloksissa tarkasteltu
ainoastaan sille saatuja tuloksia. Japanilainen ristikko on puolestaan paatetty jattaa
numeerisista tarkasteluista pois mallin koodaamisen monimutkaisuuden vuoksi. Ni-
mittdin mallin rajoitteet ja erilaiset indeksijoukot ovat haastavia kirjoittaa vihankin
isommalle tehtaville.

Tutkielmassa on esitelty kahden tyyppisia optimointitehtavia: "tavallisia" koh-
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defunktiollisia tehtavia seké yhtaloryhmié, joissa kohdefunktiota ei tarvita. Jalkim-
méisessé tilanteessa on GAMS-malleihin valittu maksimoitavaksi kohdefunktioksi
vakiofunktio 1. Kirjoitetut mallit on syotetty NEOS-serverin [8], [12], 19] versioon 6.0
ratkaistavaksi, koska GAMS-ohjelmiston demolisenssi ei pysty ratkaisemaan seuraa-

vassa aliluvussa tarkasteltavia 3 x 3-kokoisia ja sitd suurempia Eternity II -palapeleja.

Taulukko 5: Mallien laskenta-ajat sekunteina. Viimeisessa sarakkeessa on viite tar-

kasteltavan pulmapelin kuvaan.

Malli SCIP | LINDOGlIlobal | Lokaali ratkaisija | Kuva
Yksinkertainen 0,092 0,031 0,028 (CPLEX) 2
tiilitysongelma

Yleinen tiilitysongelma | 0,092 0,031 0,029 (CPLEX) 6
Eternity II, tapa 2, 0,109 0,079 0,061 (DICOPT) 13
epalin. (4 palaa)
Eternity II, tapa 2, 0,102 0,069 0,037 (CPLEX) 13
lin. (4 palaa)
Ei reunoja -Eternity, | 0,119 0,190 0,127* (DICOPT) 15
epalin. (4 palaa)
Ei reunoja -Eternity, 0,154 0,250 0,035 (CPLEX) 15
lin. (4 palaa)
Kolmio-Eternity, 0,110 0,045 0,086 (DICOPT) 16
epélin. (4 palaa)
Kolmio-Eternity, 0,140 0,104 0,031 (CPLEX) 16
lin. (4 palaa)
Perinteinen sudoku, 0,109 0,058 0,038 (CPLEX) 19

tapa 1

Perinteinen sudoku, 0,098 0,037 0,031 (CPLEX) 19

tapa 2

Perinteinen sudoku, 0,191 0,120 0,082 (CPLEX) 19
tapa 3
Sudoku-x 0,115 0,114 0,044 (CPLEX) 20
Pariton-parillinen 0,124 1,057 0,040 (CPLEX) 21
sudoku
Killer sudoku 0,842 1,139 0,625 (CPLEX) 22
Kakuro 0,226 0,082 0,040 (CPLEX) 23

* 10ydetty ratkaisu ei ole globaali optimi
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Taulukkoon [5| on koottu yleisessa vertailussa GAMS-mallien ratkaisemiseen me-
nevit laskenta-ajat sekunteina. Laskenta-aika on se aika, joka kuluu kddnnoksen
valmistumisesta tuloksen saamiseen. Tésséd kaikille malleille on kiytetty globaale-
ja ratkaisijoita SCIP ja LINDOGIlobal, joilla saatujen ratkaisujen tiedetéddn olevan
globaaleja optimeja, koska menetelmien suoritus paattyi ddrellisessd ajassa ilman
pakotusta. Lisdksi jokaiselle mallille on kiytetty yhta lokaalia ratkaisijaa, joka line-
aarisen mallin tapauksessa on CPLEX ja epélineaarisen tapuksessa DICOPT. Kai-
kissa muissa paitsi ei reunoja -Eternityn epélineaarisessa mallissa lokaalit ratkaisijat
onnistuivat 16ytaméaén tehtéaville globaalin optimin eli parhaan mahdollisen ratkai-
sun. Tama olikin yleisesti odotettu tulos, silld tarkasteltujen tehtdvien koko on pieni

ja néin ollen lokaalit ratkaisijat eivat joudu laskennassa niin helposti vaikeuksiin.

Taulukko 6: Mallien paatosmuuttujien ja rajoitteiden méaarat seka tehtavatyyppi.

Malli Paatos- | Rajoitteet | Tehtava-
muuttujat tyyppi
Yksinkertainen tiilitysongelma 26 11 BLP
Yleinen tiilitysongelma 34 12 BLP
Eternity II, tapa 2, epélin. (4 palaa) 44 92 MINLP
Eternity II, tapa 2, lin. (4 palaa) 92 188 MILP
Ei reunoja -Eternity, epélin. (4 palaa) 44 76 MINLP
Ei reunoja -Eternity, lin. (4 palaa) 92 172 MILP
Kolmio-Eternity, epélin. (4 palaa) 36 108 MINLP
Kolmio-Eternity, lin. (4 palaa) 72 180 MILP
Perinteinen sudoku, tapa 1 729 324 BLP
Perinteinen sudoku, tapa 2 729 324 BLP
Perinteinen sudoku, tapa 3 1215 1701 MILP
Sudoku-x 729 342 BLP
Pariton-parillinen sudoku 729 486 BLP
Killer sudoku 729 594 BLP
Kakuro 360 360 BLP

Tarkastellaan taulukon [5f laskenta-aikoja lahemmin. Kaikkien mallien laskenta-
ajat ovat valilla 0,028-1,139 sekuntia. Lisédksi keskendédn saman kategorian pulmape-
lien laskenta-ajat ovat hyvin lahelld toisiaan. Esimerkiksi kaikki eri Eternity-mallien
laskenta-ajat ovat ratkaisijalla SCIP 0,052 sekunnin péassé toisistaan. Kuitenkin
perinteisen sudokun kolmesta mallista erottuu mallinnustavan 3 malli. Nimittain jo-

kaisella ratkaisijalla perinteisen sudokun tavan 3 mallin laskenta-aika on noin kaksin-
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tai kolminkertainen perinteisen sudokun mallinnustapoihin 1 ja 2 verrattuna. Jonkin
verran pidempi laskenta-aika perinteisen sudokun mallinnustavassa 3 johtuu luulta-
vasti ainakin osittain mallin suuresta rajoitteiden ja muuttujien maarasta. Tarkem-
min kaikkien ratkaistujen pulmapelimallien muuttujien ja rajoitteiden maarat seké
tehtévityypit onkin esitetty taulukossa [6]

Neljésséd mallissa ratkaisijalla LINDOGlobal saadut laskenta-ajat ovat hieman
pidempia kuin ratkaisijalla SCIP saadut. Puolestaan 11 mallissa tilanne on painvas-
tainen. Liséksi molemmat ratkaisijat takaavat globaalin optimin ja toimivat kaikille
tarkastelussa mukana oleville tehtévéityypeille (BLP, MILP ja MINLP). Loppupe-
leissé ratkaisijoiden SCIP ja LINDOGIlobal tuottamat laskenta-ajat ovat kuitenkin
kaikille malleille samaa suuruusluokkaa, joten erot laskenta-ajoissa ovat hyvin pie-
nid. Néin ollen varsinaisia johtopaatoksia ei tarkastelluille pulmapeleille toimivam-
masta globaalista ratkaisijasta pystyta tekeméén, vaikka LINDOGlobal onkin melko
monessa tapauksessa aivan viahan ratkaisijaa SCIP nopeampi. Lokaalilla ratkaisijal-
la DICOPT saadut laskenta-ajat ovat hyvin ldhella globaaleilla ratkaisijoilla saatuja
laskenta-aikoja. Kuitenkaan ratkaisijan DICOPT laskenta-aika ei ole missédéin mal-
lissa molempia globaaleja ratkaisijoita pidempi. Puolestaan lokaalilla ratkaisijalla
CPLEX saadut laskenta-ajat ovat kaikilla tarkastelluilla lineaarisilla malleilla ly-
hyemmat kuin globaaleilla ratkaisijoilla saadut, vaikka jdlleen saadut laskenta-ajat
ovat samaa suuruusluokkaa. Voidaan todeta, etta lineaarisille tehtéaville kannattaa
kayttaa ratkaisijaa CPLEX, koska kyseinen ratkaisija vaikuttaa pystyvan hyodynta-
méaédn tehtdvin lineaarisuutta paremmin kuin yleiset globaalit menetelméat. On myo6s
hyva muistaa, ettd lineaarisissa tehtavissé CPLEX takaa ratkaisun globaalin opti-
maalisuuden. Kaiken kaikkiaan voidaan todeta, ettd ratkaisijan valinnalla ei nayta

olevan kovinkaan suurta vaikutusta melko pienten pulmapelien ratkaisemisessa.

8.2 Eternity-pulmapelit

Tassé aliluvussa tarkastellaan Eternity-pulmapelejé tarkemmin ja erityisesti keski-
tytadn sithen, miten pulmapelin koko, tyyppi ja vérien méara vaikuttaa ratkaisun
16ytymiseen sekd esimerkiksi laskenta-aikaan. Vertailussa ovat perinteinen Eternity
IT -palapeli, ei reunoja -Eternity ja kolmio-Eternity. Erityisesti kyseisten pulma-
pelimallien epélineaarisia versioita vertaillaan keskendén. Perinteisen Eternity II -
pulmapelin mallinnustavan 2 avulla tarkastellaan myds sitd, miten epélineaarisen ja
linearisoidun mallin tulokset eroavat toisistaan.

Vertailu aloitetaan tarkastelemalla 2 x 2-, 3 x 3- ja 4 x 4-kokoisia epélineaa-
risia malleja Eternity-pulmapeleisté. Tarkasteluissa on perinteisesséd Eternity II -

pulmapelissé seké ei reunoja -Eternityssad reunan harmaan liséksi 4 vériéd ja kolmio-
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Eternityssa 3 varia. Ratkaisijoina on kiytetty menetelmié SCIP sekd LINDOGlobal,
ja mallien laskenta-ajat on koottu taulukkoon [7] Kyseisestd taulukosta havaitaan,
ettd laskenta-aika nousee pulmapelin koon kasvaessa seké ratkaisijalla SCIP etté
LINDOGIobal. Esimerkiksi kun kiytetdan ratkaisijaa SCIP ja siirrytdéan saman teh-
tavan sisalla 2 x 2-kokoisesta palapelistd yhtd suurempaan eli 3 x 3-kokoiseen pala-
peliin, niin laskenta-aika yli kuusinkertaistuu perinteiselld, Eternity II -pulmapelilla
ja ldhes kymmenkertaistuu kolmio-Eternitylld. Puolestaan ei reunoja -Eternitylla
laskenta-aika kasvaa lahes 17-kertaiseksi. Ratkaisijalla LINDOGIobal pulmapelin
kasvu 2 x 2-kokoisesta 3 x 3-kokoiseen kasvattaa laskenta-ajan perinteiselld Eternity
IT -palapelilld yli 11-kertaiseksi, kolmio-Eternitylla yli 47-kertaiseksi ja ei reunoja -
Eternitylla yli 110-kertaiseksi. Kun siirrytaan 3 x 3-kokoisista malleista 4 x 4-kokoisiin
malleihin, ovat laskenta-ajat ei reunoja -Eternitylla ja kolmio-Eternitylla yli kym-
menkertaiset seké perinteiselld Eternity II -palapelilla lahes 19-kertaiset ratkaisijalla
SCIP. Vastaavasti ratkaisijaa LINDOGIlobal kdytettéessa ovat laskenta-ajat perintei-
selld Eternity II -palapelilla yli 226-kertaiset, kolmio-Eternitylla ldhes 139-kertaiset
ja el reunoja -Eternitylld ldhes 262-kertaiset.

Molemmilla ratkaisijoilla kaiken kokoisissa malleissa ei reunoja -Eternity on hi-
tain eli vaikein ratkaista. Puolestaan ratkaisijalla SCIP 2 x 2- ja 3 x 3-kokoisissa
malleissa perinteinen Eternity II -palapeli on nopein eli helpoin ratkaista ja 4 x 4-
kokoisissa malleissa kolmio-Eternity. Ratkaisijalla LINDOGIobal 2 x 2-kokoisista
malleista kolmio-Eternity on nopein ratkaista sekd 3 x 3- ja 4 x 4-kokoisista mal-
leista perinteinen Eternity II. Kaiken kaikkiaan ratkaisija SCIP tuottaa ratkaisijaa
LINDOGIobal nopeammin ratkaisun kaikissa muissa malleissa paitsi 2 x 2-kokoisissa
perinteisen Eternity II -palapelin ja kolmio-Eternityn malleissa. Mitd suuremmak-
si pulmapelin koko kasvaa, sitd suuremmaksi kasvaa myos ratkaisijoiden vélinen
laskenta-aikojen ero. Esimerkiksi 3 x 3-kokoisella ei reunoja -Eternityllé ratkaisijan
LINDOGIlobal laskenta-aika on yli yhdeksan kertaa suurempi kuin ratkaisijalla SCIP
saatu laskenta-aika, mutta 4 x 4-kokoiselle ei reunoja -Eternitylle ratkaisijan LIN-
DOGlobal laskenta-aika on jo ldhes 248-kertainen ratkaisijan SCIP laskenta-aikaan
nahden. Ratkaisijaa SCIP voidaan siis pitaé ratkaisijaa LINDOGIobal toimivampana
vaihtoehtona Eternity-pulmapeleille.

Tuntuisi luontevalta olettaa, ettd ei reunoja -Eternity olisi helpompi ratkaista
kuin perinteinen Eternity II. Téma johtuu siité, etté ei reunoja -Eternity pohjautuu
perinteiseen Eternityyn, mutta harmaita reunoja koskevat rajoitteet on poistettu.
Tuntuisi myos luontevalta, etté kolmio-Eternity olisi helpoin tarkasteltavista kolmes-
ta pulmapelistd. Nimittdin kolmio-Eternityssa paloilla on vain kolme reunaa, jotka

pitda sovittaa viereisten palojen reunoihin, kun muissa kahdessa mallissa on paloil-
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Taulukko 7: Eri kokoisten epélineaaristen Eternity-mallien laskenta-ajat sekunteina.

Malli Ratkaisija | 2x2 | 3x3 4 x4
. SCIP 0,109 | 0,686 12,957
Eternity II, tapa 2
LINDOGlobal | 0,079 | 0,879 | 199,204
. . . SCIP 0,119 | 2,216 22,193
Ei reunoja -Eternity
LINDOGIobal | 0,190 | 20,993 | 5494,167
SCIP 0,110 | 1,073 11,716

Kolmio-Eternity

LINDOGlobal | 0,045 | 2,128 | 295,420

la nelja reunaa. Saadut tulokset eivat kuitenkaan vastaa néihin odotuksiin, miké
todennékoisesti johtuu tehtévien pienesté koosta sekéd mahdollisesti myos siité, et-
ta tehdyt odotukset eivit vastaa todellisuutta. Kaiken kaikkiaan voidaan kuitenkin
todeta, ettd tehdyn tarkastelun perusteella ei reunoja -Eternity on vaikein ratkais-
ta. Lisdksi mallien koon kasvaessa kasvaa luonnollisesti laskenta-aikakin. Kasvu ei

kuitenkaan ole lineaarista, vaan eksponentiaalista.

Taulukko 8: Eri kokoisten epélineaaristen ja lineaaristen Eternity II -mallien

laskenta-ajat sekunteina.

Malli Ratkaisija | 2x2|3x3| 4x4 5 XD
_ . SCIP 0,109 | 0,686 | 12,957 | 2830,214
Eternity II, tapa 2, epélin.
LINDOGIobal | 0,079 | 0,879 | 199,204 —*
SCIP 0,102 | 0,710 | 13,265 | 3803,484
Eternity II, tapa 2, lin. LINDOGIlobal | 0,069 | 2,339 | 404,116 —*

CPLEX 0,037 | 0,139 | 1,235 | 479,620
* ratkaisija ei 10ytanyt ratkaisua kahdeksassa tunnissa

Taulukossa [§| on esitetty neljan varin ja harmaan reunan perinteisen Eternity
IT -pulmapelin laskenta-aikoja eri kokoisille mallinnustavan 2 epélineaarisille ja li-
neaarisille malleille eri ratkaisijoilla. Tarkastellaan naita tuloksia ldhemmin. Kuten
edelldkin, pulmapelin koon kasvaessa kasvaa laskenta-aikakin jokaisella ratkaisijal-
la, ja tdmé& kasvu on eksponentiaalista. Pienilld 2 x 2- ja 3 x 3-kokoisilla malleilla
laskenta-ajat ovat melko samaa suuruusluokkaa ja alle sekunnin kaikilla ratkaisijoilla
paitsi menetelmallda LINDOGlobal lineaarisen 3 x 3-kokoisen Eternity II -palapelin
mallissa, jossa laskenta-aika on 2,339 sekuntia. Myo0s 4 x 4-kokoisen epélineaarisen ja
lineaarisen Eternity II -pulmapelin laskenta-ajat ovat ratkaisijalla SCIP samaa suu-
ruusluokkaa, noin kymmenen sekuntia. Kuitenkin vastaavalle pulmapelille havaitaan

ero epélineaarisen ja lineaarisen mallin vélilld ratkaisijalla LINDOGlobal, koska li-
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neaarisen mallin laskenta-aika on yli kaksinkertainen epalineaarisen mallin laskenta-
aikaan verrattuna. Lisdksi, koska laskenta-ajat ovat 4 x 4-kokoisilla Eternity II -
pulmapeleilld ratkaisijalla LINDOGlobal satojen sekuntien luokkaa, ovat laskenta-
ajat merkittavisti ratkaisijalla SCIP saatuja laskenta-aikoja pidemmét. Kuitenkin
5 x H-kokoisilla malleilla ratkaisijalla SCIP on seké epélineaarisen etté lineaarisen
mallin laskenta-aika tunnin luokkaa eli hyvin merkittavisti edellisid pidempi. Rat-
kaisija LINDOGlobal ei ratkaissut epélineaarista eika lineaarista 5 x 5-kokoista Eter-
nity II -palapelid kahdeksassa tunnissa. My0ds 6 x 6-kokoista perinteistd Eternity II
-pulmapelid on yritetty ratkaista, mutta laskenta on keskeytetty ratkaisijoilla SCIP,
LINDOGIobal ja CPLEX kahdeksan tunnin kohdalla tuloksettomana.

Taulukosta [§] huomataan, ettd ainoastaan 2 x 2-kokoisilla malleilla lineaarinen
malli antaa epilineaarista mallia nopeammat laskenta-ajat globaaleilla ratkaisijoil-
la SCIP ja LINDOGlobal. Kuitenkin ero on ratkaisijalla SCIP vain 0,007 sekuntia
ja ratkaisijalla LINDOGIobal vain 0,010 sekuntia, eli erot ovat hyvin pienet. Muun
kokoisilla Eternity II -pulmapeleilld epélineaarinen malli ratkeaa globaaleilla rat-
kaisijoilla lineaarista mallia nopeammin. Erityisesti 5 x 5-kokoisilla malleilla havai-
taan selked ero, silla ratkaisijalla SCIP on lineaarisen mallin laskenta-aika 973,27
sekuntia epélineaarisen mallin laskenta-aikaa pidempi. On kuitenkin hyva huomata,
ettd lokaalilla ratkaisijalla CPLEX saadut laskenta-ajat ovat merkittévésti globaa-
leilla ratkaisijoilla saatuja laskenta-aikoja lyhyemmat erityisesti suuremmilla Eter-
nity II -malleilla. Tehtyjen havaintojen perusteella tehokkain ratkaisija Eternity II
-pulmapelin epélineaariseen malliin on SCIP ja lineaariseen mallin CPLEX.

Vaikka yleisesti lineaariset mallit ovat epéilineaarisia helpompia ratkaista, niin
linearisointi tuo mukanaan myos lisimuuttujia ja -rajoitteita. Esimerkiksi 5 x 5-
kokoisessa lineaarisessa mallissa on 24000 muuttujaa ja 48000 rajoitetta enem-
mén kuin vastaavassa epalineaarisessa mallissa, miké tarkoittaa 31 kertaa enemmaén
muuttujia ja ldhes 19 kertaa enemmén rajoitteita. Hurja muuttujien ja rajoittei-
den médrien kasvu selittda sitd, miksi lineaarinen Eternity II -palapelin malli on
epélineaarista vaikeampi ratkaista varsinkin, kun tarkastellaan alkuperiista 16 x 16-
kokoista palapelid. Téasta syysté jatkotarkasteluissa keskitytddan nimenomaan perin-
teisen Eternity II -pulmapelin epélineaariseen versioon. Jatkotarkastelut tehdaan
myo0s globaalilla ratkaisijalla SCIP, silla sen laskenta-ajat ovat etenkin suuremmilla
Eternity I -pulmapeleilla merkittévésti toista globaalia ratkaisijaa LINDOGlobal
lyhyemmat.

Tarkastellaan seuraavaksi viarien méaaran vaikutusta Eternity I -pulmapelien rat-
kaisemiseen. Tarkastelu tehdddn ainoastaan 4 x 4-kokoiselle perinteisen Eternity II

-pulmapelin epélineaariselle mallille ja véarien méarille nelja, kuusi ja kahdeksan, mis-
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sé harmaata ulkoreunaa ei lasketa yhdeksi vériksi. Tulokset on koottu taulukkoon [9
Havaitaan, etté 4 x 4-kokoisessa mallissa laskenta-aika kasvaa 1,07 kertaiseksi (0,849
sekuntia) siirryttidessd neljasta viristd kuuteen ja 1,29 kertaiseksi (3,963 sekuntia)
siirryttdessd kuudesta véristd kahdeksaan. Laskenta-ajan kasvu on kuitenkin niin
vahéaisté, ettd kiytdnnossa varien méaarallé ei ole vaikutusta erittéin pienien Eterni-
ty II -palapelien ratkaisemiseen ja sitd kautta laskenta-aikoihin. Téma johtuu siité,
ettd perinteisen Eternity II -palapelin mallinnustavassa 2 virien maara ei vaikuta

muuttujien, parametrien eiké rajoitteiden magraan.

Taulukko 9: Perinteisen Eternity II -palapelin laskenta-ajat, kun virien maara muut-

tuu ja malli on epélineaarinen. Ratkaisijana on SCIP.

Varien maara | Laskenta-aika | Koko
4 12,957 4 x 4
6 13,806 4 x4
8 17,769 4 x4

Tarkastellaan vield sité, helpottaako tarkempien kulma-, reuna- ja sisdpaloja kos-
kevien rajoitteiden lisidminen Eternity II -pulmapelien ratkaisua 4 x 4-kokoisissa
epalineaarisissa malleissa, joissa on 4 varia reunan harmaan lisdksi. Télloin voidaan
poistaa alkuperaisen mallin rajoitteet , joissa taataan jokaisen palan k olevan
korkeintaan yhdessé paikassa. Nyt siis korvataan alkuperiiset rajoitteet uusil-
la tarkemmilla rajoitteilla, joissa huomioidaan ylipddatédan ne paikat, joihin pala on
mahdollista sijoittaa. Nimittain esimerkiksi kulmapalaa ei voi sijoittaa muualle kuin
pelilaudan kulmiin. On siis vaadittava, ettd muuttuja x;;, on nolla, jos palaa k ei ole
mahdollista sijoittaa ruutuun (7, j). Olkoon kulmapalojen joukko Kpyima, reunapalo-
jen joukko K,eunq ja sisdpalojen joukko Ky;,,. Lisattavat rajoitteet ovat perinteiselle

4 x 4-kokoiselle Eternity II -palapelille muotoa

Tik + Tiak + Tark + Taar < 1,k € Kiuima

Tiok + T3k + To1k + Toak + T31k + Taak + Taok + Taze <1, k € Krcuna

Took + Tozp + Taok + Tage < 1, k€ Kyisq

Ti2k + T13k + To1k + Toak + 316 + T3ak + Taok + Tasp + Toop + Togk+
Taor + 733, = 0, Kk € Kiuima

Tiik + Tk + Tark + Taar + Took + Tosk + Taop + 33 = 0, k€ Kreuna

T11k + T1ak + Ta1k + Taak + T12k + T13k + To1k + T2ak + T31k + T34kt

Taok + Tazk = 0, k€ Kgigq
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ja 4 x 4-kokoiselle kolmio-Eternitylle muotoa

Tiak + Tark + Tare <1, K € Kpuima
To3k + Tosk + T3ok + T3ek + Taok + Tazk + Taap + Task + Ta6 < 1,k € Kreuna
Toap + Task + Taar + T35 < 1, k€ Kiiga
Togk + Tosk + 3ok + T36k + Tazk + Task + Taak + Task + Tag + Toag+
33k + Taar + T35k = 0, K € Kpuima
Tk + Tark + Tazk + Toap + Tage + Tk + Task = 0, &k € Kreuna
T4k T Ta1k + Tarp + Tosk + Tosk + Taok + T3ek + Taok + Task + Taar+

Tysk + Tae = Oa ke Ksisa-

Esimerkiksi kulmapalarajoitteet takavat sen, ettd jokainen kulmapala sijoitetaan
korkeintaan yhteen kulmaan. Kuitenkin jélleen kohdefunktion maksimointi varmis-
taa, ettd jokainen kulmapala sijoitetaan tédsmélleen yhteen kulmista. Lisdttavien ra-
joitteiden ansiosta osa muuttujista saadaan automaattisesti nolliksi, silld esimerkiksi
kulmapalat eivat ikina voi sijaita laudan keskella.

Kun uudet rajoitteet lisdtdan, saadaan ratkaisijalla SCIP perinteisen Eternity 11
-palapelin epélineaarisen mallin laskenta-ajaksi 1,708 sekuntia ja kolmio-Eternityn
laskenta-ajaksi 0,835 sekuntia. Kulma-, reuna- ja sisapalarajoitteiden lisédminen no-
peuttaa siis perinteisen Eternityn ratkaisemista 11,249 sekuntia ja kolmio-Eternityn
ratkaisemista 10,881 sekuntia. On hyva huomata, ettd vaikka lisétyt rajoitteet ta-
kaavat osan muuttujien olevan nollia, tuovat uudet ehdot mukanaan myos 16 uutta
rajoitetta. Nimittdin 4 x 4-kokoisella Eternity-palapelilld on poistettavia rajoitteita
16 kappaletta ja uusia tilalle tulevia rajoitteita 32 kappaletta. Kuitenkin rajoit-
teiden kasvusta huolimatta saadaan 4 x 4-kokoisten perinteisen Eternity II -palapelin
laskenta-aikaa lyhennettya lahes kymmenesosaan ja kolmio-Eternityn laskenta-aikaa

yli kymmenesosaan alkuperaisesta.

8.3 Sudokut

Tassé aliluvussa tarkastellaan vieléd edella esitettyéa tarkemmin eri tyyppisten ja vai-
keusasteisten sudokujen ratkaisemista. Aluksi vertaillaan yleisesti tdmén tutkielman
neljaa eri sudokutyyppié: perinteistd sudokua, sudoku-x:44, pariton-parillinen sudo-
kua ja killer sudokua. Vertailussa kaytetaan taulukon [5| tuloksia. Liséksi perinteisen
sudokun mallinnustavan 3 mallia ei enédéd oteta mukaan naihin tarkasteluihin, koska
kyseinen malli on perinteisen sudokun malleista haastavin ratkaista jokaiselle tau-

lukon [5| ratkaisijalle. Esimerkiksi kiytettdessa ratkaisijaa SCIP tuottaa perinteisen

70



sudokun mallinnustapa 2 pienimmaéan laskenta-ajan 0,098 sekuntia, kun mallinnus-
tavan 1 laskenta-aika on 0,109 sekuntia. Sudoku-x:n laskenta-aika on 0,115 sekun-
tia. Puolestaan pariton-parillinen sudokun laskenta-aika on 0,124 sekuntia ja killer
sudokun laskenta-aika 0,842 sekuntia. Ainakin siis laskenta-aikojen valossa perin-
teinen sudoku ja sudoku-x ovat hieman helpompia pulmapelejd ratkaisijalle SCIP
kuin pariton-parillinen sudoku ja killer sudoku. Kuitenkin erot ovat niin pienié (alle
sekunnin), ettd mitddn kauaskantoisia johtopééatoksia ei voida tehdéd. Lisdksi esi-
merkiksi katsomalla lokaalin ratkaisijan CPLEX tuloksia, on sille sudoku-x "haasta-
vampi" ongelma kuin pariton-parillinen sudoku, mutta ero on vain 0,004 sekuntia
eli jalleen hyvin pieni. Kuitenkin CPLEX vie jokaisessa sudokumallissa vihemmén
laskenta-aikaa kuin kumpikaan globaaleista ratkaisijoista. Néin ollen sudokujen rat-
kaisemiseen kannattaa kiyttaéd ratkaisijaa CPLEX. Toisaalta, koska laskenta-ajat
ovat korkeintaan sekunnin luokkaa, ovat mallit periaatteessa yhta vaikeita tai tdssa
tapauksessa helppoja ratkaista.

Kun ei huomioida perinteisen sudokun mallinnustapaa 3, on kaikissa eri sudo-
kumalleissa yhtd monta muuttujaa (729 kappaletta). Lisdksi perinteisen sudokun
mallinnustavoissa 1 ja 2 rajoitteiden méérd on sama (324 kappaletta). Perintei-
sen sudokun mallinnustavassa 3 muuttujia on 1215 ja rajoitteita 1701. Puolestaan
sudoku-x:n rajoitteiden maéra on 342, pariton-parillinen sudokun 486 ja killer su-
dokun 594. Tietokoneelle malli on yleensa sitd haastavampi ja hitaampi ratkaista,
mitd enemman rajoitteita on. Ratkaistuille malleille asia patee suurimmaksi osaksi,
kun ratkaisija on SCIP. Kuitenkin perinteisen sudokun mallinnustavan 3 malli néyt-
tad olevan nopeampi ratkaista kuin killer sudoku, vaikka killer sudokussa on 1107
rajoitetta vihemmaén kuin perinteisen sudokun mallinnustavassa 3. Lisdksi vaikka
ratkaisijalla SCIP sudoku-x ratkeaa 0,009 sekuntia pariton-parillinen sudokua no-
peammin, on asia toisin piin ratkaisijalla CPLEX, jolla mallien vélinen laskenta-
aikojen ero on 0,004 sekuntia. Huomion arvoista on kuitenkin se, ettd tarkastellut
pulmapelit ovat yksinkertaisia ja kooltaan melko pienia tehtévid, joten pienillé eroil-
la mallien rajoitteiden madrissé ei ole suurta merkitysta ratkaisuaikaan. Kuitenkin,
koska perinteisen sudokun mallinnustavassa 3 on merkittavisti enemmén rajoittei-
ta ja muuttujia kuin muissa sudokumalleissa, on tavan 3 laskenta-aikakin muita
perinteisen sudokun malleja pidempi.

Vertaillaan seuraavaksi eri vaikeusasteisten sudokujen laskenta-aikoja. Tassé kes-
kitason sudokuilla tarkoitetaan samoja sudokuja, jotka on esitetty pulmapelien mal-
lien yhteydessé olevissa kuvissa. Viitteet néaihin kuviin on koottu taulukkoon [b] Vai-
kealla sudokulla puolestaan tarkoitetaan sellaista sudokua, joka on sudokukirjassa

méaaritelty vaikeaksi. Poikkeuksena on perinteinen sudoku, jonka kohdalla on tutkit-
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tu nimenomaan maailman vaikenta sudokua [21]. Kyseisen sudokun on kehittanyt
suomalainen matemaatikko Arto Inkala vuonna 2012. Ei ole tiedossa, ettd kukaan
olisi kehittédnyt vaikeampaa sudokua kuin Inkala. Eri tasoisten sudokujen laskenta-
ajat on esitetty taulukossa kun ratkaisija on SCIP ja CPLEX.

Taulukko 10: Eri tasoisten sudokumallien laskenta-ajat sekunteina.

Malli Ratkaisija | Keskitasoinen | Vaikea
o SCIP 0,109 0,579
Perinteinen sudoku, tapa 1
CPLEX 0,038 0,075
o SCIP 0,098 0,134
Perinteinen sudoku, tapa 2
CPLEX 0,031 0,037
o SCIP 0,191 12,491
Perinteinen sudoku, tapa 3
CPLEX 0,082 0,490
SCIP 0,115 0,117
Sudoku-x
CPLEX 0,044 0,046
) . SCIP 0,124 0,133
Pariton-parillinen sudoku
CPLEX 0,040 0,051
. SCIP 0,842 0,273
Killer sudoku
CPLEX 0,625 0,201

Niin kuin jo edelld néhtiin, keskitasoisissa sudokuissa perinteinen sudoku (mallin-
nustavat 1 ja 2) seké sudoku-x olivat 1dhes aina helpompia kuin parillinen-pariton su-
doku ja killer sudoku. Kuitenkaan varsinaisesti laskenta-ajoissa ei ollut mitaan suuria
eroja. Taulukosta [10] voidaan havaita, ettd vaikea killer sudoku on hieman helpom-
pi ratkaista kuin keskitasoinen killer sudoku seka ratkaisijalla SCIP ettda CPLEX.
Muissa malleissa vaikeiden sudokujen ratkaiseminen kestéda molemmilla ratkaisijoil-
la pidempaan kuin keskitasoisten sudokujen, eli vaikeat sudokut ovat keskitasoisia
vaikeampia. Kuitenkin yleisesti alle sekunnin eroa laskenta-ajoissa ei voida pitdéa
merkitsevind, ja néin ollen tehtévit ovat aivan yhté helppoja ratkaista. Kuitenkin
huomionarvoista on se, etté perinteisen sudokun mallinnustavalla 3 kestda vaikean
sudokun ratkaiseminen menetelmalld SCIP yli 65-kertaisen ajan keskitasoiseen sudo-
kuun verrattuna. Ratkaisijalla CPLEX vastaava laskenta-aikojen ero on ainoastaan
ldhes kuusinkertainen. Lisdksi erityisen kiinnostavaa on, ettd sudokukirjan keskita-
soinen sudoku sekd maailman vaikein sudoku ovat laskenta-ajan perusteella tietoko-
neelle ldhes samantasoisia ongelmia mallinnustavoilla 1 ja 2, mutta mallinnustavalla
3 erot ovat merkittavit erityisesti ratkaisijalla SCIP.

On hyvé huomata, ettéd edelld kuvatut tulokset on saatu vain yksittaisid sudoku-
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ja tarkastelemalla ja kattavampia johtopédatoksia varten pitéisi ratkaista useita eri
sudokuja. Lisédksi, vaikka saatujen numeeristen tulosten perusteella on esimerkik-
si mahdollista todeta, ettd keskitasoinen perinteinen sudoku (mallinnustapa 2) on
hieman helpompi ongelma kuin keskitasoinen pariton-parillinen sudoku, niin kysees-
sé on kuitenkin vain 0,026 sekunnin ero laskenta-ajoissa ratkaisijalla SCIP ja 0,009
sekunnin ero ratkaisijalla CPLEX. Erot ovat siis hyvin véhéisid. Kaiken kaikkiaan
laskenta-aikojen erot molemmilla ratkaisijoilla kaikkien tarkasteltujen sudokujen va-
lilla ovat hyvin pienet. Myds perinteisen sudokun mallinnustavan 3 laskenta-ajat ovat
hyvin pientd suuruusluokkaa, vaikka ne erottuvatkin muista perinteisten sudokujen

laskenta-ajoista.

9 Yhteenveto

Téasséd tyossd on tarkasteltu erilaisia pulmapelejé, niiden matemaattista mallinta-
mista seka ratkaisemista. Erityisesti on tutkittu erilaisia tiilitys- ja reunasovituson-
gelmia sekéd sudokuja ja summafunktioon perustuvia pulmapelejé. Tiilitys- ja reu-
nasovitusongelmien keskitssd ovat olleet Eternity-pulmapelit, jotka ovat alkuperai-
sen kokoisina ldhes mahdottomia ratkaista. Namé& neljd pulmapelityyppia luovat
laajan kuvan erilaisista matemaattisista pulmapeleistd. Tarkastelluista ongelmista
NP-taydellisia ovat tiilitys- ja reunasovitusongelmat seké japanilainen ristikko, jo-
ka on esimerkki summafunktioon perustuvasta pulmapelistd. Néin ollen suurin osa
tyossa tarkastelluista pulmapeleista tiedetddn jo teoriassa haastaviksi. Kuitenkin
NP-taydellisille ongelmille voidaan 16ytda ratkaisuja jarkevéssa aarellisessa ajassa,
kunhan rajaudutaan vain riittdvan pienen kokoisiin ongelmiin.

Aluksi tutkielmassa on kiyty lapi jokaista tarkasteltavaa pulmapelid mallinta-
va optimointitehtéava. Perinteiselle Eternity II -palapelille ja perinteiselle sudokulle
on lisdksi esitetty muutama vaihtoehtoinen malli. Jokaiselle pulmapelille on saa-
tu kirjoitettua ainakin yksi lineaarinen malli, jossa on kiytetty bindérisia muuttujia
mahdollisesti yhdessé jatkuvien muuttujien kanssa. Paaséantoisesti pulmapelien ma-
temaattiset mallit on esitetty nimenomaan bindérisina lineaarisina optimointitehta-
vind. Esitellyista tehtévistd on kirjoitettu GAMS-mallit, jolloin tehtévien ratkaise-
miseen on voitu kdyttad valmiita ohjelmistoja. Tyon lopussa eri mallien numeerisia
tuloksia on vertailtu kesken&an.

Tutkielmassa erilaisia pulmapelejé on mallinnettu luonnollisestikin erilailla. Li-
sdksi tietty pulmapeli, kuten Eternity II ja sudoku, on mallinnettu usealla eri taval-
la, mikd on johtanut useaan vaihtoehtoiseen optimointitehtavadn. Mallinnustavasta

riippuen muuttujien, parametrien ja rajoitteiden maédrissa voi kuitenkin olla suu-
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ria eroja. Taman takia kaikki mallinnustavat eivat valttamatta ole yhta helppoja
ratkaista, silld mitd enemmén tehtévissa on paatosmuuttujia, parametreja ja rajoit-
teita, sitd hankalampi se on. Liséksi epéalineaariset mallit ovat tavallisesti lineaarisia
malleja hankalampia ratkaista. Esimerkiksi perinteisen sudokun kohdalla yhden kol-
mesta mallinnustavasta on havaittu olevan muita perinteiselle sudokulle esiteltyja
mallinnustapoja huonompi. Nimittdin mallin suuri paatosmuuttujien ja rajoittei-
den maara nostaa laskenta-ajan noin kaksinkertaiseksi muiden perinteisen sudokun
mallien laskenta-aikoihin verrattuna.

Téasséd tyossa on erityisesti tarkasteltu pienia pulmapeleja ja kyseisten mallien
numeerisista tuloksista on havaittu, ettd vaikka eri pulmapelien mallit ovat erilai-
sia, ratkeavat ne péadsddntoisesti (hieman isompia Eternity II -palapeleja lukuun
ottamatta) saman suuruusluokan ajassa. Liséksi on havaittu laskenta-aikojen eks-
ponentiaalinen kasvu NP-tdydellisten pulmapelien koon kasvaessa. Erityisesti NP-
taydellisen Eternity II -pulmapelin ratkaisemisessa on onnistuttu pienentamalla al-
kuperaisen pulmapelin kokoa huomattavasti. Kuitenkaan alkuperéiselle suurelle NP-
taydelliselle Eternity II -palapelille ei tutkielman malleilla ole mahdollista 16ytéia
ratkaisua jarkevassa aarellisessé ajassa.

Tutkielmassa on ndhty, ettd matemaattinen optimointi on tehokas keino mallin-
taa pulmapeleji, joiden koko on melko pieni. Erityisesti on havaittu bindérimuut-
tujien hyoédyllisyys pulmapeleja mallinnettaessa. Kuitenkin bindarimuuttujien suuri
méara voi aiheuttaa haasteita mallien ratkaisemisessa. Erityisesti mallien lineari-
soinnista aiheutuvat lisdbindarimuuttujat voivat aiheuttaa sen, ettd epélineaarinen
tehtava on helpompi ratkaista kuin vastaava lineaarinen tehtava. Télldinen havainto
on tehty esimerkiksi toisessa perinteisen Eternity II -palapelin mallinnustavoista, sil-
14 kyseisen epélineaarisen tehtévéin linearisoinnista aiheutuu miljoonia uusia bindé-
rimuuttujia ja rajoitteita, kun tarkastellaan alkuperaistd suurikokoista Eternity II
-palapelid. Kuten edelld on todettu, tutkielmassa tarkastelluille NP-taydellisille pul-
mapeleille on onnistuttu 16ytamadn globaalit optimit ainoastaan, koska tehtédvien
kokoa on pienennetty tarvittaessa huomattavasti. Jotta esimerkiksi alkuperaiselle
suurikokoiselle NP-taydelliselle Eternity II -palapelille voitaisiin 16ytaa ratkaisu, tu-
lisi numeeristen ratkaisijoiden ja tietokoneiden kehittya entisestddn. On kuitenkin
ldhes mahdotonta sanoa, millainen kehitys riittdisi siithen, ettd 17 vuotta ratkaise-

mattomana pysynyt Eternity II -pulmapeli saataisiin vihdoin ratkaistua.
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A GAMS-mallit

Yksinkertainen tiilitysongelma

Sets
j "palat" /1*3/
1 "paikat" /1*12/

C(i,3) "palojen mahdeolliset paikat" /1.1, 2.1, 3.1, 4.1, 1.2, 2.Z,
3.2, 4.2, 5.2, 6.2, 7.2, 8.2, 9.2, 10.2, 1.3, 2.3, 3.3, 4.3, 5.3,
6.3, 7.3, 8.3, 9.3, 10.3, 11.3, 12.3/ ;

Variables

x(i,J) "sijoitetaanko pala j pelilaudan paikkaan i"
z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables x ;

Equations
obj "kohdefunktio"
rajl(j), raj2, raj3, rajd, rajb, rajé, rajl, rajB, razj9:

obj.. z =E= sum((i,j) S(C(i,q)),

))a
rajl(j).. sum(i s(C(i,3)), =(i,7)
raj2.. x('1', 1) +x ("1, 2" ) +x ("7
x("7','3") =L=1 ;

raj3.. x ("1, 1) +x ("2, 1) +x ("1, "2 ) +x ("2, 2" )+x('8","2")+

x('2', "3 ) +x (747, 3T +x ("5, "3 ) +x ("7, 3" )+x("8", '3 ) +x("10","3") =L= 1 ;
rajd.. x ("1, 1) +x ("2, 1) +x (27,2 ) +x ("3, 2" )+x (19", "2")+
x('3',"'3")+x ("5, 3" ) +x("6", "3 ) +x("8",'3")+x('9", '3 ) +x("11",'3") =L= 1 ;
raj5.. x('2','1")+x("3","2")+x('10","2")+x('6", 3" ) +x (9", 3" )+

x("12','3") =I=1 ;

raj6.. x ('3, "1 )+x (4", 2" ) +x("T", "2 ) +x ("1, "3")+x (4", "3")+

x('10",'3") =I=1 ;

raj7.. x('3','1")+x ("4, 1) +x("4", 2" ) +x ("5, 2" )+x (8", 2")+

x('1', '3 4+x (727,37 +x ("5, "3 ) +x ("7, 137 ) +x ('10", "3 )+x("11","3") =L= 1 ;
raj8.. x('3','1")+x("4", 1) +x('5", "2 ) +x ("6, 2" )+x (9", 2")+

x('2', 3" +x (37,737 +x("6", "3 ) +x("8", 3" ) +x ('11",'3")+x("12","3") =L= 1 ;
raj9.. x('4','1")+x ("6, 2")+x('10","2")+x('3", '3 ) +x (9", 3" )+

x("12','3") =L= 1;

!'21)+X('1‘,I3')+X(I4',13I)+

Model tiilitys "vyksinkertainen tiilitysongelma" /all/ :

Solve tiilitys using MIP maximizing z ;
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Yleinen tiilitysongelma

Sets
j "palat" /1*2/
i "paikat" /1#24/

C(i,]j) "palojen mahdolliset paikat" /1.1, 2.1, 3.1, 4.1, 5.1,
6.1, 7.1, 8.1, 9.1, 10.1, 1.2, 2.2, 3.2, 4.2, 5.2, 6.2, 7.2,
8.2, 9.2, 10.2, 11.z2, 12.2, 13.2, 14.2, 15.2, 16.2, 17.2,
18.2, 19.2, 20.2, 21.2, 22.2, 23.2, 24.2/ ;

Variables

x(1i,7) "sijoitetaanko pala j pelilaudan paikkaan 1"
z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables x ;

Equations

obj "kohdefunktio”

rajl, raj2, raj3, rajd, rajb, raje, raj7, rajs8, raj%, rajlo,

rajll, rajl2 :

obj.. z =E= sum((1i,]) S(C(1i,3)),(x(i,3))) :

LTIy AR(NTT, L )AL, 2 ) A (T, 2 ) 4 ("137,'2Y) == 1 ;
+xz ('

rajl.. =(

raj2.. x("1", "1y 4x("2","'1") B, "1V 42, 24T, T2+

("8, T2 )4 (T13, "2y 4= (14T, "2 4 (19T, T2y =L= 1 ;

raj3.. ("1, LNy AR(T2T, T ) A (N9, Tl ) A3, T2 ) 4x ('8, "2+

("9, T2 ) 4 (14, T2y 4= (15T, 2 )y 4 (200, '2) =L=1

rajd.. ("2, 1" )4+ (10, "Ly 4 (9T, T2 ) +x (M1, T2 ) +x (21, '2) =L= 1 ;
rajb.. ("3, L) (TT L ) A (LY, T2y (A, T2 ) e (T, T2+
x("10","2")+x ("1, "2" ) +x('19",'2") =L= 1 ;

raje.. x("3", 1) Hx(4AT L )+ (T8, Ty (L, T2 ) (12, "2+

("5, T2 )4 (8T, T2 )+ (TL0T, T2 ) A (1L, T2 ) 4 (TL3 T, T2 ) e (T1eT, T2 ) +
(1T, T2 4= (V10T T2 ) 4k (T20T, T2 ) 4x(T227,'2") =L= 1 ;

rajT.. ("3, NIy AR (AT, T ) A (TS, Tl (2T, T2 ) 4 ("3, "2+

(e, T2 )4 (e, T2 ) k(LD T2 ) (L2, T2 (LA, T2 ) e (LT, T2 )+
(18T, T2 )+ (207, T2y 4w ("2, "2 )+ (7237, '2") =L= 1 ;

raj8.. x("4', 1) +x (10", 1) +x ("3, 2" ) +x (12", "2 ) +x('15",'2") +
x("18",'2")+x('21", 2"y +x('24",'2") =L= 1 ;

raj9.. x('5', "1 ) +x ("7, L) += ("4, 2" ) +x (10", '2")+x('22",'2") =L= 1 ;
rajl0.. x('5','1")+x("6',"1")+x('8", 1" ) +x('4",'2")+x('5",'2")+

x("11', 2" ) +x("167, "2 ) +x('22",'2" ) +x('23",'2") =L= 1 ;

rajll.. =('5','1")4+x('6","1")+x('9", 1" ) +x('5",'2")+x('6",'2")+

x(T12', 72" 4+x ("177, "2 ) +x (237,12 ) +x('24",'2") =L= 1 ;

rajl2.. x('6', "1 )+x('10", "1 )+x ("6, "2 ) +x('18",'2")+x('24",'2") =L=

Model tiilitys "yleinen tiilitysongelma" /all/ ;

Solve tiilitys using MIP maximizing z ;
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Eternity II, mallinnustapa 2

Esitelldan aluksi n x n-kokoisen epélineaarisen ja lineaarisen Eternity II -pulmapelin
GAMS-mallit. Témén jélkeen esitetddn eri kokoisten mallien kiinnitetyt indeksien

ja parametrien arvot.

n X n-kokoinen epalineaarinen malli

Scalar

p_max "suurin vari" /p max/

n "pelilaudan yhden sivun koko" /n/ ;
Sets

k "palat" /1*n~2/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*n/

j "sarakkeet" /1*n/

m "rotaatio"™ /1*3/ :
alias(k,t):

Parameters
c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" ;

Variables
®x(1i,3,k) "onko pala k ruudussa (i,7)"
v(k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"”

r(k,1l) "palan k reunan 1 viari, kun pala on paikallaan"
z "kohdefunktiomuuttuja"

Binary variables x, vy ;
Positive variables r ;

r.up(k,1l) = p max :
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Equations

obj "kohdefunktio”

rajl(k), raj2(i,j), raj3(k), rajd(k), rajb(k), rajo(k
raj7(k), rajs(k), rajo9(k), rajlo(k), rajll(k), rajl2(
rajl3(k,t), rajld(k,t), rajl5(k,t) :

)
k,t)

obj.. z =E= sum((i,],k),(x(i,1,k)))

rajl(k).. sum((i,3), (i, 3,%) =L= 1 ;

raj2(i,j).. sum(k, =x(i,j,k)) =L= 1 ;

raj3(k).. vk, "1")+y(k,"2")+y(k,'3") =L= 1 ;

raj4(k).. r(k,'l") =L= p max * (l-sum(i,x(i,'1",k))) &
raj5(k).. r(k,‘2') =L= p max * (1—sum(j,x('1‘,j,k))) ;
rajé(k).. r(k,'3") =L= p max * (l-sum(i,x(i,'n',k))) s
raj7(k).. r(k,'4") =L= p max * (l-sum(j,x('n',j,k))) s
raj8(k).. r(k,'1l") =E= C(k "IN F(l-y (kL) vk, T 2T) -y (K,
c(k,’ 4')*Y(k 'l Jtek, "3 Fy(k, "2 ) +e(k, "2 ) Py (k, 3T)
raj9(k) r(k,'2") =E= C(k,'Z')*(l—Y(k,'l')—Y( P '2') -y (k,
clk,"1")*y(k, "1")+c(k, "4")*y(k, "2") + (k ") Y(k '3N) g
rajlo (k) r(k,'3") =E= c(k,"'3")*(1-y(k,"1")-y(k, '2") -y (k,
clk,"2")*y(k, "1")4c(k, "1") *y(k, "2") + (k;'4') *y(k,"3")
rajll (k) r(k,'4") —E— clk, "4")*(1-y(k, "1")-y(k, '2") -y (k,
c(k,'3")*y (k, 'l Jte(k, "2") *y(k, "2 ) +e(k, "1 ) Fy (k, T3T) g

'31))+

'31))+

rajl2(k,t) S(ord(k)<rord(t)).. r(k, ')-r(t,'l") =L= p max *

(l-sum((i,7) S(oxd(j)<n), =(i,], k)*X(l j+1,t)))

rajl3(k,t) 5 (ord(k)<rordi(t)).. -r(k,'3")+r(t,'l") =L= p max *

(I-sum ((1,]) S(exd(j)<n), =(i,3,k)*=(i,]+1,t)))7

rajl4 (k,t) $(ord(k)<>ord(t)).. r(k,'4')-r(t,'2') =L= p max *

(I-sum ((1,]) S(oxd(i)<n), =(i,],k)*=(i+l,],t)))

rajls(k,t) $(ord(k)<zord(t)).. -r(k,'4")+r(t,'2") =L= p max *

(I-sum((i,]) $(exd(i)<n), =(i,j, k)*x(i+l,3,t))) :

Model EternityII "Eternity II tapa 2, epalineaarinen" /z11/ ;

Solve EternityIl using MINLP maximizing z ;
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n X n-kokoinen lineaarinen malli

Secalar
p_max "suurin vari" /p max/
n "pelilaudan yhden sivun koko" /n/ ;

Sets

k "palat" /1#*n"2/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1#*n/

j "sarakkeet" /1*n/

m "rotaatio"™ /1*3/ ;
alias(k,t):

Parameters
c(k,1l) "palan k reunan 1 vidri perusasennossa" :

Variables

®x(1,7,k) "onko pala k ruudussa (i,3)"

v(k,m) "onko palza k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"”
r(k,1) "palan k reunan 1 vdri, kun pala on paikallaan"
51(i,j,k,t) "binddrimuuttuja 1 linearisointia warten"
s52(1,3,k,t) "binddrimuuttuja 2 linearisointia wvarten"

z "kohdefunktiomuuttuja"

Binary wvariables x, y, sl, s2 :
Positive wariables r :

r.up(k,1l) = p max ;
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Equations

obj "kohdefunktio"

rajl(k), raj2(i,3), raj3(k), raj4(k), rajs(k), rajé(
raj7l(k), rajs(k), raj9(k), rajlo(k), rajlli(k), rajlz

]

]
rajl3(k,t), rajléd(k,t), rajls(k,t), rajle(i,j,k,t)
rajl7(i,j, k,t), rajls(i,j, k,t), rajlo(i,i,kt) s
obj.. z =E= sum((i,],k), (2x(i,3,Kk))) :
rajl(k).. sum((i,3), =(i,3,k)) =L=1 ;
raj2(i,j).. sum(k, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj3(k).. vk, "1")+y(k, "2")+y(k,'3") =L= 1 ;
raj4(k).. r(k,'l") =L= p max * (l-sum(i,x(i,'1"',k))) &
raj5(k).. r(k, ) =IL= p max * (l-sum(j,x('1",3,k))) +
rajé(k).. r(k, ) =L= p max * (l-sum(i,x(i,'n',k))) »
raj7(k).. r(k,'4") =L= p_max * (l-sum(j,x('n',3,k))) ;
raj8(k).. r(k,'1") =E= c(k,"1")*(1-y(k,"1")-y(k,"2")-y(k,"3") )+
clk, "4")*y(k, "1")4c(k, "3")*y(k, "2" ) +c(k, 2" ) *y(k,"3")
raj9(k).. r(k,'2") =E= c(k,"2")*(1-y(k,"1")-y(k,"2")-y(k,"3") )+
clk,"1")*y(k, "1")+c(k, "4")*y(k, "2" ) +c(k, '3") *y(k,"3") i
rajlo(k).. r(k,'3") =E= c(k,"3")*(l-y(k,"1")-y(k,"2")-y(k,"3"))+
clk,"2")*y(k, "1 )4c(k, "1")*y(k, "2" ) +c(k, "4") *y (k, "3")
rajll (k) r(k,'4") =E= c(k,"4")*(1-y(k,"1")-y(k,"2") -y (k, '3"))+
clk,"3")*y(k, "1 )+c(k, 2" ) *y(k, "2" ) +c(k, '1") *y (k, "'3")
rajl2(k,t) s(oxd(k)<sord(t)).. r(k,'3")-r(t,'l") =L= p max *
(l-sum((i,3) S(oxd(j)<n), s1(i,j,k,t))) :
rajl3(k, t) $(ord(k)<rord(t)).. -r(k,'3")+r(t,'l") =L= p max *
(l-sum((i,j) S(oxd(j)<n), s1(i,j,k,t))) i
rajld(k,t) $(oxd(k)<sord(t)).. r(k,'4")-r(t,'2") =L= p max *
(L-sum((i,3) $(oxd(i)<n), s2(i,Jj,k,t))) ;
rajls(k,t) $({oxd(k)<sord(t)).. -r(k,'4")+r(t,'2") =L= p max *

(I-sum((i,3) S({oxd(i)<n), =2(i,3,k,t)))

rajle(i,j,k,t) S(ord(k)<rord(t) and ord(j)<n).. s31(i,j,k,t) =G=
I+ (x(1i,],k)+=(i,3+1,t)-2)

rajli7(i,j,k,t) S(oerd(k)<rord(t) and ord(j)<n).. s1(i,j,k,t) =L=
0.5 * (x(i,j,k)+x(i,3+1,t)) »

rajl8(i,J,k,t) s(ord(k)<rord(t) and ord(i)<n).. s2(i,]j,k,t) =G=
I+(x(1,3, k) +x(i+1,3,t)-2)

rajlo(i,j,k,t) s(ord(k)<rord(t) and ord(i)<n).. s2(i,]j,k,t) =L=
0.5 * (x=(i,3,k)+x(i+1,3,t)) -

Model EternityII "Eternity II, tapa 2, lineaarinen" /all/ ;

Solve EternityIl using MIP maximizing z ;
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2 x 2-kokoinen ruudukko

Scalar
p_max "suurin vari" /4/
n "pelilaudan yhden sivun koko" /2/ :

Sets

k "palat" /1*4/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*2/

j "sarakkeet"™ /1%2/

m "rotaatio™ /1*3/ :
alias(k,t):

Parameters

c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" ;
!1l!l1!)=0 ’.
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3 x3-kokoinen ruudukko

Scalar
p_max "suurin vari" /4/
n "pelilaudan yhden sivun koko" /3/

Sets

k "palat" /1*8/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*3/

j "sarakkeet"™ /1*3/

m "rotaatio™ /1*3/ :
alias(k,t):

Parameters
c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" ;

c('1','1')=2 ; c("1','2")=2 ; c('1','3")=4 ;
c('1','4")=1 ; c('2','1")=3 ; c('2','2")=3 ;
c('2','3")=0 ; c('2','4")=0 ; c('3','1")=4 ;
c('3','2')=0 ; c('3",'3")=4 ; c('3",'4")=2 ;
c('4','1')=0 ; c('4",'2")=0 ; c('4','3")=3 ;
c('4','4")=2 ; c('5","'1")=1 ; c('5','2")=4 ;
c('5','3')=0 ; c('5",'4")=0 ; c('6','1")=3 ;
c('6','2')=0 ; c('6",'3")=1 ; c('6','4")=2 ;
c('7','1')=0 ; c("7','2")=4 ; c('7','3")=1 ;
c('7','4')=0 ; c('8','1")=0 ; c('8','2")=2 ;
c('8','3")=4 ; c('8",'4")=1 ; c('9','1")=0 ;
c('9','2")=3 ; c('9','3")=1 ; c('9','4")=3 ;
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4 x 4-kokoinen ruudukko

Scalar
p max "suurin vari" /4/

n "pelilaudan yhden sivun koko" /4/ ;

Sets

"palat™ /1*16/
"palan reunat" /1*4/
"rivit" /1*4/
"sarakkeet" /1*4/
"rotaatio" /1*3/ ;
alias(k,t):

o e

Parameters

c('1','"1")y=0 ; c('1","2")=0 ;
c("1',"4"y=3 ; c('2","1")=3 ;
c('2','3")y=1 ; c('2","4")=4 ;
c('3','2"y=2 ; c('3","'3")=1 ;
c('4',"1")y=0 ; c('4","2")=2 ;
c('4',"4"y=1 ; c('5","1")=0 ;
c('5'",'3")=2 ; c('5","4")=0 ;
c(!6|!l2!}=3 ; C<'6l !3I)=4 ;
c('7','"1"y=2 ; ("7, "2")=2 ;
c('7',"4"y=1 ; c('8","1")=0 ;
c('8'",'3")y=2 ; c('8","4")=3 ;
c('9','2"y=4 ; c('9",'3")=4 ;
c('"10','"1")=0 ; c('10","'2")=2
c('"10","4")y=4 ; c('11","'1L")=1
c("11','3")=0 ; c("11","4")=3
c('1l2','2")y=2 ; c('12",'3")=4
c("13','"1")y=4 ; c("13",'2")=3
c("13","4")y=3 ; c("14",'1")=3
c("14",'3")=0  c("14","4")=0
c("15",'2")=0 ; c('15","'3")=4
c('le',"1")=0 ; c('1le","'2")=1
c('le',"4")y=2 ;

oo aoooooo00caoan

— o —n o — —

.

-

l11{|3!)=l H
I2T'I2!)=l »
lBT,Il')zd H
'3‘,'4'):]_ :
'4‘;'3')=2 :
I5F’I2!)=4 ’.
'6‘,'1')=O ,.
'6‘,I4')=l H
l71'l3!)=l H
IE}_TII2!)=O »
lgl',ll')=3

'9‘;'4'):0 :
c('10','3")=2
c('11','2")=2
c('12','1")=4
c('12','4")=0
c('13','3")=1
c('147,'2')=3
c('15','1")=3
c('15','4")=3
c('16','3")=4
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5x 5-kokoinen ruudukko

Scalar
p_max

"suurin vari"

/47

n "pelilaudan koko nzxn"™ /5/ ;

Sets

k "palat" /1*25/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*5/

j "sarakkeet" /1*5/

m "rotaatio" /1*3/ ;
alias(k,t);

Parameters

c(k,1)

"palan k reunan 1 wvari

c('1','1")=4 ; c('1','2")=1 ;
c(!2l!l1‘)=4 C(12','2I)=3 :
c('3','1')=0 ; c('3",'2")=0 ;
c('4','1')=0 ; c('4','2")=1 ;
c('5','1')=4 ; c('5','2")=1 ;
c('6','1")=0 ; c('6','2")=3 ;
c('7','1")=3 ; c("7",'2")=4 ;
c('8','1")=2 ; c('8",'2")=1 ;
c(!gl’ll‘)=l . c(19l,'2l)=0 ;
c('10','1")=0 ; c('10",'2")=0
c('11','1")=1 ; c('11','2")=0
c('12','1")=0 ; c('12",'2")=4
c('13','1")=3 ; c('13",'2")=4
c('14','1")=1 ; c('14",'2")=1
c('15','1")=3 ; c('15",'2")=1
c('16','1")=3 ; c('16','2")=3
c('17','1")=4 ; c('17",'2")=3
c('18','1")=4 ; c('18','2")=3
c('19','1")=0 ; c('19','2")=1
c('20','1")=1 ; c('20",'2")=1
c('21','1")=2 ; c('21','2")=1
c('22','1")=3 ; c('22",'2")=2
c('23','1")=0 ; c('23",'2")=2
c('24','1")=0 ; c('24",'2")=2
c('25','1")=4 ; c('25",'2")=0

perusasennossa‘

c('1','3")=2 ;
C(IZ‘,IB')Zd H
c(l31'l3!)=
C('4:T,I3')
C(l51lrl3!)
C('E‘,IB')
C('T‘,IB')=
C(IE}:"IBF)
C(lg"l3!)
;oc('10,"

;poc('13',
;oc('ldr,
7 c('l5',
7 c('le',
poo('1T,
;oc('1ar, !
; oc('19,
poc('z20',
;oc('z2l',
;oc('zzt,
;oc('23',
poo('zar,
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Ei reunoja -Eternity

Kuten edelld, esitellaan aluksi n x n-kokoisen epélineaarisen ja lineaarisen ei reunoja
-Eternityn GAMS-malli. Tamén jélkeen esitetddn eri kokoisten mallien kiinnitetyt

indeksien ja parametrien arvot.

n X n-kokoinen epalineaarinen malli

Scalar

p_max "suurin vari" /p max/

n "pelilaudan yhden sivun koko" /n/ ;
Sets

k "palat" /1#*n"2/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*n/

j "sarakkeet" /1%n/

m "rotaatio"™ /1*3/ :
alias(k,t):

Parameters
c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" ;

Variables

2(i,7,k) "onko pala k ruudussa (i,3])"

v(k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta”
r(k,1) "palan k reunan 1 viri, kun pala on paikallaan"

z "kohdefunktiomuuttuja" ;

Binary variables x, v ;
Positive wvariables r ;

r.up(k,1l) = p max :
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Equations
obj

"kohdefunktio®

rajl(k), rajz(i,j), raj3(k), raj4(k), raj5(k), raje(k)

raj7(k), rajb8(k,t), raj9(k,t), rajlo(k,

rajll(k,t)

(oxrd (k) <rord(t)) ..

-r(

k,"4")+r(t,'2")

t), rajll(k,t)

r

=L= p max *

obj.. z =E= sum((i,],k),(x(1,3,k))) &
rajl(k).. sum((i,3), =x(i,j,k)) =L=1 :
raj2(i,j).. sum(k, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj3(k).. vk, "1")+y(k,"2")+y(k,'3") =L=1 ;
raj4(k)-- r(k ‘1 ) =E= C(k,'l')*(l—Y(k,'l )-v(k, )—Y(k 3T+
clk,"4")*y(k,"1")+c(k, "3") *y(k,"2")+c(k,"2") Y(k ") i
raj5(k)- r(k,'2") =E= C{k;'2’)*(1—Y(k,'l ) y (k, )—Y(k '3+
cl(k,"1")*y(k, 'l J+e(k, "4y *y(k, "2 ) +c(k, "3") *y (k, '3 ) i
raj6(k).. r(k,'3") =E= C{k;'3')*(1—ytk;'l ) yi(k,'2")-y(k,"3") )+
c{k,‘2')*y(k,'l')+c(k,'1')*y{k,‘2')+c{k, ") y(k '3 ) o
raj7(k).. r(k,'4") =E= C(k,'ﬂ')*(l—Y(k,'l )-v(k, )—Y(k 3T+
cl(k,"3")*y(k,"1")+c(k, "2")*y(k, "2" ) +c(k, "1") *y (k,"3")
raj8(k,t) S(oxrd(k)<rord(t)).. r(k,'3"'")-r(t,'l") =L= p max *
(I-sum((i,3) S(exd(ji<n), =(i,],k)*=x(i,3+1,t))) 7
raj9(k,t) s(oxd(k)<rord(t)).. -r(k,'3")+r(t,'l") =L= p max *
(l-sum((i,]) S(oxd(j)<n), X(l:j,k)*xti:j+l;t))l ;
rajlo(k,t) s(exd(k)<>ord(t)).. r(k,'4")-r(t,'2') =L= p max *
(l-sum((i,3) S(oxd(i)<n), =(i,],k)*=x(i+l,j,t))) 7

S

)

(l-sum((i,]

Model EiReunoja "Ei reunoja -Eternity, nzn-ruudukko”

Solve EiReunoja using MINLP maximizing z ;

89

$(oxd(i)<n), =(i,3,k)*x(i+l,3,t))) 7

/all/ ;



n X n-kokoinen lineaarinen malli

Scalar
p_max "suurin vari" /p max/
n "pelilaudan yhden sivun koko" /n/ ;

Sets

k "palat" /1*n"2/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1#*n/

j "sarakkeet" /1*n/

m "rotaatio™ /1*3/ ;
alias(k,t):

Parameters
c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" :

Variables

x(1i,7,k) "onko pala k ruudussa (i,3)"

v(k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"
r{k,1) "palan k reunan 1 vdri, kun pala on paikallaan"
s1(i,3,k,t) "binddrimuuttuja 1 linearisointia wvarten"
s2(1i,3,k,t) "binddrimuuttuja 2 linearisointia wvarten"

z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary wvariables x, y, sl, s2
Positive wvariables r ;

r.up(k,1l) = p max ;

Equations

obj "kohdefunktio"

rajl(k), raj2(i,j), raj3(k), rajd(k), rajb5(k), raje(k)

raj7(k), rajs8(k,t), raj9(k,t), rajlo(k,t), rajlli(k,t), rajlz(i,]j,k,t)
raj13(i,j,k,t), rajla(i,j,k,t), rajls(i,j,k,t) ;
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obj.. z =E= sum( (i,j, k), (x(i,7,k))) :

)+r(t,'2') =L= p_max *

r

rajl(k).. sum((i,3), =(i,3,k)) =L=1 :
raj2(i,j).. sum(k, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj3(k).. y{k,‘l')+y(k,'2')+y{k '3y =L=1 :
raj4 (k) r{k,'1l") =E= c(k,"1")*(1-y(k,"1")-y(k,"2")-v(k,"3") )+
cl(k,"4")*y(k,"1")+c(k,"3") y(k "2 +e(k, '27) Y(k '3N) i
raj5(k)- (k ‘2 ) =E= c(k,'2")*(1-y(k, 'l )-y(k,"2") -y (k,"3") )+
clk,"1")*y(k, "1")+c(k ,'4')*y{k 2" +c(k ‘3')*y(k '31) ¢
rajé6 (k) {k '3') =E= c(k,"3")* (1-y(k, 'l )-v(k '2 )—y{k;‘3'))+
clk, "2")*y(k, "1")+c(k, "1") *y(k, "2" ) +c(k ‘4')*Y(k ") i
raj?(k) r(k,"'4") =E= c(k,"4")*(1-y(k, 'l )-v(k '2 )—Y(k;'3'))+
cl(k,'3") Y(k,'l'l+c{kr'2')*Y(k '2')+c(k ‘l')*Y(k ") i
raj8(k,t) s(oxd(k)<rord(t)).. r(k,'3")-r(t,'l") =L= p max *
(1- Sum{(l,j} S(oxd(j)<n), s1(i,]j,k, t))) ;
raj9(k,t) s(oxd(k)<rord(t)).. -r(k,'3")+r(t,'l") =L= p max *
(I-sum((i,]J) S(oxd(j)<n), sl{i,],k,t))) :
rajlo(k, t) $(ord(k)<zord(t)).. r(k,'4")-r(t,'2") =L= p max *
(l-sum( (i, S(oxd(i)<n), s2(i, j k,t)))
I4!
)))

i)
rajll(k,t) $(oxd(k)<rord(t)).. -r(k,
(I-sum((i,3j) $(exd(i)<n), =2(i,],k,t

rajlz(i,j,k,t) s5(ord(k)<rord(t) and ord(j)<n).. sl(i,]j,k,t) =G=
I+ (x(i,3,k)+x=(i,j+1,t)-2) :
i, k, t

rajl3(i,j ) S(ord(k)<>ord(t) and ord(j)<n).. s1(i,j,k,t) =L=
0.5 * (=(i,7,k)+x(i,3+1,t)) -

rajld(i,j,k,t) S(ord(k)<>ord(t) and ord(i)<n).. s52(i,],k,t) =G=
I+ (zx(i,]j,k)+=x(i+1,3,t)-2) &

rajls(i,j,k,t) S(ord(k)<rord(t) and ord(i)<n).. s2(i,],k,t) =L=
0.5 * (x(i,j,k)+x(i+1,3,t)) =»

Model EiReunojallIN "Ei reunoja -Eternity, lineaarinen" /zll/ :

Solve EiReunoijalIN using MIP maximizing z ;
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2 x 2-kokoinen ruudukko

Scalar
p_max "suurin vari" /4/
n "pelilaudan yhden sivun koko" /2/ :

Sets

k "palat" /1*4/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*2/

j "sarakkeet"™ /1*2/

m "rotaatio"™ /1*3/ :
alias(k,t):

Parameters

c({k,1l) "palan k reunan 1 vdri perusasennossa"
!11!l1!}=l ;

!1l'l2i}=2 ;

l'l31)=l :

11141}=3 :

LIy =1

L 2N)=4 ;
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3 x3-kokoinen ruudukko

Scalar
p max "suurin vari" /4/
n "pelilaudan yhden siwvun koko" /3/ :

Sets

k "palat" /1*9/

1 "palan reunat" /1*4/
i "rivit" /1*3/

j "sarakkeet" /1*3/

m "rotaatio"™ /1*3/
alias(k,t):

Parameters
c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasenncssa" ;

c('1','1")=2 ; c('1','2")=2 ; c("1','3")=4 ;
c('1','4")=1 ; c('2','1")=3 ; c('2','2")=3 ;
c('2','3")=1 ; c('2','4")=2 ; c('3",'1")=4 ;
c('3','2")=3 ; c('3",'3")=4 ; c('3",'4")=2 ;
c('4','1")=4 ; c('4','2")=3 ; c('4','3")=3 ;
c('4','4")=2 ; ¢('5','1")=1 ; c('5','2")=4 ;
c('5','3")=1 ; c('5','4")=1 ; c('6','1")=3 ;
c('6','2")=2 ; c('6','3")=1 ; c('6','4")=2 ;
c('7','1")=3 ; c('7','2")=4 ; c("7','3")=1 ;
c('7',"4")=4 ; c('8','1")=2 ; c('8','2")=2 ;
c('8','3")=4 ; c('8','4")=1 ; c('9','1")=4 ;
c('9','2")=3 ; c('9','3")=1 ; c('9','4")=3 ;
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4 x 4-kokoinen ruudukko

Scalar
p max "suurin vari" /4/
n "pelilaudan vhden sivun koko" /4/

Sets

"palat"™ /1*1&/
"palan reunat" /1*4/
"rivit" /1*4/
"sarakkeet" /1*%4/
"rotzatio" /1*3/ ;

alias(k,t):

Parameters
c(k, 1)

"palan k reunan 1 vari

c(!ll!ll‘):l c(llf"zl)zz
C('ll!'4‘)=3 c(l2f"ll)=3
C('2l!'3‘)=l c(l2f"4l)=4
c(!31:l2‘)=2 C(IBT"BI)=1
c(!41;l’1|}=3 c(l4l’,|2l)=2
c(!dl!l41)=l C<l5[,‘ll)=2
c(f5l!l31)=2 C<l5[,‘4l)=2
c(!6l!l21)=3 c(l6(’73l)=4
c(!?l!ll‘):2 c(l'}‘f"zl)zz
C('?l!'4‘)=l c(laf"ll)=1
C('SIJIB‘)=2 c(laf"4l)=3
c(!gl:l2‘)=4 - c(lgf"Bl)=4
C('lo’,'l'}l=3 - C{:'lo‘,'z’)=
c('10','4")=4 ; c('11','1")=
c(fllf’l3l)=3 - c('!ll'!’l4f)=
c(!12!xl2l)=2 - c(?lz?,l3!)=
c('13','1")=4 ; c('13",'2")=
C('13"I4')=3 - C(Fl4"ll!)=
C('14"I3')=4 - C(Fl4"l4!)=
c(!l5!}l2l)=1 - C(Fl5‘,l3!)=
c(!l6!,lll’)=4 - c(!l6|,l2!)=
c(!16!’I4l}=2 -

-

|l S e B OV I S BT =SS I ol o B T
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perusasennocs
C('l','?)'):l
C('Z','Z')=l
C(IB|'|]—!)=4
0(1311 |4!)=l
C('4','3' =2
C(l51'|2! =4
C(lgm'llt =4
C('ET,'ﬁl'):l
C('—}”,'?)')Zl
C(IS|'|2t =4
C('g','l')=3
C(rgv’|4t)=3

P
0 0
=
=
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Kolmio-Eternity

GAMS-mallin merkinnat poikkeavat aliluvun mallin merkinnoisté seuraavalla
tavalla. Alla muuttuja y vastaa mallin muuttujaa x, muuttuja » muuttujaa y,

muuttuja f muuttujaa r ja indeksi n indeksié t.

2 x 2-kokoinen epilineaarinen malli

Sets

k "palat" /1#4/

1 "palan reunat" /1*3/

i "rivit" /1*2/

j "sarakkeet" /1*3/

m "rotaatio"™ /1*2/

t(i,j) "pelilaudan ruudut" /1.2, 2.1, 2.2, 2.3/:
alias(k,n):

Parameters c(k,l) "palan k reunan 1 viarl perusasennossa" ;

c('1l','1")y=0 ;:
c('1l','2")y=0 ;
c('1l','3")y=2
c('2','1")=0 ;:
c('2','2")=0 ;
c('2','3")y=3 :
c('3','1")y=0 :
c('3','2")y=0 :
c('3','3")y=1 :
c('4','1")y=2 ;
c('4','2")y=3
c('4','3")=1 ;
Variables

v(i,3,k) "onko pala k ruudussa (i,3)"

r{k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"
f(k,1l) "palan k reunan 1 viri, kun pala on paikallaan"

z "kohdefunktiomuuttuja"

Binary wvariables y, r ;
Positive wvariables f ;

f.up(k,1) = 3 ;
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Equations

ocbj "kohdefunktio"

rajl(k), raj2(i,3), raj3(k), rajd(k), raj5(k), rajé(x)
raj7(k), rajs(k), rajs(k), rajlo(k,n), rajli(k,n), rajlz(k,n)
rajl3(k,n), rajléd(k,n), rajls(k,n) -

obj.. z =E= sum((i,],k), (y(i,7,k)) St(i,3)) 7

rajl(k).. sum((i,3), y(i,j,k) $t(i,j)) =I=1 ;

raj2(i,3) $t(i,3).. sum(k, y(i, j,k)) =L= 1 ;

raj3(k).. ri(k,"1")4+xr(k,'2") =L=1 ;

rajd(k).. £(k,'1l") =L= 3*(1-y('2',"1", k)-y('2",'3",k)) :
rajb(k).. £(k,'2") =L= 3*(1-y('2',"1",k)-y('1",'2",k)) :
raje(k).. £(k,'3") =L= 3*(1-y('1',"'2",k)-y('2",'3",k)) :
raj7(k).. £(k,'1l") =E= c(k,"1")*(1l-c(k,"L")-r(k,'2"))+

c(k,'3")*r(k, "1 )+c(k, '2") *r(k,'2") ;
raj8(k).. £(k,'2") =E= c(k,'2")*(1-r(k,'1")-r(k,'2"))+
c(k,"1")*r(k, "1")+c(k, '3") *r(k,'2")

raj9(k).. £(k,'3") =E= c(k,'3")*(1l-r(k,'1")-r(k,'2"))+
c(k,'2")*r(k, "1 )+c(k, "1 *r(k,'2") ;

rajlo(k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. £(k,'1')-f(n,'1l") =L=
3 (1-y ('L, "2, k) Fy (2, "2, n) ) i

rajll(k,n) $(oxd(k)<>ord(n)).. —-£(k,'1")+£f(n,'1l") =L
3 (l-y('1',"2" k) *y ('2", 2", n)) i

rajl2 (k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. £(k,'2")-f(n,'2") =L=
3 (1-y('2', 2", k) *y (12", '3, n)) &
rajl3(k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. —f(k,'2')+f(n,'2") =L=
3 (1-y('2', 2", k) *y ("2, '3 ,n))
rajld (k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. £(k, '3')-f(n,'3") =L=
3 (1-y('2', "1, k) *y (2", "2y n) ) &
rajl5(k,n) $(oxd(k)<>ord(n)).. —-f(k,'3")+£f(n,'3") =L=
3 (l-y('2', "1 k) *y('2", 2", n)) i

Model KolmiocEternity "Kolmio-Eternity" /all/ :

Solve KolmioEternity using MINLP maximizing z ;

96



2x2-kokoinen lineaarinen malli

Sets

k "palat" /1*4/

1 "palan reunat" /1*3/

i "rivit" /1*2/

j "sarakkeet"™ /1%3/

m "rotaatio"™ /1*2/

t(i,j) "pelilaudan ruudut" /1.2, 2.1, 2.2, 2.3/:
alias(k,n):

Parameters c(k,l) "palan k reunan 1 viari perusasennossa" ;

c('1l',"1")y=0 ;
c('l','2")y=0 ;
c(!ll}lB!):2 ;
c('2','1")=0 ;
c('2','2")y=0 ;
c('2','3")y=3 ;
c('3','"1")y=0 ;
c('3','2")y=0 ;
c('3','3")y=1 ;
c('4',"1")y=2 ;
c(!dl!lz!)ZB;
c('4','3")=1 ;
Variables

v(i,i,k) "onko pala k ruudussa (i,3)"

r(k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"
f(k,1) "palan k reunan 1 vari, kun pala on paikallaan"

sl (k,n) "binddrimuuttuja 1 linearisointia wvarten”

52 (k,n) "bind3rimuuttuja 2 linearisointia wvarten”

53 (k,n) "bind3rimuuttuja 3 linearisointia wvarten”

z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables y, r, 31, sZ, =53 ;
Positive variables f ;
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f.up(k,1l) = 3 ;

Equations

obj "kohdefunktio”

rajl(k), raj2(i,j), raj3(k), raj4(k), raj5(k), rajé(k)
raj7l(k), rajs(k), raj9(k), rajlo(k,n), rajli(k,n), rajl2(k,n)
rajl3(k,n), rajléd(k,n), rajl5(k,n), rajle(k,n), rajl7(k,n)
rajl8 (k,n), rajlo(k,n), raj20(k,n), raj2l(k,n) :

obj.. z =E= sum((i,3,k), (y(i,3,k)) $t(i,3)) :

rajl(k).. sum((i,3), y(i,3,k) $t(i,3)) =L= 1 ;

raj2(i,3) $t(i,3).. sum(k, y(i,3,k)) =L= 1 ;

raj3(k).. r{k,'"1")+r(k,'2") =L=1 ;

raj4 (k) f(k,'1") =L= 3*(1-y('2','1", k)-y('2","3",k))
rajb(k).. f£(k,'2") =L= 3*(1l-y('2','1", k)-y('1","2",k)) :
rajé(k).. £(k,'3") =L= 3*(1-y('1","'2", k)-y('2","'3",k))
raj7(k).. £(k,'1l") =E= ci(k,"1")*(1-v(k,'"1")-r(k,'2"))+
clk,"3")*r(k,'"1")+c(k,"2")*r(k,'2") :

raj8(k).. f£(k,'2") =E= c(k,'2")*(1-v(k,"1")-r(k,"'2"))+
clk,"1")*r(k, '"1")+c(k,"3")*r(k,'2") ;

raj9(k).. f£(k,'3") =E= c(k,"'3")*(1-v(k,"1")-r(k,'2"))+

clk,'2")*r(k, '1")+c(k,

rajlo(k,n) 5 (ord(k)<>ord(n)
rajll (k,n) 5 (ord(k)<>ord(n)
rajl2 (k,n) 5 (ord(k)<>ord(n)
rajl3(k,n) 35 (ord(k)<>ord(n)
rajld (k,n) 35 (ord(k)<>ord(n)
rajl5(k,n) 35 (ord(k)<>ord(n)
rajlée(k,n) s (ord(k)<>ord(n)
I+(y ("1, "2 K4y (2", "2, n
rajli(k,n) S (ord(k)<rord(n)
0.5 * (y('1",'2", kK)y+y('2",'2
rajld(k,n) 35 (ord(k)<rord(n))
I+(y('2', "2, k) +y (2", '3",n)
rajld(k,n) 5 (oxrd(k)<rord(n))
0.5 * (y('2",'2", ky+y('2",'3
raj20(k,n) s (ord(k)<>ord(n))
I+(y(r2', "1 k)+y (2", "2, n)
raj2l(k,n) 35 (ord(k)<rord(n))
0.5 * (y('2",'"1", k)y+y('2",'2

Model KolmioEternitylLin "Kolmio-Eternity,

)

)

)

).
) ..
)

)

)

)

'1")*r(k,'2") ;

.. f(k,"1")-f(n,'1l")
e —f(k,"1")+f(n,'1")
.. f(k,'2")-f(n,'2")

. —f(k,'2")+f(n,'2")

f(k,'3")-f(n,'3")
. —f(k,'3")+f(n,'3")

.. 8l(k,n) =G=

=2)

.. 31(k,n) =L=

'yn)) i

.. 32(k,n) =G=

-2)

.. s2(k,n) =L=

',n))

.. 83(k,n) =G=

=2) ;

.. 33(k,n) =L=

'yn)) i

Solve KolmioEternityLin using MIP maximizing z ;

Display vy.1l, f.1 :
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=I=

1= 3*(1-sl(k,n
L= 3*(1-sl(k,
3% (1-s2 (k,n
L= 3% (1-s2(k,
L= 3% (1-s3(k,n
L= 3*(1-s3(k,

lin." /all/ :
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n
)
n
)
n

)
)
)
)
)
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)
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3 x3-kokoinen epilineaarinen malli

Sets

k "palat" /1*5/

1 "palan reunat" /1*3/

i "rivit"™ /1*3/

j "sarakkeet" /1*5/

m "rotaatio" /1#*2/

t(i,]j) "pelilaudan ruudut" /1.3, 2.2, 2.3, 2.4
3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5/:

alias(k,n):

Parameters c(k,1l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" ;

c("1l','"1"Yy=1 ; c('1",'2")=0 ; c('1','3")=0 :
c('2','"1"y=2 ; c('2",'2")=0 ; c('2",'3")=1 :
c('3',"1"y=2 ; c('3",'2")=1 ; c('3",'3")=3 :
c("4',"1"y=0 ; c('4",'2")=0 ; c('4','3")=1 :
c('5',"1"y=2 ; c('5",'2")=3 ; c('5H",'3")=0 :
c('e',"1"y=0 ; c('e",'2")=3 ; c('6','3")=3 :
c(!’?l!ll!):l‘) ; c<17l,|2l):2 ; C(IT‘ IB!)ZO ,.
c('8",'1")=1 ; c('8",'2")=2 ; c('8'",'3")=3 ;
c('9','1"y=2 ; c('9",'2")=3 ; c('9','3")=1 :
Variables

v(i,3,k) "onko pala k ruudussa (i,3)"

r{k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"
f(k,1) "palan k reunan 1 vari, kun pala on paikallaan"

z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables y, r :
Positive wvariables f ;

f.up(k,1) = 3 :
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Equations

obj "kohdefunktio”

rajl(k), raj2(i,3), raj3(k), raj4(k), raj5(k), rajé(k)
raj7l(k), rajs(k), raj9(k), rajlo(k,n), rajli(k,n), rajlz(k,n)
rajl3(k,n), rajléd(k,n), rajls(k,n) :

obj.. z =E= sum((i,],k), (v(i,7,k)) St(i,3)) 7

rajl(k).. sum((i,3), y(i,3,k) $t(i,j)) =L=1 ;

raj2(i,j) $t(i,3).. sum(k, y(i,3,k)) =L= 1 ;

raj3(k).. r(k,'1")+r(k,'2") =L= 1 ;

rajd(k).. £(k,'1") =L= 3*(1-y('3',"1", k) -y('3","3", kK)-y('3","'5", k)) &
rajs(k).. f(k,'2") =L= 3*(1-y('1",'3",kK)-y('2","2", k) -y('3","1",k)) i
rajé(k).. £(k,"'3") =L= 3*(1-y('L',"3", k) -y('2","4", k)-y('3",'5",k)) i
raj7(k).. f(k,'1") =E= c(k,"1")*(1-r(k,'1")-r(k,'2'))+
c(k,'3")*r(k, "1 ) +c(k, 2" *r(k,'2") ;

raj8(k).. £(k,'2") =E= c(k,'2")*(1-r(k,'1")-r(k,'2"))+

c(k, "1")*r(k, "1 )+c(k, "3")*r(k,'2")

raj9(k).. £(k,'3") =E= c(k,'3")*(l-r(k,'1")-r(k,'2"))+
c(k,'2")*r(k, "1 )+c(k, "1y *r(k,'2") ;

rajlo(k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. £(k,'1')—-f(n,'1l") =L= 3% (1-y('1',"3",k)*
y('2', '3 n)-y('2', 2" k) Fy ("3, "2y n) -y (2, T4 K) Ry (U3, "4, n) )
rajll(k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. —f(k,'1")+f(n,'1') =L= 3*(l-y('1','3',k)*
y('2', '3 n)-y('2", 2", k)*y ("3, "2y n) -y ("2, T4 k) Ry (U3, "4 n) )
rajl2 (k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. £(k,'2")-£f(n,'2") =L= 3*(1-y('2','3", k) *
y('z2', "4t,n)-y ('3, "4, ky*y ("3, "5, n) -y ("3, "2 k) *Fy ("3, '3, n)) 2
rajl3(k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. —f(k,'2")+f(n,'2") =L= 3*(1-y('2','3',k)*
y('2', "4t ,n)-y ('3, "4, k) vy ("3, "5, n) -y ("3, T2 k) Fy ("3, '3, n) ) ¢
rajld (k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. £(k,'3')-f(n,'3") =L= 3*(1-y('2','2",k)*
y('2', '3 n)-y ('3, k) Ry ("3, "2, n) -y ("3, '3, k) Ry (U3, "4, n) )
rajl5(k,n) $(ord(k)<>ord(n)).. —f(k,'3")+£f(n,'3") =L= 3* (l-y('2','2',k)*
y('2', '3 n)-y ('3, "1 k) vy ("3, "2 n) -y ("3, '3 k) Ry ("3, "4 n) )

Model KolmioEternity "Kolmio-Eternity, 9 palaa" /all/ :

Solve KolmioEternity using MINLP maximizing z ;
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4x4-kokoinen epéilineaarinen malli

Sets

k "palat" /1*1le/

1 "palan reunat" /1*3/
i "rivit" /1*4/

j "sarakkeet" /1*7/

m "rotaatio" /1*2/

t(i,]j) "pelilaudan ruudut" /1.4, 2.3,
3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 4.1, 4.2, 4.3, 4
alias(k,n);

Parameters c(k,l) "palan k reunan 1 viri perusasennossa" ;

c('1','1")=2 ; c('1",'2")=0 ; c('1",'3")=0 :
c('2','1")=0 ; c('2",'2")=2 ; c('2",'3")=3 :
c('3",'1")=0 ; c('3",'2")=2 ; c('3",'3")=1 ;
c('4','1")=1 ; c('4','2")=0 ; c('4",'3")=0 ;
c(!51!l1!}:2 ; C('5l,‘2l):1 ; C(IB‘,IB'):3 ,.
c{('e','1")=2 ; c('e",'2")=2 ; c('6','3")=1 ;
c('7','1")=3 ; c('T7",'2")=0 ; c('T7",'3")=2
c('8",'1")=1 ; c('8",'2")=1 ; c('8'",'3")=2 ;:
c('9','1")=0 ; c('9",'2")=2 ; c('9','3")=1 ;
c('10",'1")=3 ; c('10','2"y=1 ; c('10','3")=0 ;
c("11','"1")=1 ; c("11","'2")=3 ; c('11','3")=3 ;
c('12','1")=0 ; c("12",'2")=2 ; c('12','3")=3 ;
c('13','1")=3 ; c("13','2"y=3 ; c('13','3")=3 ;
c('14','1")=2 ; c("14','2"y=1 ; c('14','3")=3 ;
c('15','1")=0  c("15','2")y=0 ; c('15','3")=1 ;
c('le','1")=2 ; c('le','2")y=1 ; c('"le','3")=3 ;
Variables

v(i,7,k) "onko pala k ruudussa (i,3)"

r{k,m) "onko palaa k kierretty kellon suuntaan m*90 astetta"
f(k,1) "palan k reunan 1 wviri, kun pala on paikallaan"

z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables y, r ; Positive variables f ;
f.up(k,1l) = 3 ;

Equations

obj "kohdefunktio"

rajl(k), raj2(i,3), raj3(k), rajd(k), raj5(k), rajé(k)
raj7l(k), rajs(k), raj9(k), rajlo(k,n), rajli(k,n), rajlZ2(k,n)
rajl3(k,n), rajléd(k,n), rajls(k,n) -

obj.. z =E= sum((i,],k), (v(i,],k)) St(i,3)) 7

rajl(k).. sum((i,3), y(i,3,k) $t(i,3)) =I= 1 ;

raj2(i,j) st(i,j).. sumik, v(i,j,k)) =L=1 :

raj3(k).. r(k,"1")y+r(k,'2") =L=1 ;

rajd(k).. f(k,"'1l") =L= 3*(1-y("4"',"1", k)-y("4", "3, kK)-y ("4, 4",
raj5(k).. (k 2"y =L= 3F(1-y ("1, A k) -y (2T, "3 k) -y (T3, 2,
raje(k).. f(k,'3") =L= 3*(1l-y('1','4", k) v('2','5", kK)-y('3","6",
raj7(k).. £(k,'1l") =E= c(k,"1")*(1l-o(k,"1")-x(k,"'2"))+
clk,'3")*r (k, 'l')+c(k,'2‘)*r(k,‘2') H

raj8(k).. £(k,'2") =E= c(k,'2")*(1-v(k,'"1")-xr(k,'2") )+
cl(k,"1")*r (k, 'l')+c(k,'3‘)*r(k,‘2') H

raj9(k).. £(k,'3") =E= c(k,"'3")*(1-v(k,"1")-x(k,'2"))+
clk,"2")*r(k, '"1")+c(k, "1")*r(k,'2") ;
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rajlo(k,n) S (ord(k)<>ord(n) fk,"1")-£f(n,'1l") =L= 3*(1-y('1l","4",k)*

y( 21 l4"n} y{ 21 f3‘ ) !3I!l3"n)_y(‘2lll5l k)* (|3I F5l'n)

(320 R (), 12 ) sy (137 AT )y (14T )y (137 e Ry (141 6 )

rajll(k n) $(ord(k)<>ord(n) -f(k,"'1")+£f(n,'1l") =L= 3*(l-y('1l',"4", k)*

y('2', "4t m)=y('2", 3", k) *y('3','3",n)-y('2", 5", k) *y('3", 5", n)

—y (137,727, )3y (14", 12", n) ~y ('3", 14", k) ¥y (47, 4" m) -y (37, 76", k) *y ('4", 6", n))

rajl2 (k,n) s (ord(k)<>ord(n) fk,'2")-f(n,'2") =L= 3*(1-y('2"','4",k)*

y('2', 5, n)-y('3","3", k) *y(*3", 4" m) -y ('3", 5", k) *y('3", 76", n)

T4 2Ry (4T, 13 ) sy (14T, Ty (14T 8 )y (4T ety (14 T )
+f(n,'2") =L= 3*(1l-y('2","'4", k)*

).
v
-y
).
yi('3
-y
).
v
-y
rajl3(k,n) s(ordik)<rord(n)).. -f(k,'2")
Y( 2% 5 n) -y ("3, "3, k) Ry (T3, A, ) -y (T3, TS, ) Ry (T3, TeT, )
('4' 2! k)*y('4' '3',r1) -y ("4, et k) ry (14, 'S n) -y (! 4' "ol k)*y (4T, "7, n))
ra314(k n) 5 (ord(k)<rord(n)) f(k,'3")-£(n,'3") =L= 3*(1-y{' 2‘,'3‘,k)*
y('2', 4 n)-y('3", "2, k) Fy ("3, "3, n) -y ("3, 4T, k) *y ("3, "5, n)
y( 4!’Ill k)*y( 411 I2l’n) Y(I4T’I3!’k)*y(l4T’I4!’n) y{ 411 |5|I } ( ar 'f',fl})
rajls(k,n) s (ord(k)<>ord(n)). —f(k,'3')+f(n,'3‘) =L= 3*(l-y('2','3",k)*
y('2', "4, n)-y('3", 2", k) Fy ('3, '3, n)-y ('3, "4, k) *y (3", "5, n)
-y ("4t t1h k)y v (T4, 20, n) Y( 4‘ "3y k)Fy (T4, A, n) -y (4T, 5T, k) Ry (T4, 6, n))

Model KolmioEternity "Kolmio-Eternity, 16 palaa" /all/ :

Solve KolmioEternity using MINLP maximizing z ;
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Perinteinen sudoku, mallinnustapa 1

Sets

i "vaakarivit" /1*F9/
j "pystyrivit" /1*9/
k "luvut" /1*9/ ;:

Variables
®x(1i,3,k) "onko luku k ruudussa (i,3)"
z "kohdefunktiomuuttuja" ;

Binary variables x ;

*annetaan vinkkinumerot

x.fx('1','2',"'3")=1;

x.fx('1','5",'5")=1;
x.Ex ("1, "7, 1) =1;
x.fx('2','1','6")=1;
x.fx('2','3','2")=1;
x.Ex('2','7",'5")=1;
x.fx('2','9"','8")=1;
x.fx('3','4','2")=1;
x.fx('3','6"','8")=1;
x.fx('4','2','9")=1;
x.Ex ("4, '3, "7 )=1;
x.fx('4','5','1")=1;
x.Ex('4','7','8")=1;
x.fx('4','8','3")=1;
x.fx('5','5",'3")=1;
x.fx('6','2','8")=1;
x.fx('6"',"'3",'1")=1;
x.fx('6"','5",'2")=1;
x.fx('e', "7, e )=1;
x.fx('6','8','7T")=1;
x.Ex ("7, "4, '8 )=1;
x.Ex ("7, "6, "4 )=1;
x.fx('8','1','1")=1;
x.fx('8','3','9")=1;
x.fx('8', "7, "4 )=1;
x.fx('8','9","'"7T")=1;
x.fx ("9, 2", '2")=1;
x.Ex('9','5", "7 )=1;
x.£x('9','8','8")=1;
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Equations

obj "kohdefunktio"

rajl(i, i), raj2(i,k), raj3(i,k), rajd(x), rajs(x), raié(k)
raj7(k), raj8(k), raj9(k), rajlo(k), rajll(k), rajl2(k) :

obj.. z =E= sum((i,],k), (x(1,7,k)))

rajl(i,j).. sum(k, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj2(i,k).. sum(j, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj3(j, k) sum(i, x(i,]j,k)) =L= 1 ;

kdydddn pikkuruudut 1ldpi
rajd (k) sum((i,]) S(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(]j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3,k)) =I= 1 ;
rajb (k) sum((i,j) $(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L= 1 :
raje (k) sum((i,]) S(ord(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(]j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,3,k)) =L= 1 ;
raj7 (k) sum((i,]) S(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(]j)>=1 and
ord(j)<=3) ,x(i,3,k)) =L= 1 ;
rajsg (k) sum((i,]j) S(oxrd(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(]j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,3,k)) =I= 1 ;
raj9(k) sum((i,j) $(oxrd(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L= 1 :
rajlo (k) sum((i,j) $(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3,k)) =L= 1 ;
rajll(k).. sum((i,]j) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6) ,x(i,3,k)) =L= 1 ;
rajl2 (k) sum((i,j) S (ord(i)>=7 and ord(i)<=% and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L= 1 :

Model sudokul "perinteinen sudoku, tapa 1" /all/ :

Solve sudokul using MIP maximizing z ;
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Perinteinen sudoku, mallinnustapa 2

Sets

i "vaakarivit" /1*9/
j "pystyrivit" /1*9/
k "luvut" /1*9/ :

Variables
x(1i,3,k) "onko luku k ruudussa (i,3)"
z "kohdefunktiomuuttuja" ;

Binary variables x ;
*annetaan vinkkinumerot
LEx(T1t, 2, '3 =1;
'5‘,'5'):]_;
l7!’ll!):l;
'1‘,I6')=l;
l31’l2!):l;
I7T'I5!):l;
'9‘,'8'):]_;
l4!'l2!):l’.
lE!,IS!)=l’.
'2‘,'9'):]_;
l3!,l7!):l;
l5!’ll!):l;

L L T e

- =

L 1

r
£x('4','7','8")=1;
fx('4','8','3")=1;
" I!l5"l3' :l’.
fx('6','2','8")=1;
fx " I!l3"ll')= ;

'5" I2')=l’.

" I!
£x('6','7','6")=1;
fX L I!lE}_"I'?' =lr.
£x('7','4",79")=1;
fx('7','6",'4")=1;
fx('8','1",'1")=1;
fx('8','3",'9")=1;
fx " I!l'?"ld'): ;

lg"l'?'):l;
l2|’l2')=l;
l5|’l7')=l;
IE}_T’IS'):]—’.

- =

WMo R M B M MW MW o M W W M M M M M W M W W W K W
Hh
v

WD A 00 00 00 00 =] =0 o o O O O O s s s s s L) L) B DO DO D

~ =
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Equations

obj "kohdefunktio"

rajl(i, i), raj2(i, k), raj3(i,k), rajd(k), rajs(x), raié(k)
raj7(k), raj8(k), raj9(k), rajlo(k), rajll(k), rajl2(k) :

cbj.. z =E= H
rajl(i,j).. sum(k, x(i,j,k)) =E= 1 ;
raj2(i,k).. sum(j, =(i,j,k)) =E= 1 ;
raj3(j,k).. sum(i, x(i,j,k)) =E= 1 ;

kdyddidn pikkuruudut 1ldpi
rajé (k) sum((i,]j) S(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(]j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,j,k)) =E= 1 ;
rajb (k) sum((i,j) $(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =E= 1 ;
raj6 (k) sum((i,j) $(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =E= 1 ;
raj7 (k) sum((i,]) S(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(]j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,j,k)) =E= 1 ;
rajs (k) sum((i,]j) S(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(]j)>=4 and
ord(j)<=0),x(i,j,k)) =E= 1 ;
raj9 (k) sum((i,j) $(oxrd(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =E= 1 ;
rajlo (k) sum((i,]j) $(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and oxd(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,j,k)) =E= 1 ;
rajlli(k).. sum((i,]j) S(oxrd(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =E= 1 ;
rajl2 (k) sum((i,j) S (ord(i)>=7 and ord(i)<=% and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =E= 1 :

Model sudoku2 "perinteinen sudoku, tapa 2" /all/ :

Solve sudokuZ using MIP maximizing z ;
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Perinteinen sudoku, mallinnustapa 3

Sets

i "vaakarivit" /1*9/
j "pystyrivit" /1*9/
ko /0*3/ ;

alias(i,k):
alias(j,1):

Variables

®x(i,3) "ruutuun (i,]) sijoitettu luku"
b(i,j, ko) "binddrimuuttuja"

v(i,7,k,1) "bindirimuuttuja"

z "kohdefunktiomuuttuja" :

Integer variables x ;
Binary variables b, v ;

x.1lo(i,7) 1 ;
x.up(i,j) = 9 :
*annetaan vinkkinumerot
x.Ex("1',"2")=3;
x.fx("1","'5")=5;
x.fx ("1, '7")=1;
x.fx('2','1")=6;
x.fx('2','3")=2;
x.fx('2',"7")=5;
x.fx('2',"'9")=8;
. Ex("3","4")=2;
x.fx("3','6")=8;
x.Ex("4','2")=9;
x.fx("4','3")=T;
x.fx("4','5")=1;
x.Ex("4',"7")=8;
x.fx('4',"8")=3;
x.fx('5"',"'5")=3;
x.fx('6',"2")=8;
x.fx('6',"'3")=1;
x.fx('6","'5")=2;
x.fx('6",'7")=6;
x.fx('6','8")=T;
. Ex('7',"4")=9;
. Ex('7','6")=4;
x.fx('8',"1")=1;
x.fx("8',"'3")=9;
x.Ex("8',"7")=4;
x.fx('8','9")=T;
x.fx('8','2")=2;
x.fx('9','5")=T;
x.fx('9',"'3")=8;
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Equations

cbj "kohdefunktio"

rajl(i,j), raj2(i,3,k,1), raj3(i,i,% 1), raj4(i,j,k, 1),

raj7(i,3,%,1), raj8(i,Jj,k,1), rajo(i,j,k,1), rajlo(i,j,k,1), rajll(i,j,k,1)
rajl2(i,j,k,1), rajl3(i,3,k,1), rajld(i,3, k1), rajls(i,j,k,1), rajle(i,j, k1)
rajl7(i,j,k,1), rajls(i,j,k,1), rajle(i,j, k1), raj20(i,j,k,1), raj2l(i,j, k1)
raj22(i,j,k, 1), raj23(i,i,k,1) :

obj.. z =E= 1 ;
rajl(i,j).. x(i,J) =E= b(1i,3,'0")+b(%,3,"1")*2+b(1,3,'2") *4+b (1,3, "3") %8

raj2(i,j,k,1) S(oxrd(i)=oxrd(k) and ord(j)<=8 and
ord(l)>»>=ord(j)+1).. x(i,])-=x(k,l) =G= 1-10*(1-v(i,3,k,1)) :
raj3(i,j,k,1) S(ord(j)=ord(l) and ord(i)<=8 and
ord(k)>=ord(i)+1).. x(i,J)-x(k,1l) =G= 1-10*(1-y(i,i,%k, 1)) =»

rajé4(i,j,k,1) s (ord(i)=ord(k) and ord(j)<=8 and
ord(l)>=ord(j)+1).. x(k,1)-x(i,]j) =G= 1-10*y(i,i,k,1) :
raj5(i,j,k,1) S(oxrd(j)=ord(l) and ord(i)<=8 and
ord(k)>=ord(i)+1) .. x(k,1)-x(i,q) =G= 1-10*y(i,7,k,1)
*kdydddn :;ﬁkM14M1u_ 1&pi

rajE( ;Jrks1l) $(ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)<=3 and ord(k)<=3 and ord(j)<=3 and ord(1l)<=3)..
x(i,7)-x(k,1) =G= 1-10*(1-y(i,i,k,1)) =»

raj7(i,j,%k,1) S (ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)<=3 and ord(k)<=3 and ord(j)>=4 and ord(j)<=6 and ord(l)>=4 and
ord(1l)<=6).. x(i,])-=x(k,1l) =G= 1-10*(1-y(i,3,k,1)) :
rajg8(i,j,k,1) S (ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)<=3 and ord(k)<=3 and ord(j)>=7 and ord(j)<=9 and ord(l)>=7 and
ord(1)<=9).. x(i,j)-x(k,1l) =G= 1-10*(1-yv(i,,k,1)) :
raj9(i,j,k,1) S(ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
)

ord(i)>=4 and orxrd(i)<=¢ and ord(k)>=4 and oxd(k
ord(1)<=3).. x(i,])-=x(k,1) =G= 1-10*(1-y(i,7,k,1
rajlo(i,j, k 1) $(ord(')<ord[k) and ord(j)<>ord(l) and

ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(k)>=4 and ord(k)<=6 and ord(j)>=4 and

6 and ord(]j)<=3 and

{:
))

)

(1

)
ord(j)<=6 and ord(1l)>=4 and ord(1l)<=6).. x(i,])-=x(k,1) =G= 1-10*(1-y(i,3,k,1)) :
rajlli(i,j,k,1) $(ord(i)<ord(k) and ord(j)<rord(l) and
ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(k)>=4 and ord(k)<=6 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9 and ord(l)>=7 and ord(1l)<=9).. x(i,j)-x(k,1l) =G= 1-10*(1-y(i,]i,k, 1)) :
rajl2(i,j,k,1) S(ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(k)>=7 and ord(k)<=9% and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3 and ord(1l)>=1 and ord(1l)<=3).. x(i,])-x(k,1) =G= 1-10*(1-y(i,3,k, 1)) :
rajl3(i,j,k,1) S({ord(i)<ord(k) and ord(j)<rord(l) and
ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(k)>=7 and ord(k)<=% and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6 and ord(l)>=4 and ord(l)<=6).. x(i,j)-x(k,1l) =G= 1-10*(1-y(i,7,k, 1)) :
rajld(i,j,k,1) $(ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(k)>=7 and ord(k)<=9 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9 and ord(1l)>=7 and ord(1l)<=9).. x(i,])-x(k,1) =G= 1-10*(1-y(i,3,k, 1))
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II"

ord (i
ord (]

and ord(i)<=9% and ord(k)>=7 and ord(k)<=9 and ord(j)>=7 and
and ord(l)>=7 and ord(1)<=9).. x(k,1)-x(i,]) =G= 1-10*y(i,]i,k,1)

rajls(i,j,k,1) S({ord(i)<ord(k) and ord(j)<»ord(l) and
ord(i)<=3 and ord(k)<=3 and ord(j)<=3 and ord(l)<=3)..
x(k,1)-x(i,j) =G= 1-10*y(i,],k,1) ;

rajlo(l,j,k 1) S (ord(i)<ord(k) and ord(j)<rord(l) and
ord(i)<=3 and ord(k)<=3 and ord(j)>=4 and ord(j)<=6 and ord(l)>=4 and
ord(l)<=6).. x(k,1)-x(i,]) =G= 1-10*y(i,7,k,1) :
rajl7{1,j,k,lj S(ord(i)<ord(k) and ord(j)<rord(l) and
ord(i)<=3 and ord(k)<=3 and ord(j)>=7 and ord(])<=9% and ord(l)>=7 and
ord(1)<=9). (k 1)-x(i,]) =G= 1-10*y (i, i, k,1) :
rajla(i,j, k 1) 5 (ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(k)>=4 and ord(k)<=6 and ord(j)<=3 and
ord(1)<=3).. =x(k,1)-x(i,]j) =G= 1-10*y(i,]J,k,1) :
rajlg(l,j,k,l) $(ord(')<ord(k) and ord(]j)<rord(l) and
ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(k)>=4 and ord(k)<=6 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6 and ord(l)>=4 and ord(l)<=6).. x(k,1)-x(i,]) =G= 1-10*y(i,j, %k, 1)
raj20(i,j,k,1) S (ord(i )<ord[k) and ord(j)<>rord(l) and
ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(k)>=4 and ord(k)<=6 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9 and ord(l)>=7 and ord(1l)<=9).. x(k,1l)-x(i,]) =G= 1-10*y(i,7,k, 1)
raj2l(i,j,k,1) S({ord(i)<ord(k) and ord(j)<>ord(l) and
ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(k)>=7 and ord(k)<=% and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3 and ord(l)>=1 and ord(1l)<=3).. x(k,1)-x(i,j) =G= 1-10*y(i,]j,k, 1)
raj22(i,j,k,1) $(ord(i)<ord(k) and ord(j)<rord(l) and
ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(k)>=7 and ord(k)<=9 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6¢ and ord(l)>=4 and ord(l)<=6).. =(k,1l)-x(i,]) =G= 1-10*y(i,7,k, 1)
raj23(i,j,k,1) S({ord(i)<ord(k) and ord(j)<»ord(l) and

) »=T

) <=9

Model sudoku3 "perinteinen sudoku, tapa 3" /z11/
Solve sudoku3 using MIP maximizing z ;

Display x.1 ;
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Sudoku-x

Sets

i "vaakarivit" /1F3/
j "pystyrivit" /1*9/
k "luvut"™ /1%9/

Variables
x(i,3,k) "onko luku k ruudussa (i,73)"

z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables x ;

*annetaan vinkkinumerot
x.Ex('2',"4",'8")=1;
x.fx('2','8",'4")=1;
x.fx('2','9",'3")=1;
. Ex('3',"1",'8")=1;
x.fx('3','4‘,'5']=l;
. Ex("4','2",'2")=1;
. Ex("4',"'3",'8")=1;
x.Ex('5', "1, "1y =1;
x.Ex('5","'3","4")=1;
x.fx('5','5",'6")=1;
x.fx('5','7",'9")=1;
x.fx('5','9",'83")=1;
. Ex('e',"7",'2")=1;
x.fx('6',"8",'e")=1;
. Ex("7','6",'e")=1;
x.Ex('7','9",'2")=1;
x.Ex('8","1",'3")=1;
x.fx('8','2",'7")=1;
x.fx('8','6','2")=1;
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Equations

obj "kohdefunktio”

rajl(i, i), raj2(i, k), raj3(i, k), raj4(k), rajs(x), raié(k)
raj7(k), rajsg(k), raj9(k), rajlo(k), rajll(k), rajl2(k)
rajl3(k), rajld(k) :

obj.. z =E= Sum((lr],k),(X(l:], k))) ¢
rajl(i,j).. sum(k, =(i,j,k)) =L= 1 ;
raj2(i,k).. sum(j, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj3(j,k).. sum(i, x(i,j,k)) =L= 1 ;
*kdydddn pikkuruudut 1&pi
rajd (k) sum((i,]) 5 (oxd(i)> and ord(i)<=3 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3j,k)) =L=1 ;
rajb (k) sum((i,]j) $(ord(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L= 1 :
rajé (k) sum((i,]) S(ord(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(]j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj7 (k) sum((i,]) S(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,j,k)) =L=1 ¢
rajf (k) sum((i,]) $(oxrd(i)>=4 and ord(i)<=6¢ and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,3j,k)) =L=1 ;
raj9 (k) sum((i,]) $(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L= 1 :
rajl0(k).. sum((i,]) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3,k)) =L=1 :
rajll(k).. sum((i,]j) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L= 1 ;
rajlz2(k).. sum((i,]j) $(oxrd(i)>=7 and ord(i)<=9 and oxd(j)>=7 and
ord(7)<=9),x (1 ,ka}) =I=1 ;
ra]13(k) sum ( (i j} 5(oxrd(j)=ord(i)), x(i,j,k)) =L= 1 ;

) ((1,3) 3¢

ord(j)=10-ord(i)), =(i,j,k)) =L= 1 ;
Model sudokux "sudoku-x" /z11/ :

Solve sudokux using MIP maximizing z ;
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Pariton-parillinen sudoku

Sets

i "vaakarivit" /1*9/
j "pystyrivit" /1*9/
k "luvut" /1*9/

[Sa RN SR &3 B LS )]

- =

h(i,j) "harmaat ruudut" /1.2, 1.5, 1.7, 1.8, 2.3, 2.5, 2.
3.3, 3.6, 3.9, 4.2, 4.3, 4.4, 4.7, 5.2, 5.4, 5.5, 5.6, 6.
6.9, 7.1, 7.7, 7.8, 7.9, 8.1, 8.3, 8.4, 8.6, 9.1, 9.4, 9.
v(i,j) "valkoiset ruudut" /1.1, 1.3, 1.4, 1.6, 1.8, 2.1,
2.7, 2.9, 3.2, 3.4, 3.5, 3.7, 3.8, 4.1, 4.5, 4.6, 4.8, 4.
5.7, 5.8, 5.9, 6.1, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 7.2, 7.3, 7.4, 7.
8.5, 8.7, 8.8, B.9, 9.2, 9.3, 9.6, 9.7, 9.9/ ;

Variables

®x(1i,7,k) "onko luku k ruudussa (i,3)"
z "kohdefunktiomuuttuja" ;

Binary wvariables X ;
*ann
1 I7F’I8!)=l’.
'8‘,'5'):]_;
I!l4l'l3!)=l;
I,l5!,l4!):l;
" 1 ] ] 1 L} — -
T |!l§1’|§!;=};
;le?:lB!)zl;
!'5‘;I8'):l;
!'6‘,I4')=l;
!l7lrl3!)=l’.

BOOBCM MMM M M MMM MM MM XX XN
H
w

fx('e','1","71")=1;
fX L I!l3|’l3' :lr.
fx('e', 4", '1")=1;
fx('e','5",'9")=1;
fx('7','1",'8")=1;
fx('7','3",'1")=1;
fx('7','6",'9")=1;
fx('7','8","4")=1;
JEx('e', 2, '9N)=1;
Equations

obj "kohdefunktio"

rajl(i,Jj), raj2(i,k), raj3(j,k), rajid(k), rajs(k), raje(k)
raj7(k), rajs(k), raj9(k), rajlo(k), rajll(k), rajlz(k)
rajl3(i,j), rajld(i,j), rajls5(i,3j), rajle(i,]j) :

obj.. z =E= sum
rajl(i,j).. sum
raj2(i,k).. sum
raj3(j,k).. sum

(i,3,%), (2(1,3,%)) ;
k, x(i,3,k)) =L= 1 ;
i, x(i,3,k)) =L=1 ;
i, ®(i,j, k) =L=1 ;

o,
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dn pikkuruudut 1&pi
sum((i,]J) S(ord(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=1 and
=3),x(1,3,k)) =L= 1 ;
sum((i,]j) ${ord(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=4 and
=6),x(i,3,k)) =L= 1 ;
sum( (i, ]j) S$({ord(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L=1 ;
raj7(k).. sum((i,]j) S(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3,k)) =L= 1 ;
raj8(k).. sum((i,j) S(ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj9(k).. sum((i,]j) $(oxrd(i)>=4 and ord(i)<=6¢ and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L=1 ;
rajlo(k).. sum((i,]j) $(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,j,k)) =L=1 ;
rajll(k).. sum((i,]j) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=4 and
)
(k
)

ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L= 1 ;
rajl2(k).. sum((i,j) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L= 1 ;

N ., . A B 7

parittomien ja parillisten lukuien sijainnit

MHal LLodIell j&d pPpErd il drsieEll tHRU el sS4 fadlllldl L
J L ! _.

ra313( f3) e (=(E, 3,1 ) (4,3, "3 ) AR (L, 3, T )+ (A, g, T ) A (d, g,
S(hi(i,j)) —E— 0 :

rajld(i,j).. (x(i,3,"2")+=(L,],"4")+x(1i,J,"'6")+x(1,3,'8"))

$(h(i,j)) =L=1 ;

1

rajls(i,j) .. (x(i,3,'1")+x(1i,3,"3")+x(1,3,"5")+x (1,3, " 7" )+x(1,3,'9

$(v(i,j)) =L=1 ;

rajle(i,j).. (=x(i,3,'2")+=(i,3,"4")+=(i,3,'6")+x(1i,7,'8"))
$(v(i,3)) =E= 0 :

Model evenodd "pariton-parillinen sudoku" /all/ :

Solve evenodd using MIP maximizing z ;
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Killer sudoku

Sets

i "vaakarivit"™ /1*9/

j "pystyrivit" /1*9/

k "luvut" /1*9/

t "osiot" /1*27/

R(t,i,]) "mitk& ruudut (i,]j) kuuluvat osioon t"
/1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4, 1.2.3, 2.1.5, 2.2.5, 2.3.
2.4.5, 2.5.5, 3.1.6, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9, 3.2.7, 4.2.1
b.2.4, 5.3.4, 6.2.6, 6.3.6, 7.2.8, 7.2.9, 8.3.1, 8.3.2
8.4.2, 8.4.3, 9.3.7, 9.3.8, 9.3.9, 9.4.7, 9.4.8, 10.4.
11.4.4, 11.5.4, 12.4.6, 12.5.6, 13.4.9, 13.5.9, 14.5.2
14.¢.3, 15.5.7, 15.5.8, 15.6.7, 1l6.6.1, 16.6.2, 17.6.4
17.6.¢6, 18.¢.8, 18.6.9, 19.7.1, 19.8.1, 20.7.2, 20.7.3
20.8.4, 21.7.4, 21.7.5, 21.7.6, 21.8.5, 21.9.5, 22.7.7
22.8.6, 22.8.7, 23.7.9, 23.8.9, 24.8.2, 24.9.1, 24.9.2
25.9.8, 25.9.9, 26.9.3, 26.9.4, 27.9%.6, 27.9.7/ :
Parameters

rr(t) "summan arvo" /1 28, 2 24, 3 24, 4 11, 57, & 7,
9 21, 10 13, 11 14, 12 9, 13 12, 14 10, 15 20, 16 10,
19 10, 1% 4, 20 20, 21 35, 2z 22, 23 5, 24 16, 25 14,

Variables

%(i,j, k) "onko luku k ruudussa (i,3)"

z "kohdefunktiomuuttuja" :
Binary variables x ;

Equations
obj "kohdefunktio"

rajl(i,j), raj2(i, k), raj3(j, k), rajd(k),

raj7(k), rajs(k), rajo(k), rajlo(k), rajll(k),

rajl3(t, k), rajld(t) :

114

raj5(k), raj

7 11,
17 12
2e 10,

6 (k)

raj12 (k)

- =
[
[

00 =] €0 oy 0.

oLl D

(s le w i UV & ) B VI

=

g8 27

27 9/ :



obj.. z =E= sum((lj k), (x(i,3,k))) =
rajl(i,j).. sum(k, x(i,j,k)) =L= 1 ;
raj2 (i, k).. sum(j, x(i,3,k)) =L= 1 ;
raj3(j,k).. sum(i, x(i,3,k)) =L= 1 ;

kdydddn pikkuruudut 1&pi
raj4(k).. sum((i,]j) S$(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3,k)) =L=1 :
rajb(k).. sum((i,]j) S(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L=1 ;
raj6(k).. sum((i,j) S(oxrd(i)>=1 and ord(i)<=3 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L= 1 :
raj7(k).. sum((i,j) $(oxd(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,j,k)) =I= 1 ;
rajB(k).. sum((i,]j) S (ord(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,j,k)) =L=1 :
raj9(k).. sum((i,]j) S(oxrd(i)>=4 and ord(i)<=6 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L=1 :
rajl0(k).. sum((i,]) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=1 and
ord(j)<=3),x(i,3,k)) =L=1 ;
rajll(k).. sum((i,]j) % (oxrd(i)>»=7 and ord(i)<=9 and oxd(j)>=4 and
ord(j)<=6),x(i,7,k)) =L= 1 :
rajlZ2(k).. sum((i,]) S(ord(i)>=7 and ord(i)<=9 and ord(j)>=7 and
ord(j)<=9),x(i,j,k)) =L=1 :

sum((1i,3) S(R(t,1,3))
. sum((i,3,k) S(R(t,1,73))

Model killersudoku "killer sudoku"

r
r

x(1,3,k))
ord (k) *xz (1

Jall/ :

Solve killersudoku using MIP maximizing z !
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== 1 ;

i,3,k)) =E= rr(t)
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Kakuro

Sets

i "vaakarivit" /1*9/

J "pystyrivit" /1*9/

k "luvut" /1%9/

t "summien indeksit"™ /1*3Z2/

Cc(i,j) "tyhjit ruudut" /2.4, 2.5, 2.8, 2.9, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5
3.6, 3.8, 3.9, 4.2, 4.3, 4.6, 4.7, 4.8, 5.3, 5.4, 5.6, 5.7
6.4, 6.5, .7, 6.8, 7.3, 7.4, 7.5, 7.8, 7.9, 8.2, 8.3, 8.5
8.6, 8.7, 8.8, B.9, 9.2, 9.3, 9.6, 9.7/

R(t,1i,]) "mitkia ruudut (i,]j) kuuluvat osiocon t"

/l1.2.4, 1.3.4, 2.2.5, 2.3.5, 3.2.8, 3.3.8, 3.4.8, 4.2.9, 4.3.9
5.3.2, 5.4.2, 6.2.4, 6.2.5, 7.3.3, 7.4.3, 7.5.3, 8.3.6, 8.4.¢6
8.5.6, 9.2.8, 9.2.9, 10.3.2, 10.3.3, 10.3.4, 10.3.5, 10.3.6
11.3.8, 11.3.98, 12.4.7, 12.5.7, 12.6.7, 13.4.2, 13.4.3, 14.5.4
14.6.4, 14.7.4, 15.4.6, 15.4.7, 15.4.8, 16.5.3, 16.5.4, 17.5.¢6
17.5.7, 18.6.5, 18.7.5, 18.8.5, 19.6.8, 19.7.8, 19.8.8, 20.6.4
20.6.5, 21.7.3, 21.8.3, 21.9.3, 22.6.7, 22.6.8, 23.7.9, 23.8.9
24.7.3, 24.7.4, 24.7.5, 25.8.2, 25.9.2, 26.8.6, 26.9.6, 27.7.8
27.7.9, 28.8.7, 28.9.7, 29.8.2, 29.8.3, 30.8.5, 30.8.6, 30.8.7
30.8.8, 30.8.9, 31.9.2, 31.9.3, 32.9.6, 32.9.7/ ;

Parameters

rr(t) "summan t arvo" /1 5, 2 17, 3 20, 4 17, 5 10, & 11, 7 13
89, 9 16, 10 31, 11 17, 12 14, 13 4, 14 13, 15 13, 16 12

17 4, 18 7, 19 21, 20 4, 21 9, 22 13, 23 9, 24 6, 25 10, 26 3
27 16, 268 11, 29 4, 30 18, 31 12, 32 7/ :

Variables
2x(i,7,%k) "onko luku k ruudussa (i,3)"
z "kohdefunktiomuuttuja" :

Binary variables x ;

Equations
obj "kohdefunktio"
rajl(i,j), raj2(t,k), raj3(t) :

obj.. 2 <E= sum((i,3,1) $(C(i,3)), (2(i,5,0)))
rajl(i,j).. sum((k) $(C(i,9)), (x(i,i,k)) =I=1 ;

raj2(t,k).. sum((i,3) $(R(t,i,3)), x(i,3,k)) =L= 1 ;

£a33(6) .. sum( (9,0 S(R(6,1.3)), ord (e *x(i,1,k)) =E= rr(t) s

Model kakuro /a2ll/ ;:

Solve kakuro using MIP maximizing z :
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