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1 Johdanto

Matriisilaskennan kehittymisen katsotaan alkaneen 1600-luvulla, kun René Descar-
tes kehitti karteesisen koordinaatiston. Tamaé loi pohjan vektori- ja matriisiesityk-
sille. Ominaisarvojen ja karakteristisen polynomin historia juontaa juurensa 1800-
luvulle, kun Augustin Cauchy otti kiyttoonsa karakteristisen polynomin sekéd muo-
toili ominaisarvo-ongelman. Samaan aikaan James Sylvester loi termin 'matriisi’,
miké johti ensimmaéisiin lineaarialgebran systemaattisiin tutkimuksiin [2].

Matriisien diagonalisoinnin sovelluksilla on runsaasti kdiyttokohteita eri tieteena-
loilla. Diagonalisoinnin avulla pystytddn yksinkertaistamaan monimutkaisia yhta-
l6ité, koska niistd on helppo selvittad matriisien ominaisarvot sekd ominaisvektorit.
Tata voidaan kiayttad hyddyksi esimerkiksi ratkaistaessa differentiaaliyhtéaloita. Tut-
kielman aihe on rajattu reaalimatriiseihin.

Tutkielman toisessa luvussa késitellidn ominaisvektoreita sekd ominaisarvoja.
Luvun alussa esitetdin méaritelmé ominaisvektoreille ja -arvoille. Maaritelméaé seu-
raa havainnollistavat esimerkit. Kolmannessa luvussa kasitelladn karakteristista yh-
taloa. Luku alkaa yksinkertaisella esimerkilld, jonka jédlkeen siirrytdan yleiseen ta-
paukseen.

Viimeisessa luvussa kisitelladn tutkielman pédaihetta eli matriisien diagonali-
sointia. Se alkaa kahdella esimerkilld, jotka havainnollistavat diagonaalimatriisien
potenssien laskemista. Luvussa mychemmin esitetyn lauseen avulla saadaan jaettua
diagonalisoinnin vaiheet neljaan askeleeseen. Matriisin diagonalisointiin liittyvéassa
esimerkissé [9] kiytetddn aiempien lukujen tuloksia hyodyksi. Téll6in tutkielman ai-
heiden liittyminen toisiinsa konkretisoituu lukijoille.

Tutkielman lukijoilta edellytetdén lineaarialgebran perustuntemusta. Tama tar-
koittaa esimerkiksi determinantin laskemisen, matriisien laskutoimitusten sekid mat-
riisilaskennan peruskésitteiden tuntemista. Tutkielman péa#lahteend kiaytetdadan D.C.
Layn, S.R. Layn ja J.J. McDonaldin kirjaa Linear Algebra and Its Applications
[1]. Toisena ldhteend kiytetdén Frank Uhligin teosta The Eight Epochs of Math as
regards past and future Matrix Computations [2].

2 Ominaisvektorit ja ominaisarvot

Lineaarinen muunnos x — Ax vol siirtda vektoreita moniin eri suuntiin. Usein
on kuitenkin olemassa vektoreita, joihin matriisi A vaikuttaa hyvin yksinkertaisella
tavalla.

Maaritelma 1. Olkoon A n x n -matriisi. Kompleksilukua A sanotaan matriisin A
ominaisarvoksi ja vektoria x # 0 sité vastaavaksi ominaisvektoriksi, jos

Ax = x.

Esimerkki 1. Olkoon A = (é g) , u= (_65) ja v= (_32) Ovatko vektorit

u ja v matriisin A ominaisvektoreita?

Lasketaan
1 6 6 —24 6
= (5 5) ()= () =1 (55) =



ja

w= (O (3) - () A (3)

Néin ollen u on matriisin A ominaisvektori, joka vastaa ominaisarvoa (—4). Vektori
v ei ole matriisin A ominaisvektori, koska Av ei ole vektorin v monikerta.

Esimerkki 2. Osoita, ettd skalaari 7 on matriisin A ominaisarvo esimerkissa [I] ja
etsi sitd vastaavat ominaisvektorit.
Skalaari 7 on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos yhtalolla

Ax = Tx (1)

on ei-triviaali ratkaisu.
Yhtalo [1] on ekvivalentti yhtélon Ax — 7x = 0 kanssa. Néin ollen

(A—Tx =0. 2)

Taméan homogeenisen yhtalon ratkaisemiseksi muodostetaan matriisi

16 7 0 —6 6
A_7l_(5 2)_(0 7>_(5 —5)'
Matriisin A — 71 sarakkeet ovat selvéisti lineaarisesti riippuvia, joten yhtélolla [2] on

ei-triviaaleja ratkaisuja.
Néin ollen 7 on matriisin A ominaisarvo. Ominaisvektoreiden 16ytamiseksi kiytetadn

rivioperaatioita
-6 6 0 1 -1 0
5 =5 0 0 0 0/)°

Yleinen ratkaisu on muotoa xs (1) Jokainen tdmén muotoinen vektori, jossa xy #

0, on ominaisvektori ja vastaa ominaisarvoa A\ = 7.

Yhtaloiden [1] ja 2] ekvivalenssi patee mille tahansa ominaisarvolle A. Niin ollen
A on n X n -matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos yhtalolla

(A=X)x=0 (3)

on ei-triviaali ratkaisu. Yhtalon |3| kaikkien ratkaisujen joukko muodostaa matriisin
A — A nolla-avaruuden. Tamé joukko on avaruuden R" aliavaruus. Sitd kutsutaan
matriisin A ominaisavaruudeksi, joka vastaa sen ominaisarvoa A. Ominaisavaruus
koostuu nollavektorista ja kaikista ominaisarvoa vastaavista ominaisvektoreista.
Esimerkissé |3 osoitetaan, ettd esimerkin [If matriisin A ominaisarvoa A = 7 vastaava
ominaisavaruus siséltdd kaikki vektorin (1, 1) monikerrat. T&ll6in ominaisavaruus on
siis suora, joka kulkee origon ja pisteen (1,1) kautta.
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Esimerkki 3. Olkoon

4 -1 6
A=12 1 6
2 -1 8

Matriisilla A on ominaisarvo 2. Etsi kanta vastaavalle ominaisavaruudelle.
Muodostetaan

4 -1 6 2 00 2 -1 6
A-2I=(2 1 6|]—-(0 2 0]=1[2 -1 6
2 -1 8 0 0 2 2 -1 6
Rivimuunnetaan laajennettu matriisi yhtélolle (A — 21)x = 0:
2 -1 6 0 2 -1 6 0
2 -1 6 0] ~10 O OO
2 -1 6 0 0 0 0O
Yleinen ratkaisu on
T = X9 1 + x3 0 )
xT3 0 1
missa o ja rg ovat vapaita muuttujia. Kanta on siis
1 -3
21,1 0
0 1

Lause 1. Jos vy,..., vy ovat n X n -matriisin A ominaisvektoreita, jotka vastaavat
erillisid ominaisarvoja Ay, ..., Ay, niin joukko {v1,...,v,} on lineaarisesti riippuma-
ton.

Todistus. Oletetaan, ettd {vy, ..., v, } on lineaarisesti riippuva. Koska vy on nollasta
poikkeava, niin jokin joukon vektoreista on edeltavien vektoreiden lineaarikombinaa-
tio. Olkoon p pienin indeksi, jolle pétee v, on edeltévien lineaarisesti riippumatto-
mien vektoreiden lineaarikombinaatio. Télloin on olemassa skalaarit cy, ..., ¢p, joille
patee

V1 + .+ CpVp = Vi, (4)

Kertomalla yhtdlon [4] molemmat puolet matriisilla A ja hyodyntamaélla tietoa Avy, =
ALVy jokaiselle £k, saadaan

AV + .+ AV, = AV (5)
01)\1V1 + ...+ Cp/\pr = Ap—I—lvp—‘rl' (6)

Kertomalla yhtalon {4 molemmat puolet kompleksiluvulla A,;; ja vihentdmalla tu-
loksen yhtélosta [0 saadaan

Cl()\l — >\p+1)V1 + ...+ Cp()\p — )\p_:,_l)Vp =0. (7)

Koska {vq,...,vp} on lineaarisesti riippumaton, niin kaikki kertoimet yht&lossa
ovat nollia. Yksikdén tekijoistd \; — A1 # 0, koska ominaisarvot eroavat toisistaan
ja ¢; = 0 kaikille ¢ = 1, ..., p. Jos ¢; = 0, niin yhtalo {4f sanoo, ettd v,.; = 0. Tama
johtaa ristiriitaan, joten joukko {vy,...,v,} on lineaarisesti riippumaton. ]
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3 Karakteristinen yhtalo

Neliomatiisin A ominaisarvoista saadaan hyodyllisté tietoa sen karakteristisesta yh-
talostd. Yleisen tapauksen ymmértamiseksi tarkastellaan ensin yksinkertaista esi-
merkkia.

Esimerkki 4. Etsi matriisin

2 3
=3 %)
ominaisarvot.

On 16ydettava kaikki kompleksiluvut A siten, ettd matriisiyhtalolla
(A= X)x=0

on ei-triviaali ratkaisu. Sddnnollisten matriisien ominaisuuksien perusteella on siis
16ydettava kaikki kompleksiluvut A, joilla matriisi A — AI ei ole sdannoéllinen, missé

= (220 0-(50 )

Matriisi A— A ei ole sdannollinen tasmaélleen silloin, kun sen determinantti on nolla.
Matriisin A ominaisarvot ovat yhtalon

2—-A 3
det(A—)\I)—det( 3 —6—/\) =

a b
det (c d)—ad—bc,

det(A — M) = (2= \)(=6 —\) — (3)(3)
= —124+6A =22+ A -9
=N 4+4)-21
= (A=3)A+T7).

ratkaisut. Tiedetdan, etté

jolloin

Jos det(A — AI) =0, niin A = 3 tai A = —7. Matriisin A ominaisarvot ovat siis 3 ja
—T.

Yhtalod det(A — AI) = 0 kutsutaan matriisin A karakteristiseksi yhtéloksi. Voi-
daan todeta (vrt. Esimerkkié [4]), ettd A on matriisin A ominaisarvo jos ja vain jos
A toteuttaa karakteristisen yhtalon

det(A — ) =0.



Esimerkki 5. Etsi matriisin

5 -2 6 1
0 3 -8 0
A=10 0 5 4
0 0 0 1

karakteristinen yhtalo.
Muodostetaan A — AI. Determinanttien ominaisuuksien perusteella saadaan

S5—A =2 6 -1
0 3-X =8 0
0 0 5—-X 4
0 0 0 1-2A

=B5-MN)B=NB=XN(1-=2N).

det(A — M) =det

Karakteristinen yhtalo on

(5-=N*B=XN(1-X)=0
tai

(A=5)*(A=3)(A—1) =0
eli

A — 1403 + 6802 — 130\ + 75 =0.

Esimerkeissé 4] ja o, det(A — AI) on polynomi muuttujan A suhteen. Jos A on
n X n -matriisi, niin voidaan osoittaa, ettd det(A — \I) on astetta n oleva polynomi.
Sitd kutsutaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi.
Esimerkissé [b| ominaisarvolla 5 sanotaan olevan kertaluku 2, koska tekija (A — 5)
esiintyy karakteristisessa polynomissa kaksi kertaa. Yleisesti matriisin A ominaisar-
von A algebrallinen kertaluku on sen kertaluku matriisin A karakteristisen polynomin
nollakohtana.

Esimerkki 6. Olkoon 6 x 6 matriisin karakteristinen polynomi on A6 —4)\> — 12)\%,
Etsi ominaisarvot ja niiden kertaluvut.

A0 AN — 120 = N (A2 — 4N —12) = M (A = 6) (A +2).
Ominaisarvot ovat 0 kertaluvulla 4, 6 kertaluvulla 1 ja —2 kertaluvulla 1.

Esimerkin [6] ominaisarvot voitaisiin luetella my6s muodossa 0,0, 0,0, 6, —2, jossa
ominaisarvot toistuvat niiden kertalukujen mukaisesti.
Karakteristinen yht&lo on térkea teoreettisista syista. Kaytannon laskennassa minka
tahansa yli 2 X 2 matriisin ominaisarvot tulisi selvittda tietokoneella, ellei matriisi
ole kolmiomatriisi tai silld ole muita erityisominaisuuksia. Vaikka 3 x 3 matriisin

olla hankalaa, mikali matriisi ei ole tarkoin valittu.
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3.1 Similaarisuus

Lause [2| havainnollistaa yhté karakteristisen polynomin kiyttotapaa ja muodostaa
perustan useille iteratiivisille menetelmille, jotka approksimoivat ominaisarvoja. Ol-
koot A ja B n X n -matriiseja. Matriisi A on similaarinen matriisin B kanssa, jos on
olemassa sdinnollinen matriisi P, jolle pitee P~*AP = B. Merkitsemilld Q = P71,
saadaan Q~! = BQ = A. Niin ollen, myds B on similaarinen matriisin A kanssa.
Voidaan siis todeta, ettd A ja B ovat similaarisia. Matriisin A muuttamista muotoon
P71 AP kutsutaan similaarisuusmuunnokseksi.

Lause 2. Jos n x n -matriisit A ja B ovat similaarisia, niin niilld on sama karak-
teristinen polynomsi ja ndin ollen samat ominaisarvot ja niiden kertaluvut.

Todistus. Todistamme tésséd vain sen, ettd ominaisarvot ovat samat similaarisilla
polynomeilla. Jos B = Pt AP, niin

B— M =P AP - AP 'P=P (AP - AP) = P"Y(A— \I)P.
Determinanttien kertolaskun ominaisuuden perusteella saadaan
det(B — M) = det(P~' (A — AI)P) = det(P~*)det(A — \I) det(P). (8)
Koska
det(P 1) det(P) = det(P~'P)=det I =1,
niin yhtalosté [§ ndhdéén, etta

det(B — AI) = det(A — AI).

4 Diagonalisointi

Monissa tapauksissa matriisin A sisdltdma tieto ominaisarvoista seké -vektoreista
voidaan esittéd hyddyllisessd tulomuodossa A = PDP~! missi D on diagonaa-
limatriisi. Téssa luvussa huomataan, miten tulomuoto mahdollistaa matriisin po-
tenssien A* laskemisen suurilla arvoilla &, joka on perusidea useissa lineaarialgebran
sovelluksissa. Esimerkki [7] havainnollistaa, ettd diagonaalimatriisien potenssien las-
keminen on helppoa.

Esimerkki 7. Jos

niin



ja

5 e (5 0) (32 0\ _ (5 0
D_DD_(03 0 32) " \o 3)
580

k _
v (b))

Jos A = PDP~! jollekin sddnnolliselle matriisille P ja diagonaalimatriisille D,
niin myos A¥ on helppo laskea. TAmé& osoitetaan esimerkissé .

Yleisesti

kaikille k£ > 1.

Esimerkki 8. Olkoon A = _74 % . Etsi kaava potenssille A*. On annettu, etté
1 1 5 0
o _1 . .. . . o
A=PDP ,mlssaP—(_l _2> JaD—(O 3).

Standardikaava 2 x 2 matriisin kianteismatriisille antaa

L (2 1
(200

Télloin matriisin kertolaskun assosiatiivisuuden nojalla,

A* = (PDP ") (PDP™")=PD(P'P)DP~' = PDDP™!
ot (1 LN\ 0\ (2 1
=pop —(—1 -1)\0 3*)\~-1 —1)°

Edelleen,

A’ = (PDPY)A? = (PDP")PD?*P~' = PDD*P~' = PD°P~".
Yleisesti kaikille & > 1,

b oorinet (1 1N (5" 0\ [/2 1
AN =PDP _<—1 —2)(0 3 )\-1 —1

_( 2-5F =3 5k — 3k
“\2.3k_2.5F 2.3k 5k )"

Neliomatriisia A sanotaan diagonalisoituvaksi, jos se on similaarinen jonkin dia-
gonaalimatriisin kanssa. Toisin sanoen silloin, kun pitee A = PDP~!, jossa P on
jokin sadnnollinen matriisi ja D on diagonaalimatriisi.

Lause 4 antaa ehdot diagonalisoituville matriiseille ja kertoo, kuinka sopiva tulo-
muoto voidaan muodostaa.

Lause 3. Neliomatriisi A on diagonalisoituva jos ja vain jos silld on n mddrd line-
aarisesti ritppumattomia ominaisvektoreita.
Itse asiassa A = PDP~', missi D on diagonaalimatriisi, pétee jos ja vain jos mat-
ritsin P sarakkeet ovat matriisin A lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita.
Tassd tapauksessa matritsin D diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvoja, jot-
ka vastaavat matriisin P ominaisvektoreita.



Todistus. Jos P on miké tahansa n x n -matriisi, jonka sarakkeina ovat v, ..., v, ja
D on mika tahansa diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkioita ovat Ay, ..., A,, niin
huomataan, etta

AP=A(vi va ... v,)=(Avy Avy .. Av,) (9)
ja
A0 ... 0
0 X ... O
PD=P . . : = (>\1V1 /\QVQ Anvn) . (10)
0 0 ... A\,

Nyt oletetaan, ettd A on diagonalisoituva ja A = PDP~!. Kertomalla yhtilon mo-
lemmat puolet matriisilla P saadaan AP = PD. Eli

(AVl AV2 Avn) = ()\1V1 )\2V2 /\nvn) . (11)
Yhdistamélla sarakkeet nahdéain, etta
AVl = /\1V1, AV2 = )\QVQ, ceey AVn = )\nvn. (12)

Koska P on sdannollinen, sen sarakkeiden vy, ..., v, tdytyy olla lineaarisesti riippu-
mattomia. Lisdksi, koska sarakkeet ovat nollasta poikkeavia, niin yhtélot kohdassa
osoittavat, ettd \q, ..., A\, ovat ominaisarvoja ja vy, ..., v, niitd vastaavia ominais-
vektoreita.

Otetaan lopuksi mitkéd tahansa ominaisvektorit vy, ..., v,, ja kiiytetddn niitd muodos-
tamaan matriisin P sarakkeet. Kéytetdan ominaisvektoreita vastaavia ominaisarvoja
A1, ...y Ay, muodostamaan matriisi D. Yhtéloiden [9] [I0] ja [11] perusteella AP = PD.
Tama patee ominaisvektoreille ilman mitédéan lisdehtoja. Jos ominaisvektorit ovat
lineaarisesti riippumattomia, niin matriisien ominaisuuksien perusteella P on sdéan-
noéllinen. Talloin yhtilo AP = PD on sama asia yhtilon A = PDP~! kanssa. [

4.1 Matriisien diagonalisointi

Esimerkki 9. Diagonalisoi matriisi

1 3 3
A=|(-3 -5 -3,
3 3 1

jos mahdollista.

Toisin sanoen etsi sddnnollinen matriisi P ja diagonaalimatriisi D siten, ettd A =
PDPL.

Lauseessa |3 esitetyn menetelman toteuttamiseksi tarvitaan nelja vaihetta.
Ensimmaéisessé vaiheessa etsitddn matriisin A ominaisarvot. Kuten kappaleessa
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mainittiin, tdmén vaiheen laskutoimitukset soveltuvat paremmin tietokoneella las-
kettaviksi, kun matriisi on suurempi kuin 2 x 2 -matriisi. Tarpeettomien sivuseikko-
jen valttamiseksi tekstissad yleensd annetaan tarvittavat tiedot tdmén vaiheen suo-
rittamiseksi. Téssa esimerkissa karakteristinen yhtélo siséltdd kolmannen asteen po-

0=det(A—X)=—)\ -3\ +4
=—(A=1)(A+2)%

Ominaisarvot ovat siis A =1 ja A = —2.

Toisessa vaiheessa etsitdan matriisin A kolme lineaarisesti riippumatonta ominais-
vektoria. Ominaisvektoreita tarvitaan kolme, silla matriisi A on 3 x 3 -matriisi. Jos
tdmé vaihe epdonnistuu, niin lauseen [3] mukaan matriisi A ei ole diagonalisoituva.
Luvussa [2] esitetty menetelmé tuottaa kannan jokaiselle ominaisavaruudelle.

Kanta ominaisarvolle A = 1:

1
Vi = -1
1
Kanta ominaisarvolle A = —2:
-1 -1
vo=1| 1 javy=1 0
0 1

Voidaan tarkistaa, ettd vektorit {vy, v, v} muodostavat lineaarisesti riippumatto-
man joukon.

Vaiheessa kolme muodostetaan sddnnollinen matriisi P vaiheessa kaksi saaduista
vektoreista. Vektorit voidaan jarjestad miten tahansa. Kéyttaen vaiheessa kaksi ole-
vaa jarjestystd saadaan

Viimeisessa vaiheessa eli vaiheessa nelja muodostetaan diagonaalimatriisi D vastaa-
vista ominaisarvoista. Téassd vaiheessa on olennaista, ettd ominaisarvojen jarjestys
vastaa matriisin P sarakkeissa kédytettyd jarjestystd. Ominaisarvoa A = —2 kéyte-
tadn kaksi kertaa, silld sitd vastaavia ominaisvektoreita on kaksi:

1 0 0
D=10 -2 0
0 0 =2

Lopuksi voi tarkistaa, ettda matriisit P ja D todella toimivat. Jotta valtetddn matrii-
sin P~! laskeminen, voidaan yksinkertaisemmin tarkistaa pitiiko yhtdalo AP = PD



paikkansa. Lasketaan

1 3 3 1 -1 -1 1 2 2
AP=[-3 -5 -3 -1 1 0]=(-1 -2 O
3 3 1 1 0 1 1 0 =2
1 -1 -1 1 0 0 1 2 2
PD=-1 1 0 0 -2 0 |=-1 -2 0
1 0 1 0 0 =2 1 0 =2

Lause 4] tarjoaa riittavan ehdon sille, ettd matriisi on diagonalisoituva.

Lause 4. Jos n x n -matriisilla on n mddra toisistaan eroavia ominaisarvoja, niin
se on diagonalisoituva.

Todistus. Olkoon vi, ..., v, matriisin A mé&éarda n toisistaan eroavia ominaisarvoja
vastaavia ominaisvektoreita. Télloin lauseen (| mukaan joukko {vi,...,v,} on line-
aarisesti riippumaton. Néin ollen matriisi A on diagonalisoituva lauseen |3| perusteel-
la. [

Ei kuitenkaan ole valttaméatonta n x n -matriisin diagonalisoituvuuden kannalta,
onko silld n maara toisistaan eroavaa ominaisarvoa. Esimerkin [9] 3 x 3 -matriisi on
diagonalisoituva, vaikka silld on ainoastaan kaksi ominaisarvoa.

Esimerkki 10. Maéaritd, onko matriisi
5

A=10

0

diagonalisoituva.

Koska matriisi A on kolmiomatriisi, niin sen ominaisarvot sijaitsevat sen péaidia-
gonaalilla. T&ll6in matriisin ominaisarvot ovat siis 5, 0 ja —2. Matriisi A on 3 x 3
-matriisi ja silld on kolme toisistaan eroavaa ominaisarvoa. Néin ollen A on diago-
nalisoituva.
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