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Markov-ketjut ovat térkea luokka stokastisia prosesseja. Niitd voidaan kayttad mal-
lintamaan prosesseja, jotka toteuttavat Markov-ominaisuuden, jolla tarkoitetaan, et-
ta ketjun tulevaisuuden tila riippuu vain sen nykyisesta tilasta. Markov-ketju méa-
ritellddn sen tilajakauman, ketjun nykytilan ja siirtymamatriisin avulla. Siirtymé-
matriisi muodostuu ketjun siirtymétodennékoisyyksista. Siirtyméamatriisi voidaan
myos esittaa siirtymékaaviona. Useamman askeleen siirtymétodennakoisyydet saa-
daan laskettua ketjun alkujakauman ja siirtymématriisin avulla.

Markov-ketjun tilat voidaan jakaa yhteysluokkiin niiden kommunikoivuuden pe-
rusteella. Jos tilajoukon kaikki tilat kommunikoivat kesken&én, sanotaan siirtymé-
matriisin ja sitd vastaavan Markov-ketjun olevan yhtendinen. Luokan sanotaan ole-
van suljettu, jos sen tiloista ei voida pa#tya muihin tiloihin. Tila on absorboiva, jos se
muodostaa yksindén suljetun luokan. Tilat ja luokat luokitellaan myos palautuviksi
ja vaistyviksi.

Tilan jakso on suurin yhteinen tekijé niille ajanhetkille, jolloin tilasta ldhteva
ketju voi palata alkutilaansa. Luokan sanotaan olevan jaksollinen, jos sen tilat ovat
jaksollisia. Vastaavasti luokka on jaksoton, jos sen tilat ovat jaksottomia. Myos siir-
tymématriisi ja sitd vastaava Markov-ketju on jaksoton, jos jokainen tila on jaksoton.

Osumatodennékoisyys h; 4 ilmaisee todennékoisyyden, etté tilasta ¢ kiynnistyva
ketju saavuttaa jossain vaiheessa prosessia tilajoukon A. Kulkuajalla k;, tarkoite-
taan siirtymien lukumaéérad, joka ketjulla menee saavuttaa joukko A ldhtotilasta
i

Satunnaismuuttujan todennékoisyysjakaumaa kutsutaan ketjun tasapainojakau-
maksi, mikali siind ei tapahdu muutoksia enéé jonkin tietyn ajanhetken n jalkeen.
Rajajakauma sen sijaan on jakauma, jonka ketju mahdollisesti saavuttaa, kun n
lahestyy aaretonta. Mikali ketjun siirtyméamatriisin rivit, ovat samat jonkun ajan-
hetken jélkeen, on kyseessé rajajakauma. Markov-ketjun rajajakauma on myos sen
tasapainojakauma. Pitkalla aikavalilla ketjun rajajakauma ei riipu ketjun lahtotilas-
ta. Tasapainojakauma saadaan selvitettyd ratkaisemalla lineaarinen yhtaloryhmé,
joka muodostetaan tasapainoyhtéloiden 7P = 7 ja Z m; = 1 avulla.

i€s

Asiasanat: Diskreettiaikainen Markov-ketju, Markov-ketju, Stokastinen prosessi, Pro
gradu -tutkielma.
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1 Johdanto

Andrey Markov (1856-1922) oli venéldinen matemaatikko. Aluksi hén tyoskenteli
muun muassa lukuteorian ja suppenevien sarjojen parissa, mutta parhaiten hénet
kuitenkin tunnetaan tyostédan stokastisten prosessien parissa ja Markov-ketjusta, jo-
ka on nimetty hinen mukaansa. Markov julkaisi ensimmaisen tutkimustuloksensa
Markov-ketjuista vuonna 1906. Hén oli erittdin kiinnostunut runoudesta, ja ensim-
mainen hanen kehitteleménsa Markov-ketjun sovellus liittyi Pushkinin kirjan Euge-
ne Onegin kielelliseen analyysiin, jota hdn tutki vuonna 1913. [1]

Markov-ketjut ovat stokastisia prosesseja, jotka toteuttavat Markov-ominaisuuden.
Talla tarkoitetaan, etté jos prosessin tila on tiedossa tietylla ajanhetkelld, sen men-
neisyys ja tulevaisuus eivét riipu toisistaan. Toisin sanoen, jos tiedetdédn prosessin
tila tiettyna ajankohtana, ketjun tulevaisuuden tilan ennustaminen tastd ajanhet-
kesté eteenpéin ei vaadi tietoja sen menneisyydestd. Taméa ominaisuuden ansiosta
kyseisten prosessien mallintamiseen vaaditaan huomattavasti vihemmaén paramet-
rejad. Ketju on siis riittdvan yksinkertainen, jotta prosessien mallintaminen on luon-
nollista ja intuitiivista, mutta samalla erittdin monipuolinen, koska se antaa mah-
dollisuuden ottaa huomioon yleiset todennédkdisyysjakaumat hyvin tarkasti. [2]
Markov-ketjuja kiytetddn ongelmien ratkaisussa useilla eri tieteenaloilla, kuten esi-
merkiksi tietojenkésittelyssé, viestinnéssé, biologiassa, fysiikassa, kemiassa ja yhteis-
kuntatieteissa. Ketjujen laaja kiytettavyys johtuu pédasiassa niiden yksinkertaisuu-
desta, kiytettavissi olevien teoreettisten tulosten suuresta maarasta ja laadukkaista
algoritmeista, jotka on kehitetty niiden numeerista arviointia varten. Itse asiassa ko-
ko satunnaisprosessien matemaattista tutkimusta voidaan pitdéd tavalla tai toisella
Markov-ketjujen teorian yleistyksené. [2]

Markov-ketjujen perusideana on tutkia ketjun tilojen valisia siirtymié ja niiden siir-
tymétodennékoisyyksia. Markov-ominaisuuden perusteella naiden siirtymien toden-
nakoisyydet riippuvat ainoastaan siirtyméaa edeltédneestéa tilasta. Markov-ketju maa-
ritellddn siirtymétodennékoisyyksistd muodostuvan siirtymématriisin ja tilatoden-
nékoisyysvektorin avulla. Naiden avulla pystytddan selvittdamaéén siirtyméatodenné-
koisyydet tilasta toiseen tietylla aikavélilla.

Tutkielmassa tarkastellaan pelkéastédan diskreettiaikaisia Markov-ketjuja, joiden tila-
joukko on darellinen. Tarkoituksena ei ole perehtyd Markov-ketjun jokaiseen yksityis-
kohtaan ja eri sovelluksiin, vaan keskittya luomaan yleinen kasitys Markov-ketjuista
ja niiden toiminnasta. Teksti on suunnattu lukion pitkén matematiikan opiskelijoille,
jotka ovat kiinnostuneita todennéakoisyyslaskennasta ja siihen liittyvistd malleista.
Taman lisdksi tutkielmaa voisi kiyttad opetuskéayttoon jollakin todennékoisyyslas-
kennan jatkokurssilla. Pohjatietona lukijalta vaaditaan lukion pitkdn matematiikan
todennékaisyyslaskennan kurssi (MAA10). Tarvittavat laskutoimenpiteet ja teoriat
esitelladn tutkielman edetessa. Mikéli lukija kokee tarvitsevansa kertausta todenné-
koisyyslaskennan maaritelmista ja merkinnoisté, joita tekstissa ei esitelld, ne 16yty-
vat tutkielman lopusta liitteesta A.

Luvussa 2 esitellaan todennékoisyyslaskennan osalta térkedt méaéritelmat ja kaavat,
kuten ehdollinen todennékéisyys, kokonaistodennakoéisyys ja riippumattomuus. Lu-
vussa 3 esitellddn, mikd on matriisi seké siihen liittyvéit késitteet ja laskuoperaatiot.
Luku esittelee matriisitulon, jota tarvitaan Markov-ketjujen yhteydessa. Luvussa 4



esitellddn diskreettiaikaiset Markov-ketjut. Aluksi méaéritellaén Markov-ominaisuus
ja siirtymétodennékoisyys, joiden avulla madritetdédn siirtymématriisi. Siirtyméamat-
riisin lisdksi esitellddn myos siirtyméakaavio. Tamaén jalkeen siirrytdaan kasittelemasdn
tilatodennédkoisyyksia sekd useamman askeleen siirtyméatodennakoisyyksia. Lisédksi
esitelladn, miten ketjun tilat voidaan luokitella seké tilojen jaksollisuus, osumato-
dennékéisyys ja kulkuaika. Viimeisessd luvussa 5 tutkitaan viela Markov-ketjuja
pitkélla aikavalilla ja méaritetddn ketjun raja- ja tasapainojakauma. Kaikki luvut
sisaltavat esimerkkejé, joiden tarkoitus on havainnollistaa tekstissa ja méaritelmissa
esiteltya teoriaosuutta.



2 Todennakoisyyslaskenta

Tassé luvussa esitelladn todennékoisyyslaskennan osalta oleelliset ja térkeét lasku-
kaavat ja médritelmét, joita tarvitaan Markov-ketjujen késittelyssa. Aluksi esitelldan
ehdollinen todennékéisyys, jonka avulla pystytdan johtamaan kokonaistodennékoi-
syyden lause sekdi Bayesin kaava. Tamén lisdksi esitellddn myos riippumattomien
sekél toisensa poissulkevien tapausten mééritelméat. Luvun lahteind on kdytetty [3],
[4] ja [8] . Todennikdisyyslaskennan peruskésitteet sekd merkinnét 16ytyvét tarvit-
taessa liitteestd A.

2.1 Ehdollinen todennako6isyys

Téassé luvussa késitelldan yhtéd todennékoisyyslaskennan teorian peruskésitetta. Tar-
koituksena on tarkastella, miten tapahtuman A todennékdéisyys muuttuu, kun tilan-
teesta saadaan lisatietoa eli tiedetdan, etta toinen tapahtuma B on tapahtunut. Téa-
té tilannetta kutsutaan ehdolliseksi todenndkdoisyydeksi. Tapahtuman A ehdollista
todenn#koisyyttd ehdolla B merkitdén P(A | B).

Esimerkki 1. Heitetdan tavallista noppaa. Tapahtuman otosavaruus on nopan sil-
méluvut eli Q = {1,2,3,4,5,6}. Olkoon tapahtuma A ="silméluku on pariton” ja
tapahtuma B ="silméluku on korkeintaan 3”. Tapahtumat ovat siis A = {1, 3,5} ja
B ={1,2,3}. Miké on todennékdisyys P(A)? Entd todenndkoisyys P(A | B)?

Tapahtuman A todennékoisyys on helppo laskea klassisen todennékéisyyden kaa-

van avulla

suotuisat alkeistapaukset 3 1

P(A) = — 2z
(4) kaikki alkeistapaukset 6 2

Tapahtuman A ehdollisessa todennéakoisyydessa ehdolla B tiedetdén, etta tapahtu-
ma B on tapahtunut, jolloin otosavaruus suppenee joukkoon B = {1,2,3}. Téll6in,
jotta tapahtuma A tapahtuu niin silméluvun tulee kuulua leikkaukseen A N B =
{1,3}. Koska kaikkien silmélukujen todenn#koisyys on yhtd suuri niin ehdolliseksi
todennéakoisyydeksi saadaan

ANB| 2

Bl 3

P(A| B) =

Esimerkin avulla voidaan maéritella ehdollisen todennakoisyyden laskukaava.

Maaritelma 1. Jos P(B) > 0, niin tapauksen A ehdollinen todennékéisyys ehdolla
B on

P(AN B)

P(A|B)= ——— 1
(418) = “5 (1)
Esimerkki 2. Heitetddn noppaa kahdesti. Olkoon ensimmaéisen heiton silméaluku
X1 ja toisen heiton silmaluku X5. Tiedetaan, ettd X, + X, = 7. Milla todennékoi-
syydelld X; = 4 tai Xy =47



Olkoon A = "ensimmaisen tai toisen heiton silméluku on 4” ja B = "silmalukujen
summa on 7”. Ehdollinen todennékoisyys P(A | B) saadaan laskettua kaavasta (1):

P(AN B)

P(A] B) = =55

Tapahtumien otosavaruudet ovat
A={(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(1,4),(2,4),(3,4), (4,4), (5,4), (6, 4)},

B = {(6> 1)7 (57 2)’ (47 3)7 (37 4)7 (2a 5)7 (17 6)}7
ANB={(4,3),(3,4)}.
Sijoittamalla ehdollisen todennékoisyyden kaavaan saadaan, etté

P(AN B)

PAIB) = 5

Wl = glofghe

Ehdollisen todennékdéisyyden méaaritelméasta 1 saadaan johdettua myos seuraava
lause:

Lause 1. a) P(ANB)=P(A| B)P(B), jos P(B) > 0,
b) P(IANB) =P(B | A)P(A), jos P(A) > 0.
Lause voidaan yleistad myos useammalle tapaukselle:

Lause 2. Tapausten Ay, As, ..., A, leikkaukselle pitee
P <ﬂ Ai) =P(A)P(Ay | A)P(A3 | A;NAg) . . P(A, [ Ain AN N A, ) (2)
i=1

mikali kaikki ehdolliset todenndkoisyydet ovat olemassa.

Esimerkki 3. Tehdas valmistaa 100 hehkulamppua, joista 5 on viallisia. Valitaan
néisté sadasta hehkulampusta satunnaisesti kolme kappaletta. Mikd on todennékoi-
syys, ettei mikédédn niisté ole viallinen?

Olkoon A; = "i:nnes hehkulamppu ei ole viallinen”, kun ¢ = 1,2, 3. Halutaan
selvittad todenndkoisyys P(A; N A N Ajz). Koska viallisia lamppuja oli 5 kappaletta
niin tiedetdén, ettd ensimmainen lamppu ei ole viallinen todennékdéisyydella

95
A) = —.
(41) 100

4



Kun tiedetdén, ettd ensimméinen lamppu ei ollut viallinen, seuraava lamppu vali-
taan 94 toimivan ja 5 viallisen lampun joukosta. T&lloin toinen lamppu on viallinen

todennékoisyydella
94

99’

Kun tiedetdédn, ettd ensimméinen ja toinen lamppu olivat toimivia, niin kolmas
lamppu valitaan 93 toimivan ja 5 viallisen lampun joukosta eli kolmas lamppu on
viallinen todennékoisyydella

P(A; | Ay) =

93

P(Asz | Ag, Ay) = —.

(As | Az, Ay) 93

Kysytty todennékoisyys saadaan laskettua lauseen 2 yhtélon (2) avulla

P(A; N Ay N Ay) = P(A)P(As | A)P(A; | As, Ay)

95 94 93
~ 100 99 98
= 0.8560

Seuraavaksi voidaan johtaa kokonaistodennékoisyyslausetta.

Lause 3 (Kokonaistodenndkdisyys). Oletetaan, ettd Ay, As, ..., A, muodostavat
otosavaruuden partition. Tdalloin

P(B) = Y B(B | A)P(4) 3

Todistus.
P(B)=P(BNQ) = P(BN(AUAU---UA,))
BB ... (BAAY)
= P(BmA1)+]P>(BmA2) - +P(BNA,)
= P(B|A)P(Ar) + - + P(B | An)P(Ay)
[
Esimerkki 4. Poydalla on kolme laatikkoa, joissa jokaisessa on yhteensé 100 palloa:

e Laatikossa 1 on 75 mustaa ja 25 valkoista palloa;
e Laatikossa 2 on 60 mustaa ja 40 valkoista palloa;

e Laatikossa 3 on 45 mustaa ja 55 valkoista palloa.

Valitaan ensiksi satunnaisesti yksi laatikko. Valitusta laatikosta nostetaan umpi-
méhkéan yksi pallo. Milla todennédkoisyydelld nostettu pallo on musta?

Olkoon M = "nostettu pallo on musta” ja L; = "valittu laatikko on ¢”. Tiedetdan
siis seuraavat ehdolliset todennakoisyydet:

P(M | L) = 0.75,
P(M | Ly) = 0.60,
P(M | Ly) = 0.45.

>



Tapahtumat Ly, Ly ja L3 ovat toisensa poissulkevia, koska voidaan valita vain yksi
laatikko. Kuitenkin varmuudella valitaan ainakin yksi laatikko eli niiden unioni muo-
dostaa koko tila-avaruuden P(L; U Ly U L) = 1. Téalloin voidaan todennédkoisyyden
laskemiseksi kiyttaa kokonaistodennédkoisyyden kaavaa (3):

P(M) = P(M | L)P(Ly) +P(M | L2)P(Lg) + P(M | L3)P(L3)

1 1 1
= 0.75--+060--+045-

3 3 3
= 0.60

Kadnteiset ehdolliset todennédkoisyydet saadaan Bayesin lauseen avulla.

Lause 4 (Bayes). Mille tahansa kahdelle tapahtumalle A ja B, kun P(A) > 0, pdtee

P(A | B)P(B)
P(B|A) = ————F——=. 4
(] 4) = 257 )
Mikali By, Bs, . .., B, muodostavat otosavaruuden partition ja P(A) > 0, niin B;:n

ehdollinen todenndikdisyys ehdolla A on:

>_P(A| B)P(B)
jossa g =1, ..., n.

Esimerkki 5. Olkoon ldhtotilanne sama kuin esimerkisséd 4. Oletetaan, etté tie-
detdédn nostetun pallon olevan musta. Milld todennékoisyydella pallo on nostettu
laatikosta 17

Todennakéisyys P(M | L;) tunnetaan, mutta nyt ollaan kiinnostuneita selvitta-
méén todennakoisyys P(Ly | M). Téssé tapauksessa voidaan kiyttad Bayesin kaavaa
(4). Todennékoisyydeksi saadaan talldin

P(M | Ly)P(Ly)

B 0.75- %
06
_ 5
127

Todennékoisyys P(M) laskettiin jo esimerkissd 4, joten sitd ei tarvitse laskea uudel-
leen.

Esimerkki 6. Tietty virus esiintyy henkil6lli todennikodisyydelld 1 - 1072, On ole-
massa testi, jonka avulla voidaan selvittdd onko henkil6lld kyseinen virus. Testista
tiedetaan, etté

e testin tulos nédyttéé terveelle henkilolle virheellisen (positiivisen) tuloksen to-
dennékoisyydella 0.02;



e testin tulos ndyttdd sairaalle henkildlle virheellisen (negatiivisen) tuloksen to-
dennékoisyydella 0.01.

Satunnaisesti testatun henkilon testitulos on positiivinen. Milla todennékéisyydella
kyseisella henkil6lla on virus?

Merkitdan tapaukset V' = "henkil6lla on virus ja Pos = "testi on positiivinen”.
Vastatapahtumat voidaan merkitd 7' = "henkil6 on terve” ja Neg = "testi on nega-
tiivinen. Tiedetdan siis, ettéa

P(V) = 0.0001
P(Pos |T) = 0.02
P(Neg | V) = 0.01

Halutaan selvittaéa todennékoisyys P(V' | Pos). Kéytetdan Bayesin kaavaa (5):

P(Pos | V)P(V)
P(Pos | V)P(V) 4+ P(Pos | T)P(T)
(1—0.01) - 0.0001

(1—0.01)-0.0001 + 0.02 - (1 — 0.0001)
= 0.0049

P(V | Pos) =

Todennikoisyys, ettd henkilolld on virus on 0,49 %.

2.2 Riippumattomuus

Riippumattomuutta voidaan havainnollistaa hyvin edellisessa luvussa esitellyn eh-
dollisen todennédkdisyyden P(A | B) avulla. Silloin, kun ehto B ei vaikuta ehdolliseen
todennékoisyyteen eli P(A | B) = P(A), sanotaan tapauksien olevan rigppumatto-
mia. Riippumattomuus voidaan méaritella seuraavanlaisesti.

Maaritelma 2. Tapaukset A ja B ovat rigppumattomia jos P(AN B) = P(A)P(B).

Esimerkki 7. Valitaan satunnaisesti luku joukosta {1,2,3,...,10} ja merkitdan si-
ta kirjaimella X. Oletetaan, ettd kaikki tapaukset ovat yhté todennékoéisia. Olkoon
A ="7X on pienempi kuin 77 ja B = ”X on parillinen”. Ovatko tapaukset A ja B
riippumattomia?

Nyt A ={1,2,3,4,5,6}, B={2,4,6,8,10} ja AN B = {2,4,6}. Tillsin

P(A) = 0.6
P(B) = 0.5
P(ANnB) = 0.3
Koska P(A N B) = P(A)P(B) = 0.3, niin mééritelmén 2 mukaan tapaukset A ja

B ovat riippumattomia. Tama tarkoittaa sitéd, ettd vaikka tieddmme tapauksen B
tapahtuneen, se ei muuta tapahtuman A todennékoisyytta.

7



Riippumattomuus on tarked ominaisuus jota hyodynnetédan todennakoisyyslas-
kennassa ja tilastotieteessé. Esimerkiksi koesarjoissa joissa toistetaan samaa koetta
monta kertaa kokeiden tulokset ovat usein riippumattomia. Riippumattomuus voi-
daan my0s yleistdd useammalle tapaukselle.

Lause 5. Jos tapaukset Ay, As, ..., A, ovat riippumattomat, niin

Esimerkki 8. Heitetdén kolikkoa niin monta kertaa, ettd saadaan ensimméisen

kerran klaava. Olkoon X tarvittujen heittojen lukumaééréd. Milld todennékoisyydelld
X =57

Tarkoituksena on 16ytad todennékoisyys, ettd ensimmaéiinen klaava tulee vasta
viidennell& heitolla. Témaé tarkoittaa, ettd neljd ensimmaéista heittoa ovat kruunia
ja viides heitto on klaava. Merkitdan, etta T = "klaava” ja H = "kruuna”. Téalloin
kysytty heittosarja on HHHHT. Koska kolikonheitot ovat riippumattomia toisistaan
niin kysytty todennakoisyys on

P(HHHHT) = P(H)P(H)P(H)P(H)P(T)

11111
2 2 2 2 2
1
39

Taulukko 1: Poissulkevuuden ja riippumattomuuden erot.

Kasite Maaritelma Kaavat
Poissulkevuus A ja B eivit voi tapahtua ANB =0,
vhtéaikaisesti P(AUB) =P(A) + P(B)
P(A | B) = P(A),
Riippumattomuus | A ei anna lisitietoa B:sté P(B | A) =P(B),
P(AN B) =P(A)P(B)

Yleinen virhe on sekoittaa keskenddn riippumattomuus ja poissulkevuus. Nama
ovat kuitenkin kaksi eri asiaa. Jos kaksi tapahtumaa A ja B ovat toisensa poissulke-
via, se tarkoittaa, etté jos toinen tapahtuu niin toinen ei voi tapahtua eli ANB = ().
Talloin tapahtuma A on kuitenkin riippuvainen tapahtumasta B, miké tarkoittaa,
ettd ne ovat toisistaan riippuvaisia. Tapausten riippumattomuudesta ei kuitenkaan
voida suoraan péaatelld, ovatko tapaukset toisensa poissulkevat. Taulukko 1 toimii
yhteenvetona toisensa poissulkevien ja riippumattomien tapahtumien osalta.

3 Matriisilaskenta

Tassa luvussa esitellddn lyhyesti tdmén tutkielman kannalta oleelliset matriiseihin
liittyvat késitteet ja laskuoperaatiot. Aluksi esitelladin, mikd on matriisi sekd matrii-
seihin liittyvé tarpeellinen perustermisto. Lisdksi ndytetdan myos kahden matriisin
tulo sekd matriisin ja vektorin vélinen tulo. Luvun l&hteené on kéytetty [6].
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3.1 Nimityksia

Matriisi on taulukko, jonka alkiot ovat lukuja. Matriisin pystyriveja kutsutaan sa-
rakkeiksi ja vaakariveja riveiksi. Matriisin koko maéraytyy rivien ja sarakkeiden lu-
kumaéran perusteella. Jos matriisilla on m riviad ja n saraketta, sen koko on m x n.
(Luetaan "m kertaa n”). Téssd tutkielmassa kisiteltdvit matriisit ovat neliomatrii-
seja eli ne sisaltavét yhtd monta rivia ja saraketta. Kuvassa 1 on esitettyné (2 x 2)-
ja (3 x 3)-nelidmatriisi.

- W
(G2 BReIIN v
— s

Kuva 1: Neliématriiseja

Matriisia, jossa on vain yksi sarake tai vain yksi rivi, kutsutaan vektoreiksi. Jos
riveja on vain yksi, kyseessd on wvaakavektori; jos sarakkeita on vain yksi, kyseessa
on pystyvektori. Téssa tutkielmassa kaikki vektorit esitetddn vaakavektoreina. Ku-
vassa 2 on esitettyné vaaka- ja pystyvektori.

8 5 3 7]

B~ = ot W

Kuva 2: Vaaka- ja pystyvektori

Matriiseja merkintdén yleensa isoilla kirjaimilla ja vektoreita pienilla kirjaimil-
la. Matriisin alkioihin viitataan rivin ja sarakkeen numerolla. Merkinté a;; tai (A);;
tarkoittaa matriisin A alkiota, joka on rivilla i ja sarakkeessa j. Vektorien alkioihin
viitataan vain yhdelld numerolla. Esimerkiksi kuvassa 3 matriisin A alkioita ovat
muun muassa a;; = 2, a;p = 4 ja as; = 6. Vektorin v alkioita taas ovat v; = 4,
ve=1javg=2>5

v=[4 1 5

s
Il
00 O
w O
-3 =

Kuva 3: Matriisi A ja vektori v

Identiteettimatriisiksi kutsutaan neliomatriisia, jonka ldvistajalla vasemmasta
ylakulmasta oikeaan alakulmaan olevat alkiot ovat ykkdsid ja muut nollia. Iden-
titeettimatriisia merkitaan isolla kirjaimella 7. Matriisitulossa identiteettimatriisi
vastaa lukua yksi eli matriisitulo Al = A.



~
|

O O =

O = O

—_ o O

Kuva 4: Identiteettimatriisi I, jonka koko on 3 x 3.

3.2 Matriisien kertolasku

Lukion peruskurssien vektorilaskennassa esitelty pistetulo on matriisien kertolas-
kun perusidea. Matriisien kertolasku koostuu useammasta kahden vektorin valisesta
pistetulosta. Kahden vektorin vélinen pistetulo lasketaan kertomalla vektorien en-
simmaiset alkiot keskenédan, toiset alkiot kesken&dn ja niin edelleen, ja laskemalla
lopulta kaikki tulot yhteen. Tuloksena saadaan yksittdinen luku.

Esimerkki 9. Olkoon

1
u=1[2 05 4] ja v= 2
1
3
Talloin
1
av=[2 0 5 4 _21 2. 140-245-(=1)+4-3=9
3

Jotta kahden vektorin vélinen tulo voidaan laskea, téytyy vaakavektorin rivin
olla yhta pitkéd kuin pystyvektorin sarakkeen. Kahden matriisin tapauksessa tulon
vektoreina ovat vasemmanpuoleisen matriisin rivit ja oikean puoleisen matriisin sa-
rakkeet. Talloin, jotta matriisien tulo voidaan laskea, taytyy vasemmanpuoleisen
matriisin rivien oltava yhta pitkié kuin oikeanpuoleisen matriisin sarakkeiden. Téas-
sé tutkielmassa kaikki matriisit ovat (n X n)-matriiseja, jolloin myos tulomatriisit
ovat (n X n)-matriiseja.

Esimerkki 10. Olkoon matriisit

2 4 5 1 3 6
A=11 3 2| ja B=1|4 2 1
31 2 2 5 1
Tall6in
[2 4 5 1 3 6
AB = |1 3 2 4 2 1
3 1 2 2 5 1
[2-1+4-445-2 2-344-245-5 2-64+4-1+5-1
= [(1-1+3-44+2-2 1-3+3-2+2-5 1-6+3-1+2-1
3-14+1-442-2 3-3+1-2+2-5 3-64+1-14+2-1
[28 39 21
= |17 19 11
11 21 21
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Maéritelmé 3 (Matriisitulo). Olkoon A = (a;;) ja B = (b;;) molemmat n X n ne-
liomatriiseja. Talloin matriisien tulon tuloksena saadaan matriisi AB, joka koostuu

n
alkioista Z ;b
k=1

Kertolaskun tuloksena saadun matriisin AB alkio a;; saadaan matriisin A rivin
i ja matriisin B sarakkeen j pistetulosta. Esimerkiksi matriisin A ensimméisen rivin
ja matriisin B kolmannen sarakkeen pistetulosta saadaan alkio a3:

Kun matriisi kerrotaan vaakavektorilla, tulee vektorin sarakkeiden lukumé&éra
olla yhta suuri kuin matriisin rivien lukumaéra. Vektorin ja matriisin tulon tuloksena
syntyy vektori.

Esimerkki 11. Olkoon

1
A= |4 ja u=1[1 2 3].
7

co Ut N
NoRe) UV

Talloin

1 2
uA = [1 2 3]-|4 5
78

O O W

= [1-1+2-443-7 1-2+4+2-5+3-8 1-342-6+3-9]
(30 36 42].

4 Diskreettiaikaiset Markov-ketjut

Markov-ketjut ovat melko yleinen ja suhteellisen yksinkertainen tapa satunnaispro-
sessien matemaattiseen mallintamiseen. Niitd on kiytetty monilla eri aloilla, aina
tekstin luomisesta talouden ilmididen mallintamiseen. Kaiken kaikkiaan Markov-
ketjut ovat késitteellisesti helposti perusteltavissa todennékoisyyslaskennan kaavo-
jen ja madaritelmien perusteella. Niiden kiytto on my0s yksinkertaista, koska ne voi-
daan toteuttaa ilman edistyneitd tilastollisia tai matemaattisia késitteitda. Ne ovat
loistava tapa aloittaa todennékoisyyspohjaisen mallinnuksen ja tietojenkasittelytek-
niikoiden oppiminen. Aloitetaan Markov-ketjujen késittely yksinkertaisella havain-
nollistavalla esimerkilld. Tadméan luvun lahteind on kéytetty [3], [5], [7] ja [8].

Esimerkki 12. Yksinkertaisuudessaan Markov-ketjun ideaa voidaan havainnollis-
taa sddmallin avulla. Tarkastellaan erdédn kaupungin sdatilan ennustamista. Olete-
taan, ettd mahdollisia sddtiloja on kaksi: aurinkoinen ja pilvinen. Oleellinen asia
Markov-ketjujen késittelysséd on, ettd tiedetdén prosessin nykyhetken tila. Sddmal-
lin tapauksessa nykyhetken sditila saadaan selville katsomalla ulos. Voidaan siis
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olettaa, ettd nykyhetken séditila tunnetaan ja se on taatusti aina jompikumpi edel-
14 mainituista tiloista. Oletetaan, ettd mallin avulla halutaan pystyd ennustamaan
huomista sdatd. Jotta sddmalli voidaan luokitella Markov-ketjuksi, tulee huomisen
sdan ennustamisen olla mahdollista ainoastaan tdmén hetken sdén mukaan. Kaik-
ki nykyhetked edeltévien sdétilojen tulee olla siis tilastollisesti merkityksettomié ja
parhaan mahdollisen ennusteen méarittamiseksi riittda tarkastella ainoastaan ny-
kyhetken sddtilaa. Oletetaan, ettd kuvitteellisista tilastoista saadaan laskettua, etté
pilvisen péivan jidlkeen on aurinkoista todennédkdéisyydelld 0.25. Koska mahdollisia
sdatiloja on vain kaksi niin voidaan paatelld, ettd pilvisen péivan todennakoisyys
pilvisen paivén jalkeen on oltava 0.75. Tilastoista saadaan myos laskettua, ettd au-
rinkoisen paivéan jalkeen on pilvistd todennéakéisyydelld 0.20, jolloin voidaan padtel-
14, etta aurinkoista paivaé seuraa toinen aurinkoinen paiva todennakoisyydelld 0.80.
Markov-ketjun idea on, ettd néiden todennékoisyyksien avulla pystytddn ennusta-
maan seuraavan paivan sida vain ja ainoastaan senhetkisen sdétilan perusteella.

Kyseessé on siis stokastinen prosessi, joka voidaan kirjoittaa satunnaismuuttujien
sarjana (Xo, X1, Xo,...), missid X,, vastaa satunnaismuuttujan arvoa ajanhetkelld
n. Téssd tutkielmassa prosessi on diskreettiaikainen eli n € N. Satunnaismuuttujan
X, arvoa ajanhetkelld n kutsutaan ketjun tilaksi. Jos X,, = i sanotaan, ettid ketju
on tilassa ¢ ajanhetkelld n. Tilojen muodostamaa joukkoa kutsutaan tilajoukoksi,
jota merkitddn kirjaimella S. Esimerkissé 12 sdédmallin tiloja voidaan merkitd 1 =
"aurinkoista” ja 2 = "pilvistd”, jolloin kyseisen mallin tilajoukko on S = {1,2}. Pro-
sessi etenee siirtymalld tilasta toiseen jollakin tietylld todennékoisyydelld. Seuraa-
vaksi esitellddn, miké tekee stokastisesta prosessista juuri Markov-ketjun seké siihen
liittyvia peruskésitteita.

4.1 Markov-ominaisuus ja siirtymitodennikoisyys

Stokastisen prosessin siirtymdtodenndkdisyys ilmaisee kahden tilan vélisen siirtyméan
todennakoisyyden. Jos prosessi on ajanhetkelld n tilassa ¢ niin prosessi siirtyy tilaan
j siirtymétodenndkdisyydelld p;;(n). Markov-ketjut ovat stokastisia prosesseja, jot-
ka toteuttavat Markov-ominaisuuden. Markov-ominaisuudella tarkoitetaan prosessin
muistittomuutta eli kun prosessin nykyhetken tila tunnetaan, Markov-ketjun tule-
vaisuus ja menneisyys ovat toisistaan riippumattomia. Tulevaisuuteen vaikuttaa siis
ainoastaan nykyhetken tilanne eiké se, miten siihen on péaadytty.

Maaritelma 4. Diskreettien satunnaismuuttujien sarja (Xo, X1, Xa, ... ) on Markov-
ketju, jos se toteuttaa Markov-ominaisuuden eli

PX,1=J|Xn=14,....X0=10) =P( X1 =7 | X0, = 1), (7)
kaikillan =0,1,2,... jaig,...,2,7 € S.

Markov-ketjun seuraava tila X,,.; riippuu siis ainoastaan nykyhetkesta X,, eika
ketjun nykyhetked edeltavilla tiloilla (X, X1,..., X,,—1) ole tilastollista merkitysté
tulevaisuutta ennustettaessa. Esimerkin 12 sdamalli on siis Markov-ketju, koska sii-
néd huomisen paivan sadahén vaikutti ainoastaan se, millainen séda on tdn&dan.
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Maaritelma 5. Olkoon (X, X1, Xo, ... ) Markov-ketju, jonka tilajoukko on S. Tél-
16in Markov-ketjun siirtyméatodennakoisyydet ovat

pij(n) =P(X,11 =7 | X, =1) kaikilla,j € Sjan=0,1,2,... (8)

Aikahomogeeninen Markov-ketju on riippumaton ajanhetkestd n ja ainoastaan
aikavélin pituus vaikuttaa Markov-ketjun kayttdytymiseen.

Oletus. Téssa tutkielmassa kaikki Markov-ketjut ovat aikahomogeenisia.
Maaritelma 6. Markov-ketjun sanotaan olevan aikahomogeeninen jos

P(Xp1 =7 | Xp=1) =P(X1 =7 | Xo=1) = py,
kaikilla 7, 7 ja n.

Esimerkki 13. Taulukossa 2 on esitettyna esimerkin 12 siirtymat ja niiden siirty-
métodennékoisyydet.

X, Xt Siirtymé | Siirtyméatodennakoisyys
Aurinkoista (1) | Aurinkoista (1) | 1 —1 p11 = 0.80
Aurinkoista (1) Pilvista (2) 1—2 p12 = 0.20

Pilvista (2) Aurinkoista (1) | 2 —1 po1 = 0.25
Pilvista (2) Pilvista (2) | 2 — 2 a2 = 0.75

Taulukko 2: Esimerkin 12 mahdolliset siirtymét ja niiden siirtyméatodennéakéisyydet.

4.2 Siirtymamatriisi ja -kaavio

Siirtyméatodennékoisyydet listataan yleensé matriisiksi, jota kutsutaan siirtymdmat-
riisikst ja merkitddn P = (p;;). Silirtymématriisi on térkein apuviline Markov-
ketjujen analysoinnissa. Kun oletetaan, etta tilajoukko on S = {1,2,..., N} niin
siirtymématriisi on aina (N x N)-neliomatriisi, joka voidaan esittdd muodossa

P11 P12 ... DIN

P21 P22 ... D2N
P=1. . .

PN1 PN2 ... DPNN

Siirtyméamatriisin rivi ¢ ilmaisee ketjun nykyistéd tilaa ajanhetkella n. Sarake j
sen sijaan ilmaisee ketjun seuraavaa tilaa ajanhetkelld n + 1. Siirtymématriisi sisél-
tda kaikki mahdolliset tilat tilajoukosta S ja koska X, ja X,,; saavat molemmat
arvoja samassa tilajoukossa S, niin kyseessi on (N x N)-neliomatriisi. Koska siir-
tymématriisin alkiot ovat todennékoisyyksié niin ne ovat kaikki myds ei-negatiivisia
eli
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Koska ketju siirtyy aina varmuudella johonkin tilaan, niin siirtymé&matriisin jokaisen
rivin alkioiden summa on aina 1 eli

N
> pij =1, keikilla i € S,
7j=1

Esimerkki 14. Mallinnetaan erdan kaupungin saata paivanan = 0,1, 2, ... tilajou-
kossa S = {1,2}, missd 1 = "sateista” ja 2 = "aurinkoista”’. Oletetaan, ettd sateista
péivad seuraa aurinkoinen paivd todennédkéisyydelld p = 0.4 ja aurinkoista péivaa
seuraa sateinen paiva todennékoisyydelld ¢ = 0.2. Muodostetaan tilanteesta siirty-
mamatriisi P.

Tiedetddn, ettd sateista sddta vastaa tila 1 ja aurinkoista tila 2. Ensimmaé&inen
rivi vastaa talloin sitd, ettd paivand n on sateinen séa ja toinen rivi, ettd paiva-
né n sida on aurinkoinen. Vastaavasti sarake 1 vastaa sité, ettd seuraavana paivana
(n+ 1) sataa ja sarake 2, ettd seuraava péiva on aurinkoinen. Annetut todennakoi-
syydet vastaavat siirtyméatodennakoisyyksid p = pi2 ja ¢ = po1.

Koska Markov-ketju siirtyy aina varmuudella johonkin tilaan, niin siirtyméamat-
riisin jokaisen rivin alkioiden summan tulee olla 1. Téall6in puuttuvat siirtymétoden-
nékoisyydet voidaan selvittda seuraavasti:

pii+p2 = 1
piu = 1—p
P11 = 1-04=0.6

P21 +p2 = 1
P2 = 1—pau
py = 1—-0.2=0.8

Kyseisen sddmallin tila voidaan esittdd Markov-ketjuna (Xg, X3,...), jonka siir-
tymamatriisi on
p— [pn Plﬂ _ {0-6 0-4}
P21 P22 0.2 08

Siirtymamatriisista P pystytdédn myos havaitsemaan, ettd sateista pédivaa seuraa
sateinen péaiva todennékoisyydelld p;; = 0.6 ja aurinkoista paivaa seuraa aurinkoinen
paiva todennéakoisyydella pgy = 0.8.

Esimerkki 15. Olkoon X, henkilon opiskelumotivaatio viikkona n. Oletetaan, etté
opiskelumotivaatio voi olla 1 = huono, 2 = normaali tai 3 = hyvia. Muodostetaan
tilamuutoksista Markov-ketju, jonka siirtymématriisi on

0.7 0.2 0.1
P=103 0.5 0.2
0.2 04 04
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Kyseisen Markov-ketjun tilajoukko on S = {1,2,3}. Siirtymématriisista voidaan
havaita esimerkiksi, ettd opiskelumotivaatioltaan huonoa viikkoa seuraa hyvé viikko
todennakoisyydelld p3 = 0.1. Hyvéa viikkoa taas seuraa normaali viikko todenna-
koisyydella psp = 0.4.

Esimerkki 16. Oletetaan, ettd henkilo tekee ruokaostoksensa kaupassa 1, 2 tai
3. Merkitdaan, ettd X, on kauppa, jossa henkil6 tekee ostoksensa ostokerralla n.
Henkil6iden kauppavalinnoista tiedetdin seuraavat asiat:

e todennikoisyydet, ettd henkilo valitsee saman kaupan kuin edelliselld ostoker-
ralla ovat p;; = 0.8, pao = 0.6 ja p33 = 0.4;

e henkilo, joka teki edellisella ostokerrallaan ostokset kaupassa 1 vaihtaa seuraa-
valla ostokerralla kauppaan 2 todennékoisyydella p;o = 0.1;

e henkilo, joka teki edellisella ostokerrallaan ostokset kaupassa 2 vaihtaa seuraa-
valla ostokerralla kauppaan 3 todennékoisyydella pog = 0.2;

e henkilo, joka teki edelliselld ostokerrallaan ostokset kaupassa 3 vaihtaa seuraa-
valla ostokerralla kauppaan 1 todennékoisyydella p3; = 0.3.

Selvitetdan puuttuvat siirtymétodennékoisyydet ja muodostetaan siirtyméamatriisi
P. Koska siirtyméamatriisin rivien alkioiden summan tulee olla 1, saadaan puuttuvat
siirtyméatodennakdoisyydet laskettua seuraavasti:
pit+p2tps = 1
P13 = 1—pn—pw
pi3 = 1—08-01=0.2

P21 + D22 +pa3 = 1
Por = 1 —pa—po3
par = 1—06-0.2=0.2

P31+ D32 +p3z = 1
P32 = 1—p31 —p33

P32 1-03-04=0.3

Kyseisen Markov-ketjun siirtyméamatriisi on

P11 P12 D13 0.8 0.1 0.1
P = |pos pa ps3| =102 0.6 0.2
P31 P32 D33 04 0.3 04

Markov-ketju voidaan siirtyméamatriisin lisdksi esittdd myos siirtymékaaviona.
Markov-ketjun siirtymékaavio on suunnattu verkko, jonka solmuina ovat ketjun ti-
lat. Siirtymakaaviossa tilojen véliset siirtymét esitetdéan nuolina, joiden viereen mer-
kitdan kyseistd siirtymaa vastaava siirtyméatodennakoisyys p;;. Mikéli p;; = 0 niin
nuoli jatetddn pois. Myos siirtymékaaviossa pétee, ettd jokaisesta tilasta lahtevien
nuolien siirtyméatodennakoisyyksien summa on 1.
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Esimerkki 17. Olkoon Markov-ketjun tilajoukko S = {1, 2,3} ja siirtymématriisi

1/4 1/2 1/4
P=1{1/3 0 2/3
1/2 0 1/2

Siirtymamatriisia P vastaava siirtymékaavio on esitetty kuvassa 5.

=

1
2

Kuva 5: Siirtyméamatriisin P siirtymékaavio. [8]

Esimerkki 18. Tarkastellaan esimerkin 17 siirtymékaaviota.
a) Selvitd P(X, =3 | X3 = 2).

1
c) Jos tiedetaén, ettd P(Xy =1) = 3 selvitd P(Xo = 1, X7 = 2).

1
d) Jos tiedetéén, ettd P(Xy =1) = 3 selvitd P(Xo =1, X7 =2, Xy = 3).

Ratkaisu
a) Madritelmén 5 mukaan siirtymétodennékdisyys on

2
P(X4:3]X3:2):p23=§.

b) Kysytty todennikoisyys on
1
P(X3:1]X2:1):p11:1
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c¢) Lauseen 1 perusteella kysytty todennékoisyys voidaan kirjoittaa muotoon

=
S

Wl — Wl
D

N —

d) Lauseen 2 sekd Markov-ominaisuuden (méaéritelmé 4) perusteella kysytty toden-
nékoisyys voidaan kirjoittaa muotoon

P(Xo=1,X1=2X,=3) = P(Xo=1P(X;=2| Xo=1P(Xo=3]|X; =2)

_1
—31712}?23
1102
3 2 3
_1
= 5

4.3 Tilatodennakoisyydet

Olkoon (Xj, X1, Xs, ...) Markov-ketju tilajoukolla S = {1,2,..., N}. Jokainen X,
on satunnaismuuttuja, jolla on todennékoisyysjakauma. Todennékoisyysjakauma ker-
too satunnaismuuttujan X, eri tilojen todennéakoisyydet ajanhetkella n ja sitd mer-
kitaan (™. Alkuhetken todennikéisyysjakaumasta 7(°) kiytetddn nimitysté alkuja-
kauma. Todennakoisyysjakauma esitetddn 1 x N vaakavektorina. Esimerkiksi alku-
jakauman 7(®) vektorimuotoinen esitys on

7 =[P(Xo=1) P(Xo=2) -+ P(Xo=N)]

Oletetaan, ettd Markov-ketju on ajanhetkelld n + 1 tilassa j € S. Todenné-
koisyysjakauma ajanhetkelle n 4+ 1 saadaan kiyttamalld kokonaistodennakoisyyden
laskukaavaa ehdollistamalla ajanhetken n suhteen:

N
]P)(XTH-I = ]) = ZP<Xn+1 =J ‘ X = Z)]P)(Xn = Z)
=1

N
=1

Todennékoisyytta sille, etté ketju on tilassa ¢ ajanhetkelld n merkitdan
" = P(X, =1).

)

Ajanhetkeen n liittyvit tilatodennékoisyydet voidaan esittdéd vektorimuodossa

) = 7r§n) Wén) WJ((,L)].
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Talloin yllaoleva yhtélo

N
P(Xn—&-l = ]) - ZpijP(Xn - Z)
=1

voidaan kirjoittaa lyhyemmin muotoon
) = g p, (9)

missa P on siirtymamatriisi.

Lause 6. Jos Markov-ketjun satunnaismuuttujan alkujokauma ©© on mddritelty,

nitn todennakdisyysjakauma mielivaltaisella ajanhetkellin = 0,1,2, ... saadaan las-
kettua alkujakaumasta kaavalla

7™ = 7O pr, (10)
missa P" on surtymdmatriisin n:s potenssi.

Todistus. Lauseen viite on selviistikin totta ajanhetkelld n = 0, silli PY on identi-
teettimatriisi. Mikéli lauseen viite pitdéd paikkansa jollain ajanhetkelld n > 0, niin
yhtélon (9) ja matriisikertolaskun liitdnnédisyyden mukaan

7T(n+1) — W(R)P — (W(O)Pn)P _ 7T_(0) (PnP> _ ,71_(0)F)n—‘,-17

ja talloin véite pitda paikkansa myos ajanhetkelld n+ 1. Induktioperiaatteen mukaan
vaite pétee siis kaikilla n > 0. O

Esimerkki 19. Tarkastellaan Markov-ketjua tilajoukolla S = {0,1}, jonka siirty-

mamartriisi on
p_ 1/2 1/2
o 1/3 2/3 ’

Oletetaan, ettd ketju on tilassa 0 ajanhetkelld n = 0 eli Xy = 0.
a) Maérita ketjun siirtymékaavio.
b) Selvitd todennékoisyys, ettéd ketju on tilassa 1 ajanhetkella n = 3.

Ratkaisu
a) Siirtymékaavio on esitettynéd kuvassa 6.
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] [

1 2
2 3
1
3
Kuva 6: Siirtyméamatriisin P siirtymékaavio.
b) Tehtavinannon perusteella tiedetdén, etté
7@ = [P(Xo=0) P(X,=1)]
= [1 0].
Kaavan (10) perusteella tiedetdén, etté
7@ = 7O p3,
Talloin
3
1/2 1/2
) —
g [t 0 {1/3 2/3}
129 43
72 72]°
Todennakoisyys, ettd ketju on tilassa 1 ajanhetkelld n = 3 on siis ok
Esimerkki 20. Kaytetdan esimerkin 14 siirtymématriisia
06 04
P= {0.2 0.8} '

ja ennustetaan viikon séétilaa. Oletetaan, ettd tarkasteltavan viikon maanantaina
(n = 0) on sateista. Mill& todennédkdisyydella keskiviikkona on sateista? Entéd per-

jantaina?

Koska tiedetédén, ettd maanantaina on sateista, niin alkutilaa X, = 1 vastaava
alkujakauma vektorimuodossa on 7(® = [1 0]. Yhtélon (10) mukaan keskiviikon

(n = 2) tilajakauma saadaan laskettua kaavasta 72 = 7(® P2 joten

2
@ _ 0.6 0.4
me = [t 0] [0.2 0.8}

0.44 0.56
= Lo [0.28 0.72}

= [0.44 0.56]
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Néin ollen keskiviikkona on sateista (tila 1) todennékoisyydelld 0.44. Vastaavasti
perjantain (n = 4) tilajakauma saadaan laskettua kaavasta 7(* = 70 P4 eli

4
@ _ 0.6 0.4
m o= [0 [0.2 0.8}

_ [1 0} 0.3504 0.6496
N 0.3248 0.6752

= [0.3504 0.6496]

Eli perjantaina on sateista todennékoisyydella 0.3504.

4.4 Useamman askeleen siirtymatodennakoisyydet

Kappaleessa 4.1 esitelteltiin, ettd ketju siirtyy tilasta ¢ tilaan j siirtymétodenné-
koisyydelld p;; = P(X,,41 = j | X,, = 7). Kyseinen siirtymétodennikdisyys kertoo
todennékoisyyden siirtya tilasta ¢ tilaan j tdsmalleen yhdella askeleella. Tarkastel-
laan aluksi tilannetta, jossa halutaan selvittdd todennékoisyys, ettd ketju siirtyy
tilasta ¢ tilaan j kahdella askeleella eli

P =P(Xo =3 | Xo=1i).

Taman jilkeen esitelladn lause, jonka mukaan saadaan méaaritettya yleisesti n aske-
leen siirtymétodennédkoisyys, kun n > 2.

Tiedetdén, ettd X; voi saada jonkin arvon k € S. Kokonaistodennékoisyyden ja
Markov-ominaisuuden avulla kysytty todennakoisyys voidaan kirjoittaa muotoon

P = P(Xp=j|Xp=1)
- ZP(XQZj‘Xl:k7X0:i)P(X1:k|X0:i)

kesS

= ) P(Xo=j| Xi=k)P(X;=k|Xo=i) (Markov-ominaisuus)
kesS

= ZPkﬂ%k
keS

Saadaan
pl(-?) =P(Xo=j|Xo=1i)= Zpikpkj~ (11)
keS

Yhtélo (11) voidaan selittda siten, etta péaétyédkseen tilaan j tulee ketjun kulkea
jonkin vélitilan k kautta, jolloin kokonaissiirtymén todennakoisyys on pixpy;. Siir-
tymétodennékoisyyden pfj méadrittdmiseksi, lasketaan siis yhteen kaikki mahdolliset
valitilat. Vastaavasti kaksivaiheinen siirtyméamatriisi voidaan méaritella
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2 2 2
5o
p@) Dax p22 <o+ Pon

‘2 2 ‘ 2
0 ol

Tarkastelemalla yhtdloa (11) voidaan huomata, ettéi p@)

;; Ol matriisin

P11 P12 --. DIN P11 P12 ... DIN
p@ _ P21 P22 ... P2N P21 P22 ... P2N
PN1 PN2 ... DPNN PN1 PN2 ... DPNN

rivin ¢ sarakkeen j alkio. Kaksivaiheinen siirtyméamatriisi saadaan siis laskemalla
siirtymamatriisin P toinen potenssi eli

PR = p?,

Lause 7. Todenndkdisyys, ettd Markov-ketju sitrtyy n askeleella tilasta © tilaan j
saadaan laskettua kaavasta

P =P(X, = j | Xo=1), (12)

missd pz(;l) on surtymdmatriisin n:nnen potenssin rivin i sarakkeen j alkio.

Todistus. Olkoon m ja n kaksi positiivista kokonaislukua ja olkoon X, = i. Jos ketju
péaétyy (m+n) askeleella tilasta i tilaan j, niin m askeleen jéilkeen ketju on jossakin
valitilassa k € S. Siita ketju paatyy n askeleella tilaan j. Siirtymétodennékoisyyden

pl(-;nJrn) maéaarittdmiseksi, tulee laskea yhteen kaikki mahdolliset valitilat:
P = P(Xpin =5 | Xo=1) = > _ iy (13)
kes

Yhtélod (13) kutsutaan Chapman-Kolmogorov-yhtéloksi ja se on oleellinen osa
lauseen yhtélon (12) todistamista. Kun yhtdlé (13) on todistettu niin lauseen yh-
talo seuraa siitd. Markov-ominaisuuden perusteella siirtymét tilasta ¢ tilaan k& sekéa
siirtyminen tilasta k tilaan j ovat toisistaan riippumattomia. Téalléin Chapman-
Kolmogorov-yhtédlo voidaan todistaa kaavalla

P(Xpin =J | Xo=1) =Y P(Xonin = j, X = k | Xo = i).
kes
Ehdollisen todennékoisyyden (mééritelmé 1) mukaan

P(Xoin =7, Xm =k, Xo=1)

P(Xpnin = J, Xom = k | Xo = 1) = B =5

Kun yhtédlon oikea puoli kerrotaan ja jaetaan termilla P(X,, = k, X; = i) saadaan

P(Xpin =, Xon =k, Xo = 1) P(Xpn =k, Xo = 1)
P(X,, = k, Xo = i) P(Xo=1d)
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Ehdollisen todennakoisyyden maéritelmésta saadaan
=P(Xpin=J| X =k Xo=1) - P(X,, =k | Xo =1).
Markov-ominaisuuden (méaritelmé 4) mukaan yhtélé voidaan kirjoittaa muotoon
= P(Xprn = J | Xon = k) - P(Xpn =k | Xo =) = plj iy,
Néin on todistettu Chapman-Kolmogorov-yhtalo ja samalla lauseen yhtalo. O

Esimerkki 21. Esimerkissé 14 esitellyn sdédmallin siirtymématriisi oli

0.6 0.4
P= {0.2 0.8]‘

Oletetaan, ettd maanantaina (n = 0) on sateista. Talloin sdédmallin ennusteen
mukaan tiistaina on sateista todennékoisyydelld p;; = 0.6 ja aurinkoista todenné-
koisyydelld p1o = 0.4 eli

Todennékéisyys, ettd keskiviikkona on sateista, saadaan laskettua kaavalla (11) ot-
tamalla huomioon tiistain sddn kaksi mahdollista tilaa:

2
P(X;=1]Xo=1) = > pupn
k=1

P11 - P11+ P12 - P21
= 06-064+04-0.2

= 0.44.

Keskiviikkona on siis sateista todennékoisyydelld 0.44, mikd on sama tulos, joka
saatiin esimerkissa 20.

Esimerkki 22. Oletetaan, ettd maanantaina (n = 0) on sateista. Lasketaan to-
dennékdisyys, ettd perjantaina on sateista. Sddmallin siirtymématriisi on sama kuin

esimerkissa 14 eli
j 0.6 04
102 0.8]°

Lauseen 12 mukaan n askeleen siirtyméatodennakoisyys tilasta ¢ tilaan j saadaan
siirtymématriisin P n:nnen potenssin rivin ¢ sarakkeen j alkiosta. Maanantaista
(n = 0) perjantaihin (n = 4) on nelji askelta, joten tulee laskea siirtymématriisin
P neljas potenssi. Kéteva tapa neljinnen potenssin laskemiseen on laskea ensiksi
siirtymamatriisin toinen potenssi:

0.6 0.4] [0.6 0.4
0.2 0.8 (0.2 08

P_p.p_ { {0.44 ().56] '

0.28 0.72

Siirtyméamatriisin neljds potenssi saadaan kertomalla siirtymématriisin toinen po-
tenssi itsellaén:

pi_p?. p?_ [0.44 0.56] _ {0.44 0.56} _ [0.3504 0.6496} ‘

0.28 0.72 0.28 0.72 0.3248 0.6752
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Alkutila oli pilvinen eli Xy = 1 ja kysyttiin, ettd milld todennékéisyydella perjantai-
na on sateista eli X, = 1. Kysytty siirtyméatodennakoisyys on pﬁ), joka 16ytyy siir-
tyméamatriisista P* ensimmaéisen rivin ensimmiisesti, sarakkeesta. Todennikoisyys,
ettd perjantaina sataa on siis 0.3504, mikd on sama tulos, joka saatiin esimerkissa
20.

Esimerkki 23. Esimerkissa 15 esiteltiin henkilon opiskelumotivaatiota mallintava
siirtymamatriisi
0.7 0.2 0.1
P=103 05 0.2
0.2 04 04

a) Oletetaan, ettd henkilon opiskelumotivaatio ensimmaéiselld viikolla (n = 1)
on normaali (tila 2). Milld todennédkoisyydella kolmannella viikolla (n = 3)
opiskelumotivaatio on huono (tila 1)?

b) Oletetaan, ettd henkiloén opiskelumotivaatio ensimmaéiselld viikolla (n = 1) on
huono (tila 1). Milld todennékoisyydelld kolmannella viikolla (n = 3) opiske-
lumotivaatio on hyva (tila 3)7.

Ratkaise siirtymétodennakoisyydet seké pistetodennakoisyyksien etta siirtyméamat-
riisin avulla.

Ratkaisu

a) Kyseisen todennékoisyyden madrittdmiseksi pistetodennédkoisyyksien avulla,
taytyy ottaa huomioon kaikki kolme mahdollista tilaa toiselle viikolle. Todennakéi-
syys voidaan t#lloin laskea kaavalla (11)

3
]P(Xz =1 \ X, = 2) = Pg) = szkpm
k=1

= p21P11 + D22P21 + P23P31
0.3-0.7+05-0.3+0.2-0.2
= 0.21+0.154+0.04 = 0.40

Kysytty todennékoisyys on siis 0.40.

Kysytty siirtymatodennakoisyys pgl) on matriisin P? toisen rivin ensimméisen
sarakkeen alkio. Kyseisen alkion selvittdmiseksi riittda, kun kerrotaan siirtyméamat-

riisin P toinen rivi ja ensimméinen sarake keskenéan:

. 0.7 .
0.3 05 02] 103 - | =104
0.2

Myos siirtymématriisin avulla kysytyksi todennakoisyydeksi saadaan 0.40.
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b) Pistetodennédkdisyyksien avulla, kysytty todennékoisyys saadaan taas lasket-
tua kaavalla (11) ottamalla huomioon kaikki kolme mahdollista tilaa toiselle viikolle

3
P(X;=3]Xo=1)=p{y = Zplkpkg
k=1

= P11P13 + P12P23 + P13P33
= 0.7-0.14+02-0.24+0.1-04
= 0.07+0.04+0.04 =0.15

Kysytty todennakoisyys on siis 0.15.

Kysytty siirtyméatodennakoisyys p%) on matriisin P? ensimmiisen rivin kolman-
nen sarakkeen alkio. Kyseisen alkion selvittdmiseksi riittaé, kun kerrotaan siirtymé-
matriisin P ensimmainen rivi ja kolmas sarake keskendan:

0.7 02 0.1] |- - 0.1 - - 0.15
0.2 =
0.4

Myos siirtymématriisin avulla kysytyksi todennakoisyydeksi saadaan 0.15.

4.5 Tilojen luokittelu

Mikali siirtymékaaviossa on polku tilasta ¢ tilaan j sanotaan, etté tila ¢ johtaa tilaan
j. Téti merkitiéin ¢ — j. Toisin sanoen tilasta i padstin tilaan j jos pi)” > 0 jollakin
kokonaisluvulla n > 0. Voidaan myo6s olettaa, ettd jokainen tila on saavutettavissa
itsestddn, koska pY; = 1.

Maaritelma 7. Tilat ¢ ja j kommunikoivat, jos ne ovat molemmat saavutettavissa
toisistaan. Kommunikoivia tiloja merkitdaan ¢ <+ j. Toisin sanoen

1 <> j tarkoittaa, ettd i — 7 ja j — 1.
Maaritelma 8. Kommunikoivuus on ekvivalenssirelaatio eli sille péatee:
a) jokainen tila kommunikoi itsensé kanssa, i <> i;
b) jos i <> j niin j <> 4
c) josi<>jjaj<k, niini < k.

Ekvivalenssirelaatiota perusteella Markov-ketjun tilajoukko voidaan jakaa ekvi-
valenssiluokkiin, joita kutsutaan ketjun yhteysluokiksi. Jatkossa yhteysluokista kéy-
tetddn nimitystéd luokka ja merkinté C; viittaa luokkaan [. Kaksi tilaa ¢ ja j kuuluvat
samaan luokkaan jos tilasta ¢ on mahdollista paésté tilaan j eli tilat kommunikoivat
keskendén (i <> j). Mitkdédn kaksi eri luokista otettua tilaa eivét kommunikoi kes-
kendédn. Luokka muodostuu yhdesta tai useammasta tilasta ja jokainen tila kuuluu
tasmaélleen yhteen luokkaan.
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Kuva 7: Siirtymékaavio [8]

Esimerkki 24. Tarkastellaan allaolevaa Markov-ketjun siirtymékaaviota. Voidaan
olettaa, ettd jos tilasta ¢ on nuoli tilaan j niin talloin pg»L) > (. Etsi kyseisen Markov-
ketjun luokat.

Kyseisessd Markov-ketjussa on yhteensé nelja luokkaa. Siirtymékaaviosta huoma-
taan, etta tilat 1 ja 2 kommunikoivat keskenaan, mutta eivat muiden tilojen kanssa.
Vastaavasti tilat 3 ja 4 kommunikoivat vain keskenédén. Tila 5 ei kommunikoi min-
kdan toisen tilan kanssa, joten se muodostaa yksindén yhden luokan. Lopuksi tilat
6, 7 ja 8 muodostavat oman luokan. T&lloin kyseisen Markov-ketjun luokat ovat siis:

o = {1,2)
Oy, = {3,4)
Cs = {5}
C, = {6.7.8).

Maaritelma 9. Luokan C' sanotaan olevan suljettu jos mikdéan sen tiloista ei johda
mihink&én joukon ulkopuolisista tiloista eli jos p;; =0, kun i € C' ja j ¢ C.

Esimerkki 25. Alla on esiteltyné erdaédn Markov-ketjun siirtymékaavio.
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© D
(3 s

Kuva 8: Siirtyméakaavio [7]

a) Mitké ovat kyseisen Markov-ketjun luokat?
b) Ovatko luokat suljettuja?

Ratkaisu

a) Kyseiselld ketjulla on yhteensé kaksi luokkaa. Tilat 1, 2 ja 3 kommunikoivat
keskendén. Vastaavasti myos tilat 4 ja 5 kommunikoivat keskendén. Tilasta 2 padsee
myos tilaan 4, mutta ei takaisin, joten ne kuuluvat eri luokkiin. T&ll6in Markov-
ketjun luokkia on kaksi, jotka ovat:

Cl = {1?273}
Gy = {45},

b) Luokka C; = {1,2,3} ei ole suljettu, koska siitd pédsee poistumaan toiseen
luokkaan. Luokka Cy = {4,5} on suljettu, koska sieltd ei ole mahdollista poistua.

Maaritelma 10. Tilan ¢ sanotaan olevan absorboiva jos se muodostaa yksindén
suljetun luokan. Talloin tilalle ¢ patee p; = 1. Tilaan ¢ voidaan tulla muista tiloista,
mutta siitd ei voida siirtyé pois.

Siirtyméamatriisin P ja sitd vastaavan Markov-ketjun sanotaan olevan yhtendi-
nen, jos silld on vain yksi luokka, joka koostuu tilajoukosta S. Yhtenéisyys tarkoit-
taa, ettd tilajoukon kaikki tilat kommunikoivat keskendén eli ¢ <» j kaikilla ¢, j € S.

Jos tarkastellaan esimerkin 24 siirtymékaaviota, voidaan huomata, etta se sisél-
tda kahdenlaisia luokkia. Jos ketju paadtyy luokkaan 4 milla ajanhetkelld tahansa,
se pysyy siell loputtomiin. Toisaalta tama ei pade muiden luokkien kohdalla. Esi-
merkiksi jos Xg = 2 niin ketju saattaa pysyé luokassa 1 jonkin aikaa, mutta lopulta
se poistuu sieltd eikd endéd palaa sinne. Luokan 4 tiloja kutsutaan palautuviksi ja
muiden luokkien tiloja vdaistyviksi.

Yleisesti sanotaan, etté tila on palautuva, jos tilasta poistumisen jalkeen samaan

tilaan palataan tulevaisuudessa uudelleen todennékéisyydella 1. Jos tilaan palaami-
sen todennéakoisyys on vihemman kuin 1, niin tilan sanotaan olevan vaistyvé.
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Maaritelma 11. Méaaritellddn mille tahansa tilalle ¢ € S todennékoisyys
fii = P(X,, =4, jollakin n > 1| Xy =1).
Tila 7 on palautuva jos f; = 1 ja vdistyvd jos fi; < 1.

On suhteellisen helppoa osoittaa, etté jos kaksi tilaa on samassa luokassa, niin
joko molemmat ovat palautuvia tai molemmat ovat viistyvia. Siksi voimme laajentaa
ylldolevat méaaritelmét myos koskemaan luokkia. Luokan sanotaan olevan palautuva,
jos kyseisen luokan tilat ovat palautuvia. Toisaalta, jos tilat ovat véistyvia, luokkaa
kutsutaan vaistyvaksi. Yleensd Markov-ketju voi koostua useista vaistyvista seké
useista palautuvista luokista.

Lause 8. Adrellinen Markov-ketju sisiltii ainakin yhden palautuvan luokan.

Todistus. Tarkastellaan Markov-ketjua, joka sisaltda N tilaa eli S = {1,2,...,N}.
Oletetaan, etta kaikki tilat ovat vaistyvia. Téalloin, kun aloitetaan ajanhetkestd n =
0, ketju saattaa pysyé tilassa 1 useamman askeleen ajan, mutta lopulta se poistuu
kyseista tilasta eikd endd palaa sinne. Olkoon M; > 0 kokonaisluku, jolle pétee
X, # 1 kaikilla n > M. Vastaavasti on my0s olemassa kokonaisluku M, > 0, jolle
patee X, # 2 kaikilla n > M, ja niin edelleen. Jos valitaan, etté

n > max{M, Ms, ..., My},

niin talléin X,, # {1,2,..., N}. TAmé on ristiriita, miké tarkoittaa, ettd ketju sisil-
tda ainakin yhden palautuvan tilan. Tama taas tarkoittaa myos, ettd ketju sisaltaa
my0s ainakin yhden palautuvan luokan. O

Lause 9. Surtymdamatriisi P on yhtendinen jos ja vain jos kaikille tiloille 1,7 € S

on olemassa kokonaisluku n > 1, jolle pdtee pg-b) > 0.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd P on yhtendinen ja valitaan tarkasteltavaksi tilat
i # j. Télloin siirtymékaaviossa on olemassa polku i = ig — iy — -+ — i, = J,
joten

DigirPivio ** " Pip—vin > 0.

Naiin ollen

Pl = P(X,=j|Xo=1)
P(X, =i, | Xo = io)

> P(X, =in, Xpo1 =lp1,..., X1 =11 | Xo =1p)
= Pigi1Piris " Pin_1in
> 0.

Kéénteisen viitteen todistamiseksi oletetaan, etta pgy) > 0 jollain kokonaisluvulla

n > 1. Talloin siis P(X,, = j | Xo = i) > 0, eli tilasta ¢ kiynnistyvid Markov-ketju
on n:n ajanhetken kuluttua mahdollista 16ytaa tilasta j, jolloin siirtymaéakaaviosta
taytyy 1oytya n:n askeleen pituinen polku, jota pitkin ketju voi edeté tilasta ¢ tilaan
J, eli pétee i <> 7. O]
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4.6 Jaksollisuus

Tarkastellaan allaolevaa siirtymékaaviota. Huomataan, ettd kyseinen ketju sisédltaa
jaksollisen kuvion. Jos aloitetaan tilasta 0, niin kyseiseen tilaan palataan ainoastaan
ajanhetkilla n = 3,6,9, - --. Toisin sanoen siirtyméatodennékoéisyys pgé) =0 jos n el
ole jaollinen kolmella. Téllaista tilaa kutsutaan jaksolliseksi tilaksi, jonka jakso on

d(0) = 3.

Kuva 9: Siirtymékaavio [8]

Tilan 7 jakso on suurin yhteinen tekijé niille ajanhetkille, jolloin tilasta ¢ lahteva
ketju voi palata alkutilaansa. Tilan jakso on helppo maéarittaa siirtymaékaaviosta.
Jos kaikki siirtymékaavion tilasta 7 lahtevat ja tilaan ¢ palaavat syklit ovat jonkun
kokonaisluvun d monikertoja, ja jos d on suurin téllainen kokonaisluku, niin talléin
d on tilan ¢ jakso.

(n) _

W

Maaritelma 12. Tilan ¢ jakso on suurin kokonaisluku d joka toteuttaa ehdon p
0 aina, kun n ei ole jaollinen d:11&. Tilan ¢ jaksoa merkitéén d(i). Jos pgl ) > 0 kaikilla
n > 0, niin d(i) = oo.

e Jos d(i) > 1, niin tila i on jaksollinen.
e Jos d(i) = 1, niin tila 7 on jaksoton.

Samaan luokkaan kuuluvilla tiloilla on sama jakso eli jos i <+ 7, niin d(i) = d(j).
Luokan sanotaan olevan jaksollinen, jos sen tilat ovat jaksollisia. Vastaavasti luokka
on jaksoton, jos sen tilat ovat jaksottomia. My0s siirtyméamatriisi P ja sitd vastaava
Markov-ketju on jaksoton, jos jokainen tila on jaksoton.

Yhtenéisen Markov-ketjun jaksottomuuden tarkistamiseen on yksinkertainen kei-
no. Tiedetddn, ettéd kaksi lukua m ja [ ovat suhteellisia alkulukuja, jos niiden suurin
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yhteinen tekija on 1. Oletetaan, ettd pystytadn loytadméan suhteelliset alkuluvut [
ja m siten, etta pgﬁ) > 0 ja p§§” ) > 1. Toisin sanoen tilasta i voidaan palata takai-
sin tilaan ¢ kdyttamalla joko [ tai m askelta. Téasta voidaan tehdé johtopadtos, etté
tila ¢ on jaksoton. Jos Markov-ketju on yhtenéinen tarkoittaa, ettd ketju on jakso-
ton. Koska luku 1 on suhteellinen alkuluku kaikkien kokonaislukujen kanssa, niin
jokainen tila, jolla on itsesiirtyma, on jaksoton.

Maaritelma 13. Olkoon Markov-ketju dérellinen ja yhtendinen. Talloin:
a) Jos ketju sisiltda itsesiirtymén p;; > 0 jollakin 7, niin ketju on jaksoton.

b) Oletetaan, etta tilasta i voidaan palata tilaan i kiyttamalla joko [ tai m askelta
siten, ettd pl, > 0 ja p > 0. Jos syt(l,m)=1, niin tila i on jaksoton.

c¢) Ketju on jaksoton jos ja vain jos on olemassa positiivinen kokonaisluku n, siten
ettd kaikki matriisin P alkiot ovat positiivisia eli

p? > 0, kaikilla i, j € S.

Esimerkki 26. Tarkastellaan esimerkin 24 Markov-ketjua.

a) Onko luokka C) = {1,2} jaksoton?

b) Onko luokka Cy = {3,4} jaksoton?

c¢) Onko luokka C, = {6, 7,8} jaksoton?
Ratkaisu

a) Luokka C; on jaksoton, koska se siséltdd itsesiirtymén pas > 0.

b) Luokka C5 on jaksollinen ja sen jakso on 2.

c¢) Luokka Cj on jaksoton. Esimerkiksi tilasta 6 voidaan palata tilaan 6 kahdella

askeleella (6 — 7 — 6) ja kolmella askeleella (6 — 7 — 8 — 6). Koska syt(2,3) =1
niin tila 6 ja sen luokka ovat jaksottomia.

4.7 Osumatodennikoisyys

Olkoon A C S jokin epétyhja tilojen joukko. Yhtenéinen ketju kiy varmuudella kai-
kissa tiloissa aikanaan, mutta epdyhtendinen ei valttaméttda. Osumatodennakoisyys
ilmaisee, milld todennékoisyydella tilasta ¢ kdynnistyva ketju kiy joskus tilajoukossa
A. Kyseista todennikoisyytta kutsutaan joukon A osumatodennékoisyydeksi alku-
tilasta ¢ ja sitd merkitdan

hia = P(X, € A jollain n > 0 | X, = 9).
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Lause 10. Osumatodenndikdisyyksien vektori ha = (h; : i € S) on yhtdloryhmdan

1, jos i € A,
hiA - szjtha jOS Z ¢ A7 (14>
JjES

pienin et-negatiivinen ratkaisu. Mikdli tilajoukko A on absorboiva niin kyseisen ti-
lajoukon osumatodenndkdisyyttd kutsutaan absorptiotodenndkioisyydeksi. Absorptio-
todenndkdisyydelle pitee etti hjs =0, kun j ¢ A on jokin toinen absorboiva tila.

Lauseen 10 todistus 16ytyy lahteesta |7| luvusta 8.11.

Esimerkki 27. Tarkastellaan allaolevaa Markov-ketjun siirtymékaaviota. Maarite-
taan kyseisen Markov-ketjun osumatodennikdisyydet tilalle 4.

1/2 1/2

D » ) (W
/2 1/2

Kuva 10: Siirtymékaavio [7]

Siirtymaékaaviosta ndhdaan helposti, ettd osumatodenndkoisyys tilalle 4, kun al-
kutila on Xy = 4 on 1, koska talloin ketju saavuttaa tilan heti eli hyy = 1. Selvésti
nahdadn myds, ettd alkutilan ollessa Xy = 1 osumatodennékoisyys on 0, koska ti-
la 1 on absorboiva, jolloin kyseisesta tilasta ei voida koskaan padtya tilaan 4 eli
h14 = 0. Osumatodennékoisyydet alkutiloille Xy = 2 ja Xy = 3 saadaan laskettua
yhtaloryhmén (14) alemmasta yhtéalosta:

hoy = Z p2jhj4

jes
= p21hia + pazhaa

1 1
= —-0+=h
5 +234

1
—
2 34,

hsy = Z p3jhj4

jes
= p3ghos + p3ahas
1 1

= Z.h ~.1
g M2ty

1 1
= Zhoy 4 =
5 24-!-2
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Ratkaisemalla yhtalot saadaan

1 1 1 2 1 1
=505 34 + 5 = N34 3 Ja Noy 531 = 3

Osumatodennékoisyyksien vektori tilalle 4 on siis

1.

Adrellisells Markov-ketjulla voi olla useita viistyvid tai palautuvia tilajoukkoja.
Kun ajanhetki n kasvaa, niin ketju tulee paatymaéan johonkin palautuvaan tilajouk-
koon ja pysyy siella ikuisesti. Kaytannossé jokainen palautuva tilajoukko voidaan
korvata yhdella absorboituvalla tilalla. Télloin ketju sisaltdéd ainoastaan véistyvia ja
absorboituvia tiloja, jolloin pystytdan maarittamadn absorptiotodennakdoisyydet.

hy = [O

wl o

1
3

Esimerkki 28. Tarkastellaan alla olevaa Markov-ketjun siirtymékaaviota. Kysei-
nen ketju siséltaa kaksi palautuvaa luokkaa R; = {1,2} ja Ry = {5,6,7}. Olkoon
lahtotila X = 3. Selvitetdén todennikoisyys, ettéd ketju absorboituu luokkaan R;.

(][

=
NS

[S][

2 @ 16, 7

N[

Kuva 11: Siirtymékaavio 8|

Téssé tilanteessa palautuvat luokat Ry = {1,2} ja Ry = {5,6,7} voidaan korvata
yhdella absorboivalla tilalla. Tuloksena saadaan uusi siirtymékaavio.
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IS

N~

Rl @ R2

N

Kuva 12: Siirtymékaavio, jossa palautuvat luokat on korvattu absorboivilla tiloilla.

18]

Nyt todennékoisyyksien selvittdmiseen voidaan kayttda normaalisti yhtéloryh-
mén (14) kaavoja. Absorptiotodennékoisyydet voidaan téssé tehtéavissé esittdd muo-
dossa

hir, = P(X,, € Ry jollain n > 0 | Xy = 1), kaikilla i € S.

Lauseen 10 mukaan hp,r, = 1, koska ketju saavuttaa tilan R; vilittomasti, ja
hr,r, = 0, koska tila R, on absorboiva tila eikd siitd voi péastd muihin tiloihin.
Muiden absorptiotodennékoisyyksien selvittdmiseksi kiytetdan kaavaa

hir, = Y _ pijhjr,, kaikille j € S.

jes
Saadaan

hsr, = szsjthl
jes
= p3r, MR R, + P3ahar,
1

1
= —.1+-=h
5 —0—2431

1 1
— —_ —h
2 + 2 4R 5

hap, = ng’hml
jes
= pag hr r, + Dazhar, + Par,hryR,

1 1
1+ hag, + =0

tylem Ty

1
+ Z_thRl'

N N

Ratkaisemalla yhtélot saadaan

o . 3
hsgr, = ? ja  hap, = ;
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Koska Xy = 3 niin ketju paatyy absorboituu luokkaan R; todennakoisyydella hsr, =
5

2
4.8 Kulkuaika

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka kauan Markov-ketjulla kestaa padsta tilasta ¢ jouk-
koon A. Tatéa kutsutaan Markov-ketjun kulkuajaksi joukkoon A ja se voidaan méa-
ritella

Thy=min{n >0: X, € A}.

Kulkuaika T4 kertoo siis kuluneen ajan eli siirtymien lukuméaéran, joka ketjulle
menee kunnes se ensimméisen kerran saavuttaa joukon A. Kulkuaika saa arvoja
joukossa {0,1,2,...,00}. Jos ketju ei koskaan saavuta osajoukkoa A niin T, =
oo. Tilasta ¢ kdynnistyvin Markov-ketjun keskimddrdistd kulkuaikaa joukkoon A
merkitaan

kz’A - E(TA | X() == Z)
Lause 11. Odotettujen kulkuaikojen kokoelma ks = (kia : i € S) on yhtdloryhmdn

0, josi € A,
k:iA = 1+ szjij7 jOS 1 ¢ A, (15)
jgA

pienin ei-negatiivinen ratkaisu.
Lauseen 11 todistus 16ytyy lahteesta |7| luvusta 8.12.

Esimerkki 29. Tarkastellaan allaolevaa Markov-ketjun siirtymékaaviota. Olkoon
k;1 odotettu kulkuaika tilaan 1, kun alkutila on Xy = 7. Maéritetdan odotetut kul-
kuajat /{311, ]{?21 ja kgl.

Nj=
wl—=

[SI[

N
Wl

[SI[=

Kuva 13: Siirtymékaavio [8]
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Lauseen 11 mukaan k;; = 0, koska tutkittiin odotettua kulkuaikaa tilaan 1 ja
kyseisessa tilanteessa ollaan jo valmiiksi tilassa 1. Muut odotetut kulkuajat saadaan
yhtaloryhmén (15) alemmasta yhtéalosta.

3
kor = 1+Zp2jkj1
=2

= 1+ paskor + pasks:
1 2

= 1+ ko + 2k,
5721+ ok

3
ks = 1+ Zp:ajk’ﬂ
=2
= 1+ psokor + pasks
1
= 1+§k521+0'k’31

1
= 14+ —koy.
+221

7
Ratkaisemalla yhtéalot saadaan ko = 5 ja k3 = 3 Kaikki odotetut kulkuajat tilaan

1 voidaan esittdd vektorimuodossa

7

5 Markov-ketjut pitkalla aikavalilla

Luvussa 4.3 kasiteltiin tilatodennékoisyyksid ja madriteltiin, etté tilassa ¢ ajanhet-
kella n olevan ketjun todennékéisyysjakauma on

" = P(X, = i).

)

Tilatodennakoisyydet ajanhetkelld n pystyttiin myos esittdméadn vektorimuodossa

7 = 7r§n) ﬂén) W](\?)].

Alkujakaumasta 7(© kdynnistyvin Markov-ketjun todennékoisyysjakaumat 7(™ ajan-
hetkelld n = 1,2, ... saadaan laskettua siirtymématriisin P avulla kaavasta
7™ = 7O pr,

Nyt halutaan tutkia, mita ketjun todennakoisyysjakaumalle tapahtuu kun Markov-
ketjua tarkastellaan pitkilla aikavélilla. Tarkastellaan siis todennédkoisyysjakaumia

7 =[P(X,=0) P(X,=1) -+ P(X,=N)], kun n — oc.

Luvussa selvitetéfn, onko ketjun todennikodisyysjakaumalla 7(™ olemassa jokin
rajajakauma, kun n — oo. Lisdksi maaritelldaan, ettd jos ketjun rajajakauma on
olemassa niin, miten sen voi laskea ja riippuuko se ketjun alkutilasta. Luvun lahteina
on kaytetty [3], [5], [7] ja [8]-
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5.1 Raja- ja tasapainojakauma

Aloitetaan kéasittelemalld Markov-ketjun tasapainojakaumaa. Tasapainolla tarkoite-
taan, ettd satunnaismuuttujan X,, todennakoisyysjakaumassa ei tapahdu enda muu-
toksia tietyn ajanhetken n jalkeen. Tasapaino ei kuitenkaan tarkoita, ettd satunnais-
muuttujien X, ja X, arvot olisivat vilttdméatta samat. Tasapainossa satunnais-
muuttujien X, ja X, 11 todennikdisyysjakaumat ovat kuitenkin samat.

Maaritelma 14. Todennakoisyysjakauma 7 on siirtyméamatriisin P ja sitd vastaa-
van Markov-ketjun tasapainojakauma, mikési se toteuttaa tasapainoyhtalot

Zﬂpz‘j =7, j €5, (16)
icS
eli matriisimuodossa
TP = .

Kun Markov-ketju kiynnistyy alkujakaumasta 7, voidaan lauseen 6 ja matriisi-
tulon liitdnnaisyyden avulla osoittaa, etta

7 = gp" = (zP)P" ' =aP" ' =...=gP =r.

Toisin sanoen, kun Markov-ketjun satunnainen alkutila noudattaa tasapainojakau-
maa, niin tilan X,, jakauma pysyy aina vakiona eli 7™ = 7 kaikilla n.

Maaritelma 15. Todennékoisyysjakauma 7 on siirtyméamatriisin P ja sitd vastaa-
van Markov-ketjun rajajakauma jos

m; = lim P(X, = j | Xo = i) kaikilla i, j € S, (17)

n—oo

ja jolle péatee, etta

d om=1 (18)

jes
Siirrytdan seuraavaksi tarkastelemaan Markov-ketjun rajajakauman olemassao-

loa. Lisaksi tutkitaan riippuuko rajajakauma ketjun alkutilasta sekd miten rajaja-
kauma saadaan ratkaistua. Aloitetan aihe esimerkillé.

Esimerkki 30. Markov-ketjun tilajoukko on S = {0,1} ja siirtymématriisi

l—a a
P= )
missa a ja b ovat lukuja valilta [0,1]. Luvuille a ja b patee myos 0 < a+b < 2. Ketju
on tilassa 0 ajanhetkelld n = 0 todennékéisyydella o eli

70 =[P(Xo=0) P(Xg=1)]=[a 1-a],
missd a € [0, 1].

Osoita, etté
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b) lim P — — {b “]

n—o00 a+b

c) limﬁ("):{ b a]'
n—00 a+b a+b

Ratkaisu

a) Kun n = 1 saadaan

1 |I—=a a
S A

B 1 b a +1—a—b a —a
 a+blb oa a+b |=b b |’

Oletetaan, ettd tehtivin viite pétee ajanhetkelld n, jolloin P! voidaan kirjoittaa
muodossa

1 b a a —a l1—a a
n+1 __ n _ _ _ n .
peere = (o a9 ) [0
1 [boa +(1—a—b)”+l a —a
 a+blb a a+b b b |’

mika taydentdd todistuksen.

b) Koska 0 < a+b < 2 niin —1 < 1—a —b < 1. Talloin

lim (1 —a—5)"=0.

n—o0

Tésté seuraa, etta

: w1 b oa
nh_}r{)loP _a—l—b[b a}'

c) Tiedetddn, ettd 7™ = 7O P T&llsin

lim 7™ = lim (7P
n—oo n—o0
= 7O lim p"
n—0o0

=l 1=l gy )

_{b a]
a+b a+bl|’
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b
a+b a+b
kaisesti Markov-ketjun rajajakaumaksi. Nahd&an, ettéd rajajakauma ei riipu lahtoti-
lan todennéakédisyyksista « ja 1 — a. Toisin sanoen, lahtotilalla X ei ole merkitysta,
kun n kasvaa suureksi. Kun ¢ = 1, 2, voidaan kirjoittaa

kutsutaan méaaritelmén 15 mu-

Esimerkin 30 vektoria lim 7™ = {
n—oo

b
lim P(X,, =0 | Xy =1) = ,
A B [ Xo=1) =777
P =11 X0 =1 =25

Nyt tiedetéddn, ettd jos ketjun rajajakauma on olemassa, se ei riipu ketjun lah-
totilasta ¢. Talloin méadritelmén 15 yhtaloé (17) voidaan kirjoittaa muotoon

m; = lim P(X,, = j) kaikilla j € S.

n—oo

Seuraava tulos kertoo, ettd jos Markov-ketjulla on rajajakauma, voidaan se sel-
vittad ratkaisemalla lineaarinen yhtaléryhmaé (16).

Lause 12. Jos m on darellisen tilajoukon Markov-ketjun rajajakauma, on se myos
tasapainojakauma.

Todistus. Matriisitulon liitdnnéaisyytta kiayttamalla nahdasan, etta

7T(nJrl) — 71_(0)Pn+1 — (ﬂ_(O)Pn)P — 7_‘,(n)P

Y

joka voidaan kirjoittaa alkioittain muodossa

+1
= Sl
i€s
Kun oletetaan, etté kaikilla ¢ € S pétee an) — m;, kun n — oo, ndhdaian otamalla
raja-arvot yllaolevan yhtélén molemmin puolin, etté

m; = lim 7rj(-n+1) = Znhi{)lo ﬂ-z(n)pij = Z TiDij -

n—00 . -
€S €S

Niin ollen tasapainoyhtild (16) pitdi paikkansa. Lisiksi, koska 7™ on todennikdi-
syysjakauma, patee

Z 7ri(") = 1, kaikilla n.
i€s
Ottamalla raja-arvot yllaolevan yhtélén molemmin puolin, kun n — oo, ndhdain
etta Z m; = 1 eli m on todennéakoisyysjakauma. O
i€s

Esimerkki 31. Tarkastellaan siirtymématriisia

0.8 0.1 0.1
P=102 06 0.2
0.3 03 04
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Lasketaan kyseisen siirtymamatriisin potensseja:

[0.69 0.17 0.14

P2 = 034 044 0.22

1042 0.33 0.42

[0.5471287 0.2715017 0.1813696 |
P = 10.5430034 0.2745217 0.1824748

10.5441087 0.2737123 0.1821790 |

[0.5454610 0.2727226 0.1818165
P? = [0.5454452 0.2727341 0.1818207
0.5454494  0.2727310 0.1818196 |

Huomataan, etté 20 siirtymén jalkeen matriisin rivit ovat likimain samat. Tall6in ti-
lasta ¢ alkava ketju on 20 siirtymén jélkeen esimerkiksi tilassa 2 todennakoisyydella

go) ~ 0.2727. Koska matriisin P rivit ovat likimain samat, alkutilalla i = 1,2,3

ei ole merkitysta pitkdn ajan kuluttua, joten ketju néayttéisi suppenevan kohti raja-

jakaumaa
[0.5454545  0.2727273 0.1818182] .

Tiedetéddn, ettd todennikoisyysjakauma on m = [7r1 o 7T3} ja tasapainoyhtalot
3

ovat P = 7 seki Z m; = 7 + ™y + w3 = 1. T4alloin
i=1

0.8 0.1 0.1
TP=n = [7?1 Ty 7T3] 0.2 0.6 0.2 :[7?1 Ty 7T3]
0.3 0.3 04

Tasapainoyhtalot siirtymématriisille P voidaan kirjoittaa muodossa

0.87'('1 + 0.271'2 + 0.37T3 = T
0.17T1 -+ 0.671'2 -+ 0.27'('3 = T9
0.371'1 + 0.371'2 + 0.47T3 = T3

T+ T+ T3y = 1.
Néiden yhtaloiden yksikésitteinen ratkaisu on

T=[Z & &~ [0.5454545 0.2727273 0.1818182],

miké on siis sama kuin numeerisesti havaittu rajajakauma, kuten lauseen 12 mukaan
pitaakin olla.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkia, jossa Markov-ketjulla ei ole rajajakaumaa,
mutta silld on tasapainojakauma.

Esimerkki 32. Tarkastellaan alkutilasta Xy = 1 kiiynnistyvaa tilajoukon S = {1, 2}
Markov-ketjua, jonka siirtyméamatriisi on

p:[(j é}
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Laskemalla siirtymamatriisin P potensseja ndhdéaan, etta

, 1 0] s [0 1
P‘{o1’P—1o

(1 0] s o1
P‘{01’P—107

josta havaitaan, etta

pn_ JP =135
P2, n=246,...

Alkutilasta X, = 1 eli alkujakaumasta 7(®) = [1 O} kiynnistyvan ketjun tilajakau-

malle siis péatee

7 — L0 pn _ [O 1]7 n=13,5 ...,
[1 0, n=246,...

Kyseiselld Markov-ketjulla ei siis ole rajajakaumaa. Suoralla laskulla kuitenkin néh-
déén, ettd T = [1/2 1/2] on ketjun tasapainojakauma.

Tarkastellaan vield lopuksi esimerkkié, jossa Markov-ketjulla on useampi rajaja-
kauma.

Esimerkki 33. Tarkastellaan alkutilasta X, = 1 kiynnistyvda Markov-ketjua. Sen
tilajoukko on S = {1,2,3} ja siirtymématriisi

1/2 1/2 0
P=1{1/2 1/2 0
0 0 1

Kyseiselle matriisille patee P" = P kaikilla n = 1,2,... Alkutilalla Xy, = 1 ketjun
alkujakauma on 7(®) = [1 0 0}, jolloin

) =7Opr=11/2 1/2 0].

Sama tulos saadaan myos alkutilalla X, = 2. Kun ketjun alkutila on X, = 3 niin
alkujakauma on 70 = [0 0 1}. Télloin tulokseksi saadaan

7 = 7O pr — [O 0 1} )

Kyseisella ketjulla on siis useita rajajakaumia, riippuen ketjun alkujakaumasta. Li-
neaarisuuden perusteella voidaan tarkistaa, etté jokainen muotoa

T=all/2 1/2 0]+(1-a)[0 0 1], 0<a<],

oleva jakauma on ketjun tasapainojakauma.
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A Todennakoisyyslaskennan peruskasitteita ja mer-
kintoja

Joukko on alkioiden muodostama kokonaisuus, jota merkitdan isolla kirjaimella.
Joukkoa maéarittaessa voidaan kaikki sen alkiot luetella aaltosulkeiden sisalla. Esi-
merkiksi jos joukko A muodostuu alkioiosta a, b ja ¢ voidaan merkitd A = {a,b, c}.
Merkinnalld a € A tarkoitetaan, ettd alkio a kuuluu joukkoon A. Jos taas al-
kio ei kuulu kyseiseen joukkoon, merkitddn a ¢ A. Tyhjilla joukolla tarkoite-
taan joukkoa, joka ei sisilla yhtddn alkiota, ja sitd merkitddn (). Otosavaruudel-
la € taas tarkoitetaan kaikkia tapahtuman tai kokeen mahdollisia alkeistapauksia.
Téassa tutkielmassa otosavaruuden sijaan puhutaan tilajoukosta ja sitd merkitdaan
kirjaimella S. Téssé tutkielmassa tilajoukko S koostuu luonnollisista luvuista eli
S=N={0,1,2,...,n}.

Joukko A on joukon B osajoukko, jos kaikki sen alkiot ovat my6s joukon B al-
kioita. Merkintd A C B tarkoittaa, ettd joukko A on joukon B osajoukko. Kahden
joukon unioni AU B, sisaltad alkiot, jotka kuuluvat joko joukkoon A tai B tai molem-
piin. My6s kolmen tai useamman joukon unioni voidaan maéritella samalla tavalla.
Jos Ay, As, ..., A, ovat n joukkoa, niiden unioni A; U Ay--- U A, on joukko, joka
sisaltad kaikki alkiot, jotka kuuluvat ainakin yhteen joukoista. Kyseinen useamman
joukon unioni voidaan kirjoittaa lyhyemmin muodossa

Kahden joukon leikkausta merkitdan AN B. Kyseinen leikkaus sisaltda ne alkiot,
jotka kuuluvat sekéd joukkoon A ettd B. Samalla tavalla kuin unioni tapauksessa,
my6s useamman joukon leikkaus voidaan kirjoittaa lyhyemmin muodossa

Joukkojen erotusta merkitaan joko A — B tai A\ B. Erotus sisiltdd ne alkiot,
jotka kuuluvat joukkoon A, mutta eivit joukkoon B.
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@ @

(a) unioniAU B (b) leikkaus A n B

(c) erotus A\ B

Kuva 14: Venn-diagrammi unionista, leikkauksesta ja erotuksesta.

Siirryttéessa joukko-opista todennékoisyyslaskentaan, kiytetddn termin joukko
sijaan nimitystéa tapaus tai tapahtuma. Tapaukset A ja B ovat toisensa poissulkevat
jos niilla ei ole yhtéaédn yhteisté alkiota. Toisin sanoen niiden leikkaus on tyhja joukko,
AN B = (. Yleisesti voidaan méaritelld, etta tapaukset A;, kaikilla ¢ = 1,2,...,n,
ovat toisensa poissulkevat jos

Tapausten A;, As, ..., A, sanotaan muodostavan otosavaruuden partition, jos

1. kaikki A;:t ovat toisensa poissulkevat,

n

2. joukkojen unioni muodostaa otosavaruuden eli U A, =Qja

i=1
3. P(A;) >0, kaikilla:=1,...,n.

Lause 13. De Morganin kaavat komplementille:

(AU B)® = A°N B°, (OA,-) = ﬁAy.
=1 =1
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n
n
Al

1

(AN B)° = A°U B°, ( Ai) —
=1

]

Bi> _

Sigma-algebra eli g-algebra tarkoittaa satunnaiskokeen tapahtumien joukkoa ja
sitd merkitaan F.

Lause 14. Distrubiivilait unionille ja letkkaukselle:

(AU B,)).

iD-
1=

(2

AU(BnC)=(AuB)Nn(AUC), AU(

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), Am( (AN B,).

fC-
1C=

Maaritelma 16. Olkoon €2 mielivaltainen epéatyhja joukko. Talloin o-algebra F on
perusjoukon €2 osajoukkujen kokoelma, joka toteuttaa ehdot:

1. perusjoukko kuuluu o-algebraansa eli (2 € F

2. jos A € F, niin A:n komplementtijoukko A € F

3. jos A, € F kaikilla n € N, niin U A, eF

neN

4. pe F

Maaritelma 17. Todennédkoisyysjakauma on kuvaus P : F — [0,1], joka maarittaa
kaikille tapahtumille A € F todennékoisyyden P(A) € [0, 1].

Kolmogorovin aksioomat:
1. P(A) > 0, jokaiselle tapaukselle A.
2. P(Q) =1.

3. Jos tapaukset Aq, As, ... ovat toisensa poissulkevat, niin
P (U A,-) => P(4).
i=1 i=1

Kolmogorovin aksioomien avulla voidaan todistaa muun muassa seuraavia las-
kusaantoja.

Lause 15. Todenndkdisyydelld on seuraavat ominaisuudet:
a) P(0) =0,
b) P(A) =1 P(A°),
c) 0<PA) <1
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d) PLANB) =0, jos ANB =1
e) Jos A C B niin P(A) < P(B),
f) P(A\ B)=P(A)— P(AN B).

Lause 16. Oletetaan, ettd tapaukset A; ovat toisensa poissulkevat. Tédlloin
i=1 i=1

b) Mikili O A =Q, i P(A;) = 1.
=1 =1

Mikali tapaukset eivét ole toisensa poissulkevat unionin todenakoisyytta voidaan
laskea seuraavan lauseen avulla.

Lause 17. a) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB),

b) PLAUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(BNC)—PANC) +
P(ANnBNCQC).
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