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Tassa tutkielmassa tarkastellaan erilaisia soluautomaattifunktioiden sekoittuvuuso-
minaisuuksia ja vertaillaan niitd kesken&én. Aluksi esitellaédn tutkielman kannalta
keskeiset topologiset madritelmét ja lauseet. Tamén jalkeen esitelladn konfiguraa-
tioavaruus ja asetetaan siihen metriikka, jonka suhteen soluautomaattifunktiot ovat
jatkuvia funktioita. Seuraavaksi esitellddn soluautomaattifunktiot seké niiden perus-
ominaisuuksia. Liséksi annetaan esimerkkeji soluautomaattifunktioista ja soluauto-
maattifunktioluokista.

Tutkielmassa késitelldan useita topologisia sekoittuvuusominaisuuksia. Tyossé osoi-
tetaan, etté transitiivisuus, taysi transitiivisuus, heikko sekoittuvuus ja syndeettinen
transitiivisuus ovat soluautomaattifunktioilla keskendén ekvivalentteja ominaisuuk-
sia. Lisdksi esitellddn sekoittuvuus ja tarkastellaan sen toteutumista eri soluauto-
maattifunktioluokissa. Ty0Ossé esitelladn vahva transitiivisuus ja osoitetaan, etté se
on transitiivisuutta aidosti vahvempi ominaisuus soluautomaattifunktioilla. Liséksi
esitellaan myos ketjutransitiivisuus ja naytetaédn, ettd se on transitiivisuutta aidosti
heikompi ominaisuus.

Tutkielman lopussa tutkitaan myds soluautomaattifunktioiden mittateoreettisia ja
ergodisia ominaisuuksia. Erityisesti esiteldin ergodisuus, ergodinen sekoittuvuus ja
ergodinen heikko sekoittuvuus ja vertaillaan niitd keskendan seka topologisiin se-
koittuvuusominaisuuksiin.
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1 Johdanto

Diskreettiaikainen dynaaminen systeemi on pari (X, f), jossa X on kompakti metri-
nen avaruus ja f: X — X on jatkuva funktio. Dynaamisissa systeemeissa tutkitaan
alkioiden kiyttaytymistd, kun funktiota f iteroidaan avaruudessa X.

Soluautomaatti on esimerkki diskreettiaikaisesta dynaamisesta systeemisté. Sii-
né avaruutena on konfiguraatioavaruus S joka koostuu funktioista, jotka kuvaa-
vat soluavaruuden Z< pisteet eli solut #irelliseen tilajoukkoon S. Toisin sanottu-
na konfiguraatioavaruuden alkiot eli konfiguraatiot kertovat solujen tilat tiettyina
ajanhetkind. Soluautomaattifunktio G on jatkuva kuvaus konfiguraatioavaruudes-
ta itseensd. Se muuttaa jokaisen konfiguraation solun tilan samanaikaisesti riippuen
solun naapureiden tiloista ja paikallisesta paivitysfunktiosta f.

Hyvin tunnettu esimerkki soluautomaatista on John Conwayn Game of Life.
Tassd konfiguraatiot on médritelty kaksiulotteisessa soluavaruudessa Z? ja jokai-
sella solulla on tila, joka voi olla eldva tai kuollut. Solun uusi tila maéaraytyy sen
kahdeksan ldhimmaén naapurin tilojen perusteella. Eldva solu pysyy elavéna, jos sil-
14 on kaksi tai kolme eldvaa solua naapureinaan. Muussa tapauksessa se muuttuu
kuolleeksi. Kuollut solu herda henkiin, jos silla on tarkalleen kolme eldvad naapu-
ria. Muussa tapauksessa se pysyy kuolleena. Lokaali paivitysfunktio on siis hyvin
yksinkertainen, mutta Game of Life voi sen sijaan tuottaa hyvinkin monimutkais-
ta kiayttaytymistd, minké takia sitd kidytetddn usein esimerkkiné soluautomaattien
tutkimuksessa. (Kuva [1).

Sekoittuvuusominaisuudet kuvaavat dynaamisen systeeminen kiyttaytymista pit-
kalla aikavélilla. Toisin sanoen tarkastellaan kuinka avoimet joukot leikkaavat toisi-
aan, kun funktiota f iteroidaan avaruudessa X. Erilaiset topologiset ominaisuudet,
kuten transitiivisuus ja sekoittuvuus, sekid mittateoreettiset ominaisuudet, kuten er-
godisuus ja ergodinen sekoittuvuus, mittaavat sekoittumista eri tavoilla. Ne anta-
vat tietoa systeemin kaoottisuudesta, epédjarjestyksesta ja kayttaytymisesta pitkal-
14 aikavélilla. Tamaéan tutkielman tarkoitus on tarkastella naita, seka lisaksi muita
sekoittuvuusominaisuuksia soluautomaattifunktioiden tapauksessa ja vertailla niité
keskenaan. Téssé tyossa N = {1,2,...} jaNg={0,1,2...}.

Tyosséa on hyodynnetty ChatGPT-tekodlyohjelmaa apuna kielenhuollossa tekstin
luettavuuden parantamiseksi.

F—r e T —— -

Kuva 1: Viisi perdkkaista ajanhetkeé kuviolle. Mustat ruudut ovat elavia ja valkoiset
kuolleita soluja.



2 Topologia

Ennen siirtymisté tutkielman varsinaiseen aiheeseen maéritellaan joitakin keskeisia
topologisia késitteitd ja ominaisuuksia. Téasséd osiossa méaaritellddn ensin metriset
ja topologiset avaruudet. Tamén jialkeen tarkastellaan topologisia ominaisuuksia,
joita sovelletaan tutkielmassa esimerkiksi konfiguraatioavaruudelle. Liséksi osiossa
maéaaritelladan jatkuvat funktiot ja esitellddn niiden ominaisuuksia.

Osion lauseita ei todisteta. Todistukset 16ytyvéit lahteistd [§] ja [9], joihin osio
perustuu. Myos lahdettéd [I8] on kiytetty mééritelmien ja lauseiden esitystavan tu-
kena.

Maaritelma 2.1. Olkoon X joukko. Kuvaus d: X x X — R on metriikka joukossa
X, jos se tayttad seuraavat ehdot pisteille z,y, z € X:

L d(z,y) >

[\
QL

(

(z,y) =0, jos ja vain jos z =y,
3. d(z,y) = d(y, v),

4. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).
Télloin paria (X, d) kutsutaan metriseksi avaruudeksi.
Maaritelméa 2.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, € > 0 ja x € X. Talloin
Be(x) ={y € X [ d(z,y) <&}

on avoin e-pallo, jonka keskipiste on x.

Maaritelma 2.3. Joukko U C X on avoin, jos ja vain jos se toteuttaa kaavan
Ve e U, 3¢ > 0: B.(z) C U.

Joukko F' C X on suljettu, jos sen komplementti X \ F' on avoin. Joukko V' C X
avosuljettu, jos se on sekid avoin etta suljettu.

Lause 2.4. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Téll6in
(a) 0 ja X ovat avoimia joukkoja,

(b) jos (Aj)iez on perhe avaruuden X avoimia joukkoja, niin unioni (J,.; A; on
avoin,

(c) jos (A;)", on &irellinen perhe avaruuden X avoimia joukkoja, niin leikkaus
i, A; on avoin.

Maaritelma 2.5. Olkoon X joukko ja T kokoelma joukon X osajoukkoja. Télloin
kokoelma 7T on joukon X topologia, jos seuraavat ehdot tayttyvit:

1. 0 ja X kuuluvat perheeseen T,



2. jos (A;)iez on perhe kokoelmaan 7 kuuluvia joukkoja, niin unioni (J,.; A;
kuuluu kokoelmaan T,

3. jos (A;)", on &édrellinen perhe kokoelmaan 7 kuuluvia joukkoja, niin leikkaus
Ni_, A; kuuluu kokoelmaan 7.

Té&ll6in paria (X, T) kutsutaan topologiseksi avaruudeksi. Joukkoja U € T kut-
sutaan avoimiksi joukoiksi ja niiden komplementteja X \ U suljetuiksi joukoiksi.

Esimerkki 2.6. Olkoon X joukko ja T joukon X kaikkien osajoukkojen perhe. Tél-
16in 7 on joukon X diskreetti topologia. Kokoelma {X, ()} on joukon X triviaali
topologia.

Diskreetissé topologiassa joukko {} on avoin kaikille pisteille z € X. Lauseen[2.4]
mukaan metrisen avaruuden (X, d) avoimien joukkojen kokoelma on erés joukon X
topologia. Tata topologiaa kutsutaan metriikan d indusoimaksi joukon X metriseksi
topologiaksi.

Esimerkki 2.7. Olkoon X joukko. Diskreetti metriikka d: X x X — R on
0, jos x =y,
d(z,y) = { :
1, josz#uy.

Diskreetti metriikka indusoi diskreetin topologian, kun taas joukolle |X| > 2
triviaali topologia ei ole minkdan metriikan indusoima.

Lause 2.8. Olkoon (X, 7T) topologinen avaruus. T&lléin
(a) 0 ja X ovat suljettuja joukkoja,

(b) jos (F})iezr on perhe avaruuden X suljettuja joukkoja, niin leikkaus [, F; on

suljettu,

1€l

(c) jos (F;)™, on airellinen perhe avaruuden X suljettuja joukkoja, niin unioni
Ui, Fi on suljettu.

Maaritelma 2.9. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Piste z € X on erakko-
piste, jos joukko {z} on avoin. Topologinen avaruus on perfekti, jos se ei sisalla
erakkopisteita.

Maaritelma 2.10. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus, joukko A C X ja joukko
F C X suljettu. Sulkeuma A on kaikkien joukon A siséltivien suljettujen joukkojen
leikkaus. T#lloin A = A, jos ja vain jos A on suljettu, ja jos joukko A C F, niin
sulkeuma A C F. Joukko A on tihed avaruudessa X , jos sulkeuma A=X.

Maaritelméa 2.11. Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Avoimien joukkojen perhe
B on topologian 7 kanta, jos ja vain jos jokainen avoin joukko U voidaan esittai
unionina U = | J,.; B;, jossa joukko B; € B kaikilla i € Z.

Lause 2.12. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Avoimien joukkojen perhe B on
topologian 7 kanta, jos ja vain jos jokaiselle avoimelle joukolle U ja alkiolle x € U
on olemassa sellainen joukko B € B, etta x € B C U.
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Jos B on kanta, se maérittdd joukolle X topologian yksikésitteisesti. T&lloin
kannan madritteleméaén topologiaan 7 kuuluu tarkalleen kannan B alkioiden unionit.
Jos (X, d) on metrinen avaruus, Lauseen mukaan avoimet e-pallot muodostavat
erdan avaruuden X kannan.

Maaritelma 2.13. Olkoon (z,)neny = 21, 22+ -+ € X jono. Jono (z,),eny Suppenee
kohti pistettd x, jos jokaista pisteen x sisaltdvaa avointa joukoa U kohti on olemassa
sellainen ng € N, etta z; € U kaikilla ¢ > ny.

Maaritelma 2.14. Topologinen avaruus (X,7) on Hausdorff-avaruus, jos kai-
kille pisteille z,y € X, kun x # y, on olemassa sellaiset avoimet joukot U, ja Uy,
ettd z € Uy, y € U, ja U, NU, = 0.

Lause 2.15. Metrinen avaruus (X, d) on Hausdorff-avaruus.

Lause 2.16. Hausdorff-avaruudessa jokainen jono suppenee korkeintaan yhté pis-
tettd kohti.

Maaritelma 2.17. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus, joukko A C X ja (U;)ier
perhe avaruuden X avoimia joukkoja. Perhe (U;);ez on joukon A avoin peite, jos
A C U,z Us. Télléin osaperhe (U;)iez, jossa I' C I, on joukon A osapeite, jos

Maaritelma 2.18. Olkoon (X, 7T) topologinen avaruus ja joukko A C X. Joukko
A on kompakti, jos jokaisella avoimella peitteelld on dérellinen osapeite. Topologia
T on kompakti, jos koko joukko X on kompakti.

Lause 2.19. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Joukko A C X on kompakti, jos ja
vain jos jokaisella jonolla x1,x5,... on olemassa osajono x;,,x;,, ..., joka suppenee
kohti jotain joukon A pistetté.

Lause 2.20. Olkoon (X, d) kompakti metrinen avaruus. Joukko A C X on kom-
pakti, jos ja vain jos se on suljettu.

Maaritelma 2.21. Joukko A C X on residuaali, jos se on numeroituvan monen
tihedn avoimen joukkon leikkaus.

Maaritelma 2.22. Topologinen avaruus (X,7) on Baire-avaruus, jos jokainen
residuaali joukko on tihea.

Lause 2.23. Kompakti topologinen avaruus (X, 7) on Baire-avaruus.

Madéritelméa 2.24. Olkoot (X, 7;) ja (Y, 7,) topologisia avaruuksia. Funktio

f: X = Y on jatkuva pisteessd = € X, jos jokaista pisteen f(x) sisdltavaa avointa
joukoa V' C Y kohti on olemassa sellainen avoin joukko U C X, ettd z € U ja
f(U) C V. Funktio f: X — Y on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessa.

Metrisille avaruuksille (X, dx) ja (Y, dy) jatkuvuuden voi esittdéd kaavalla
Ve>0,Vee X, 30 >0 : f(Bs(z)) C B(f(x)).

Jatkuvuuden mééaritelméssé ¢ on riippuvainen reaaliluvun e liséksi pisteestd z. Esi-
telladn seuraavaksi jatkuvuutta vahvempi ominaisuus.
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Maaéritelmé 2.25. Olkoot (X, dy) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Funktio f: X —
Y on tasaisesti jatkuva, jos

Ve>0,30>0, VoeeX, : f(Bs(z)) C B.(f(x)).

Tasaisesti jatkuva funktio f: X — Y on selvésti jatkuva. Lause kertoo, etta
kddnteinen on voimassa, jos lahtojoukko X kompakti metrinen avaruus.

Lause 2.26. Olkoon (X, dx) kompakti metrinen avaruus ja olkoon (Y, dy ) metrinen
avaruus. Talloin jatkuva funktio f: X — Y on tasaisesti jatkuva.

Lause 2.27. Olkoot (X, 7,) ja (Y, 7,) topologisia avaruuksia ja f: X — Y funktio.
Seuraavat kolme ehtoa ovat yhtépitéavia:

1. Funktio f: X — Y on jatkuva,
2. alkukuva f~(V) on avoin avaruudessa X kaikilla avoimilla joukoilla V C Y,

3. alkukuva f~1(F) on suljettu avaruudessa X kaikilla suljetuilla joukoilla F C
Y.

Lause 2.28. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon (Y, 7) topologinen avaruus.
Funktio f: X — Y on jatkuva, jos ja vain jos jokaiselle suppenevalle jonolle (x;,),en
jono (f(xn))nen suppenee ja sen raja-arvo on

Jim #(an) = £ (Jimn a0

Lause 2.29. Olkoon (X, 7T) kompakti ja olkoon (Y, 7) Hausdorff-avaruus. Jos ku-
vaus f: X — Y on jatkuva bijektio, niin kiinteiskuvaus f~': Y — X jatkuva.

Kappaleen lopuksi esitetdéan tulotopologian méaéaritelmé sekd Tihonovin lause.
Néitd kaytetddn Osiossa [3] konfiguraatioavaruuden kompaktisuuden todistuksessa.
Miéritelmé [2.30] ja Lauseen todistus loytyvét lahteesta [14].

Maaritelma 2.30. Olkoon (X;);er topologisten avaruuksien perhe. Sellaiset joukot
Hz‘e ; Ui, ettd U; € X; on avoin kaikilla ¢ € 7 ja U; # X vain &érellisen monella j €
Z, muodostavat kannan topologialle avaruudessa [ [, X;. Tamén kannan maaraama
topologia 7 on tulotopologia.

el

Lause 2.31. Olkoon (X);cz kompaktien topologisten avaruuksien perhe. T&ll6in

avaruus | [,., X; on kompakti tulotopologian suhteen.

3 Konfiguraatioavaruus

Taman osion tarkoituksena on esitelld konfiguraatioavaruus ja sen perusominaisuuk-
sia. Konfiguraatioavaruudelle asetetaan sellainen metriikka, jonka suhteen soluauto-
maattifunktiot ovat jatkuvia. Liséksi ndytetddn, ettd tdmén metriikan suhteen kon-
figuraatioavaruus on kompakti avaruus, silla on avosuljettu kanta, eikd se sisalld
erakkopisteitd. Osio perustuu léhteisiin [§] ja [9].
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Misritelmi 3.1. Olkoon d € N. Vektoreita i € Z¢ kutsutaan soluiksi, ja ne
muodostavat d-ulotteisen soluavaruuden Z¢.

Maaritelma 3.2. Tilajoukko on darellinen epéatyhja joukko S ja sen alkiot a € S
ovat tiloja.

Oletetaan jatkossa S tilajoukoksi. Jos A ja B ovat joukkoja, niin merkintd B4
tarkoittaa funktioiden joukkoa joukosta A joukkoon B.

Maaritelma 3.3. Konfiguraatio ¢ on funktio
c: 74— 8,

joka méérittdi jokaiselle solulle tilan. Merkinalld ¢(77) tarkoitetaan konfiguraation
tilaa solussa 7 € Z¢. Konfiguraatioavaruus S%° on kaikkien konfiguraatioiden
joukko.

Maaritelma 3.4. Kuvio p = (g, D) on osittainen konfiguraatio. Kuviossa p solu-
joukko D C Z? on kuvion p alue ja funktio g: D — S kuvaa alueen D jokaiselle
solulle tilan. Kuvio on &érellinen, jos alue D on aérellinen. Konfiguraation ¢ kuviota
alueessa D merkitdédn c|p.

Maaritelma 3.5. Olkoot p; = (D1, 91) ja po = (Ds, go) sellaisia kuvioita, etta alue
Dy C Dyjagi(1) = g2(7) kaikilla 7 € D;. Télléin kuvio p; on kuvion p, osakuvio.

Asctetaan scuraavaksi konfiguraatioavaruudelle SZ* metriikka. Olkoon
T = (11,...,14) € Z¢ solu. Merkitiin solun etiisyytti origosta kaavalla

I, wa) | = max{jaal, . .., |wal}

Méaritellaan konfiguraatioiden ¢, e € SZ* vilinen etaisyysfunktio d: SZ % 527 5 R
kaavalla

0, jos c=ce,
d(c,e) = {Qmin{nz’n @@}, os ¢ £ e (1)

Talloin konfiguraatioiden vélinen etéisyys on suuri, jos ne eroavat toisistaan lahella
origoa. Toisaalta, jos ensimméinen origosta katsottuna eroava solu on kaukana, etéi-
syys on pieni. Konfiguraatioiden vilinen etéisyys riippuu siis vain lahimpénéa origoa
toisistaan poikkeavista soluista.

Lause 3.6. Funktio d: S%° x S — R on metriikka

Todistus. Kaydéaan lapi seuraavat ehdot:



Kohdat , ja ovat selvia. Naytetadn, etta ehtopéitee. Kaikille sellaisille
soluille @ € Z4, joille ¢(7) # e(7), pitee ¢(Z) # J(7) tai d(Z) # e(7) tai
molemmat. Talloin d(c, ) > d(c, e) tai d(c',e) > d(c, e), joten ehto (4) patee. [

Metriikalla (1) avoin ¢ € 5% keskinen e-pallo on
B.(c) = {e € 8% | e(T) = «(T), kaikille ||Z] < r}, (2)

kun ¢ = 27". Lauseen mukaan ndmaé pallot muodostavat kannan avaruudelle
S7.

Maédritelmé 3.7. Olkoon D C Z% direllinen alue ja ¢ € S%° konfiguraatio. Sylin-
teri Syl(c, D) on joukko

Syl(c, D) = {e € S¥" | e(T) = ¢(T), kaikille T € D}.

Sylinteri Syl(c, D) sisaltaa kaikki sellaiset konfiguraatiot, joilla on konfiguraation ¢
kanssa samat tilat darellisessé alueessa D. Kéantden kaikilla konfiguraatioilla e €
Syl(e, D) on sama kuvio alueessa D.

Olkoon alue E C Z% muotoa
E={Fez'||7] <r.

Kaikki alueessa E/ maaritellyt sylinterit ovat samaa muotoa kuin kohdan (2) avoimet
e-pallot, joten téllaiset sylinterit ovat avoimia e-palloja. Olkoon Syl(c, D) sylinteri.
Riittévan suurella vakiolla r patee D C F, jolloin

Syl(e, D) = U Syl(e, E).

e€Syl(c,D)

Téaten sylinterit ovat avoimien pallojen dérellisid unioneita, joten sylinterit ovat avoi-
mia. Lisdksi avoimet pallot ovat sylintereitd. Téten sylintereiden perhe & muodostaa
kannan avaruudelle SZ°. Lauseestaseuraa, ettéd joukko U on avoin, jos ja vain jos
jokaisella konfiguraatiolla ¢ € U on olemassa sellainen D C Z¢, ettd Syl(c, D) C U.
Sylinterin Syl(c, D) komplementti

S¥\ Syl(c, D) = | J Syl(e, D)
c#e

on aarellisen monen sylinterin unioni, joten sylinterit ovat suljettuja joukkoja.

Seuraus 3.8. Sylintereiden perhe & muodostaa numeroituvan avosuljetun kannan
d
avaruudessa SZ°.

Joukko {c} ei voi olla avoin, koska jokainen sylinteri siséltdéd ddrettomén monta
konfiguraatiota. Avaruus SZ° ei siis sisilld erakkopisteita.

Seuraus 3.9. Metrinen avaruus SZ° on perfekti.

Lause 3.10. Metrinen avaruus SZ° on kompakti.
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Todistus. Olkoon T tilajoukon S diskreetti topologia. Topologinen avaruus (S,7)
on kompakti, koska S on #érellinen. Olkoon []; (S, 7T) néiden avaruuksien muo-
dostama tuloavaruus. T#lloin Maéritelmén [2.30] tulotopologia on sama kuin metrii-
kan indusoima topologia konfiguraatioavaruudessa SZ. Lauseesta m seuraa,
ettd tulotopologia [ [, (S, T) on kompakti, joten SZ% on kompakti. O

Lause [2.31] on ekvivalentti valinta-aksiooman kanssa. Lauseen todistuksen,
jossa ei kiytetd valintaa, 16ytaa lihteesté [§].
Konfiguraatioavaruus 52 on kompakti metrinen avaruus. Niin ollen Lausees-

ta[2.15] ja Lauseesta [2.23]| saadaan seuraavat ominaisuudet konfiguraatioavaruudelle
Sz,

. d . .
Seuraus 3.11. Konfiguraatioavaruus S on Hausdorff- ja Baire-avaruus.

Lauseen [2.19] mukaan kompaktisuudesta seuraa, ettéd jokaisella konfiguraatiojo-
nolla ¢1,cy... on suppeneva osajono ¢;,,¢C,,.... Seuraava lemma auttaa jatkossa
konfiguraation suppenemisen osoittamisessa.

Lemma 3.12. Olkoon (c¢,)nen konfiguraatiojono avaruudessa SZ' . Jono (Cn)nen
suppenee kohti konfiguraatiota ¢, jos ja vain jos jokaista solua m € Z<¢ kohti on
olemassa sellainen k € N, ettd ¢;(m) = c¢(m) kaikilla i > k.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd jono (c¢,)nen suppenee kohti konfiguraatiota c. Ol-
koon solu m € Z%. Olkoon Uz = Syl(c, {m}) alueessa D = {ni} mééritelty sylinteri.
Avoin joukko Uz siséltdd konfiguraation c, joten Mééritelmaésta 2.13] seuraa, ettd on
olemassa sellainen k, etta c; € Ug kaikilla ¢ > k.

Kiintden oletetaan, ettd jokaista solua m € Z? kohti on olemassa sellainen
k € N, ettd c;(m) = c¢(m) kaikilla i > k. Olkoon D C Z% mielivaltainen &rellinen
alue. Oletuksesta seuraa, ettd sylinterille U = Syl(c, D) on olemassa sellainen k,
ettd ¢; € U kaikilla ¢ > k. Sylinterit muodostavat kannan avaruudelle Sz joten
lim,, o ¢, = cC. ]

Esitetdan osion lopuksi ulottuvuuden d = 1 tapaukseen liittyvid termeja.

Maaritelma 3.13. Sana w = 5155 . .. s, on adrellinen ketju perakkaisia tiloja, jossa
s; € S kaikilla ¢ < n. Sanan w = s1s5 ... s, pituus on sen tilojen lukuméara, ja sitéa
merkitddn kaavalla |w| = n. Merkinnélla

S" = {8081...Sn_1 | S; € S}

tarkoitetaan kaikkia n-pituisia sanoja, ja merkinnalla S* tarkoitetaan kaikkia ti-
lajoukon S muodostamia sanoja. Sanalle w ja kokonaisluvulle n > 0 merkitdén
w" =w...w, jossa |w"| = njw|.

Sylintereitd voidaan kuvata sanojen avulla. Jatkossa &arelliselle sanalle w €
{0,1}* ja luvulle n € Z merkitdédn kaavalla

Syl(w,n) = {c€{0,1}* | c(n)e(n+1)...c(n+ |w| —1) = w}

sylinteria, joka siséltad kaikki sellaiset konfiguraatiot, joilla on sana w alkaen solusta
n. Toisin sanottuna Syl(w,n) = Syl(c, [n,n + |w| — 1]), kun konfiguraatiolla ¢ € S%
on sana w alueessa [n,n + |w| — 1] C Z.



4 Soluautomaattifunktio

4.1 Perusominaisuudet

Soluautomaattifunktiot ovat tdmén tutkielman péadkohde. Téssd alaosiossa aloite-
taan soluautomaatin méaritteleminen naapurustovektorin ja paikallisen paivitys-
funktion avulla. Lisaksi esitetadn kaksi esimerkkid soluautomaattifunktioista. Alao-
sion lopussa esitetdan vaihtoehtoinen méaaritelmé soluautomaattifunktioille. Alaosio
perustuu léhteeseen [§].

Maiéritelma 4.1. Solujoukko N = (7, Wo,..., ,,) on m—kokoinen naapurus-
tovektori ulottuvuudessa d, jos 7; € Z? kaikilla i € {1,2,...,m}, ja W; # 7,
kun i # j. Naapurustovektori méidrittii jokaiselle solulle 77 € Z? naapurit 7 + 7,
kaikilla i € {1,2,...,m}. Naapurustoa voidaan ajatella alueena D C Z<, joka on sa-
ma kaikille soluille suhteessa niiden sijaintiin. Naapurusto voidaan esittda joukkona
N = {71, Mo,..., W} vektoriesityksen sijaan yhteyksissi, joissa alkioiden jérjes-
tykselli ei ole vilid. Kaikille soluille 77 € Z¢ ja alueille K C Z¢ merkit##in solun naa-
purustoa symbolilla N(7) = (7 + 71,7 + Ra,..., 1 + T,) ja alueen naapurustoa
symbolilla N(K) ={7W +n; | 7 € K ja i€{1,2,...,m}}.

Maéritelma 4.2. Olkoon N = (71, Mo, .., 1,,) m—kokoinen naapurustovektori,
S tilajoukko ja ¢ € SZ° konfiguraatio. Paikallinen piivitysfunktio f: S™ —
S madrittas solulle 7 uuden tilan riippuen naapureiden tiloista. Jos sy, sa,. .. Sy,
ovat solun 77 naapureiden tilat, solun uusi tila on f(sy, 9, ...S,,). Solun 7 sijainti
avaruudessa ei siis vaikuta uuteen tilaan f(sy, S2, ... Sn).

Maairitelméa 4.3. Soluautomaatti on nelikko A = (d, S, N, f), missé:
e d € N on soluavaruuden ulottuvuus, jossa soluautomaatti on méaritelty,
e S on tilajoukko,
o N = (7y,M9,...,7,,) on naapurustovektori,
e f: 5™ — S on soluautomaatin paikallinen péaivitysfunktio.

Soluautomaatti A méidrittii soluautomaattifunktion G: S%° — S2°. Soluauto-
maattifunktio G kuvaa konfiguraation ¢ € S%° konfiguraatioksi G(e) € SZ jossa
kaikille soluille 77 € Z% pitee

G(O)(R) = fle(T + 1), e(T + ), ... c(F + T)].

Vaikka soluautomaatit ovat muodoltaan nelikkoja A = (d,S, N, f), soluauto-
maattifunktiot G: SZ° — SZ ovat tutkielman paakohde. Monet eri soluautomaatit
madrittavat saman funktion G, silld naapurustossa voi olla soluja, jotka eivit vai-
kuta mitenkdédn soluautomaattifunktion kayttdytymiseen. Lauseessa esitetaan
ekvivalentti méaaritelmé soluautomaattifunktioille.

Maaritelma 4.4. Olkoon G soluautomaattifunktio. Kun iteroidaan funktiota G,
saadaan konfiguraation ¢ € SZ* rata

c— Gle) = G*(c) = G*(e) = GHc) > ...
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Konfiguraatio ¢ on 1dht6éhetki ja radan alkioiden joukko O(c) = {G"(c) | n € No}
on konfiguraation ¢ ratajoukko.

Seuraavaksi esitellaiin XOR- ja translaatiosoluautomaattifunktiot seké annetaan
esimerkit niiden kiyttaytymisesté. Naita soluautomaattifunktioita kiytetaan tutkiel-
massa esimerkkeiné sekoittuvuusominaisuuksien tarkastelun yhteydessa tutkielman
mySchemmissé osioissa.

Esimerkki 4.5. (XOR) Olkoon A sellainen soluautomaatti, ettd d = 1,5 = {0, 1},
N=(0,1)jaf:5*— 8

f(a,b) =a+b (mod 2).
Soluautomaattifunktio G muuttaa jokaisen solun c(i) tilan lisidmélla sen vanhaan
tilaan oikean naapurin c(i + 1) tilan modulo 2.

Olkoon ¢ € SZ sellainen konfiguraatio, ettd c(0) = 1 ja c(i) = 0 kaikille i # 0.
Té&ll6in konfiguraatioissa G(c) patee G(c)(—1) = G(c)(0) =1 ja G(c)(i) = 0 kaikilla
i ¢ {—1,0}. Jatkamalla funktion G iterointia saadaan konfiguraation c rata, joka
voidaan esittdd 1—ulotteiselle soluautomaattifunktiolle aika-avaruusdiagrammina.
Tama on esitetty Kuvassa Kuvassa mustat neliot esittavéit tilaa 1 ja valkoiset
neliot tilaa 0.

Esimerkki 4.6. (Translaatio) Olkoon A soluautomaatti, jossa 7 € Z? on naapu-
rustovektori, S on tilajoukko ja identiteettifunktio /: S* — S on paikallinen péivi-
tysfunktio. Télloin globaali paivitysfunktio on translaatiofunktio

d d
0 ST — S

joka kuvaa konfiguraation ¢ € S%° konfiguraatioksi 7 (c), missé 77 (c)(7) =
(e)(7 +7) kaikilla 7 € Z¢. Translaatiofunktioille selviisti pétevit seuraavat yhtalot:

TR OTE = Tri3, (3)
R = 1. (4)
Jokaisessa ulottuvuudessa 1,2...d sanotaan yhden solun translaatiota siirtofunk-
tioksi ja merkitddn oy, kun ¢ € {1,2,...d}. Eli jokaiselle yksikkévektorille

e, =(0,...,0,1,0,...,0)
translaatio 7z = 0;. Kohdista ja seuraa, ettd jokainen translaatiofunktio on

siirtofunktioiden yhdistelma. Yksiulotteisessa tapauksessa merkitdén siirtoa oy = o.

Lause 4.7. Olkoon G soluautomaattifunktio ja 77 translaatiofunktio. Funktiot G
ja 77 kommutoivat keskenédén eli 77 o G = G o 75.

Todistus. Olkoon N = (ny,n3, . ..,n,) soluautomaattifunktion G' naapurustovekto-
ri, ¢ € SZ° konfiguraatio ja 7 € Z? solu. Talléin

Tr(G(e)) () = G(e)(7T + T)

=fle(B+T+m),c(R+T+m),....,c(R+ 7 +im)
= flre(c)(W +n1), 7 () (W +n2), ..., 7o () (7 + 1)
= G(r7(c))(7)
Koska ¢ ja 7 olivat mielivaltaisia, on todistettu viite 7 o G = G o 77. O
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Kuva 2: XOR-soluautomaattifunktion aika-avaruusdiagrammi, kun ylin vaakarivi on
konfiguraatio c.

Kuva 3: Kaksi ajanhetkes translaatiolle 75 avaruudessa {0,1}%°, kun 7 = (11,11).
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Lause 4.8. Soluautomaattifunktio GG on jatkuva.

Todistus. Olkoon (¢, )nen sellainen suppeneva konfiguraatiojono, jonka raja-arvo on

lim,, o0 ¢, = ¢. Olkoon N = (n3,n3,...,n,) soluautomaattifunktion G naapurus-
tovektori ja olkoon 7 € Z? mielivaltainen solu. Lauseesta seuraa, etté kaikille
j€{1,2,...,m} on olemassa sellainen k; € N, etté

(7 +nj) = (7 +ny)
kaikilla ¢ > k;. Olkoon k = max{ky, ks, ...,k }. Kaikille i > k pétee

Ge) () = fles(7 + 1), (W +13), ..., ci( B+ 1)
= fle(W +m),c(7B +1n3),...,c(0 +

= G(c)(7M).

Koska solu 7 oli mielivaltainen, jono (G(c,))neny Suppenee ja sen raja-arvo on
lim, o G(¢,) = G(c). Jonon (¢,)neny mielivaltaisuudesta ja Lauseesta seuraa
funktion G jatkuvuus. m

Lauseista [4.8] ja [4.7 seuraa, ettd soluautomaattifunktiot ovat translaatioiden
kanssa kommutoivia jatkuvia funktioita. Naytetddn seuraavaksi, ettd kaikki funk-
tiot, jotka kommutoivat translaatioiden kanssa ja ovat jatkuvia, ovat soluautomaat-
tifunktioita avaruudessa S%°.

Lause 4.9. (Hedlund) Funktio G: SZ% 5 2% on soluautomaattifunktio, jos ja vain
jos se on jatkuva ja kommutoi kaikkien translaatiofunktioiden kanssa.

Todistus. Oletetaan, ettd funktio G: SZ° — SZ° on jatkuva ja kommutoi kaikkien
translaatiofunktioiden kanssa. Lauseesta [2.26| seuraa, ettd funktio G on tasaisesti
jatkuva. Tésta seuraa riittdvan suurella luvulla r implikaatio

d(c,e) < 27" = d(G(c),G(c)) < 1
eli
o(Z) = e(Z) kaikilla |Z]| <r = G(c)(0) = G(e)(0).

Tamén vuoksi on olemassa sellainen soluautomaattifunktio F, jonka naapurusto-
vektori on sellainen alue N = {2 € Z¢ | || Z|| < r}, etté kaikille konfiguraatioille
¢ € S pitee G(c)(0) = F(e)(0).

Oletuksen mukaan funktio G kommutoi translaatioiden kanssa ja Lauseen [£.7]
mukaan F kommutoi translaatioiden kanssa. T&lloin kaikille soluille 7 € Z¢ ja
kaikille konfiguraatioille ¢ € Sz péatee yhtalo

G(e)() = 170G(c)(0) = Gor(c)(0) = Fors(c)(0) = w0 F(c)(0) = F(e)(R).

Funktio G = F, joten GG on soluautomaattifunktio.
Kéénteinen suunta seuraa Lauseesta [1.8] ja Lauseesta [4.7] O
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4.2 Surjektiiviset soluautomaattifunktiot

Tutkielmassa tarkastellaan padasiassa surjektiivisten soluautomaattifunktioiden omi-
naisuuksia. Téassa alaosiossa osoitetaan, ettd soluautomaattifunktio on surjektiivi-
nen, jos ja vain jos silld ei ole orpoja. Lisdksi esitelladn surjektiivisten soluautomaat-
tifunktioiden tasapainoisuusominaisuus. Lopuksi tarkastellaan lyhyesti my0s injek-
tiivisten soluautomaattifunktioiden ominaisuuksia.

Olkoon G soluautomaatin A = (d, S, N, f) médrddméa soluautomaattifunktio ja
olkoon sen naapurustovektori N = (ny,...,n,,). Olkoon p = (D, g) kuvio ja olkoon
D’ C 7 sellainen alue, ettd N(D’) C D. Niin ollen paikallinen péivitysfunktio f
antaa alueelle D’ uudet tilat riippuen taysin kuviosta p. Télloin saadaan uusi kuvio
p' = (D', q'), jossa kaikille soluille 77 € D’ pitee

g (1) = flg(7 +n1), g(7W +12),..., 9(7W + ).
Merkité#dn kuvausta p — p’ symbolilla GP=P"),

Maaritelma 4.10. Konfiguraatio ¢ on Eedenin puutarha konfiguraatio, jos
silld ei ole alkukuvia eli G~!(c) = 0. Soluautomaattifunktio G on surjektiivinen, jos
ja vain jos se ei siséilla Eedenin puutarha konfiguraatioita.

Maiiritelma 4.11. Airellinen kuvio p = (D, g) on orpo, jos silli ei ole alkukuvia.
Toisin sanottuna kuvio p’ = (D’,¢’) on orpo, jos kaikille sellaisille kuvioille p =
(D, g), joiden alue D = N(D'), péatee kaava

GO (p) # .

Lause 4.12. Soluautomaattifunktio G' on surjektiivinen, jos ja vain jos silld ei ole
orpoja.

Todistus. Olkoon ¢ € S%° Eedenin puutarha konfiguraatio. Oletetaan, ettd mikaén

konfiguraation ¢ osakuvio ei ole orpo. Olkoon 77,73, ... soluavaruuden Z¢ kaikkien
alkioiden luettelo. Merkitdaan jokaista lukua j € N kohti aluetta
D; ={r{,r3,...,T;}.

Mikédan konfiguraation ¢ osakuvio ei ole orpo, joten on olemassa sellainen kon-

figuraatio ¢; € S%° etti G(c;) € Syl(c, D;). Lemmasta seuraa, ettd jono

G(c1),G(ca), ... suppenee kohti konfiguraatiota c. Lauseesta seuraa, ettd jo-

nolla ¢y, cz,... on suppeneva 0sajono ¢;,, i, - ... Olkoon lim; . ¢;; = e. Lauseesta

[2.28 seuraa, ettd G(c;, ), G(cs,), - .. suppenee kohti konfiguraatiota G(e). Toisaalta
lim G(c;;) = lim G(¢;) = c.

Jj—00 i—00
Nyt ¢ = G(e), joten c ei ole Eedenin puutarha konfiguraatio. O

Kuvio p = (D, g) maéérittelee sylinterin Syl(c, D), jossa ¢ on jokin kuvion p
sisdltavd konfiguraatio eli ¢p = p. Témén vuoksi Lauseesta seuraa, ettéd jos
soluautomaattifunktio ei ole surjektiivinen, on olemassa sellainen sylinteri Syl(c, D),
jonka jokainen alkio e € Syl(c, D) on Eedenin puutarha konfiguraatio.

Esitetdén seuraavaksi surjektiivisten soluautomaattifunktioiden tasapainoisuuso-
minaisuus. Sen todistukseen tarvitaan seuraavaa lemmaa.
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Lemma 4.13. Kaikille d,n,r, s € N on olemassa sellainen £ € N, etta

k‘d
(Snd . 1) < S(kanT)d.

Todistus. Jos s = 1, epayhtalé 0 < 1 patee kaikille k. Olkoon s > 1. Epéyhtalo
log(s"* — 1) < log(s™) on voimassa, koska logaritmifunktio on aidosti kasvava.

Raja-arvo
i (12 2) 21
fm 1= 05) =

joten riittavén suurella k pétee

nd _ d
log(s - 1) “(1- 2r |
log(s™?) nk

Kertomalla puolittain positiivisilla luvuilla log(s"d) ja k? saadaan

P

klog(s™ — 1) < ( o ) log(s"") = (kn — 2r)*log(s),

josta seuraa
d
(S”d — 1>k < glhn=2n)7,
O

Miéiritelmi 4.14. Hyperkuutio ulottuvuudessa d on kulman (ky, ks, . . ., kq) € Z¢
madriimi n? kokoinen alue

D:{(ZEl,CL’Q,...,[L’d> GZd | ki <x; <kij+n Vi= 1,2,...7d}.
Miiritelma 4.15. Soluautomaattifunktion G: SZ° — SZ° séide r on
r = max{||n7], [|Rz]], ..., [Inal[},
kun N = (n3,n3,...,7y) on soluautomaattifunktion naapurustovektori.

Lause 4.16. Olkoon A = (d,S, N, f) soluautomaatti ja olkoon sen mé&érittaméa
soluautomaattifunktio G surjektiivinen. Merkitdén tilajoukon alkioiden lukumaaraé
kirjaimella s = |S|. Olkoot D, D" C Z¢ sellaisia direllisid alueita, etti N(D') C D.
Tillsin jokaiselle kuviolle p' = (D', ¢') on yhteensd s!PI=1P'l sellaista kuviota p =
(D, g), ettd

G(D—>D’)(p> _ p/'

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa kuvio p’ = (D', ¢’), jonka alkukuvien luku-
mésri alueessa D on luku ¢ # s!PI-1P'l Tarkoituksena on osoittaa, etté tésti seuraa,
ettei soluautomaattifunktio ole surjektiivinen. Naytetddn ensin, etté voidaan olettaa
alueet D ja D’ sellaisiksi samankeskisiksi hyperkuutioksi, etta D’ C D.

Tarpeeksi suurelle luvulle n ja siteelle r on olemassa sellaiset n? ja (n — 2r)¢
kokoiset samankeskiset hyperkuutiot E, E' C Z%, ettdi D C E, D' C E' ja N(E') C
E. Alueessa E' on tdsmilleen s/F1-1P' sellaista kuviota p = (E',§), joilla p’ on
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osakuviona. TAmé& seuraa siitd, ettd alueen E’\ D’ soluihin voidaan valita tilat
vapaasti, kun kuvio p’ on kiinnitetty alueeseen D’. Koska kuviolla p’ on ¢ alkukuvaa
alueessa D, ja koska alueen E'\ D tilat voidaan valita vapaasti, kuvioilla p on yhteenséa
t-sIEI=IPl alkukuvaa alueessa E. Jos jokaisella alueessa £’ miiritellylld kuviolla olisi
sIPI-IE'T alkukuvaa alueessa F, saataisiin kuvioiden p alkukuvien lukumédralle yht#lo

nN_ 1! I\ _
SEN-ID | BB _ ¢ . JEI-ID]

¢ — DI §IDI-1D]

Téastd yhtéalosta seuraisi , mikd on ristiriidassa oletuksen t #
kanssa. Téten voidaan olettaa alueet D’ ja D samankeskisiksi hyperkuutioiksi.

Olkoot D', D C Z% sellaisia hyperkuutioita, etti |D| = n? ja |D’| = (n — 2r)%.
Alueessa D on yhteensé s/P! eri kuviota ja alueessa D’ on yhteensi s!”'| eri kuviota.
Oletetaan, ettd kuvion p’ = (D', ¢') alkukuvien lukumééra alueessa D on sellainen
luku ¢, ettéa

t < 5P,

Tamaé oletus on mahdollinen, silld jos jokaisen alueessa D’ mééaritetyn kuvion alku-

kuvien lukumaara ¢, tayttaisi epayhtalon
T e

kuvioiden kokonaislukuméaran perusteella jokaisen kuvion alkukuvien lukuméara
olisi tarkalleen #; = s!PI=1P'l

Olkoon k € N mielivaltainen. Olkoot C' ja C' sellaiset samankeskiset hyperkuu-
tiot, ettid |C| = (kn)? ja |C'| = (nk — 2r)¢. Olkoot Cy,Cy,...,Cra C C sellaiset
erilliset hyperkuutiot, ettd U, C; = C, |C;| = n? = | D| kaikilla i ja C; N C; = 0,
kun i # j. Liséksi olkoot C,C5,...,Cry C (" sellaiset erilliset hyperkuutiot, et-
ta |Cl] = (n — 2r)? = |D’'| ja N(C!) C C; kaikilla i. Olkoon A sellaisten alueessa
C" madriteltyjen kuvioiden joukko, etté kaikissa alueissa C! on kuvion p’ translaa-
tio. Alueen C”\ Ufil C! tilat voidaan valita vapaasti, joten kuvioiden lukumééra

joukossa A on
|A| = sIC1=F1P

Olkoon B sellaisten alueessa C' midriteltyjen kuvioiden joukko, etté kuva G(©—¢)(b) €
A, kun b € B. Joukon B alkiot ovat tarkalleen ne kuviot b € B, joilla on jokin kuvion
p’ alkukuva jokaisessa alueessa C;. Oletuksen mukaan kuviolla p’ on ¢ alkukuvaa, jo-
ten kuvioiden lukumaééra joukossa B on

1B] = t*.
Osoitetaan seuraavaksi, etté riittavan suurelle luvulle k£ € N pétee epayhtélo
1B| = t5* < SIC1RIDT — ) 4] (5)
Alueille D ja C' pétee yhtélot
D] =n,

IC’'| = (kn — 2r)%,
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joten Lemman [4.13] mukaan on olemassa sellainen k, etta
(3|D| — l)kd < $l¢.
Talloin
k.d
! < (S|D\—|D'| _ 1)

k4
_ / _ /
S(S|D\ D'l _ |D|>

—s~HID'] (51D 1)“

ORI

On osoitettu kohta . Nain ollen joukossa A on olemassa sellainen kuvio, jolla ei
ole alkukuvaa alueessa C. Lauseesta [4.12| seuraa, ettd soluautomaattifunktio G ei
ole surjektiivinen. O]

Esitetdén edellinen lause sylintereilld. Olkoon G surjektiivinen soluautomaatti-
funktio ja U = Syl(c, D') sylinteri. Olkoon D C Z% sellainen alue, etti N(D') C D
ja olkoon n = sIPI=IP'l. Lauseesta seuraa, etta sylinterin U alkukuva on

G U)=C,UuCyU---UC,,
missd sylinterit C; ovat erillisid ja méaaritelty alueessa D.
Soluautomaattifunktio G on kiintyvi, jos se on bijektio ja G~! on soluauto-

maattifunktio.

Lause 4.17. Soluautomaattifunktio G' on kiéntyvé, jos ja vain jos se on bijektio.

Todistus. Olkoon soluautomaattifunktio G: SZ° — SZ° bijektio. Silloin Lauseenm
seurauksena G~1: SZ° — SZ% on jatkuva. Lisiksi To G = G loGoTo G ! =
G lortoGoG =G or, joten G~! kommutoi translaation kanssa. Niin ollen
G~ soluautomaattifunktio. Toinen suunta seuraa kiiintyvyyden méiritelméistia. [

Translaatio on 77 selvésti kidntyvé. Kaénteisfunktio on 7_z, jolloin 7zo7_7 = 1.

XOR-soluautomaattifunktio ei ole kddntyvi. Konfiguraatioilla ¢y = ...000... ja
¢ =...111... on sama kuva G(cy) = G(c1) =...000..., joten se ei ole injektiivi-
nen.

Seuraavan lauseen mukaan jokainen injektiivinen soluautomaattifunktio on bi-
jektiivinen, ja néin ollen myd6s kaantyva.

Lause 4.18. Soluautomaattifunktio G' on surjektiivinen, jos se on injektiivinen.

Todistus. Loytyy lahteesta [8]. O
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4.3 Vasemman- ja oikeanpuoleiset soluautomaattifunktiot ja
permutatiiviset soluautomaattifunktiot

Tassa alaosiossa esitellaan kaksi soluautomaattifunktioluokkaa, joita tarkastellaan
myOhemmin tutkielmassa. Vasemman- ja oikeanpuoleiset soluautomaattifunktiot esi-
tellddn ensin, minké jalkeen siirrytddn permutatiivisiin soluautomaattifunktioihin.
Néiden médritelmét esitetaén lahdettd [3] mukaillen, ja niiden sekoittuvuusominai-
suuksia tarkastellaan myohemmin tutkielmassa. Lemmat ja lauseet ovat tdmaéan tut-
kielman omaa tuotosta, ellei toisin mainita.

Alaosion aluksi osoitetaan, ettd samaa ulottuvuutta olevien soluautomaattifunk-
tioiden yhdistetty funktio on soluautomaattifunktio. Tamén yhteydesséd tarkastel-
laan soluautomaattifunktion naapurustovektorin muutosta soluautomaattifunktiota
iteroidessa. Seuraava soluautomaattifunktioiden yhdistetyyn funktioon liittyva lause
on lahteesta [10].

Lause 4.19. Soluautomaattifunktioiden G: SZ° — SZ° ja F: SZ* — S%* yhdistet-
tyfunktio G o F' on soluautomaattifunktio. Soluautomaattifunktion GGo F' naapurusto
on

Ngor = Ng + Np = {n; + m; | n; € Ng ja m; € Np}.

Todistus. Huomataan seuraava ominaisuus soluautomaattifunktioiden iteroinnista.
Olkoot f(ni,...,nm) ja g(uq,...,u,) soluautomaattifunktioiden F' ja G paikallisia
paivitysfunktiota. Talloin

G(F(e)(7) = g[F(c(W +u1), ..., Fe(W +1y))]
= glfle(W+n7 +u1),...,c(0 + 0y + 1)), (6)
s fle(B+nt+uy), ..., c(7 +n, +w,)]]

Tasta seuraa, ettd G o F' on soluautomaattifunktio ja sen naapurustovektori on
Ngor = Ng + Np. ]

Lauseesta [4.19| seuraa, ettéd soluautomaattifunktion G™ naapurusto on n—kertai-
nen summa Ng + --- + Ng. Merkitdan jatkossa funktion G™ naapurustovektoria
symbolilla N,,.

Oletetaan tutkielman jatkossa, ettd yksiulotteisen soluautomaattifunktion G naa-
purustovektori on muotoa N = (nq,...,n,), ja sithen kuuluvat solut ollaan jarjes-
tetty pienimmaésté kokonaisluvusta suurimpaan eli n; < n;, kun 1 <i < j <m.

Maiéritelma 4.20. Olkoon G: SZ — SZ yksiulotteinen soluautomaattifunktio. So-
luautomaattifunktio G' on oikeanpuoleinen, jos n; > 0. Kaénteisesti G on vasem-
manpuoleinen, jos n,, < 0.

Esimerkki 4.21. Siirtofunktio o: SZ — SZ on oikeanpuoleinen soluautomaatti-
funktio.

Lausetta hy6dyntéden naytetadn seuraavaksi yksiulotteisille soluautomaatti-
funktioille ominaisuus, jota kiytetddn myohemmin tutkielmassa Mééritelméan [4.20]
soluautomaattifunktioiden sekoittuvuusominaisuuksien todistuksissa.
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Lemma 4.22. Olkoon G yksiulotteinen surjektiivinen soluautomaattifunktio. Ole-
tetaan, ettd soluautomaattifunktion G naapurustovektori N on vilin {[,...,r} osa-
joukko. Olkoon n € N ja olkoot a,b € Z sellaisia kokonaislukuja, ettd a < b. Tall6in
kaikille konfiguraatioille ¢, e € S on olemassa sellainen konfiguraatio d € S%, etti

d(x) =c(r) kaikilla z <a+nl ja x> b+ nr,
G"(d)(z) = e(x) kaikilla a < x <b.

Todistus. Olkoon N, soluautomaattifunktion G™ naapurustovektori. Lauseesta
seuraa, ettd alueen D = {a,...,b} naapurusto N,(D) on vilin {a +nl,... b+ nr}
osajoukko. Olkoon Syl(e, D) kuvion p = (D,g) madrdama sylinteri eli eiD =0
kaikilla ¢’ € Syl(e, D). Méadritelldén konfiguraatiolle d tilat d(z) = c(x) kaikilla
x < a+nl jax > b+nr. Koska soluautomaattifunktio on surjektiivinen, Lauseen
mukaan on olemassa sellainen kuvio p, = (N,(D), g), ettd (G™)NV(P)=D)(py) = p,.
Olkoon konfiguraatiolla d kuvio ps alueessa N, (D). Nyt G"(d) € Syl(e, D), miki
todistaa vaitteen. O

Yleistetdan Méaritelmén [4.20] soluautomaattifunktiot korkeampiin ulottuvuuk-
siin. Tété varten méiéritellisin soluavaruudelle Z¢ sisétulo.

Maaritelma 4.23. Olkoot 7 = (x1,%9,...,24) ja ¥ = (y1,¥2,---,yaq) soluja. So-
luavaruuden Z? pistetulo on

d

— —

-y = E LiYi-
i=1

Maiiritelma 4.24. Olkoon £ € Z? nollasta eroava vektori. Soluautomaattifunktio
G on t-puoleinen, jos jokaisella sen naapurilla n; € N pistetulo ¢ -n; > 0.

Lemma yleistyy seuraavalla tavalla.

Lemma 4.25. Olkoon G: SZ° — S%* surjektiivinen soluautomaattifunktio. Olkoon
D C Z% alue, n > 1 kokonaisluku ja N, soluautomaattifunktion G™ naapurustovek-
tori. TAlloin kaikille konfiguraatioille ¢, e € SZ* on olemassa sellainen konfiguraatio
d e S% ettd

d(7)

c(?) kaikilla 7 ¢ N, (D),
G™(d)() T =

e(x) kaikilla D.

Todistus. Olkoon konfiguraatio d(7) = ¢(Z) kaikilla Z ¢ N,(D). Alueen N,(D)
tilat médrdadvat kuvan G"(d) tilat alueessa D. Lauseen mukaan soluautomaat-
tifunktiolla G™ ei ole orpoja, joten voidaan valita sellaiset tilat alueeseen N, (D),
ettd konfiguraatio G"(d)(Z) = e(Z) kaikilla soluilla @ € D. O
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Siirrytadn seuraavaksi permutatiivisiin soluautomaattifunktioihin.

Maaritelma 4.26. Funktio f: S™ — S on permutatiivinen muuttujassa s;, jos
jokaiselle (s1, ..., 8 1,8i41,--->5m) € S™ L kuvaus s = f(S1,...,81,8, Sis1,- -+, Sm)
on permutaatio eli bijektio.

Maaritelmé 4.27. Soluautomaatti A = (1,5, N, f) méadrittda vasen-permutatii-
visen soluautomaattifunktion, jos paikallinen péaivitysfunktio f: S™ — S on per-
mutatiivinen naapuria n; vastaavassa muuttujassa s,, (naapurissa n;) ja oikea-
permutatiivisen soluautomaattifunktion, jos funktio f on permutatiivinen naapu-
ria n,, vastaavassa muuttujassa s,  (naapurissa n,,).

Esimerkki 4.28. XOR-soluautomaattifunktio on vasen- ja oikea-permutatiivinen.
Jos b € {0,1}, funktio a — f(a,b) on permutaatio. Samoin funktio b — f(a,b) on
permutaatio, jos a € {0,1}.

Kohdasta (@ seuraa, etté jos yksiulotteiset soluautomaattifunktiot F' ja G ovat
permutatiivisia oikeanpuolimmaisissa naapureissa n,, ja u,, soluautomaattifunktio
G o F on permutatiivinen oikeanpuolimmaisessa naapurissa n,, + u,. Erityisesti G*
on permutatiivinen solua kn, vastaavassa muuttujassa.

Seuraavia lemmoja hyodynnetdin myohemmin tutkielmassa, kun todistetaan se-
koittuvuusominaisuuksia vasen- ja oikea-permutatiivisille soluautomaattifunktioille.

Lemma 4.29. Olkoon G oikea-permutatiivinen soluautomaattifunktio ja olkoon
r = n,, sen naapurustovektorin oikeanpuoleisin naapuri. Kaikille konfiguraatioille
c,e € SZ, seki luvuille n > 1 ja k € Z on olemassa sellainen konfiguraatio b € SZ,
etta

b(x) = c(z) kaikilla x < k4 rn, (7)
e(r) kaikilla z > k. (8)

Todistus. Olkoot c, e € S” konfiguraatioita, lukun > 1ja k € Z mielivaltainen koko-
naisluku. Olkoon f,, soluautomaattifunktion G™ paikallinen péivitysfunktio. Koska
paikallinen péaivitysfunktio f on permutatiivinen naapurissa r = n,, € N, funktio
fn on permutatiivinen naapurissa nr € N, ja funktio s, — fi(Spnys---, Spr) OD
bijektio kaikilla kiinnitetyilla tiloilla s, , ..., Spr—1. Kiinnitetdan konfiguraatioon b
tilat b(z) = c(x) kaikilla © < k + nr. Méaédritelldén seuraavaksi konfiguraatiolle b
sellaiset tilat soluihin @ > k + nr, ettd G™(b)(x) = e(z) pétee kaikilla soluilla z > k.
Aloitetaan solusta k + nr. Koska funktio f, on permutatiivinen naapurissa nr ja
tilat bj{y<rinr) ollaan kiinnitetty, on olemassa sellainen yksikasitteinen tila a € S,
ettd f(b(k +mnny),...,b(k+mnr—1),a) = e(k). Olkoon b(k + nr) = a. Nyt kun tila
b(k + nr) on kiinnitetty, voidaan méaritelld soluun k + nr + 1 sellainen tila a € S,
ettd f(b(k 4+ nny +1),...,b(k 4+ nr),a) = e(k + 1). Jatkamalla tétd konfiguraation
b soluille k + nr + 2,k + nr + 3,... saadaan sellainen konfiguraatio b, etté

b(x) = c(z) kaikilla x < k 4 rn,
G"(b)(z) = e(z) kaikilla x > k.
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Lemma 4.30. Olkoon G vasen-permutatiivinen soluautomaattifunktio ja olkoon
r = ny; sen naapurustovektorin vasemmanpuoleisin solu. Kaikille konfiguraatioille
c,e € SZ, seki luvuille n > 1 ja k € Z, on olemassa sellainen konfiguraatio b € SZ,
etta

b(x) = c(z) kaikilla x > k 4 rn,
e(r) kaikilla x < k.

Todistus. Menee samoin kuin Lemman [£.29] todistus. m

Néytetadn seuraavaksi, ettd vasen-permutatiiviset ja oikea-permutatiiviset so-
luautomaattifunktiot ovat surjektiivisia.

Lause 4.31. Vasen-permutatiivinen (oikea-permutatiivinen) soluautomaattifunktio
G on surjektiivinen.

Todistus. Olkoon w mielivaltainen sana ja konfiguraatio e € Syl(w, k) jollekin k € Z.
Olkoon r = n; naapurustovektorin vasemmanpuoleisin solu ja ¢ € SZ mielivaltainen
konfiguraatio. Lemmasta [4.30] seuraa, ettd on olemassa sellainen konfiguraatio b €
SZ. etta,

b(z) =c(zr) kaikilla z >k + |w|+7r—1,
e(x) kaikilla z < k+ |w| — 1.

@Q

—

=

&
Il

Nain ollen sanalla w on olemassa alkukuva. Nyt Lauseesta [4.12| seuraa, etta soluau-
tomaattifunktio G on surjektiivinen. m

Yleistetdédn alaosion lopuksi Méadritelméan soluautomaattifunktiot korkeam-
piin ulottuvuuksiin. Yleistys mukailee 1ahdetta [5].

Misritelmi 4.32. Olkoon € Z? nollasta eroava vektori. Soluautomaattifunk-
tio G' on ?—permutatiivinen, jos paikallinen péivitysfunktio f on permutatiivinen
sellaista naapuria 7, € N vastaavassa muuttujassa, etti pistetulo 1. n; on aidosti
suurempi kuin vektorin t pistetulo minkd&dn muun naapurin kanssa. Toisin ilmais-

tuna
N

Viti: L-m>1 -0
Lemma 4.33. Olkoon soluautomaattifunktio G ?—permutatiivinen ja n; sellainen

naapuri, etta pistetulg T n; on suurin. Kaikille konfiguraatioille ¢, e € SZ* Tuvuille
n > 1 ja vektoreille & € Z%, on olemassa sellainen konfiguraatio b € SZd, etta

8}

b(Z) = o(T) vyeWJ?(f—Z)<?mmm, 9)

=

G (0)(Z) = e() vzemz?(z—ﬁ)za (10)
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Todistus. Olkoot c,e € S% konfiguraatioita, luku n > 1 ja solu % € 7¢. Olkoon fn
soluautomaattifunktion G™ paikallinen péaivitysfunktio. Méaritelladn konfiguraatio
b e S%, joka tiyttid ehdot (©) ja (10). Kiinnitetéadn konfiguraatiolle b tilat

BZ)=c(T) VTeZ:T- (z—ﬁ) <7 (ni).

Olkoon 7 € Z* sellainen solu, ettd 7 - (E’ — E’) = T - (nm}). Funktio f, on per-
mutatiivinen naapurissa ni;. Lisiksi soluautomaattifunktion G™ kaikille naapureille
m € N,, joilla m # nn;, pétee pistetulo

? —

m< t-(nn).

T3lléin on olemassa yksikisitteinen tila s € S, jonka asettamalla soluun 7, saadaan
G"(b)(¥) = e(Y), missi ¥ = @ — nm,. Lisiiksi solulle § pitee ¢ - (@’ — k) = 0.

y

Koska solu 7 oli mielivaltainen, kaikille soluille Z € Z¢, joille ¢ - (:v - E)> =
T - (ni7}), voidaan valita sellaiset tilat, ettd G™(b)(F) = e(7), missi ¥ = @
ja 7 - (@’—E’) —0.

Olkoon a > 1 kokonaisluku. Oletetaan induktio-oletuksena, etté kaikille sellaisille
soluille 7 € Z9, etti,

—
— nn;

0<?~<§:’—?>—?~(nﬁ;)<a,

ollaan médritelty sellaiset tilat, etti G™(b)(Y) = e(¥) kaikilla sellaisilla soluilla ¥/,
etta

037-(@’—?) < a.
Olkoon Z € Z¢ sellainen solu, etté
7. (?—?) —a="71-(n}).

Tilloin soluautomaattifunktion G™ kaikille sellaisille naapureille m € N,,, ettid m #
nn;, on voimassa epiyhtilo

—

t'ﬁi<7~<3:’—?>—a.

Nyt Y—permutatiivisuudesta seuraa, ettd on olemassa yksikésitteinen tila s € S,

—>

jonka asettamalla soluun 7, saadaan G"(b)(Y) = e(¥), missd ¥ = @ — nn;. Lisiksi
solulle 7 pitee t - (@’ - ?) = a. Solun 7 mielivaltaisuudesta ja induktiosta seuraa,
etta

G(b)(Z) =e(T) VT ezl T (z . E’) > 0.
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5 Topologiset sekoittuvuusominaisuudet

Seuraavaksi siirrytdadn tutkielman padtutkimuskohteeseen. Osion tarkoituksena on
esitelld erilaisia soluautomaattifunktioiden sekoittuvuusominaisuuksia ja vertailla
niitd keskenéén. Dynaaminen systeemi (X, f) koostuu kompaktista metrisesté
avaruudesta X ja jatkuvasta funktiosta f: X — X. Kuten néhtiin Lauseessa [4.9]
konfiguraatioavaruuden ja soluautomaattifunktion muodostama pari (.S z¢ G) on dy-
naaminen systeemi kaikille soluautomaattifunktioille G. Tutkielman jatkossa esitel-
tavia sekoittuvuusominaisuuksia on tutkittu monilla eri dynaamisilla systeemeilld,
ja téssd tutkielmassa ne esitetdén soluautomaattifunktioille. Sekoittuvuusominai-
suuksilla tarkoitetaan yksinkertaistettuna, miten dynaamista systeemia iteroidessa
avoimet joukot leikkaavat toisiaan.

5.1 Transitiivisuus

Tassa alaosiossa esitetadn transitiivisuus, heikko sekoittuvuus ja téysi transitiivi-
suus, ja osoitetaan, ettd ne ovat keskenddn ekvivalentteja ominaisuuksia. Lisaksi
esitetddn sekoittuvuus. Alaosio perustuu ldhteeseen [8]. Joukon Ng(U, V') tarkaste-
lu, Lauseen todistus ja Lause [5.10] ovat tutkielman omaa tuotosta.

Aloitetaan médrittelemalld leikkaushetkijoukko Ng(U,V'). Joukko on esitetty
lahteessa [16].

Maaritelma 5.1. Olkoon G soluautomaattifunktio ja olkoot U,V C G2 epatyhjia
avoimia joukkoja. Joukkojen U ja V' leikkaushetkijoukko on

Ng(U,V)Z :{TLENO | Gn(U)ﬂV%Q)}

Joukko Ng(U, V') koostuu niisté ajanhetkista, joilla joukot U ja V' leikkaavat keske-
naan.

Jatkossa tutkitaan, miten erilaiset sekoittuvuusominaisuudet vaikuttavat joukon
N (U, V) kéyttaytymiseen.

Maaritelma 5.2. Soluautomaattifunktio G on transitiivinen, jos kaikille epétyh-
jille avoimille joukoille U ja V on olemassa sellainen n > 0, ettd G™(U) NV # 0.

Seurauksen mukaan sylinterit muodostavat kannan konfiguraatioavaruudessa
SZd, joten soluautomaattifunktio on transitiivinen, jos jokaiselle epétyhjille sylin-
terille U ja V on olemassa sellainen n > 0, ettda G"(U) NV # (). Naytetaan, etté
transitiivisuus on vain surjektiivisten soluautomaattifunktioiden ominaisuus.

Lause 5.3. Transitiivinen soluautomaattifunktio G on surjektiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd soluautomaattifunktio G ei ole surjektiivinen. Lauseen
mukaan on olemassa sylinteri V' = Syl(c, D), jolla ei ole alkukuvaa. Olkoon
U = (e, D) sylinteri, missii e|p # ¢,p. Télléin V N U = . Lisiksi V N G™(S%") = 0
kaikilla n > 1, joten G™(U) NV = () kaikilla n > 0. O
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Olkoot U,V C Sz epatyhjia avoimia joukkoja. Transitiivisuudesta seuraa, etta
on olemassa sellainen n > 0, ettd G"(U) NV # (), joten jokaisella transitiivisella
soluautomaattifunktiolla joukko Ng(U, V') on epétyhja. Liséksi soluautomaattifunk-
tio G on jatkuva, joten Lauseen mukaan G~™*Y(V) on avoin. Lauseen
mukaan G on surjektiivinen, joten joukko G~V (V) on myés epityhji. Transitii-
visuudesta seuraa, ettd on olemassa sellainen luku & > 0 ja konfiguraatio x € U,
ettd G*(x) € G (V). Niin ollen G"™*1(U)NV # 0, joten joukko Ng(U, V) on
adreton transitiivisella soluautomaattifunktiolla G.

Esimerkki 5.4. XOR-soluautomaattifunktio G on transitiivinen.

Todistus. Kuten todettiin Esimerkissé [£.28] soluautomaattifunktio G on permuta-
tiivinen naapuria 1 vastaavassa muuttujassa. Olkoot U = Syl(u,0) ja V = Syl(v,0)
sellaisia sylintereité, ettd u,v € S™. Olkoot ¢ € U ja e € V konfiguraatioita. Lem-
masta [4.29) seuraa, ettd on olemassa sellainen konfiguraatio b, ettéa

b(xz) = c(x) kaikilla z < n, (11)

G"(b)(z) = e(z) kaikilla z > 0. (12)

Téten konfiguraatio b € U ja kuva G™(b) € V. Koska sanat u ja v olivat mielivaltai-
sia, osoitettiin, ettd kaikille alueessa D = {0,...,n — 1} maaritellyille sylintereille
U ja V on olemassa sellainen n > 0, ettd G™(U) NV # (). Tamé todistaa transitii-
visuuden. O

Selvasti kaikki surjektiiviset soluautomaattifunktiot eivét ole transitiivisia, kuten
esimerkiksi identiteettifunktio 7: SZ* — SZ°. Kaikille avoimille epityhjille joukoille
U,V C 5% joilla leikkaus U NV on tyhjd, myds leikkaus I"(U)NV on tyhja kaikilla
n > 0.

Maaritelma 5.5. Soluautomaattifunktio G on sekoittuva, jos kaikille epétyhjille
avoimille joukoille U ja V on olemassa sellainen n > 0, etti G¥(U) NV # ( aina,
kun £ > n.

Kuten transitiivisuuden tapauksessa, soluautomaattifunktio on sekoittuva, jos
se tayttad sekoittuvuuden ehdot epétyhjille sylintereille U ja V' avoimien joukkojen
sijaan.

Sekoittuvalla soluautomaattifunktiolla joukon Ng(U, V') komplementti on &érel-
linen. Selvésti sekoittuva soluautomaattifunktio G on transitiivinen. Ei tiedeté seu-
raako transitiivisuudesta sekoittuvuus vai onko olemassa soluautomaattifunktioita,
jotka ovat transitiivisia, mutta eivit sekoittuvia. Yksinkertainen esimerkki sekoittu-
vasta soluautomaattifunktiosta on translaatiofunktio 7.

Esimerkki 5.6. Translaatiofunktio 7: SZ° — SZ° on sekoittuva, kun 7 # 0.

Todistus. Olkoot U = Syl(e, D) ja V' = Syl(c, E) sylintereita. Alueet E ja D ovat
ddrellisid, joten on olemassa sellainen m > 0, ettd (D + 1) N E = () kaikilla i > m.
Talloin 75(U) NV # 0 kaikilla i > m. O

Esimerkki yleistetadn myohemmin Lauseessa kaikille surjektiivisille
oikeanpuoleisille soluautomaattifunktioille. Naytetdin seuraavaksi, ettd myos XOR-
soluautomaattifunktio on sekoittuva.
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Esimerkki 5.7. XOR-soluautomaattifunktio G' on sekoittuva.

Todistus. Todistus menee muuten samoin kuin Esimerkin todistus, mutta se-
koittuvuuden osoittamiseksi voidaan soveltaa Lemmaa kaikille m > n. Talloin
saadaan sellaiset konfiguraatiot b,,b,.1, ..., joilla b,, € U ja G™(b,,) € V kaikille
m > n. O

Esimerkki[5.7] yleistetadn mychemmin Lauseessa kaikille oikea-permutatiivi-
sille soluautomaattifunktioille.

Esitelldan seuraavaksi ominaisuus, joka on vahvempi ominaisuus kuin transitii-
visuus, mutta heikompi kuin sekoittuvuus. Soluautomaattifunktioille G SZt_y g2
ja H: AY — A% karteesinen tulo G x H: SZ° x A% — SZ° x A% on soluautomaat-
tifunktio, jolla on kaksi toisistaan riippumatonta kerrosta. Funktio G toimii toisessa
kerroksessa ja H toisessa.

Seuraava médritelma ja lause perustuvat ldhteeseen [16].

Miéritelméi 5.8. Soluautomaattifunktio G: SZ° — SZ° on heikosti sekoittuva,
jos soluautomaattifunktio G x G: SZ° x SZ% — SZ% x SZ* on transitiivinen.

Selvasti heikosti sekoittuva soluautomaattifunktio on transitiivinen. Néytetdan
seuraavaksi, ettd myos kddnteinen on voimassa.

Lause 5.9. Transitiivinen soluautomaattifunktio G on heikosti sekoittuva.

Todistus. Olkoot Uy, Uy, V1, Vs C Sz epatyhjia sylintereitd. Sylintereiden leikkaus
Syl(c1, D1)NSyl(ca, Dy) # 0, kun alueiden leikkaus DN Dy = (). Koska alueet D ja
D, ovat aarellisia, on olemassa sellainen translaatiofunktio 7, ettd 7 (Uy) NUs # ()
ja Tm(V1) N Vy # 0. Joukot U = 1(U1) NUs # 0 ja V= 7(V1) N Vy # ) ovat
avoimia kahden avoimen joukon leikkauksina. Koska G on transitiivinen, on olemassa
sellainen n > 0, ettd G"(U) NV # (. Nyt on olemassa sellaiset konfiguraatiot
Tm(c) € Uy ja e € Us, ettéd G™(1(c)) € (V1) ja G™(e) € Va. Lauseen [4.7) mukaan
G"(1w(c)) = m(G™(c)), joten G™(c) € Vi. On siis olemassa sellainen n > 0, ettd
G™"(Uy) N Vi # 0 ja G™(Uz) N Vy # ). Koska sylinterit olivat mielivaltaisia, G x G on

transitiivinen. OJ

Lause [5.9) on erikoitapaus Lauseesta [7.5] joka todistetaan Osiossa[7] Sen mukaan
kaikkien transitiivisten soluautomaattifunktioiden G ja H karteesinen tulo G x H
on transitiivinen.

Induktiolla voidaan todistaa transitiiviselle soluautomaattifunktiolle GG, etté jo-
kainen aérellinen karteesinen tulo G x G X - -+ x G on transitiivinen.

Lause 5.10. Olkoon G transitiivinen soluautomaattifunktio. Talloin G xG x---x G
on transitiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd jos G on transitiivinen, niin [, G on transitiivinen. Ol-
koot joukot Uy,...,U,s1, Vi, ..., Vi1 epatyhjida sylintereitd. Olkoon 77 sellainen
translaatiofunktio, jolla leikkaukset U; N 7 (Uny1) # 0 ja Vi N1 (Via1) # 0 kaikilla

i € {1,...,n}. Tallainen translaatio on olemassa, koska sylinterit ollaan mééritel-
ty aédrellisissd alueissa. Nyt joukot A; = U; N 77 (Upyq) ja By = Vi N 17(Viyq) ovat
epatyhjid ja avoimia kaikilla i € {1,...,n}. Oletuksesta seuraa, ettd on olemassa

sellainen k > 0, ettd G*(A;) N B; # 0 kaikilla i € {1,...,n}. Koska G kommutoi
siirron kanssa, G*(U;)NV; # () kaikillai € {1,...,n+1}, miki todistaa viitteen. [
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Seuraavaksi osoitetaan, ettd transitiivisuudesta seuraa, ettd leikkaushetkijoukko
N (U, V) sisaltdd mielivaltaisen pitkia perdkkéisten luonnollisten lukujen vélej.
Seuraava lause on lahteesta [13].

Lause 5.11. Olkoon G transitiivinen soluautomaattifunktio, U,V C SZ* avoimia
epatyhjid joukkoja ja Ng(U, V') leikkaushetkijoukko. Télloin jokaista lukua m € N
vastaavalle joukolle M = {1,2,...,m} on olemassa sellainen k € Ny, ettd M + k C
Ne(U, V).

Todistus. Kiinnitetddn luku m € N ja olkoon M = {1,2,...,m}. Joukko V on
avoin, joten Lauseen mukaan G~"(V') on avoin kaikille n > 0. Liséksi G' on
surjektiivinen, joten joukko G~"(V') on epétyhji kaikille n > 0. Lauseen [5.10] mukaan
on olemassa sellainen k € Ny, ettd G*(U) N G7H(V) # 0 kaikilla i € {1,2,...,m}.
Tistd seuraa, ettd GFM(U) NV # 0 kaikilla i € {1,2,...,m}, joten M + k C
N¢(U, V). Alkion m mielivaltaisuus todistaa véitteen. O

On osoitettu, ettd transitiiviselle soluautomaattifunktiolle G karteesinen tulo
G x G x --- X G on transitiivinen. Naytetddn seuraavaksi, ettdi Go G o --- 0o G
on transitiivinen, kun G on transitiivinen. Seuraava mééritelmé on l&dhteesta [16].

Méé&ritelmé 5.12. Soluautomaattifunktio G: SZ° — S2° on tiysin transitiivi-
nen, jos G" on transitiivinen kaikilla n > 1.

Lause 5.13. Transitiivinen soluautomaattifunktio G: SZ° — SZ° on téysin transi-
tiivinen.
Todistus. Kiinnitetddn luku m € N. Olkoot U,V C Sz epatyhjid avoimia joukkoja

ja M = {1,2,...,m}. Lauseen mukaan on olemassa sellainen & € N, etta
M +k C Ng(U,V). Nyt m | k + i jollekin i € M ja G*(U)NV # . O

Seuraus 5.14. Soluautomaattifunktioille patee, etté transitiivisuus, heikko sekoit-
tuvuus ja taysi transitiivisuus ovat ekvivalentteja ominaisuuksia.

Yleisesti dynaamisilla systeemeilld pétee, ettd jos dynaaminen systeemi X on
heikosti sekoittuva, niin miké tahansa déarellinen karteesinen tulo X x X x --- x X
on transitiivinen. TAmén tuloksen todistus 10ytyy ldhteesta [6]. Lisdksi Lause ja
Lause [5.13] seurasivat suoraan Lauseesta [5.10] eikd ndiden todistuksissa kaytetty so-
luautomaattifunktioiden erityisominaisuuksia. Néin ollen kaikki heikosti sekoittuvat
dynaamiset systeemit ovat tdysin transitiivisia.

5.2 Vahva transitiivisuus

Tarkastellaan seuraavaksi sekoittuvuusominaisuuksia konfiguraatioiden ¢ € SZ° ra-
tajoukkojen O(c) avulla avoimien joukkojen sijaan. Téssd alaosiossa esitelladn se-
koittuvuusominaisuudet minimaalisuus ja vahva transitiivisuus. Lopuksi tarkastel-
laan Alaosiossa [4.3] esitettyjen soluautomaattifunktioiden sekoittuvuusominaisuuk-
sia. Transitiivisten pisteiden méaritelma ja Lause perustuvat lahteeseen [§].

Miiritelmé 5.15. Konfiguraatio ¢ € S%° on transitiivinen, jos ratajoukko O(c) on
tihed avaruudessa SZ°. Transitiivisten konfiguraatioiden joukko on

Te = {c € S¥ | O(c) on tihed avaruudessa 57}
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Annetaan esimerkki transitiivisesta pisteesté siirtofunktiolle o: S% — S%. Tamé
esitellddn lahteessa [11].

Esimerkki 5.16. Siirtofunktiolla o: S — S% on transitiivinen piste.

Todistus. Olkoon wy,ws, ... kaikkien &irellisten sanojen luettelo lyhyimmasta pi-
simpéan. Olkoon ¢ = ... wswowwiwows . . . konfiguraatio, jossa sanat ollaan liitetty
yhteen. Olkoon U = (e, [r,r]) avoin pallo, jossa v = €] on sana, joka méérittelee
sylinterin U. Sana v esiintyy konfiguraatiossa ¢ dérettoman monta kertaa molem-
milla puolilla solua 0. Néin ollen on olemassa sellainen m > 0, ettd ¢™(c) € U.
Ratajoukko O(c) on siis tihea. O

Lause 5.17. Olkoon G soluautomaattifunktio. Seuraavat ehdot ovat yhtépitavia:

1. G on transitiivinen.
2. Te £ 0.

3. Tg on residuaali.

Todistus. "1. = 3." Olkoon G transitiivinen. Olkoon & = Uy, Us, . .. sylintereiden
perhe. Olkoon (X,,)nen sellaisten joukkojen X, jono, ettd

X, ={ce 8% | G™(c) e U, jollekin m > 0}.

Talloin X, on kaikkien sellaisten pisteiden joukko, joiden radat padtyvat sylinteriin
U,. Té&lloin transitiivisten pisteiden joukko on leikkaus

To =X
i=0

Osoitetaan ensin, ettéd jokainen X,, on avoin. Jos ¢ € X,,, on olemassa sellainen lu-
ku m > 0, ettd G™(c) € U,. Funktio G™ on jatkuva, joten Lauseen mukaan
joukko G=™(U,) on avoin. Téten jokaista konfiguraatiota ¢ € X,, kohti on olemassa
sellainen avoin joukko G=™(U,,), ettéd ¢ € G=™(U,) C X,,. Néin ollen joukko X, on
avoin. Nyt riittda osoittaa, ettd X, on tihed. Olkoon U C SZ" avoin. Funktion G
transitiivisuudesta seuraa, ettd on olemassa sellainen k > 0, ettd G*(U) N U, # 0.
Tésté seuraa, ettd UNX,, # 0. On osoitettu, ettd jokaisen avoimen joukon rata p#ai-
tyy joukkoon X,,, joten joukko X, on tihed. Néin ollen joukko 75 on numeroituvan
monen tihedn avoimen joukon leikkaus eli residuaali.

"3. = 2." Seuraa Lauseesta [3.10] ja Lauseesta [2.23]

"2. = 1." Olkoon konfiguraatio ¢ € SZ* transitiivinen ja olkoot joukot
UV C SZ* avoimia ja epatyhjid. Ratajoukon O(c) tiheydesté seuraa, ettd on ole-
massa sellainen n > 0, ettd G"(c) € U. Koska V' = V' \ {¢, G(c),...,G"(c)} on epé-
tyhjé ja avoin, on olemassa sellainen m > n+ 1, ettd G™(c) € V'. Tésté seuraa, ettd
G ™(U)NV # (. Joukot U ja V olivat mielivaltaisia, joten G on transitiivinen. [

Néytettiin, ettd transitiivisilla soluautomaattifunktioilla on residuaali joukko
transitiivisia konfiguraatioita ja transitiivisesta konfiguraatiosta seuraa, etta soluau-
tomaattifunktio on transitiivinen.

Seuraavaksi esitelldin minimaalinen soluautomaattifunktio. Minimaalisuuteen
liittyva médritelmé ja lause perustuvat ldhteeseen [9].
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Maiiritelma 5.18. Soluautomaattifunktio G: SZ° — S%° on minimaalinen, jos
jokainen konfiguraatio ¢ € SZ* on transitiivinen.

Néytetadn seuraavaksi, ettd minimaalisuus ei ole soluautomaattifunktioiden omi-
naisuus. Konfiguraatio ¢ € SZ% on homogeeninen, jos jokaisessa solussa on sama
tila. Toisin sanoen ¢(77) = a kaikilla 77 € Z¢, missi a € S. Merkitiin homogeenisti
konfiguraatiota, jossa jokaisessa solussa on tila a, merkinnélla a.

Lause 5.19. Soluautomaattifunktio G': S%° — SZ° ei ole koskaan minimaalinen.

Todistus. Olkoon a € S. Konfiguraatiossa @ jokaisen solun naapureilla on samat
tilat, joten G(@) = b jollekin b € S. Eli O(a) on &érellinen eika siis tihea. O

Esimerkiksi translaatiofunktio 77: SZ° — SZ° on sekoittuva dynaaminen sys-
teemi, joka ei ole minimaalinen. Olkoon (¢, T) sellainen pari, ettd ¢,: T — T
on irrationaalinen kiertofunktio ja avaruus T = [0,1) on varustettu metriikalla
d(z,y) = min{|z — y|,1 — |z — y|}. TA&m& on esimerkki dynaamisesta systeemis-
té, joka on minimaalinen, mutta ei sekoittuva. Taméan todistus 16ytyy lahteesta [9].
Sekoittuvuus ja minimaalisuus eivét siis kumpikaan yleisesti implikoi toinen tois-
taan.

Esitetdan seuraavaksi ominaisuus, joka on soluautomaattifunktioilla aidosti tran-
sitiivisuutta vahvempi. Seuraava méaéritelma ja Lause perustuvat lahteeseen [1].

Miiritelmé 5.20. Soluautomaattifunktio G: SZ° — SZ* on vahvasti transitii-
vinen, jos jokaisen konfiguraation ¢ € S%° alkukuvajoukko {G~"(c) | n € Ny} on
tihea.

Ekvivalentti méaritelmé on, etté jokaiselle epétyhjélle avoimelle joukolle U C S z

patee

| G*w) = s*.

k>0
Vahvasta transitiivisuudesta seuraa, ettd joukko Ng(U,{c}) on epétyhji jokaiselle
epéatyhjille avoimelle joukolle U C Sz ja konfiguraatiolle ¢ € SZ' Vahvasti tran-
sitiiviset soluautomaattifunktiot ovat selvisti transitiivisia. Minimaalisuuden sijaan
on olemassa vahvasti transitiivisia soluautomaattifunktioita.

Esimerkki 5.21. XOR-soluautomaattifunktio G on vahvasti transitiivinen.

Todistus. Olkoon U = Syl(c, D) sylinteri, jonka alue on D = {0, 1,...,n—1}. Olkoot
c € Ujad € S konfiguraatioita. Esimerkin mukaan G on permutatiivinen
soluja 0 ja 1 vastaavissa muuttujissa. Lemman mukaan on olemassa sellainen
konfiguraatio e, etté

e(r) = c(x) kaikilla z < n,
G"(e)(z) = d(z) kaikilla z > 0.

Lemman mukaan on olemassa sellainen konfiguraatio b, etté

b(x) =e(x) kaikilla x > 0,
G"(b)(z) = d(x) kaikilla z < 0.
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On maédritelty sellainen konfiguraatio b, ettd b(z) = e(x) = c(x) pétee kaikilla alu-
eeseen D kuuluvilla soluilla x, joten konfiguraatio b € U. Koska soluautomaatti-
funktion G vasemmanpuoleisin naapuri on 0, konfiguraation G*(b) tiloihin alueessa
{z > 0} ei vaikuta konfiguraation b tilat alueessa {x < 0}. Konfiguraatiolle b pétee
b(z) = e(x) kaikilla = > 0, joten

G"(b)(x) = G"(e)(z) = d(z) kaikilla x > 0.
Liséksi konfiguraatiolle b péatee
G"(b)(z) = d(x) kaikilla z < 0.

Néin ollen jokaiselle sylinterille U ja konfiguraatiolle d joukko N¢(U, {d}) on epé-
tyhjd, ja G on vahvasti transitiivinen. m

Toisaalta transitiivisuudesta ei seuraa vahva transitiivisuus, koska on olemassa
transitiivisia soluautomaattifunktioita, jotka eivit ole vahvasti transitiivisia. Tama
voidaan osoittaa rajaamalla injektiiviset soluautomaattifunktiot kokonaan pois vah-
vasti transitiivisten soluautomaattifunktioiden luokasta.

Lause 5.22. Vahvasti transitiivinen soluautomaattifunktio G': SZ° — SZ% ei ole
injektiivinen.

Todistus. Olkoon H = {57,...,5,} homogeenisten konfiguraatioiden joukko. Kos-
ka G on injektiivinen, Lauseen mukaan G on bijektiivinen ja Lauseen
mukaan kddntyvd. Kaikkien homogeenisten konfiguraatioiden 5; kuva G(3;) on ho-
mogeeninen. Kéantyvyydesta seuraa, ettd konfiguraation s; alkukuvat ovat myos
homogeenisid, joten {G7"(5;) | n € No} C H. Néin ollen konfiguraation s; alkuku-
varata on adrellinen eiké siis tihed. Taten soluautomaattifunktio G ei ole vahvasti
transitiivinen. [

Seuraus 5.23. Translaatiofunktio 7: SZ° — SZ’ ei ole vahvasti transitiivinen.

Ei ole tiedossa, seuraako vahvasta transitiivisuudesta sekoittuvuus vai onko ole-
massa vahvasti transitiivisia, mutta ei sekoittuvia soluautomaattifunktioita.

Tarkastellaan seuraavaksi sekoittuvuutta ja vahvaa transitiivisuutta Alaosion
soluautomaattifunktioille. Alaosion lopussa esitettavit tapauksen d = 1 méaritelméat
ja lauseet pohjautuvat lihteeseen [3]. Useampiulotteisten ?—permutatiivisten soluau-
tomaattifunktioiden tarkastelu mukailee lahdetté [5]. Alaosion lopun todistukset ja
esimerkit ovat tutkielman omaa tuotosta

Lause 5.24. Surjektiivinen oikeanpuoleinen soluautomaattifunktio (vasemmanpuo-
leinen soluautomaattifunktio) G: S — S% on sekoittuva.

Todistus. Olkoot c ja d konfiguraatioita ja olkoot U,V C S% avoimia 27" séteisié ¢
ja d keskisia e-palloja. Pallojen U ja V sisdltdvien konfiguraatioiden tilat ollaan siis
médritelty valilld [—r, r]. Naiden tarkastelu riittdé sekoittuvuuteen, koska jokaisella
sylinterilla on e-pallo osajoukkona riittdvéin suurelle luvulle » > 0. Olkoon | = ny
naapurustovektorin vasemmanpuoleisin solu. Olkoon n > 1 sellainen luku, ettd nl >
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2r. Nyt Lemmasta seuraa, ettd on olemassa sellainen konfiguraatio d, € SZ,
etta

dy(z) =c(x) kaikilla z <nl—r,
G"(d,)(z) =e(x) kaikilla —r <z <r.

Oletuksista ¢ € U, nl > 2r ja e € V seuraa, ettd konfiguraatio d, € U ja
G™(d) € V. Soveltamalla Lemmaa kaikille luvuille m > n saadaan konfigu-
raatiot d,,11,dp19,..., joilla d,, € U ja G™(d,,) € V. Tésté seuraa, ettd soluauto-
maattifunktio G' on sekoittuva. O

Néytetadn, etta ?—puoleiset soluautomaattifunktiot ovat sekoittuvia.

Lause 5.25. Surjektiivinen ?—puoleinen soluautomaattifunktio G: S%° — S%° on
sekoittuva.

Todistus. Olkoot U = Syl(c, D) ja V = Syl(e, D) alueessa D madriteltyja sylinte-
reitd. Olkoon n; € N sellainen naapuri, ettd sen pistetulolle vektorin 7 kanssa pétee
epayhtalot

Vn; € N:n; - T < n; T

Olkoon n > 1 sellainen kokonaisluku, etté
VZ eD: 5:’?<n(7ﬁ:)

Télloin leikkaus N, (D) N D on tyhjé kaikille m > n, kun NV, on soluautomaatti-
funktion G™ naapurustovektori. Nyt Lemmasta [£.25] seuraa kaikille luvuille m > n,
ettd on olemassa sellainen konfiguraatio d,,, etté

dn(7) =c(7) kaikilla

z 7 ¢ Nu(D),
G™(d)(Z) = e(T)  kaikilla T €

D.

Télloin konfiguraatio d,,, € U ja konfiguraatio G™(d,,) € V. Néiin ollen soluauto-
maattifunktio G on sekoittuva. ]

Siirrytddn permutatiivisiin soluautomaattifunktioihin.

Lause 5.26. Vasen-permutatiivinen (oikea-permutatiivinen) soluautomaattifunk-
tio G: SZ — SZ jolla naapuri ny < 0 ( wvastaavasti n,, > 0, kun G on oikea-
permutatiivinen), on sekoittuva.

Todistus. Olkoon f: S™ — S vasen-permutatiivinen. Olkoot joukot U,V C SZ
avoimia 27" siteisia palloja. Talloin niiden tilat ollaan méaaritelty valilla [—r, r].
Olkoon k € N. Merkitdéin soluautomaattifunktion G* naapurustovektoria Nj ja
paikallista paivitysfunktiota fj. Funktio f; on permutatiivinen naapurissa kn; € Ny,
koska f on permutatiivinen naapurissa ni. Olkoot ¢ € U ja d € V konfiguraatioita ja
m € N pienin sellainen luku, ettd mn; < —2r. Méaritellaan kaikille & > m sellainen
konfiguraatio dj, € U, ettd G*(d) € V. Lemmasta seuraa, ettd on olemassa
sellainen konfiguraatio d,,, etta

dp(x) = c(z) kaikilla > r 4+ mny,
e(x) kaikilla z <.
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Koska konfiguraatio ¢ € U ja e € V sekd mn; < —2r, konfiguraatio d,, kuuluu
joukkoon U ja konfiguraatio G (d,,) kuuluu joukkoon V. Koska kaikilla k& > m pétee
kn; < —2r, Lemmaa soveltamalla voidaan mééritelld sellaiset konfiguraatiot
i1y Asoy - -5 tt8 dpyy € U ja G™(dpys) € V kaikilla @ > 0. Avoimet pallot U
ja V olivat mielivaltaisia, joten soluautomaattifunktio G on sekoittuva.

]

Lauseista ja saadaan Seuraus [5.27| soluautomaattifunktioille, jotka ovat
vasen- ja oikea-permutatiivisia.

Seuraus 5.27. Vasen- ja oikea-permutatiivinen soluautomaattifunktio G' on sekoit-
tuva, jos ny # 0 tai n,, # 0.

Néytetadn seuraavaksi, etté ?—permutatiiviset soluautomaattifunktiot ovat se-
koittuvia.

Lause 5.28. Olkoon G: S%* — §%° s_o)luautomaattifunktio, joka on ?—permutatiivinen
jollekin nollasta eroavalle vektorille t. T&lléin G on sekoittuva.

Todistus. Koska soluautomaattifunktio G' on ?—permutatiivinen, on olemassa naa-
puri 7, € N, jossa G on permutatiivinen ja jolle pétee epayhtalct

Vidi t-m> 1

Olkoot U,V C SZ° avoimia 27" siteisii palloja, jollekin kokonaisluvulle » > 1.
Talloin sylinterit U ja V ollaan méiéritelty (2r + 1)¢ kokoisessa hyperkuutiossa D.
Olkoon m > 0 pienin sellainen kokonaisluku, etté (? . ﬁ:) m > 2 (? Y) kaikilla
7 € D. Maéritelladn kaikille n > m sellainen konfiguraatio b, € U, etta G"(b) €
V. Olkoon N, soluautomaattifunktion G™ naapurustovektori ja f,, sen paikallinen
péivitysfunktio. Talloin f,, on permutatiivinen naapurissa nn;, ja kaikille naapureille
m € N, joilla m # nn;, pitee

Olkoot ¢ € U ja d € V konfiguraatioita. Lemmasta seuraa, ettd on olemassa
sellainen konfiguraatio b,,, etta

bo(Z)=c(Z) VT eZ: T -T<n(t-m),
G'b)(T)=e(Z) VZeZ: T - (Z+nm)>0.

Kaikille soluille @ € D pitee iskeiset ehdot, joten konfiguraatio b, € U ja konfigu-
raatio G"(b,) € V. Néin ollen soluautomaattifunktio G on sekoittuva. O

Tarkastellaan seuraavaksi vahvaa transitiivisuutta Alaosion .3 soluautomaatti-
funktiolle. Translaatio 7 on esimerkki oikeanpuoleisesta soluautomaattifunktiosta,
joka ei ole vahvasti transitiivinen, joten Maaritelman soluautomaattifunktiot
eivat valttdmatta ole vahvasti transitiivisia. Permutatiivisille soluautomaattifunk-
tioille saadaan seuraava lause.

Lause 5.29. Vasen- ja oikea-permutatiivinen soluautomaattifunktio G, jolla |N| >
2, on vahvasti transitiivinen.
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Todistus. Olkoon soluautomaattifunktio G' permutatiivinen naapureissa ny ja n,,.
Olkoon U C S% vlilld [—r+1, r—1] mééritelty 2~("~Y siiteinen avoin pallo, ja olkoot
konfiguraatiot ¢ € U ja d € SZ mielivaltaisia. Olkoon k > 1 sellainen kokonaisluku,
ettd epayhtalo k(n, — ni) > 2r on voimassa. Télloin patee —r — kny > r — knp,.
Lemmasta seuraa, ettd on olemassa sellainen konfiguraatio e, etta

e(zr) =
G*(e)(x)

c(x) kaikilla © > —r,
d(x) kaikilla © < —r — kn;.

Lisdksi Lemmasta seuraa, ettd on olemassa sellainen konfiguraatio b, etta

b(xz) =e(x) kaikilla xz <,
G*(b)(z) = d(x) kaikilla 2 > 7 — kn,,.

Nyt konfiguraatiolle b pétee b(z) = e(x) = c(x) kaikilla soluilla —1r < z < 7,
joten konfiguraatio b € U. Koska b(x) = e(r) kaikilla z < 7, niin G*(b)(z) =
G*(e)(z) pitee kaikilla < r — kn,,. Toisaalta G*(e)(z) = d(r) kaikilla x < —r —
kny. Niin ollen epéyhtilostd —r — kny > r — kn,, seuraa, etti G¥(b)(x) = d(x)
kaikilla x < r — kn,,. Lisiksi G*(b)(z) = d(z) kaikilla * > 7 — kn,,. Niin ollen
G*(b) = d. On osoitettu, etti mistd tahansa avoimesta pallosta piistdin mihin
tahansa konfiguraatioon, joten G on vahvasti transitiivinen. n

Yleistetadn tama lause seuraavasti.

Lause 5.30. Soluautomaattifunktio G: S%*° — % jolla IN| > 2, on vahvasti
trarls)itiivinen, jos jollekin rlcgllasta eroavalle vektorille ¢ soluautomaattifunktio G
on t-permutatiivinen ja — ¢ -permutatiivinen.

Todistus. Soluautomaattifunktio G' on 7—permutatiivinen, joten on olemassa sellai-
nen naapuri f; € N, ettd G on permutatiivinen naapurissa f; ja sille pitee epiyh-
talot

ViAi t-m> 1

Liséksi soluautomaattifunktio G on —7—permutatiivinen, joten on olemassa sellai-
nen naapuri 1, € N, ettd G on permutatiivinen naapurissa n, ja sille pitee epiyh-
talot

Vj # p: ?-77;< ?77;

Olkoon U C SZ* avoin 2=~V séiteinen pallo. Talloin sylinterin U tilat on méaaritelty
(2(r—1)+1)4 kokoisessa origo-keskisessi hyperkuutiossa D. Olkoon E origo-keskinen
(2r+1)? kokoinen hyperkuutio. Olkoot konfiguraatiot ¢ € U ja d € SZ% mielivaltaisia.
Olkoon £ sellainen kokonaisluku, etté epéayhtalo

T T-72-71

(i =) k> Y

on voimassa kaikilla soluilla @, ¥ € E. Tésti seuraa, etti epayhtilo
—k(T-m)-T-T>-k(T-m)-T 7 (13)
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on voimassa kaikilla soluilla 7, 7 € E. Olkoot Z € F ja U € E sellaisia soluja, etti
epayhtalot

Vy €eE:
Vy €E:

(AVARR VAN
DA
ST

SN

ovat voimassa. Talloin epayhtalot

Vy €D:
Yy €D:

9

7
i

VoA
= =+

<)

[
7.

ovat voimassa. Lemmasta [£.33] seuraa, ettd on olemassa sellainen konfiguraatio e,
etta

(Z-7)> k(T 7).

7

Koska alueen D soluille on voimassa epayhtalot

VZeD: t-Z<t-T<t T,

konfiguraatio b(7) = e(7) = ¢(7) kaikilla 7 € D. Téten konfiguraatio b € U.

Konfiguraatio b(Z) = e(7) kaikissa sellaisissa soluissa T, ettid ¢ - @ < ¢ - ¥. Niin
ollen konfiguraatiolle b on voimassa yhtalot

G'O)(Z) = Gre)(T) VT eZ: T - Z<t-T—k(T 7).
Toisaalta konfiguraatiolle e on voimassa yhtélot
Gre)(Z)=d(Z) VZez: T - Z2<T-Z-k(T -m).
Nain ollen kohdasta seuraa, etta
GEO)(Z)=d(Z) VZeZ: T - Z<t-T—k(T-7).
Toisaalta konfiguraatiolle b on voimassa yht&lot
G'o)NZ)=d(@) VZezhT-Z>T-T-k(T -m).

Niin ollen G*(b) = d. On osoitettu, ettd soluautomaattifunktio G' on vahvasti tran-
sitiivinen. []
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5.3 Ketjutransitiivisuus

Tamaéan alaosion tarkoituksena on esitelld ketjutransitiivisuus ja osoittaa, ettd se
on soluautomaattifunktioilla transitiivisuutta aidosti heikompi sekoittuvuusominai-
suus. Seuraukseen asti alaosio perustuu l&dhteeseen [§].

Aloitetaan alaosio esittelemélld sensitiivisyys, ja osoitetaan, ettd se on soluauto-
maattifunktioilla transitiivisuutta aidosti heikompi ominaisuus. Liséksi tarkastellaan
sensitiivisyyteen liittyvia ekvijatkuvuutta. Naita késitteitd hyddynnetddan alaosion
lopussa, kun osoitetaan, ettd on olemassa ketjutransitiivisia soluautomaattifunktioi-
ta, jotka eivit ole transitiivisia.

Maaritelma 5.31. Soluautomaattifunktio G on sensitiivinen, jos on olemassa
sellainen ¢ > 0, ettéd jokaista konfiguraatiota c kohti on olemassa sellainen mielival-
taisen ldhelld oleva konfiguraatio e, ettd d(G"(c), G™(e)) > ¢ jollekin n € N. Toisin
sanottuna (G on sensitiivinen, jos ja vain jos

>0, Vee S¥, W8>0, Je € Bs(c), In>1:  d(G"(c),G"(e)) > e.

Sylintereilld ilmaistuna sensitiiviselld soluautomaattifunktiolla G on olemassa
sellainen #drellinen alue E C Z9, ettd jokaiselle konfiguraatiolle ¢ ja #érellisel-
le alueelle D, on olemassa sellainen konfiguraatio e € Syl(c, D), ettd G"(e) ¢
Syl(G"(c), E) jollekin n > 1.

Mééaritelmi 5.32. Konfiguraatio ¢ € S2° on soluautomaattifunktion G ekvijat-
kuvuuspiste, jos

Ve >0, 30 > 0, Ve € Bs(c), Vn > 1: d(G"(c),G"(e)) < e.
Merkitadn ekvijatkuvuuspisteiden joukkoa &g.

Konfiguraatio ¢ kuuluu joukkoon &g, jos ja vain jos jokaiselle dérelliselle alueelle
E C Z% on olemassa sellainen #irellinen alue D C Z¢, etti

e € Syl(c,D) = Vn>1: G"(e) € Syl(G"(c), E).

Lause 5.33. Sensitiiviselle soluautomaattifunktiolle G ekvijatkuvuuspisteiden jouk-
kO SG = (Z)

Todistus. Vaihtamalla kahden ensimmaéisen kvanttorin jarjestystd sensitiivisyyden
madritelmésta

3 >0, Vee S, W6 >0, 3e € Bs(c), In > 1: d(G"(c),G"(e)) > ¢
saadaan kaava

Vee §% 36 >0, V6 >0, e € Bs(c), In>1:  d(G*(c),G"(e)) > e.
Talloin Ve € S2°: ¢ ¢ Eg eli g = 0. O

Seuraavaksi tarkastellaan, millaisia ekvijatkuvuuspisteet voivat olla yksiulottei-
sille soluautomaattifunktioille m-lukitsevien sanojen avulla.
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Maiéritelmi 5.34. Olkoon G: S% — S% yksiulotteinen soluautomaattifunktio. Sa-
na u on m-lukitseva sana, jos jollekin p € Z on voimassa implikaatio

c,e € Syl(u,0) = G"(c)(1) = G"(e)(i) kaikille n>0 ja p<i<p+m.

Lemma 5.35. Olkoon G yksiulotteinen soluautomaattifunktio, N = (nq,...,ny,)
sen naapurustovektori ja r soluautomaattifunktion sdde. Oletetaan, ettd soluauto-
maattifunktiolla G on r-lukitseva sana u. Talloin konfiguraatio ¢ on ekvijatkuvuus-
piste, jos silld on sana w &drettoméan monta kertaa oikealla ja vasemmalla puolella
solua 0.

Todistus. Olkoon n > 1 mielivaltainen kokonaisluku ja olkoon ¢ konfiguraatio, jolla
on sana u darettomén monta kertaa oikealla ja vasemmalla puolella solua 0. Téalloin
konfiguraatiolla ¢ on sana u oikealla puolella solua n ja vasemmalla puolella solua
—n. Olkoon uwu alueessa D mééritelty konfiguraation c osakuvio, jossa ensimméinen
sana u on vasemmalla puolella solua —n ja viimeinen sana u on oikealla puolella solua
n.

Olkoon e € S? sellainen konfiguraatio, etté e)p = wwu pitee. Koska u on r-
lukitseva, on olemassa sellaiset solujen a < —n ja b > n méardamat alueet A = {a —
r+l,a—r+2,...,a}ja B={bb+1,...,b+r—1}, ettd G'(e)(i) = G*(c) (i) kaikille
t > 0 ja kaikille 7 € A ja 1 € B. Koska r on naapurustovektorin siade, kaikille luvuille
t > 0 pétee, ettd jos G'(e)(i) = G'(c)(i) kaikissa soluissa i € [a—r+1,b+r—1], niin
G 1(e)(i) = G*'(c)(4) kaikissa soluissa i € [a+1,b—1]. Lisiksi G°(e)(i) = G°(c)(i)
kaikilla ¢ € D, joten induktiosta luvulle ¢ seuraa, ettd G'(e)(i) = G*(c)(i) kaikilla
t > 0 ja kaikilla ¢ € [-n, n]. Téten ¢ on ekvijatkuvuuspiste. O

Soluautomaattifunktio ei ole siis sensitiivinen, jos silld on r-lukitseva sana.

Lause 5.36. Transitiivinen soluautomaattifunktio G, jonka tilajoukko |S| > 2, on
sensitilvinen.

Todistus. Oletetaan, ettd G ei ole sensitiivinen. Koska G ei ole sensitiivinen, on
olemassa sellainen konfiguraatio ¢ € Sz ja ddrellinen alue D C Z¢, etté

e € Syl(c, D) = G'e)(0) = G'(c)(0) kaikilla ¢ > 0.

Merkiti#in C' = Syl(e, D). Olkoon 77 sellainen translaatio, ettd U = 7' (C)NC # 0.
Talloin U on epatyhja sylinteri. Olkoon konfiguraatio e € U. Télloin e € C' ja
17 (e) € C. Kaikille luvuille ¢ > 0 on voimassa yht&lo

GHe)(7) = Tr(G'(€))(0) = G'(tm(e))(0) = G*(c)(T) = G'(e)(0).

Olkoon d € S%* sellainen konfiguraatio, etté d(ﬁ)) # d(7) ja olkoon V = Syl(d, E)
sellainen sylinteri, ettd £ = {0, 7}. Tallsin GY(U) NV = § kaikilla ¢ > 0, joten
soluautomaattifunktio GG ei ole transitiivinen. m

Néytetadn seuraavaksi, ettd kiddnteinen vaite ei ole voimassa. Osoitetaan, etté
sensitiivisen soluautomaattifunktion F' ja sellaisen soluautomaattifunktion H, joka
ei ole transitiivinen, karteesinen tulo F' X H on sensitiivinen, mutta ei transitiivinen.
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Lause 5.37. Olkoon soluautomaattifunktio G = F x H: SZ° x A" — §Z* x A%
sellaisten soluautomaattifunktioiden F' ja H karteesinen tulo, ettd F' on sensitiivinen
ja H ei ole transitiivinen. T&llin G on sensitiivinen, mutta ei transitiivinen.

Todistus. Koska soluautomaattifunktiolle F' on voimassa kaava
e >0, Vee S¥, W6 >0, e € Bs(c), In>1:  d(F*(c), F*(e)) > e,
on myos voimassa kaava

Je >0, Y(c,a) € 8% x A%, ¥§ >0, I(e,b) € Bs((c,a)), In > 1:
d(G™((c,a)),G"((e,b))) > e.

Funktio G on siis sensitiivinen. Toisaalta on olemassa sellaiset epétyhjéit avoimet
joukot Uy, Vy C A%, ettd H™(Uy) N Vi = 0 kaikilla n > 0. Néin ollen kaikille
avoimille epatyhjille Up, Vi C SZd, leikkaus G™(Ur x Uy) N Vg x Uy on tyhji, joten
G ei ole transitiivinen. O

Transitiivisuus on sensitiivisyytta aidosti vahvempi ominaisuus soluautomaatti-
funktioille. Yleisesti tamé ei ole aina totta, vaan on olemassa dynaamisia systeemejé,
jotka ovat transitiivisia, mutta eivit sensitiivisia.

Siirrytddn seuraavaksi alaosion padtutkimuskohteeseen eli ketjutransitiivisuu-
teen.

Maaritelma 5.38. Soluautomaattifunktio G on ketjutransitiivinen, jos jokaisille
konfiguraatioille c¢,e € Sz ja aéarelliselle alueelle D on olemassa sellainen ketju
konfiguraatioita cg,cy,...,c,, ettd cg = ¢ ja ¢, = e ja konfiguraatio G(¢;_1) €
Syl(c;, D) kaikilla i € {1,...,n}. Merkitddn konfiguraatioiden ketjua merkinnalld
Co — Cp.

Ketjutransitiivisuus voidaan esittdd myos suunnattujen multigraafien avulla.

Maaritelma 5.39. Suunnattu multigraafi on nelikko (V) E ¢, h), jossa V on aé-
rellinen joukko solmuja ja E on toinen déarellinen joukko kaaria. Funktiot ¢t: £ — V
ja h: E — V madraavit jokaiselle kaarelle e € E ldhtosolmun t(e) € V' ja pééte-
solmun h(e) € V. Multigraafi on vahvasti yhtenéinen, jos jokaisesta solmusta on
olemassa kaarien muodostama reitti mihin tahansa muuhun solmuun.

Ketjutransitiivisella soluautomaattifunktiolla G seuraava suunnattu multigraa-
fi (Cy,Cg,t, h) on vahvasti yhtendinen kaikille dérellisille alueille D: Multigraafin
(Cy,Cg,t,h) solmujoukko Cy koostuu kaikista alueessa D mééritellyista sylinte-
reistd C1, ..., C,. Kaarijoukkoon C kuuluu sellainen kaari e; ;, jolle t(e; ;) = C; ja

h(e; ;) = Cj, jos ja vain jos G(C;) N C; # 0.
Lause 5.40. Ketjutransitiivinen soluautomaattifunktio G' on surjektiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd G ei ole surjektiivinen. Talloin on olemassa sylinteri Cj,
joka on orpo. Niin ollen leikkaus G(C;) N C; on tyhja kaikille i, joten suunnattu
multigraafi (Cy, Cg,t, h) ei ole vahvasti yhtenéinen. ]

Lause 5.41. Transitiivinen soluautomaattifunktio G on ketjutransitiivinen.
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Todistus. Olkoon D é&érellinen alue, ja olkoot C; ja C; alueessa D méaariteltyjé sylin-
tereitd. Koska G on transitiivinen, leikkaus G™(C;) N C; on epétyhjé jollekin n > 1.
On siis olemassa reitti solmusta C; solmuun C}, joten multigraafi (Cy, Cg,t,,h) on
vahvasti yhtendinen. O]

Seuraavaksi on tarkoitus esitelld esimerkki soluautomaattifunktiosta GG, joka on
ketjutransitiivinen, mutta ei transitiivinen. Seuraava esimerkki tunnetaan Covenin
automaattina ja sen esitys perustuu ldhteeseen [4].

Esimerkki 5.42. (Coven) Olkoon A soluautomaatti, jossa d = 1,5 = {0,1}, N =
(0,1,2) ja f: S* = S

f(s51,1,0) = s; + 1 (mod 2),
f(s1,82,83) = s1, kun s, # 1 tai s3 #0.

Soluautomaatin A médrdamé soluautomaattifunktio F' muuttaa solun tilan, jos ja
vain jos sita seuraa sana 10.

Oletetaan alaosion loppuun asti, ettd soluautomaattifunktio F' on sama kuin Esi-
merkissi [5.42] Alueen D = {1,2,...,n} naapurusto on N(D) = {1,2,...,n + 2}.
Niin ollen soluautomaattifunktio F' kuvaa sanan w € S™*2 alueessa N (D) sanak-
si w' € S™ alueessa D. Merkitdin tistd eteenpiin kuvausta FWVP)7D) () = o
yksinkertaisesti merkinnélla F'(w) = w', kun asiayhteys on selvi.

Koska paikallinen paivitysfunktio f on vasen-permutatiivinen, Lauseesta [4.31
seuraa, ettd F' on surjektiivinen. Naytetdan seuraavaksi, ettd F' ei ole sensitiivi-
nen, eikd taten myodskddn transitiivinen. Témén osoittamiseen tarvitaan seuraavaa
lemmaa.

Lemma 5.43. Olkoon n > 0. Soluautomaattifunktiolla F' sanan w = 00(11)"10
ainoa (0-alkuinen alkukuva on 00(11)"*110.

Todistus. Olkoon w' = 008384 ... S2n14 sellainen sana, ettd F(w') = w, kun s; €
{0,1} kaikilla ¢ € {3,4,...,2n 4+ 4}. Jos sanan 01 alkukuva on muotoa 0s;s;s, sen
taytyy olla muotoa 0s;1sg, silla tapauksen 0s;0s; kuva on joko 00 tai 10 riippuen
tilasta s;. Néin ollen w’ = 0083185 . . . S9,44. Liséksi, jos sanan 11 alkukuva on muotoa
1s;s;55, sen taytyy olla 1s;1sy, silld tapauksen 1s;0s;, kuva on joko 01 tai 10 riippuen
tilasta s;. Tdmén vuoksi sanan w’ jokaisella parillisella alaindeksilla i < 2n+2 taytyy
olla tila s; = 1 eli w’ = 00s31s5. .. 189,41182,1352,44. Liséksi tilan so,,.9 = 1 taytyy
muuttua, joten w’ = 00s3lss...1s9,,1110. Koska tilan 1 ainoa muotoa s;11 oleva
alkukuva on 111, méaardytyvat sanan w’ loput tilat yksikésitteisesti, kun edetain
oikealta vasemmalle. O

Lause 5.44. Soluautomaattifunktio F' ei ole sensitiivinen.

Todistus. Osoitetaan, ettd kaikille konfiguraatioille ¢ € Syl(000,0) konfiguraatio
F™(c) € Syl(00,0) kaikilla n > 0. Tehddén vastaoletus. Oletetaan, ettd on olemas-
sa sellainen konfiguraatio ¢ € Syl(000,0) ja ajanhetki ¢, ettd F'(c) ¢ Syl(00,0).
Olkoon t > 0 pienin téllainen ajanhetki. Talloin ajanhetkelld ¢ — 1 konfiguraatio
F®=1(c) kuuluu sylinteriin Syl(00,0), mutta sen kuva ei en#id kuulu siihen. Niin
ollen konfiguraation F'*~Y(¢) téytyy kuulua sylinteriin Syl(0010,0).
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Oletetaan induktiolla luvun n suhteen, ettd F*~"(c) € Syl(00(11)"110,0) pi-
tee kaikilla n > 1. Tapaus n = 1 on voimassa, koska F*~V(c) kuuluu sylin-
teriin Syl(0010,0). Induktioaskel seuraa Lemmasta [5.43 koska kaikilla ajanhet-
killi k& € {0,1,...t — 1} konfiguraatio F*(c¢) kuuluu sylinteriin Syl(00,0). Kun
n = t, saadaan F''(c) = ¢ € Syl(00(11)"7'10,0), mikd on ristiriidassa oletuk-
sen ¢ € Syl(000,0) kanssa. Néin ollen soluautomaattifunktiolla F' on 2-lukitseva
sana 00, joten F' ei ole sensitiivinen. O

Nyt Lauseesta [5.36[ seuraa, ettd F' ei ole transitiivinen.
Seuraus 5.45. Soluautomaattifunktio F' ei ole transitiivinen.

Néytetddn seuraavaksi, ettd soluautomaattifunktio F' on ketjutransitiivinen. Osoi-
tetaan ensin, ettd jokaisesta sanan w € {0, 1} méirdamisti sylinteristd Syl(w,0)
on olemassa ketju sylinteriin Syl(1!,0), kun [ € N. Toisin sanoen jokaisesta sanasta
w on ketju sanaan 1'. Lemmaan asti alaosio perustuu lédhteeseen [2].

Tillalle s € {0,1} merkitdén s = s + 1 (mod 2). Sanalle w = wywy ... w,, jossa
w; € S kaikilla i < n, merkitddn w = wiws . . . W,.

Lemma 5.46. Olkoot a € {0,1}, k € {0,1}, 1 € Nja D = {0,1,...,2l + k}.
On olemassa sellainen [ + 2 pituinen ketju ci, ..., 0, ettid ¢; € Syl(a(11)'1%,0) ja
1o € Syl(a(11)1%,0) ja konfiguraatio F(c;_1) € Syl(c;, D) kaikille i € {1,...,n}.

Todistus. Niytetiin ensin, ettd on olemassa sellaiset sanat w € {10,11} ja u €
{10,11}, ettd FI((11)'w) = (10), F*((11)wu) = (11) ja Fi((11)w) oy = 11
kaikilla ¢ € {0,1,...] — 1}. Soluautomaattifunktiolle F

F(1111) = 11,
F(1110) = 10,
F(1011) = 10,
F(1010) = 11.

Soluautomaattifunktio F' toimii siis XOR-soluautomaattifunktion tavoin, kun rajoi-
tutaan sanoille w € {10,11}*, jos kuvataan ne funktiolla

11— 0,
10 — 1.

Néin ollen soluautomaattifunktio F' voidaan ajatella oikea-permutatiivisena soluau-
tomaattifunktiona, kun rajoitutaan avaruuteen {10, 11}%. Oikea-permutatiivisuudes-
ta seuraa, ettd on olemassa sellainen w € {10, 11}, ettd F'((11)'w) = (10)". Koska
F((10)Y) = (11)"7!, oikea-permutatiivisuudesta seuraa, ettii voidaan valita sellai-
nen u € {10,11}, ettd F'™1((11)'wu) = (11)!. Lisiiksi kaikilla sanoilla w pétee, etti
Fi((ll)lw)‘{(),l} =11, kun € {0, 1,...1— 1}.

Niiden nojalla on olemassa sellaiset sanat w ja u, etti F'(a(11)'w) = a(10)! ja
F'* 1 (a(11)wu) = @(11)!. Tésti seuraa, ettd on olemassa ketju a(11)! — @(11)".
Liséksi tila 1 pysyy muuttumattomana sanan perélld, eikd vaikuta mihinkaan tilaan,
jolloin saadaan tapaus k£ = 1. Viite on todistettu.

O
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Lause 5.47. Olkoon w € {0, 1}*** sellainen sana, etti [ > 0 ja k € {0,1}. Talléin
on olemassa ketju w — (11)'1*%.

Todistus. Osoitetaan tdmé induktiolla. Kun |w| = 1, on olemassa ketju w — 1,
koska joko w = 1 tai F(wl0) = 1. Oletetaan, lause patee kaikille n > 1 pituisille
sanoille. Olkoon w € {0,1}"™! sellainen sana, etti n = 2] + k ja k € {0,1}. Téllsin
w = aw, kuna € {0,1} jaw € {0,1}". Induktiohypoteesista seuraa, ettd on olemassa
ketju aiv — ag(11)'1*, jollekin ag € {0, 1}. Lemmasta 5.46|seuraa, ettd on olemassa
ketju aw — 1(11)'1%. O

On osoitettu, ettd jokaisesta sanasta w € S™ on olemassa ketju sanaan 1". Nay-
tetddn seuraavaksi, ettd tdméa riittda ketjutransitiivisuuteen. Seuraava lemma on
lahteesta [7].

Lemma 5.48. Olkoon G surjektiivinen yksiulotteinen soluautomaattifunktio. Jos
on olemassa sellainen sana v € S”, etté kaikilla w € S™ on olemassa ketju w — v,
niin myos kaikilla w € S™ on olemassa ketju v — w.

Todistus. Oletetaan, ettd v € S™ on sellainen sana, etté kaikilla w € S™ on olemassa
ketju w — v. Olkoon r soluautomaattifunktion naapurustovektorin side. Olkoon
(V, E,t, h) sellainen suunnattu multigraafi, ettd solmut ovat joukko V' = S™ ja kaari
Cuws,y, JOL€ t(Euwsy) = W ja h(eywsy) = Y, on olemassa, jos ja vain jos G(uws) = y.
Olkoon gy (w) solmusta w € V' ldhtevien kaarien lukumééra ja g;,(w) solmuun w
sisadantulevien kaarien lukuméira. Lihtevien kaarien lukuméiri on gou(w) = |S|*"
kaikille solmuille w € V. Koska soluautomaattifunktio G surjektiivinen, Lauseesta
seuraa, etti sisdéntulevien kaarien lukumééri on g, (w) = |S|*" kaikille w € V.
Néin ollen gyt (w) = gin(w) kaikille solmuille w € V.

Naytetddn seuraavaksi, ettd multigraafi (V) E ¢, h) on vahvasti yhtenédinen. Ol-
koon A C S™ niiden sanojen joukko, joihin on olemassa ketju sanasta v eli

A={wesS"|v— w}.

Jos sana u kuuluu joukkoon A ja on olemassa ketju © — x, niin my0s sana x
kuuluu joukkoon A. Téten ei ole olemassa sellaista kaarta €,,s,, ¢ttd w € A, mutta
y ¢ A. Toisaalta kaikille sanoille w € V' pétee gout(w) = gin(w), joten ei ole olemassa
sellaista kaarta ey, ettd w ¢ A, mutta y € A. Oletuksen mukaan kaikilla sanoilla
w € S™ on olemassa ketju w — v. Tésta seuraa, ettéd joukko A = S™. On osoitettu,
ettd kaikilla w € S™ olemassa ketju v — w. n

Lause 5.49. Soluautomaattifunktio F' on ketjutransitiivinen, mutta ei transitiivi-
nen.

Todistus. Lauseen mukaan F ei ole transitiivinen. Lauseesta seuraa, etta
kaikista sanoista w € S' on olemassa ketju w — 1!, josta Lemman mukaan
seuraa, ettd soluautomaattifunktio F' on ketjutransitiivinen. O]

6 Ergodiateoria

Tassa osiossa tarkastellaan soluautomaattifunktioiden ominaisuuksia mittateorian
nakokulmasta. Osion paatarkoituksena on esitella ergodisia sekoittuvuusominaisuuk-
sia seké vertailla niitd toisiinsa ja topologisiin sekoittuvuusominaisuuksiin.
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6.1 Uniformi todennakoisyysmitta

Téassé alaosiossa médritellidn uniformi todennékdisyysmitta ja osoitetaan, ettd se
sdailyy muuttumattomana surjektiivisten soluautomaattifunktioiden iteroinnin suh-
teen. Lisdksi alaosiossa esitelldan toistuvat pisteet ja Poincarén rekurrenssilause.

Alaosio aloitetaan mittateorian perusteista. Méaaritellddn ensin o-algebra. Lausee-
seen [6.6| asti alaosio perustuu lahteeseen [12]. Lauseen [6.3ja Lauseen [6.6 todistukset
loytyvit samasta ldhteesté.

Maaritelma 6.1. Olkoon X joukko. Kokoelma D joukon X osajoukkoja on o-
algebra, jos seuraavat ehdot tayttyvét:

1. X € D,
2. jos D € D, niin X \ D € D,
3. jos (D;)$2, on sellainen jono, ettd D,, € D kaikilla n > 1, niin |J,~, D,, € D.

Maaritelma 6.2. Olkoon A kokoelma joukon X osajoukkoja. Télloin kokoelman
A virittdma o-algebra o(A) on kaikkien kokoelman A sisdltdvien o-algebrojen
leikkaus. Borel o-algebra B on topologian T virittdmé o-algebra. Borel o-algebra
on pienin kaikki avoimet joukot sisdltévd o-algebra. Joukkoja U € B kutsutaan
Borel-joukoiksi tai mitallisiksi joukoiksi.

Lause 6.3. Olkoon A kokoelma joukon X osajoukkoja. Talloin o-algebra o(.A) on
olemassa.

Lause 6.4. Sylinterien perhe S virittdd Borel o-algebran eli o(S) = B.

Todistus. Olkoon T avaruuden SZ° topologia ja joukko U € T avoin. Koska S
on avaruuden SZ%° kanta, joukko U voidaan esittdd unionina U = |J,.; B;, kun
B; € S kaikilla ¢ € Z. Néin ollen 7 C o(S), joten o(7T) = B C o(S). Toisaalta
jokainen sylinteri on avoin, joten o(S) C B. Néin ollen yhtasuuruus o(S) = B on
voimassa. [

Maaritelma 6.5. Borel-todennékdoisyysmitta on sellainen funktio u: B — R,
ettd seuraavat ehdot tayttyvét:

Lo u(@) =0, u(X)=1jau(B) >0 kaikille B € B.

2. (o-additiivisuus) Jos (B, )nen on sellainen numeroituva jono pareittain eril-
lisid joukkoja, ettd B; € B kaikilla ¢ > 1, niin p(U;2; Bi) = >y #(Bi)-

Lause 6.6. Olkoon p1: B — R ja pus: B — R sellaisia Borel-todennékoisyysmittoja,
jotka saavat samat arvot kokoelmalla A C B. Jos kokoelma A on suljettu darellisen
leikkauksen suhteen ja virittadd Borel o-algebran B, niin pq = ps.

Seuraus 6.7. Olkoot p;: B — R ja ps: B — R Borel-todennékdisyysmittoja ava-
ruudessa SZ°. Jos pu1(U) = pp(U) kaikilla sylintereilld U, niin iy = .

Seuraavaksi maéaritelladn surjektiivisille soluautomaattifunktioille muuttumaton
todennékoisyysmitta. Alaosion loppu perustuu ldhteeseen [§].
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Lause 6.8. Olkoon G: X — X jatkuva funktio. Borel-joukon U alkukuva G~(U)
on Borel-joukko.

Todistus. Olkoon B Borel g-algebra ja ¥ niiden joukkojen A C X kokoelma, joille
G~ 1(A) € B. Niytetiin, ettd ¥ on o-algebra.

1. GY(X)=X € B, joten X € 3.

2. Jos joukko A € ¥, niin alkukuva G™1(A) € B. Tallsin G71(X \ A) = X \
G~(A) € B, joten X \ A € 3.

3. Jos (A4;)2, on jono sellaisia joukkoja, ettd A, € ¥ kaikilla n > 1, niin alku-
kuvat G~'(A,) € B kaikilla n > 1. Téten unionin alkukuva G~1({J>2, A,) =
U,—, G 1(A,) € B. Tésté seuraa, ettd | J 2, A, € X

Jos joukko U on avoin, niin alkukuva G~(U) on avoin ja siis G~'(U) € X. Niin ollen
joukko U € X, joten X siséltaé kaikki avoimet joukot. Tésta seuraa, ettd B C 3. [

Maaritelma 6.9. Olkoon p: B — R Borel-todennikoisyysmitta ja G: X — X
jatkuva funktio. Méé&ritelldén mitta G(u): B — R seuraavasti:

G(u)(A) = (G (A)) kaikilla A € B.
Lemma 6.10. Mitta G(u): B — R on Borel-todennékéisyysmitta.

Todistus. Lause seuraa suoraan faktoista G™1(0) =0, G™1(X) = X, G} (X \ 4) =
X\ G7Y(4) ja

G HAUAU.. ) =G A)UuGH(A)uU....

Huomataan, ettd jos joukot A; ja A; ovat erillisid, niin joukot G~1(A;) ja G~1(A;)
ovat myo0s erillisia. O

Maaritelma 6.11. Mitta ¢ on G-muuttumaton, jos G(u) = p kaikilla Borel
joukoilla A € B.

Maéaritelma 6.12. Olkoon S #érellinen tilajoukko. Olkoon p: S — [0, 1] sellainen
todennikéisyysjakauma, ettd ) o p(a) = 1. Bernoulli todennikéisyysmitta i,
méérittaa sylinterille U = Syl(e, D) arvon

p(U) = H p(e(7)).

Uniformi todennikdisyysmitta g on sellainen Bernoulli todenndkoisyysmitta,
ettd p(a) = ﬁ kaikilla a € S. Talloin

w(U) = (ﬁ)m ,

kun U = Syl(c, D). Kaikilla samalla alueella mééritellyilld sylintereilld on siis sama
mitta.
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Molemmat Maaritelmén mitat tayttavat Maaritelmén [6.5] ehdot sylintereil-
le. Lahteessé [I7] osoitetaan, etté tdllainen méadrittely sylintereille laajenee yksiké-
sitteisesti Borel-todennéakoisyysmitaksi.

Lause 6.13. Olkoon soluautomaattifunktio G: SZ° — SZ* surjektiivinen, ja olkoon
p uniformi todennékoisyysmitta. Télloin G(u) = p.

Todistus. Seurauksen [6.7 mukaan riittad osoittaa, ettd G(u)(C') = p(C') kaikille alu-
eessa D’ maaritellyille sylintereille C' = Syl(c, D’). Lauseen mukaan sylinterin
C' alkukuva on

GHC)=CiUuCyU---UC,y,

missi sylinterit C; ovat erillisié, madritelty alueessa D, jan = |S|'PI=1P'l. Borel-mitan
o-additiivisuudesta ja uniformin mitan maaritelmasta seuraa yhtalo

|D| |D'|
W(GHC)) = 1(Ch) + 1(Ca) + -+ p(Co) = (@) _ (ﬁ) — u(0).

On johdettu tulos G(u) = p. O
Esitetdan seuraavaksi Poincarén rekurrenssilause.

Lause 6.14. Olkoon soluautomaattifunktio G surjektiivinen, ja olkoon p uniformi
todennékoisyysmitta. Olkoon jokaiselle Borel-joukolle A joukko

B={ceA|3k: Vn>k: G"(c)¢ A}

niiden pisteiden joukko, jotka palaavat joukkoon A vain &érellisen monta kertaa.
Talloin u(B) = 0.

Todistus. Olkoon (Ag)ren sellaisten joukkojen Ay jono, etta
A, =G A UG A UG A UL

Talloin joukot A, ovat niiden pisteiden joukkoja, jotka péaatyvit joukkoon A, kun
funktiota G on iteroitu vahintdéan k kertaa. Téllaiset joukot muodostavat siséltymi-
sen suhteen vihenevin jonon

A DA DA D ...

Jokainen Aj, on numeroituvan monen Borel-joukon G~*(A) unioni, joten Ay on Borel-
joukko. Jokaiselle k pitee G(Ay) = Aji1. Lauseen [6.13 mukaan pu(Ay) = p(Api1),
joten kaikilla joukoilla Ay on sama mitta u(Ax) = u(Ag). Koska A C Ay, kaikille
k € N péatee A\ Ay, C Ag \ Ax. Tésté ja o-additiivisuudesta seuraa epayhtalo

p(AN Ap) < p(Ao \ Ag) = p(Ao) — p(Ax) = 0.

Joukossa B on tarkalleen ne joukon A pisteet, jotka eivat kuulu mihinkéén joukkoon
Ak eli

B= G(A\Ak).
k=0
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Viite seuraa epayhtalosta

p(B) < 3 p(A\ A =30 =0,

O

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd niiden pisteiden joukkolla, jotka kuuluvat jouk-
koon A eivatkd koskaan palaa takaisin joukkoon A, mitta on 0.

Maaritelma 6.15. Konfiguraatio ¢ € SZ* on toistuva, jos se palaa jokaiseen avoi-
meen joukkoon U, johon konfiguraatio ¢ kuuluu. Toistuvien pisteiden joukko on

Re = {c e S| kaikille avoimille joukoille U: ce U = In>1: G*(c) e U}.

Lause 6.16. Jos soluautomaattifunktio G on surjektiivinen, toistuvien pisteiden
joukko R on numeroituvan monen avoimen l-mittaisen joukon leikkaus. Tall6in
joukko R on residuaali ja u(Rg) = 1.

Todistus. Olkoon Uy, U, ... kaikkien sylintereiden luettelo. Olkoon (Xj)ren sellais-
ten joukkojen Xj jono, etta

Xe={ceUs|Vn>1: G"(c) ¢ Uy}.

Lauseesta [6.14] seuraa, ettd joukon Xj, mitta u(X;) = 0. Joukko X on suljettu,
koska sille péatee yhtasuuruus

X, = U\ | G"(h),
n=1

jossa Uy, on sylinterind avoin ja suljettu.
Osoitetaan seuraavaksi, etta

X,UX, U= 5%\ Re. (14)

Konfiguraatio ¢ € X, ei voi olla toistuva, koska Uy on avoin joukko, johon konfigu-
raatio ¢ kuuluu, mutta ei koskaan palaa. Kédanteisesti oletetaan, ettd konfiguraatio ¢
ei ole toistuva. Télléin on sellainen avoin joukko U, ettd ¢ € U ja G"(c) ¢ U kaikille
n > 1. Koska sylinterit muodostavat kannan avaruudelle 5%, on olemassa sellainen
luku &, ettd ¢ € U, C U. Talloin ¢ € Xj. Téten kohta on todistettu, joten
saadaan toistuvien pisteiden joukolle yhtasuuruus

[e.9]

Re = [ (8% \ Xp).

k=1

Koska joukkojen SZ°\ X}, mitoille pétee pu(S%"\ X;) = 1 — u(Xz) = 1, toistuvien
pisteiden joukko on numeroituvan monen l-mittaisen avoimen joukon leikkaus. Jos
joukko A ei ole tihed, sen komplementissa on sylinteri eli mitta u(A) < 1. Liséksi,
jos A = A; N Ay N ... on numeroituvan monen joukon A; leikkaus, joiden mitta
p(A;) = 1 kaikille ¢ > 1, on leikkauksen mitta p(A) = 1. Téten toituvien pisteiden
joukko R on tihed ja u(Rq) = 1.

O
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6.2 Ergodiset sekoittuvuusominaisuudet

Tamén alaosion paitarkoituksena on esitelld soluautomaattifunktioiden ergodisia se-
koittuvuusominaisuuksia ja vertailla niité toisiinsa, sekd topologisiin sekoittuvuuso-
minaisuuksiin. Liséksi alaosiossa tutkitaan Alaosion 4.3 soluautomaattifunktioiden
ergodisia ominaisuuksia.

Aloitetaan alaosio esittelemélld mittateoriassa topologista transitiivisuutta vas-
taava ominaisuus eli ergodisuus. Ergodisuuden mééritelmé ja Lause [6.18] perustuvat
lahteeseen [8].

Mé&ritelmi 6.17. Soluautomaattifunktio G: SZ° — SZ° on ergodinen unformin
todennékoisyysmitan p suhteen, jos jokaiselle joukolle A € B pétee

G HA) =A = pu(A) =1 tai u(A) = 0.

Lauseessa todistettiin, ettéd transitiivisella soluautomaattifunktiolla G' tran-
sitiivisten pisteiden joukko 7s on numeroituvan monen avoimen joukon leikkaus.

Téaten joukko 75 on Borel-joukko. Naytetadn seuraavaksi, ettd joukon 75 mitta on
1.

Lause 6.18. Olkoon soluautomaattifunktio GG ergodinen uniformin todennakéisyys-
mitan p suhteen ja 7 sen transitiivisten pisteiden joukko. Talloin p(7g) = 1.

Todistus. Olkoon & = Uy, Us,... sylintereiden perhe. Olkoon (Xj)ren sellaisten
joukkojen X jono, etta

X, = ﬂl L_J G™HUy).

Talloin joukot X} ovat sellaisten pisteiden joukkoja, jotka padtyvét sylinteriin Uy
ddrettomén monta kertaa. Téllaiset joukot X}, ovat Borel-joukkoja ja G™1(X},) = Xj,.
Koska G on ergodinen, mitta pu(Xy) = 0 tai u(Xy) = 1. Lauseesta seuraa
(U \ Xx) = 0. Talloin

w(Xe) > p(Up N X5) = w(Ux) — p(Ux \ Xi) = pu(Ux) >0,

joten p(Xy) = 1. Transitiivisten pisteiden joukko sisdltdéd pisteet, jotka leikkaavat
kaikki sylinterit dérettoméan monta kertaa, joten

Teo=X1NXoN....

Liséksi joukon 7 komplementin mitta on

U™ X)) <3 u(s™ X =3 0=0,
joten u(7g) = 1. O

Lause 6.19. Uniformin todennékoisyysmitan g suhteen ergodinen soluautomaatti-
funktio G on transitiivinen.
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Todistus. Lauseesta seuraa, ettd transitiivisten pisteiden joukon mitta u(7s) =
1, joten joukko 7 # (. Lauseen mukaan soluautomaattifunktio G on transitii-
vinen. [

Ei ole tiedossa, seuraako transitiivisuudesta ergodisuus, vai onko olemassa tran-
sitiivisia soluautomaattifunktioita, jotka eivéit ole ergodisia.

Esitelldan seuraavaksi ergodinen sekoittuvuus ja ergodinen heikosti sekoittuvuus.
Néiden médritelmét ja Lause perustuvat ldhteeseen [17].

Misritelmd 6.20. Olkoon G: S%° — SZ° soluautomaattifunktio ja g uniformi
todennéakoisyysmitta.

1. Funktio G on mitan g suhteen egodisesti sekoittuva, jos kaikille Borel-
joukoille U,V € B on voimassa

lim p (G(U) NV ) = p(U)u(V).

n—oo

2. Funktio G on mitan p suhteen egodisesti heikosti sekoittuva, jos kaikille
Borel-joukoille U, V' € B on voimassa

lim — Zm U)nv ) —uU)u(V)| =0.

n—oo M

Oletetaan jatkossa, ettd p on uniformi todennékdéisyysmitta ja kaikki osion lauseet
ovat uniformin todennédkoisyysmitan p suhteen. Vertaillaan seuraavaksi ergodista
sekoittuvuutta ja ergodista heikkoa sekoittuvuutta toisiinsa sekéd tutkielmassa ai-
emmin esitettyihin sekoittuvuusominaisuuksiin. Osoitetaan ensin, ettd ergodisesta
sekoittuvuudesta seuraa ergodinen heikko sekoittuvuus.

Lemma 6.21. Olkoon (a,),en reaalilukujono, joka suppenee kohti lukua a. T&ll6in

lim — Z]ak—a| = 0.
n—oo M,

Todistus. Olkoon £ > 0 ja luku n. € N sellainen, ettd |a; — a| < 5 kaikilla ¢ > n..

Olkoon .
b= Z lax — al.
k=0

Nyt

1 n—1 1 Ne n—1 n—1 e b e

ﬁzmk—a\:E(ka—aH— Z lax —al) < b—l— Z §)<ﬁ+§<€’

=0 k=0 k=nc+1 k=n<+1

kun n € N on sellainen, etté % < 5. n

Lause 6.22. Ergodisesti sekoittuva soluautomaattifunktio G' on ergodisesti heikosti
sekoittuva.
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Todistus. Ergodinen sekoittuvuus tarkoittaa, etté

lim p (G(U)NV ) = p(U)u(V),

n—oo

joten ergodinen heikko sekoittuvuus seuraa suoraan Lemmasta [6.21]. O

Lause 6.23. Ergodisesti heikosti sekoittuva soluautomaattifunktio G on ergodinen.

Todistus. Olkoon U € B sellainen Borel joukko, ettd G—1(U) = U. Téllsin
pGU)NU) = pU).

Nyt ergodisesta heikosta sekoittuvuudesta seuraa

0= lim =S [0(U) = 0] = | (U) = (0
joten p (U) = u(U)?. Téten p(U) =1 tai u(U) = 0. O

Muita yhteyksia ergodisten sekoittuvuusominaisuuksien vélilla ei tunneta. Nay-
tetdan kuitenkin vield yksi yhteys ergodisten ja topologisten sekoittuvuusominai-
suuksien valilla.

Lause 6.24. Ergodisesti sekoittuva soluautomaattifunktio G' on sekoittuva.

Todistus. Olkoot U,V C SZ epatyhjid sylintereitd. Olkoon € > 0 sellainen, etta
e < w(U)u(V). Ergodisesta sekoittuvuudesta seuraa, ettd on olemassa sellainen
ng € N, etta

0 (G(U) V) = p(O)u(V)] < &

kaikilla ¢ > ng. Talloin epdyhtalostd e < p(U)u(V) seuraa, ettd pu (G=H(U)NV) >0
kaikilla i > ng. Téaten G™(U) NV # () kaikilla ¢ > ny. O

Alaosion lopuksi tarkastellaan Alaosiossa [£.3]esitettyjen soluautomaattifunktioi-
den ergodisia sekoittuvuusominaisuuksia. Seuraavan lauseen mukaan ergodinen heik-
ko sekoittuvuus ja ergodinen sekoittuvuus riittaé tarkistaa sylintereille. Lauseen to-
distus 16ytyy lédhteesté [17], johon lause perustuu.

Lause 6.25. Olkoon G soluautomaattifunktio ja p uniformi todennékoisyysmitta.

1. Funktio G on egodisesti sekoittuva, jos kaikille sylintereille U ja V' on voimassa

lim p (G(U) NV ) = p(U)u(V).

n—oo

2. Funktio G on egodisesti heikosti sekoittuva, jos kaikille sylintereille U ja V' on
voimassa

o1
lim —
n—oo N

ST 1 (G HU) AV ) = pU)u(V)] = 0.

Alaosion loppu perustuu ldhteeseen [10], mutta todistukset ovat tutkielman omaa
tuotosta.
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Lause 6.26. Surjektiivinen oikeanpuoleinen (vasemmanpuoleinen) soluautomaatti-
funktio G on ergodisesti sekoittuva.

Todistus. Koska soluautomaattifunktio G on oikeanpuoleinen, sen vasemmanpuolei-
simmalle naapurille patee ny > 0. Olkoot U = Syl(u,a) ja V= Syl(v, b) sylintereita.
Merkitaén sylintereiden U ja V' alueita kirjaimilla Dy ja Dy . Olkoon k > 1 sellainen
luku, ettéd epayhtélo kny + min{Dy} > max{Dy} on voimassa. Téstd seuraa, etté
alueiden Ni(Dy) ja Dy leikkaus on tyhjd, kun N, on soluautomaattifunktion G*
naapurustovektori.

Olkoon F sellainen #érellinen alue, ettd Ny(Dy) C E ja Dy C E. Lauseen m
mukaan sylinterin U alkukuvat ovat

640) = Sultes B)

missi sylinterit Syl(c;, E) ovat erillisid ja n = |S|FI=1Pvl on sylinterien lukumé&ira
alkukuvassa. Tarkastellaan seuraavaksi leikkauksia Syl(c;, F) N'V. Leikkaus on epé-
tyhjé, jos ja vain jos ¢;p, = v. Koska alueiden Ni(Dy) ja Dy leikkaus on tyhjs,
epityhjid sylintereits leikkauksessa Syl(c;, E) N’V on yhteensi |S|IFI=1Pul=IPv] kap-
paletta. Jokaisen alueessa FE mééritellyn sylinterin uniformi todenndkoisyysmitta
on

1(Syl(c;, E) = (ﬁ)ﬂ

Néiden perusteella saadaan

WG HU)NV) = (ﬁ)lm |S|IPI=Pu =DV — (ﬁ) v (ﬁ)mv = pu(U)p(V).

Téten soluautomaattifunktio G' on ergodisesti sekoittuva. O

Lause 6.27. Olkoon G sellainen oikea-permutatiivinen (vasen-permutatiivinen) so-
luautomaattifunktio, ettd oikeanpuoleisin naapuri n,, > 0(vastaavasti ny < 0). Tél-
16in G on ergodisesti sekoittuva.

Todistus. Olkoon n,, soluautomaattifunktion G oikeanpuolimmaisin naapuri ja f
sen paikallinen paivitysfunktio. Olkoot U = Syl(u,a) ja V = Syl(v,b) sylintereita.
Merkitaén sylintereiden U ja V' alueita kirjaimilla Dy ja Dy . Olkoon k > 1 sellainen
kokonaisluku, etta epéayhtélo kn,, + min{ Dy} > max{ Dy} on voimassa. Olkoon N
soluautomaattifunktion G* naapurustovektori ja fi sen paikallinen péivitysfunktio.

Olkoon FE sellainen yhtenéinen alue, ettd Dy C E, N¢(Dy) C Eja max{E} =
max{Ni(Dy)}. Lauseen mukaan sylinterin U alkukuva on

GHU) = USyl(ci,E),

missd sylinterit Syl(c;, E) ovat erillisid ja n = |S|FI=1Pvl on sylinterien lukuméé-
rd, alkukuvassa. Kaikilla sylintereilla Syl(c;, ) leikkaus Syl(c;, E) NV on tyhja,
jos konfiguraatiossa c¢; ei ole sanaa v alueessa Dy . Kiinnitetddn sana e alueeseen
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E\ (kn,, + Dy). Koska funktio f; on oikea-permutatiivinen, on olemassa sellainen
yksikésitteinen sana w, etti Gk(ci)‘DU = w, Kun ¢j(gn,+n,) = w. Tésté ja epéayhta-
16sté kn,, + min{ Dy} > max{Dy } seuraa, ettd sellaisia sylintereitd Syl(c;, E), joi-
den leikkaus sylinterin V' kanssa on epityhji, on yhteensd S/ZI=I1PvI=IPul kappaletta.
Tallaisten sylintereiden uniformi todennékoisyysmitta on

1(Syl(c;, E) = (ﬁ)ﬂ

Muuten mitta on 0. Néiden perusteella saadaan

WGHU)NV) = (ﬁ)wl ||/ FPul=ibvl — (ﬁ) v (ﬁ)mv = p(U)(V).

Taten soluautomaattifunktio G on ergodisesti sekoittuva. m

Esimerkki 6.28. XOR-soluautomaattifunktio G ja siirtofunktio o ovat ergodisesti
sekoittuvia.

Lause ja Lause voitaisiin yleistda korkeampiin ulottuvuuksiin. Jalkim-
méisen lauseen yleistys ja sen todistus 16ytyvat lahteesta [15].

7 Syndeettinen transitiivisuus

Palataan vield topologisiin sekoittuvuusominaisuuksiin. Téassé osiossa esitetddn syn-
deettinen transitiivisuus ja todistetaan, ettd se on soluautomaattifunktioille transi-
tiivisuuden kanssa ekvivalentti ominaisuus. Tamén tuloksen avulla osoitetaan, et-
td kahden transitiivisen soluautomaattifunktion karteesinen tulo on transitiivinen.
Maaritelmét ja Lause perustuvat l&hteeseen [16]. Muuten osio on tutkielman
omaa tuotosta.

Maaritelma 7.1. Olkoon A = {ay,as,...} C Ny dédreton joukko, jossa a; < as <
.... Joukko A on syndeettinen, jos on olemassa sellainen kokonaisluku m > 1,
ettd a; < m ja a;y 1 — a; < m kaikilla ¢ > 1.

Toisin sanoen joukko A on syndeettinen, jos on olemassa sellainen m € N, etté
jokainen m-pituinen lukusegmentti sisaltda joukon A alkion.

Maaritelma 7.2. Soluautomaattifunktio G on syndeettisesti transitiivinen, jos
jokaiselle epétyhjélle avoimelle joukolle U ja V' joukko Ng(U,V) = {n € Ny |
G"(U)NV # (} on syndeettinen.

Kuten aikaisimmissa sekoittuvuusominaisuuksissa, riittaéd tarkastella sylinterei-
td U ja V. Syndeettisesté transitiivisuudesta seuraa, etté joukko Ng(U,V) = {n €
N | G"(U)NV # 0} on epatyhja kaikilla epatyhjilla sylintereilla U ja V', mika ekvi-
valentti ehto transitiivisuuden kanssa. Téaten syndeettisesti transitiivinen soluauto-
maattifunktio on transitiivinen.

Lemma 7.3. Olkoon soluautomaattifunktio G transitiivinen ja olkoot joukot U, V' C
SZ' avoimia ja epétyhjid. Talloin on olemassa epéatyhja avoin joukko A C Sz ja
sellainen luku n > 0, ettd Ng(A, A) + n siséltyy joukkoon Ng (U, V).
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Todistus. Olkoon luku n € Ng(U,V) ja joukko A = G™™(V)NU. Jos k € Ng(A, A),
niin on olemassa sellainen z € A, ettd G*(z) € A. Téllsin z € U ja G*™(z) € V eli
]{3—|—HENO<U,V). ]

Lause 7.4. Transitiivinen soluautomaattifunktio G on syndeettisesti transitiivinen.

Todistus. Olkoot U,V C SZ* avoimia ja epétyhjii ja olkoon A C SZ* sellainen Lem-
man joukko, ettd Ng(A, A) + s siséltyy joukkoon Ng(U, V') jollekin kokonais-
luvulle s > 0. Néytetadn, ettd joukko Ng(A, A) on syndeettinen. Olkoot k£ > 0 ja
n > 1 kokonaislukuja. Méaritellaan Ag, ) = Uy<icpin_1 G (A). Olkoon p uniformi
todennakoisyysmitta. Kaikille joukoille A,y pétee yhtélo

A1) = U G(A) =G ( U G_i(A)> =G (Agm).

k+1<i<k+n k<i<k+n-—1

Taten Lauseesta seuraa, ettéd pi(Agn)) = p(A+1,n)). Induktiolla saadaan suo-
raan ((Agn)) = f(Agn). Olkoon B = A o) = Ujey G'(A) kaikkien alkukuvien
joukko. Koska joukko A on epétyhjé avoin joukko ja sylinterit muodostavat kannan,
joukolla A on epétyhjéa sylinteri osajoukkona. Néin ollen mitta toteuttaa epayhtélon
p(A) > 0. Koska joukon A mitan raja-arvo on lim, . pt(An)) = p(B), riittévin

suurella luvulla m € N pétee epayhtalo

1(Amy) + u(A) > u(B). (15)

Kiinnitetdén tdma m. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen k, ettd AN Ay, = 0.
Nyt epayhtalosta ja o-additiivisuudesta seuraa epayhtalo

H(AU Agm)) = w(A) + pu(Agm)) = 1(A) + 1(Aom) > w(B).

Toisaalta AUA ;) € B, joten leikkaus ANA(j ) on epityhja kaikilla luvuilla & > 0.
Niin ollen kaikilla luvuilla & on olemassa sellainen alkio x € A, ettd G*i(x) € A
jollekinz € {0,1,...,m—1}. Taten Ng(A, A) on syndeettinen. Koska Ng(A, A)+s C
Ne(U, V) on voimassa, myos Ng(U, V) on syndeettinen. O

Nyt soluautomaattifunktion G transitiivisuudesta seuraa, ettd epéatyhjilla avoi-
milla joukoilla U, V', joukko Ng(U, V) sisdltdd mielivaltaisen pitkid pétkid luonno-
lisia lukuja, sekd maksimipituuden tyhjalle valille. Naiden avulla voidaan todistaa
seuraava lause transitiivisten soluautomaattifunktioiden karteesiselle tulolle.

Lause 7.5. Olkoot G: S%" — SZ° ja F: AZ — AZ transitiivisia soluautomaatti-
funktioita. Karteesinen tulo G x F': SZ° x AZ' — SZ% x AZ' on transitiivinen.

Todistus. Olkoot joukot Uy, Vi € S%° ja U, Vo C AZ avoimia ja epityhjid. Lauseen
[7.4] mukaan G on syndeettisesti transitiivinen, joten on olemassa sellainen m € N,
ettd joukon Ng(Up, Vi) kaikilla perdkkaisilla alkioilla a;,a;11 € Ng(Up, Vi) pétee
a;y1 — a; < m. Lauseesta [5.11| seuraa, ettd on olemassa sellainen £ € N, et-
ta k+ {1,2,...,m} C Np(Us, V). Syndeettisyyden vuoksi on olemassa sellainen
ie{l,2,...,m},ettam+i € Ng(Uy, V1)NNp(Us, Va). Koska joukot Uy, Vi, Uy ja Va

olivat mielivaltaisia, tulo G X F' on transitiivinen. O
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8 Yhteenveto

Tutkielmassa esiteltiin useita eri topologisia ja ergodisia sekoittuvuusominaisuuksia,
ja vertailtiin niitd keskendéan. Seuraavassa kaaviossa on esitetty namé ominaisuudet

ja niiden véliset suhteet.

| Ergodisesti sekoittuva

WVahvasti transitiivinen

Sekoittuva
Ergodisesti heikosti r
sekoittuva :
) 2
3 1
i d Transitiivinen
—
Ergodinen
Heikosti sekoitiuva

—
Taysin transitiivinen

—

\ Syndeettisesti transitiivinen y

Sensitiivinen

Y

Surjektiivinen Ketjutransitiivinen

A

Kuva 4: Mustat nuolet kertovat implikaatiosta. Punaiset nuolet kertovat, ettd on ole-
massa vastaesimerkki. Kysymysmerkit kertovat, ettei tiedeté, onko olemassa impli-

kaatio, vai onko olemassa vastaesimerkKi.

49



Viitteet

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]
19]
[10]

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

F. Blanchard, J. Cervelle, and E. Formenti. Some results about the chaotic
behavior of cellular automata. Theoretical Computer Science, 349(3):318-336,
December 2005.

F. Blanchard and A. Maass. Dynamical behaviour of Coven’s aperiodic cellular
automata. Theoretical Computer Science, 163(1-2):291-302, August 1996.

Julien Cervelle, Alberto Dennunzio, and Enrico Formenti. Chaotic Behavior of
Cellular Automata. In Encyclopedia of Complexity and Systems Science, pages
978-989. Springer, New York, NY, 2009.

Ethan M. Coven. Topological entropy of block maps. Proceedings of the Ame-
rican Mathematical Society, 78(4):590-594, April 1980.

Alberto Dennunzio, Enrico Formenti, and Michael Weiss. Multidimensional cel-
lular automata: closing property, quasi-expansivity, and (un)decidability issues.
Theoretical Computer Science, 516:40-59, January 2014.

Harry Furstenberg. Disjointness in ergodic theory, minimal sets, and a problem
in diophantine approximation. Mathematical Systems Theory, 1(1):1-49, March
1967. Publisher: Springer Science and Business Media LLC.

Joonatan Jalonen and Jarkko Kari. On Dynamical Complexity of Surjective
Ultimately Right-Expansive Cellular Automata. In Jan M. Baetens and Martin
Kutrib, editors, Cellular Automata and Discrete Complex Systems, pages 57-71,
Cham, 2018. Springer International Publishing.

Jarkko Kari. Cellular Automata Lecture Notes. University of Turku, 2024.
Jarkko Kari. Symbolic Dynamics Lecture Notes. University of Turku, 2025.

Rune Kleveland. Mixing Properties of One-Dimensional Cellular Automata.
Proceedings of the American Mathematical Society, 125(6):1755-1766, 1997.
Publisher: American Mathematical Society.

Oliver Knill. Dynamical Systems Lecture Notes. Harvard University, 2005.
Jukka Lempa. Todenndkoisyysteoria. Turun yliopisto, 2025.

T. K. Subrahmonian Moothathu. Diagonal points having dense orbit. Col-
loquium Mathematicum, 120(1):127-138, 2010.

James Raymond Munkres. Topology. Prentice Hall, Upper Saddle River (N.
J.), 2nd ed edition, 2000.

Marcus Pivato. Ergodic Theory of Cellular Automata. In Andrew Adamatzky,
editor, Cellular Automata, pages 373-418. Springer US, New York, NY, 2009.

Moothathu Subrahmonian. Studies in Topological Dynamics with Emphasis on
Cellular Automata. PhD thesis, Uniservity of Hyderabad, Hyderabad, 2006.

20



[17] Peter Walters. An Introduction to Ergodic Theory: 79. Springer, New York,
2000.

[18] Kari Ylinen. Topologian perusteet. Turun Yliopisto, 2011.

51



	Johdanto
	Topologia
	Konfiguraatioavaruus
	Soluautomaattifunktio
	Perusominaisuudet
	Surjektiiviset soluautomaattifunktiot
	Vasemman- ja oikeanpuoleiset soluautomaattifunktiot ja permutatiiviset soluautomaattifunktiot

	Topologiset sekoittuvuusominaisuudet
	Transitiivisuus
	Vahva transitiivisuus
	Ketjutransitiivisuus

	Ergodiateoria
	Uniformi todennäköisyysmitta
	Ergodiset sekoittuvuusominaisuudet

	Syndeettinen transitiivisuus
	Yhteenveto

