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Tasséd Pro-Gradu tutkielmassa kisitelladn variaatiolaskentaa ja siihen liittyvid ké-
sitteitd. Variaatiolaskenta on matemaattisen analyysin osa-alue, jossa ratkotaan eri-
laisia ongelmia tarkastelemalla funktionaalien dériarvokohtia.
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sitteeseen. Téman jélkeen kasitelladn yksi variaatiolaskennan tarkeimmisté tuloksis-
ta, Eulerin—Lagrangen yhtalo. Tutkielmassa tutustutaan muutamaan muun muassa
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jen ja Eulerin—Lagrangen yht&lon avulla voidaan muodostaa ratkaistavissa oleva dif-
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1 Johdanto

Variaatiolaskenta on matemaattisen analyysin osa-alue, jossa tarkastellaan funktio-
naalien aariarvokohtia. Funktionaalit ovat kuvauksia funktioavaruudesta reaalilu-
vuille eli ne ovat funktioista riippuvaisia, ja ne ilmaistaan usein maarattyina inte-
graaleina. Funktionaaleja voidaan kutsuakin useiden ldhteiden mukaan "funktioiden
funktioiksi". Niiden avulla voidaan mallintaa erilaisia ongelmia, joihin voidaan etsié
ratkaisu variaatiolaskentaa hyodyntden. Aériarvokohdilla tarkoitetaan minimi- ja
maksimiarvoja ja niiden etsimisesséd tarvitaan differentiaaliyhtéaloiden ratkaisume-
netelmia. Tamé Pro gradu -tutkielma pohjautuu kandidaatintutkielmaan [12], joka
kisitteli Eulerin—Lagrangen funktiota ja sen sovelluksia. Tutkielmassa perehdytaan
aiheeseen lisdéa ja kasitelldan liséksi variaatiolaskennan numeerisia menetelmié.

Variaatiolaskennan teoria alkoi muodostua, kun Isaac Newton (1642-1727) ja
Gottfried Leibniz (1646-1716) alkoivat kehittdd 1600-luvun puolen vélin jalkeen ma-
temaattista analyysiéd, joka on variaatiolaskennan perustana. 1680-luvulla Newton
tutki, minkd muotoinen jonkin kappaleen tulisi olla, jotta se minimoisi vastuksen
véliaineessa. Tétéd ennen vain Pierre de Fermat (1607-1665) oli tutkinut muutamia
yksittéisid optimointiongelmia. MyShemmin 1600-luvun lopulla Leibniz seké veljek-
set Johann (1667-1748) ja Jakob Bernoulli (1654-1705) tutkivat brakistokronion-
gelmaa. Siind halutaan 16ytaa kiyré, joka minimoi jonkin kappaleen kulkeman ajan
kahden pisteen vélilld. Jacob Bernoulli onnistui ensimmaéisend osoittamaan, etta
ratkaisu on sykloidin kaari. Vasta vuonna 1736 Leonard Euler esitti oman ratkai-
sumetodinsa ongelmalle teoksessaan Mechanica ja nykyadn tdmé metodi tunnetaan
nimelld Eulerin—Lagrangen yhtalo. Namé loydokset loivat pohjan modernimmalle
variaatiolaskennalle. [8] Klassisen variaatiolaskennan ongelmat ovat usein geometri-
aan tai fysiikkaan liittyviéd, kun taas modernimmassa variaatiolaskennassa ongelmat
ovat usein taloustieteeseen tai tietotekniikkaan liittyvia.

Tutkielma koostuu kuudesta luvusta. Toisessa luvussa késitelladn variaatiolas-
kennan ldheistd matematiikan alaa, funktionaalianalyysia. Luvussa esitelldan funk-
tionaalianalyysin perusperiaatteita ja tutustutaan funktionaalin késitteeseen. Lu-
vussa médritellddn funktioavaruudet, funktionaali ja sen jatkuvuus seké lineaarinen
funktionaali ja esitetdén naistd muutama esimerkki.

Kolmannessa luvussa esitelladn tutkielman kannalta tarkeitd perustuloksia. En-
sin tarkastellaan osittaisintegrointia seké variaatiolaskennan peruslausetta ja tdméan
jalkeen esitetddn huomioita funktioiden konveksisuudesta. Luvun lopuksi maéritel-
ladan viela sykloidi, jotta sitd voidaan kiyttda apuna brakistokroniongelman ratkai-
sussa.

Luku 4 késittelee yhtd variaatiolaskennan tarkeimmistd tuloksista, KEule-
rin—Lagrangen yht&lod ja sen todistusta. Yleinen Eulerin yht&lo on toisen kertaluvun
epalineaarinen differentiaaliyhtéld, joka ei ratkea suljetussa muodossa. Luvussa ka-
sitelldan kuitenkin sen erikoistapauksia, joille on mahdollista 16ytaa ratkaisu. Naista
on hyotya erilaisten variaatiolaskennan ongelmien ratkaisussa. Luvussa 5 tutustu-
taan tarkemmin yhteen variaatiolaskennan tunnetuimmista ongelmista brakistokro-
niongelmaan ja esitetdén sille ratkaisu.

Viimeisessa luvussa, tutustutaan variaatiolaskennassa kéytettdaviin numeerisiin
menetelmiin. Variaatiolaskennassa kasiteltavit ongelmat voivat olla joskus hyvinkin



tyolaita ratkaista ja talloin niiden ratkaisemiseen voidaan soveltaa numeerisesta ana-
lyysistd tunnettuja numeerisia menetelmia. Numeeriset menetelmét voidaan jakaa
suoriin ja epasuoriin menetelmiin niiden ratkaisutavan mukaan. Epésuorien menetel-
mien ratkaisut perustuvat valttamattomiin optimaalisuusehtoihin, joita ei kasitella
tassa tutkielmassa. Téméan vuoksi tutkielmassa késitellaan vain suoria menetelmié ja
ratkaistaan niiden avulla muutama variaatio-ongelma. Tutkielmassa késitellyt me-
netelmét, Rayleigh—Ritz -menetelmé ja Galerkin —menetelmé, antavat usein toisiaan
vastaavia ratkaisuja kokeilufunktioiden valinnasta riippuen. Viimeisené késitellaén
viela Ryaleigh—Ritz -menetelméin pohjautuva elementtimenetelma ja siihen liittyvé
esimerkKki.



2 Funktionaalianalyysia

Téassé kappaleessa kiyydaan 1api funktionaalianalyysiin ja funktioavaruuksiin liittyvia
méaritelmia ja késitteita.

Maéaritelma 2.1 (Lineaariavaruus, [7]). Lineaariavaruudella tarkoitetaan mielival-
taisista alkioista x,y, z,... koostuvaa joukkoa X, jolle on maéritelty reaalilukujen
a, B, ... yhteen- ja kertolasku ja joka toteuttaa seuraavat aksioomat:

l.z+y=9y+x;

2. (z+y)xz=xx*x(y+2);

3. On olemassa nollavektori 0, jolla x + 0 =2 Vz € X;

4. On olemassa sellainen alkio —z, jolle patee x + (—z) =0 Vz € X
5. 1xx =u;

6. a(fxx) = (axp)*z;

7. (a+f)*xx=axx+ [x*ux;

oo

Lax(zty) =axxr+axy.

Lineaariavaruutta voidaan kutsua myos vektoriavaruudeksi. Jos X = R, niin talloin
kyseessé on reaalinen vektoriavaruus. Jos X = (', niin talloin kyseessd on komplek-
sinen vektoriavaruus.

Maaritelma 2.2 (Funktion normi, [11]). Kahden funktion laheisyyttd voidaan mi-

tata normilla X
P
ol = (Sl
i

e Kun p = 1, normia kutsutaan summanormiks: tai L;-normiksi. Normia kayte-
tddn kerran jatkuvasti differentioituvien funktioiden etéisyyksien maarittami-
seen.

e Kun p = [, normia kutsutaan L;-normiksi. Normia kaytetdan k-kertaa jatku-
vasti differentioituvien funktioiden etéisyyksien maarittamiseen, kun [ > k.

e Kun p = oo, normia kutsutaan maksiminormiksi, joka on itseasiassa niin sa-
nottu lp-normi. Normia kiytetddn mittaamaan kahdesti jatkuvasti differentioi-
tuvien funktioiden etéisyytta.

Yksinkertaisesti normi voidaan ilmaista muodossa ||z — y||. Kun z = g, niin
x—1y = 0, eli funktioiden vélinen etéisyys on téssa tapauksessa 0. Voidaan siis sanoa,
ettd kahden funktion vélisen etéisyyden normi on nolla, jos funktiot ovat identtiset,
normi pieni, jos funktiot ovat ldhelld toisiaan ja normi on suuri, jos funktiot ovat
kaukana toisistaan. |7]



Maaritelmé 2.3 (Normitettu lineaariavaruus, |7]). Lineaariavaruuden X sanotaan
olevat normitettu, jos jokaiselle x € X on méadritty ei-negatiivinen ||z||, joka on
funktion x normi, siten etté se toteuttaa ehdot:

1. ||z|| = 0 jos ja vain jos x = 0;
2. |laxzx| =l|af||z]| VaeR;
3. Nl +yll < llfl + flyll-

Maéaritelma 2.4 (Funktionaali, [10]). Funktionaali J on kuvaus X — R, joka kuvaa
funktion x € X reaalilukujen joukkoon.

Esimerkki 2.5. Olkoon z jatkuva ja muuttujasta ¢ riippuva funktio, joka on mé&a-
ritelty valilld [to, 1] ja

Funktionaalin J[z| antama reaalinen arvo on kiyran x(t) alapuolelle jaéva alue.

Maéaritelmé 2.6 (Funktionaalin jatkuvuus, [7]). Olkoon X normitettu lineaariava-
ruus. Funktionaalin J[y] sanotaan olevan jatkuva pisteessa § € X, jos kaikille ¢ > 0
on olemassa 0 > 0 siten, etta

[ Jly] = J[9]] <e, (1)
kun ||y — y|| < 9.

Epéyhtalo (1) voidaan kirjoittaa itseisarvo huomioon ottaen kahtena epayhtalona
seuraavasti

Jyl = Jy] > —e ja Jyl—J[g <e

Maaritelméa 2.7 (Lineaarinen funktionaali, [7]). Olkoon ¢[h| normitetussa lineaa-
riavaruudessa X mééritetty funktionaali. Sanotaan, etté ¢[h| on jatkuva lineaarinen
funktionaali, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Homogeenisuus: [ah] = ap[h] Vh € X jaVa e R
2. Additiivisuus: plhy + ho] = plhi] + @[hs] Vhi,hy € X
3. ¢|[h] on jatkuva Vh € R

Kasitelldan seuraavaksi kaksi funktionaalien lineaarisuuteen liittyvaa esimerkkia,
joista ensimmaisessa funktionaali on lineaarinen ja toisessa funktionaali on epéline-
aarinen. Esimerkit 2.8 ja 2.9 pohjautuvat Donald E. Krikin kirjaan Optimal Control
Theory: an Introduction [10].



Esimerkki 2.8. Tarkastellaan funktionaalia

szf%@@ 2)

misséd h on jatkuva ja muuttujasta ¢ riippuva funktio. Tutkitaan seuraavaksi toteut-
taako funktionaali homogeenisuuden ja additiivisuuden periaatteet.
Homogeenisuus:

aJlh| = a/tf h(t)dt

to

ﬂmﬂ:/waMﬂﬁ

to

Naéin ollen saadaan:
Jlahl = aJlh] VYaeR ja Vh,ahe X.

Additiivisuus:

ﬂm+M:/ﬁm@+mww,

to

s = [ o,
J[h] :/tf ha(t)dt,

ja néin ollen

J[hl + hg} = J[hl] + J[hQ] Vhl,hg,hl + hy € X.

Koska funktionaali (2) toteuttaa sekd additiivisuuden ettd homogeenisuuden peri-
aatteet, sen voidaan sanoa olevan lineaarinen.

Esimerkki 2.9. Tarkastellaan funktionaalia

Jm:[%%w, (3)

missd = on jatkuva muuttujasta t riippuva funktio.

Tutkitaan seuraavaksi toteuttaako funktionaali homogeenisuuden ja additiivi-
suuden periaatteet.
Homogeenisuus:

ot



Nahdaan nyt selkeasti, ettéa
Jlax] # aJ[x] Ya #0,

joten néin ollen funktionaali (3) ei toteuta homogeenisuusperiaatetta, eikd se néin
ollen ole lineaarinen. Additiivisuusperiaatetta ei tarvitse késitell erikseen, silla funk-
tionaalin lineaarisuus vaatii kummankin ehdon toteutumisen.



3 Apulauseita ja lemmoja

Kasitellddn seuraavaksi muutamia tutkielman kannalta térkeitd funktioiden siley-
teen ja osittaisintegrointiin liittyviad perustuloksia. Osittaisintegroinnin avulla voi-
daan laskea kahden tai useamman funktion tulona muodostetun funktion integraa-
leja. Lauseen todistus pohjautuu kirjaan Analyysid reaaliluvuilla |9).

Maaritelma 3.1. Sanotaan, ettd funktio on siled, jos se on jatkuvasti derivoituva.
Jos funktio f on siled vililld [a,b], merkitiin f € C'([a,b]), ja jos funktio f saa
lisiksi pisteissi a ja b arvon 0, merkitiin f € C}([a,b]). Jos funktio on k kertaa
jatkuvasti derivoituva, merkitidin C*([a, b]).

Klassisessa variaatiolaskennassa tarkastellaan yleensa sileitéd funktioita. Tulokset
voidaan kuitenkin yleistdd myos epésileille funktioille, jolloin tarvitaan yleistettyja
derivaattoja ja aligradientteja. [1]

Esimerkki 3.2. Funktio f(z) = e” on siled, silld se on maééritelty R:ssé, se on
jatkuva ja voidaan osoittaa, ettd f'(x) = e”. Talloin funktion jokaisen kertaluvun
derivaatta on sama.

Lause 3.3 (Osittaisintegrointi). Olkoot funktiot f ja g sileitd vélilla [a, b]. Talloin

[ 1w = /f - [ fwowa )

Todistus. Olkoot funktiot f : [a,b] — R ja ¢ : [a,b] — R derivoituvia pisteessi x €
[a, b]. Tiedetdén, ettd funktioiden f ja g tulo on siis derivoituva ja tulon derivaatta
pisteessa = on

Dyo(f(x)g(x)) = f(x)g'(x) + f'(x)g(x).
Funktiot f ja g ovat derivoituvia, joten ne ovat myos jatkuvia valilla [a, b] ja té&lloin
ne ovat myos integroituvia. Nyt voidaan integroida ylla oleva kaava puolittain vélilla
[a,b], ja saadaan

/:Dm(f( d:c—/f d:c+/ f(x

Kun jarjestetdén termit uudelleen, saadaan

/f dx—/ D ( x))dx—/abf/(x)g(x)dw

Tiedetéén, ettd funktion fg derivoituvuudesta seuraa sen jatkuvuus, jolloin f(z)g(z)
on funktion D, (f(z)g(z)) integraalifunktio. Analyysin peruslauseen nojalla saadaan

[ Dttt = J st

Kun tama sijoitetaan edelliseen yhtaloon, saadaan haluttu tulos, eli

[ 1w = / )~ [ Fas 0



Kasitellddn seuraavaksi yksi variaatiolaskennan keskeisimmistad lauseista, vari-
aatiolaskennan peruslause (engl. The fundamental lemma of the calculus of varia-
tions). Lauseen todistus pohjautuu Wanin teokseen Introduction to the calculus of
variations and its applications [14].

Lause 3.4 (Variaatiolaskennan peruslause, [14]). Jos funktio ¢ on jatkuva valil-
14 [a,b] ja toteuttaa yhtdlon f: g(x)h(z)dr = 0 kaikilla sileilld funktioilla A, joille
h(a) = h(b) = 0, niin g(z) = 0 valilld [a, b].

Todistus. Tehddan vastaoletus. Oletetaan, ettd on olemassa jokin sellainen piste
T € [a,b], ettd g(z) # 0. Voidaan olettaa, ettd g(z) > 0. Koska funktio g on jatkuva
valilld [a, b], niin on olemassa jokin sellainen 6 > 0, etta

kaikilla x € (z — 9,Z 4+ 6) N [a, b)].

Ideana on luoda sellainen funktio h € Cj([a, b)), ettd h > 0 valilld (z — §,7 + 9)
ja muulloin 0. Jos h olisi téallainen funktio, niin tallin saataisiin

b z+0 g(:z,) z+0
0= / g(x)h(z)dr = / g(x)h(z)dx > T/ h(z)dx > 0.
a z—08 z—06
Koska tdmaé ei ole mahdollista, voidaan péadtelld, ettd g = 0 valilla [a, b].
Muodostetaan nyt funktio A : [a, b] — R:

- (x—(2—0)*(xZ+6—2) z€(@—051+9)
o 0, muulloin.

Jotta h toteuttaisi kaikki sille asetetut rajoitteet, sen tulee olla siled ja vélin [a, b]
péadtepisteissa nolla. Tiedetaén, ettd h on paloittain méaritelty funktio, joka koostuu
polynomeista. Sen jatkuvuutta voidaan tutkia tarkastelemalla, mitd arvoja se saa
vilin (Z—9, Z+3) péaétepisteissé. Lasketaan ensin oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessé
T — 0. Saadaan

(z—0)—(z—0))*(+d—(z-0))* =0,

sillda huomataan, ettd funktion ensimméinen termi saa arvon nolla. Kun lasketaan
vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessi T + ¢, saadaan

(Z+0)—(Z—0)*(T+0—(T+6)*=0,

silld funktion toinen termi saa arvon nolla. Funktio on nyt siis jatkuva vililla
(z — 0, + 0) ja vilin péétepisteissd sekd vilin ulkopuolella valilla [a,b]. Seuraa-
vaksi tarkastellaan funktion derivaatan jatkuvuutta. Derivoidaan funktio kaytté-

mélld tulon derivoimissdéntod. Sen mukaan, kun h(z) = f(x)g(z), niin A'(z) =
f(x)g(z) + f(x)g'(x). Saadaan
d d
Wi(z) = (=2 +0)*(—(—w+7+0)") + (1 =7 +0)°) (-2 + 7 +0)°



Nyt voidaan kayttdd yhdistetyn funktion derivoimissdantod, jonka mukaan
D[f(g(z))] = f'(g(z))g (x). Lasketaan ensin derivaatta (:t(—z + T + 6)?), jossa
ulkofunktio on f(z) = z? ja sisifunktio on g(x) = —z + T + §. Funktioiden derivaa-

tat ovat f'(x) = 2z ja ¢'(x) = —1. Nyt naméi voidaan sijoittaa yhdistetyn funktion

kaavaan ja saadaan 2(—z +Z+4). Lasketaan funktion - ((z—z+6)?) derivaatta sa-

malla tavalla kuin dskeinen. Kun saadut derivaatat sijoitetaan tulon derivoimisesta
saatuun yhtaléon, saadaan

(z—T+0)2(~2+7+0)(=1) + (—z+ T+ )*2(x — T +9).
Muuttamalla termien jarjestystd saadaan
22 4+2+0)(x—2+6)*+2(x—Z+6)(—z+ 7+ 5>

Lasketaan saadun derivaattafunktion arvot véilin (z — 0, + §) péaétepisteissa. Las-
ketaan oikeanpuoleinen raja-arvo, kun x lahestyy pistettd x — 9. Télldin saadaan

A= —08)+T+0)((T—0) =T+ 02 +2((T—6) — T+ 6)(—(T — ) +7+0)>

Huomataan, ettd ((z —d) — 7 + §)> =0 ja 2((Z — §) — T + §) = 0, miki tarkoittaa,
ettd funktio on oikealta jatkuva. Lasketaan seuraavaksi vasemmanpuoleinen raja-
arvo pisteessa x + ¢, jolloin saadaan

—2(—=(Z4+68)+2+0)((Z+6) —2+08)*+2((Z+ ) =T+ ) (—(Z+0) + T +5)°.

Huomataan, ettd —2(—(z+0)+z+3d) = 0ja (—(z+8)+x+0)? = 0. Tasti tiedetiin,
ettd funktio on myds vasemmalta jatkuva.

Nyt on osoitettu, ettd funktio on derivoituva ja sen derivaatta on jatkuva. M&a-
ritelmén 3.1 perusteella tiedetéén, ettd néin ollen funktio on myos siled, joten nyt h
toteuttaa kaikki sille annetut rajoitteet. O]

Seuraavaksi esitetdan konveksin joukon ja konveksin funktion mééritelmét ja nii-
hin oleellisesti liittyva lemma, jonka késittelemiseen tarvitaan pistetulon, gradientin
ja osittaisderivaatan méaritelméa.

Maaritelma 3.5 (Pistetulo, [12]). Vektoreiden z = (x1,29,...,2,) ja y =
(y1,Y2, .-, Yn) pistetuloa merkitdan

(T, y) = x1y1 + T2y2, ooy Tl = szyz
i=1

Maaritelma 3.6 (Gradientti, [5]). Olkoon f : R™ — Reli f(z) = f(x1,z2,...,25)
on funktio, jolla on n muuttujaa. Funktion f gradientti on télldin vektori

_(0f(x) Of(x)  Of(x)\"
Vf<x)_ < 81‘1 9 8.’])2 DI | axn ) 9
of(x)

jossa termit =5=, ¢ = 1,...,n, ovat funktion f osittaisderivaattoja.

9



Maaéritelmé 3.7 (Konveksi joukko, [5]). Joukko @ C R™ on konveksi, jos se sisiltad
kaikki sen kahta mielivaltaista pistettd z,y € @ yhdistéavéit janat, eli

aZ+ (1 —a)ye @ kakilaz,y €@ ja 0<a<l.

Maéaritelma 3.8 (Konveksi funktio, [5]). Jatkuvasti derivoituva funktio f: Q@ — R
on konveksi konveksissa joukossa @) C R", jos jollekin Z,y € @ ja kaikille « € [0, 1]
patee

flaz + (1 —a)y) < af(@) +(1—a)f([@). (5)
Funktion sanotaan olevan aidosti konveksi, jos

flaz + (1 —a)y) < af()+ (1 —a)f(@), (6)
kinz #yjal<a<l.

Lemma 3.9. [12] Konveksille funktiolle pétee,

fy) = f(2) +(Vf(5);7 - 9) (7)
kaikilla z,y € Q.
Todistus. Oletetaan, ettd (5) on tosi kaikille Z,5 € @ ja o € [0, 1]. Valitaan jokin

a € [0,1) ja merkitddn z, = aZ + (1 — a)y. Kun jérjestetddn epayhtélon termit
uudelleen, saadaan

F@) 2 - 1f ) — af@] = @) + T [f@) — f@]©)

Merkitddn 1—a = h ja otetaan epayhtalosta raja-arvo, kun h ldhestyy nollaa. Talloin
saadaan viimeisen termin suunnattu derivaatta suuntaan y — z, joka on

) g O =) — )

h—0 h

Tiedetédén, ettd f!(z) = (v f(x);u), joten saadaan

o) = tim LEFPOZIN 2O 5y ).

h—0 h

Kun tdma4 sijoitetaan epéyhtéloon (8), saadaan (7)
f@) = f(@) +(Vf(H);7 1) =

Kasitelldadn seuraavaksi sykloidikdyrad, jota tarvitaan brakistokroniongelman
ratkaisussa luvussa 5.
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Kuva 1: Ympyréan pyoriessd muodostama sykloidikaari. [13]

Maaritelma 3.10 (Sykloidi [13]). Sykloidi on ympyréan kehédltd valitun pisteen
muodostama kayra, joka muodostuu, kun ympyré pyorii niin, etta akseli on ympyran
pyoriessa sitd vasten koko ajan ilman liukumista. Havainnollistetaan tata kuvan 1
avulla. Kuvassa ympyré, jonka sdde on r, pyorii vasten x-akselia. Ympyrén pyoriessa
sen kehépiste P muodostaa kaaren origosta O pisteeseen D.
Sykloidin yhtalo saadaan pisteen P koordinaattien avulla. Ympyran kehdpisteen
P pyériessd muodostama kulma on 6. Tiedetéddn, ettd pisteiden O ja A vélinen
pituus on yhta suuri kuin pisteiden A ja P vélinen ympyran kaaren pituus 6. Tésté
seuraa, etté pisteen C' koordinaatit ovat (76, 7). Ympyradn muodostuvasta kolmiosta
P, B, (' saadaan
PB = —rcosf ja BC = —rsinf,

joten pisteen P koordinaatit ovat
r=r(0—sinf) ja y=r(l—cosbh). 9)

Tama on sykoloidikdyran parametrimuoto.
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4 Fulerin—Lagrangen yhtalo

Eulerin-Lagrangen yhtélo on erds variaatiolaskennan keskeisimmisté tuloksista. Va-
riaatiolaskennassa tarkastellaan funktionaaleja, jotka ovat tavallisesti muotoa

I(u) = / o, ulz), o (z))dz (10)

ja saavuttavat minimikohdan sellaisella funktiolla wu, joka toteuttaa Eule-
rin—Lagrangen yhtédlon. Kun funktionaalille 16ydetdéan jokin ratkaisufunktio, sen
tulee aina toteuttaa Eulerin—Lagrangen yhtalo ollakseen funktionaalin &ariarvo.
Lauseen 4.1 esityksessa ja todistuksessa mukaillaan Bernard Dacorognan kirjaa Int-
roduction to the Calculus of Variations [4].

Lause 4.1. Olkoot f € C?*([a,b] x R X R), f = f(z,u,&) ja

inf {I(u) _ /abf(x,u(x),u’(x))dx} —m, (11)

missi X = {u € C'([a,D]) : u(a) = a,u(b) = }.

Osa 1. Jos 4 € X N C?([a, b]) on funktionaalin (11) minimoija, niin silloin

%[fs(%u(x),ul(x))] = fulz,u(z),?'(x)),z € (a,b), (12)
ff = g_g ja fu = §_£

Tama on niin sanottu valttamdton ehto.

Osa 2. Jos @ toteuttaa yhtdlon (12) ja (u,&) — f(z,u,&) on konveksi kaikilla
x € [a, b], niin @ on funktionaalin (11) minimoija. TAm& on niin sanottu rittdvd ehto.

Osa 3. Olkoon funktio (u,§) — f(z,u, &) aidosti konveksi (6) kaikilla x € [a, b].
Talloin, jos funktionaalin (11) minimoija on olemassa, se on yksikésitteinen. Taméa
on niin sanottu ainutlaatuisuuden takaava ehto

Todistus. Osa 1. Koska % on minimoija joukossa X, saadaan
I(u) < I(u+ hv)

kaikilla € R ja kaikilla v € C}([a,b]). Toisin sanoen muutetaan funktionaalin mi-
nimointi funktion minimoinniksi, eli asetetaan ®(h) = I(u+ hv), kun tiedetaén, etté
® € CHR) ja ®(0) < ®(h) kaikilla h € R. Tiedetiin, ettd funktio saa ddriarvonsa
derivaatan nollakohdissa. Voidaan paatelld, etta

d
CD/(O) = %I(ﬂ + hU)’h:() =0
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eli

/ |:f§($,ﬂ(l’),ﬂ/<l'>)vl<$) + fu(z,u(x), ' (x))v(x)|de = 0. (13)

Néin saatua integraalin muotoa kutsutaan Eulerin-Lagrangen funktion heikoksi
muodoksi. Integroidaan seuraavaksi yhtéalo (13) osittaisintegrointia (4) kdyttamallé.
Tiedetédén, ettd [ f(x) + g(z)dx voidaan kirjoittaa muodossa [ f(z)dz + [ g(z)dx,
joten yhtélo (13) voidaan kirjoittaa muodossa

b b
/ ff(x,u(x),u’(x))v’(x)dx—k/ fulz,a(x), @' (z))v(z)de = 0.

Kun osittaisintegroidaan ensimmaéinen termi, saadaan

b

/fg(x,a(x),ﬂ/(ac))v(x)—/ fé(x,ﬂ(ac),ﬂ/(a:))v(x)
+/ fulz,a(x), @' (x))v(x)dz = 0.

Koska v(a) = v(b) = 0, yhtélon ensimméinen termi menee nollaksi ja saadaan

LT__m@m@w@w@+h@w@whmmﬂMZO

Nyt v(z) voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi, jolloin saadaan haluttu muoto

AT‘%W@MﬁU@Hhmwmwm%@w:a

Nyt variaatiolaskennan peruslauseen (lauseen 3.4) mukaan, on saatu muodostettua
Eulerin-Lagrangen yhtélo (12).

Osa 2. Olkoon u yhtélon (12) ratkaisu, kun u(a) = « ja u(b) = f. Koska (u, &) —
f(z,u, &) on konveksi kaikilla x € [a, b, tiedetddn lemman 3.9 perusteella, ettd talloin
on voimassa

f@®) = fy) + (V) 2" = ). (14)
Valitaan, ettd f(z*) = f(x,u,u') ja f(y*) = f(z,u,u’). Gradientti on t&ll6in

of(y*) of(y*) of(y*)
or = Ou = 0&

Vi) = {

Lasketaan ensin vektoreiden véhennyslasku, josta saadaan z* — y* = (z — z,u —
u,u’ — ). Kun téstd otetaan pistetulo gradienttivektorin kanssa, saadaan

of(y")
ox

of (y")

O W) i
" (' —a')|.

23

(x —x)+

()t — ') = [ (u—u)+
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Nyt ylla oleva yhtéls (14) saadaan muotoon

of (y*)
ox

of (y")
ou

fl@,u ) = fz,u,u) + (r —2) + (u—u) +

f(y )(

Huomataan, ettd termi x — xz = 0, jolloin myos x —x) = 0 ja kun merkitéén,

etta af(y = fulz,u,u) ja afa(g ) = fe(x,u,u’), Saadaan

fleu,u) > flz,u, @) + fulz,u, @) (u—a) + fe(z,u,u)(u" —a)

kaikilla © € X. Kun integroidaan ylla oleva epéyhtélo, saadaan
b
I(u) > I(u) +/ [fulz,a, ") (u —a) + fe(x,u,u’) (v — )] de, (15)

silld tiedamme, ettd I(u f f(z,u(z),u (x))dr. Tarkastellaan seuraavaksi ylla
olevan epdyhtélon (15) mtegraahn toista termiéi

/b fe(z,u,a")(u' — @')dx.

Kun tamé osittaisintegroidaan kaavan (4) mukaan, saadaan

/fg 0,0 ) (u— 1) — /abdixfg(x,ﬂ,ﬂ')(u—ﬂ)dx. (16)

Kaavan (16) ensimméinen termi saa arvon nolla, koska tiedetéén, ettd u(a) —u(a) =
u(b) — u(b) = 0, jolloin epdyhtélon (15) integraali voidaan kirjoittaa muodossa

/b fulz,u, @) (u — u)dr — /b %fg(x,u, ') (u — u)dx.

Termi (u — u) voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi, jolloin saadaan

Yhtélon (12) mukaan
el 1), 7 (@) = Fula, ), 7)),

kaikilla « € (a,b), joten saadaan

I(u) = I(u) +/ [fulw, u(z), w'(x)) = fulz, u(z), @' (x))(u — v)dz.

Integraali menee nollaksi, kun f,-termit kumoavat toisensa, ja néin ollen saadaan
I(u) > I(u).

14



Osa 3. Tehd&an vastaoletus. Oletetaan, etté ratkaisu ei ole yksikésitteinen. Rat-
kaisuja on talloin vdhintddn kaksi. Olkoot u ja v yhtdlon (11) kaksi ratkaisua ja m
funktionaalin minimiarvo. Osoitetaan, ettd u = v. Méaritellddn w = %u + %v, jossa
we X. Kun f(u,§) = f(z,u,&) on aidosti konveksi (6), saadaan

1 1 1 1 1 1
§f(iv,u,u') + §f(x,/U,U/) > .f (ZB? 5“ + 35U, _ul + _U/> = f(a:,w,w')

272 2
ja siten
1 1
m = §I(u) + 5[(1}) > [(w) > m. (17)
Péaadytaan ristiriitaan, jolloin vastaoletus ei ole voimassa. Nyt tiedetdén, ettd yhta-
16114 ei voi olla kahta ratkaisua, télloin yhtélo on yksikésitteinen ja u = v. O]
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4.1 Eulerin differentiaaliyhtilon erikoistapaukset

Eulerin differentiaaliyhtélo on yleenséa toisen asteen differentiaaliyhtélo, joten sille ei
voida 10ytaa ratkaisuja sen suljetun muodon vuoksi. Késitelldan seuraavaksi Eulerin
yhtélon erikoistapauksia, joissa ratkaisuja on mahdollista 16ytaa. [14]

4.1.1  f(x,u,v') = f(x)

Tassa tapauksessa kyseessé ei ole variaatiolaskennan ongelma, silld funktionaali ei
ole riippuvainen lainkaan funktiosta u. 14|

4.1.2  f(z,u,v') = f(u)

Tassa tapauksessa funktio u:n arvo on vakio ja funktionaalin &iriarvoja ei
ole olemassa. Nain ollen funktionaalin ratkaisua ei ole olemassa kuin vain
erikoistapauksissa.[14] N&ité erikoistapauksia ei kiisitelld tédssd tutkielmassa.

4.1.3  f(z,u,u') = f(u')

Tallaiset ongelmat ovat tyypillisia luonnontieteissé ja tekniikassa. Nyt Eulerin dif-
ferentiaaliyhtdlo on muotoa

d
—fw =0 tai fu = ¢,
dz

missé ¢y on vakio. Ratkaistaan tésta u/, jotta saadaan v’ = c¢;. Integroinnin avulla
saadaan u = c;x + co. Vakiot ¢; ja ¢y voidaan asettaa niin, ettd paatepiste-ehdot
toteutuvat. Ndin saadaan myos seuraava lause.

Lause 4.2. [14] Jos variaatio-ongelman kohdefunktio riippuu vain funktiosta «’, eli
on muotoa

i = [ sae

niin sileat ddriarvot ovat suoria.

4.1.4 f(x,u,u') = f(x,u)

Eulerin differentiaaliyhtélé on nyt muotoa f(z,u) = 0 ja se voidaan ratkaista u:lle
x:n funktiona. Nyt u on méaritelty kokonaan, eiké ratkaisussa ole vapaita paramet-
reja. Nain ollen ratkaisu ei tayta paatepiste-ehtoja. Toisinaan kuitenkin esiintyy va-
riaatiolaskennan ongelmia ilman paatepiste-ehtoja, joissa Lagrangen funktio ei riipu
funktiosta u'. Téllaisiin ongelmiin saadaan ratkaisu Eulerin yhtélon avulla. [14]

4.1.5 f(z,u,u') = f(z,u)

Nyt funktionaali ei ole riippuvainen funktiosta « ja néin ollen df/du = 0. Télloin
Eulerin—Lagrangen yhtalé on muotoa

d (8 f -

dx ou'’

of _

Integroimalla z:n suhteen saadaan % = ¢, missd ¢ on vakio. [7]
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4.1.6 f(z,u,v') = f(u,u)

Tallaisessa tapauksessa funktionaali ei eksplisiittisesti riipu x:stéd, ja voidaan osoit-
taa, ettd Eulerin—Lagrangen funktio voidaan esittdd muodossa

OF _

u B = C,

missé ¢ on reunaehtojen méarittelemé vakio. Lausekkeen vasemmalla puolella olevaa
muotoa kutsutaan myos Eulerin-Lagrangen funktion ensimméiseksi integraaliksi.
[13]

4.2 Esimerkkeja

Tassa alaluvussa esitelladn muutama variaatiolaskennan avulla ratkaistava ongelma.
Ensimmaéinen esimerkki késittelee tehdasongelmaa ja toinen kahden pisteen valista
lyhimman reitin 10ytamisté tasossa. Kumpikin tdméan luvun ongelmista voidaan rat-
kaista yksiselitteisesti kiyttden Eulerin—Lagrangen yhtéloa.

Tehdasongelma edustaa tyypillistd tuotannon ja kustannusten minimoinnin on-
gelmaa, jossa halutaan ajoittaa tuotanto siten, ettd tuotteet voidaan tuottaa mini-
mikustannuksilla ja toimittaa asiakkaalle tietyssa ajassa.

Esimerkki 4.3 (Tehdasongelma [14]). Yritykselld on tilaus B, joka tulee toimittaa
asiakkaalle ajassa T'. Yritys haluaa ajoittaa tuotannon siten, etté se vastaa tilaus-
ta minimikustannuksilla. Olkoon u tuotantomé&éra, joka voidaan tuottaa ajassa t.
Tilauksen kokonaishinta méaardytyy kahdesta tekijasta:

1. Tuotantohinta yhta tuotettua yksikkoa kohden c,, joka kasvaa lineaarisesti
tuotannon tason mukana siten, ettd ¢, = ku' jollekin positiiviselle vakiolle k.

2. Kiinteat yksikkovarastointikustannukset aikayksikkoéd kohden ¢, ennen tilauk-
sen toimitusajankohtaa.

Oletetaan, ettd tuotanto voidaan aloittaa heti ajanhetkelld ¢ = 0 ja silld hetkell&
varasto on tyhja eli u(0) = 0. Jotta pysytaéan tuotteiden toimitusaikataulussa, niin
tulee olla u(7) = B, miki tarkoittaa, ettd varastossa olevien tuotteiden méara
tilauksen toimitushetkelld tulee olla B eli tehdyn tilauksen koko. Oletetaan, etta
tuotteet eivit ole pilaantuvia tai voi menné rikki varastoinnin aikana, jolloin u(t) > 0
ja u'(t) > 0. Kokonaistuotantohinta ajanjaksolla (¢, + dt) télle yritykselle on:

cpdu + cpu(t)dt = k[u/(t)]2dt + cpu(t)dt,
josta seuraa, ettéd ajanjaksolla [0, T
T
Iu] = / K (£)]2 + cpu(t)dt. (18)
0
Tuotantostrategia halutaan valita siten, ettd vastaava @(t) minimoi funktionaalin
I[u], kun w(0) = 0 ja u(T) = B. Ratkaistaan ensin yleinen muoto kédyttden Eule-

rin-Lagrangen yht#lod. Kun sijoitetaan f = k[a/(t)]* + cpu(t) Eulerin-Lagrangen
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yhtaloon % — % (%) = 0, saadaan
k[ ()] + cput)y  d (Ofk[@ )] + cru(t)}
— - — — =0.
ou dt ou'

Kun lasketaan osittaisderivaatat, saadaan

d
cn — —(2ku'(t)) =0
2kl (1)
ja kun toinen termi derivoidaan, saadaan ¢, — 2ku”(t) = 0. Termeja uudelleen jér-
jestdmiélld saadaan u”(t) = g%, joka on lineaarinen toisen kertaluvun differentiaa-
liyhtdlo. Se voidaan ratkaista integroimalla, jolloin saadaan

O
u'(t) = 2kt+b1.

Integroidaan uudelleen ja saadaan

u(t) Cﬂ2+bt+b
u(t) = — )

ik 1 2
Koska u(0) = 0 huomataan, etté jotta funktio voisi saada arvon 0, niin integroimis-
vakion by tulee olla nolla. Ratkaistaan seuraavaksi (7)) = B, joten sijoitetaan ¢:n
paikalle T" ja merkitadn, ettd yhtalo on yhta suuri kuin B, jolloin saadaan

ChT2
T) = T=B8B
Ratkaistaan by, jolloin saadaan
b — B ChT
YT 4k

Sijoitetaan saatu b; funktion u lausekkeeseen, jolloin saadaan

_ Cht2 B ChT
=" 4 (2 -2 )
at) =+ (T m
Tama on nyt siis kysytty funktio . Kun tdmaé yhtalo derivoidaan ja ratkaistaan B,
kun @/(t) > 0, saadaan vield reunaehto

iy = 2ty (Bl
“(t)_zlfr(:r 4k;>’

joka helpottaa muuttujien arvojen valinnassa. Téasta voidaan nyt paatella, ettd B >

%. Tarkastellaan kuvaa 2, jossa on funktion u mahdollisia kuvaajia. Funktio us

toteuttaa annetut rajoitteet ja funktio u; ei toteuta annettuja rajoitteita.

Esimerkki 4.4 (Lyhin reitti kahden pisteen vililld tasossa [2]). Osoitetaan Eu-
lerin-Lagrangen yhtaloa kiyttaen, ettd kahden pisteen vélinen lyhin reitti tasossa
on suora. Halutaan siis 10ytaé sellainen kdyré, joka minimoi kahden pisteen vélisen
etaisyyden. Tarkastellaan kuvaa 3, jossa esitellddn funktion mahdollisia kuvaajia.
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)

Uy

Kuva 2: Funktion u kuvaajia. Funktio us toteuttaa annetut rajoitteet, mutta u; ei
toteuta.

x

Kuva 3: Funktion kuvaajia.
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Pythagoraan lauseen avulla saadaan, ettd ds = \/dx? + dy? ja voidaan kirjoittaa

b b
I:/ ds:/ Vdx? + dy?.

Jarjestetdan seuraavaksi neliojuuren sisalla olevat termit uudelleen ja saadaan
dy\\* dy\*
Vdr? +dy? = [dx? |1+ el =dry/1+ =
dx dx
Tama voidaan nyt sijoittaa integrandiin, jolloin saadaan

1—/% L (Y (19)
" a dx '

Merkitaan, ettd ylla oleva neliGjuuri-termi on funktio f. Kéytetddn Eule-
rin—Lagrangen yhtéaloa. Koska funktio f ei ole riippuvainen funktiosta y, Eule-
rin differentiaaliyhtéloiden erikoistapauksen 4.1.5 perusteella voidaan padtella, etta
g—;, = m, jossa m on vakio. Lasketaan osittaisderivaatta y":n suhteen kdyttden yh-
distetyn funktion derivaattaa, ja saadaan

ACHWIID) 20+ )t

Nyt voidaan merkita

of (=)

% (1+(y@?:

ja kun muokataan termien jarjestysta, saadaan
1

y'(z) =m(l+ (y(2))*)>.

Korotetaan yhtalo puolittain nelioon, jolloin saadaan
Y(2) =m*(1+ (y'(2))°) = m* + m*(y'(2))?).
Muokataan termien jérjestysti ja otetaan 3y (x)? yhteiseksi tekijiksi, jolloin saadaan
 (@)2(1 = m?) = w2

Ratkaistaan saadusta yhtalostd funktion y'(z) lauseke

2
m
/
x) = .
Koska m on vakio, niin myos % taytyy olla vakio, jota merkitdan c;. Koska

y'(z) on vakio, niin integroimalla saadaan kahden pisteen vélisen matkan minimoiva
funktio

y(xr) = a1z + co,

missd ¢; ja co ovat vakioita. Ndhdadn, ettd kyseessd on suoran yhtdlo, joten on
osoitettu, ettd lyhin matka tasossa kahden pisteen vélilla on suora.
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0.,
(0,0)

v

(b, 1)

Kuva 4: Tyypillinen brakistokronikéyréd u(z), jossa on merkitty matka s(x) origosta
kdyran pisteeseen P. [13]

5 Brakistokroni

Seuraavaksi késitelladn variaatiolaskennan klassikkoesimerkkié, brakistokroniongel-
maa. Brakistokroniongelmassa tutkitaan ajan funktiota, joka joltakin kappaleel-
ta kuluu sen siirtyessd pisteestd A pisteeseen B. Jokin voima, esimerkiksi pai-
novoima, saa kappaleen liilkkumaan. Ongelmassa etsitddn kyseisen ajan minimié.
Kappaleen alkunopeuden oletetaan olevan nolla ja kappaleen oletetaan liikkuvan
kitkattomasti.[14] Brakistoksoniongelman muotoilu ja ratkaisu pohjautuvat teok-
seen Introduction to the Calculus of Variations [13].

Ongelman esitti alkujaan matemaatikko Johann Bernoulli vuonna 1696 ja rat-
kaisun ongelmaan 16ysivéit lukuisat ajan matemaatikot. Ratkaisukédyrdan muoto lan-
galle on sykloidin kaari, jonka maéritellaan olevan vierintakayra, joka syntyy jollakin
ympyrélla olevan pisteen piirtdméané, kun kyseinen ympyra vierii suoraan tasaisella
alustalla. Kéyran muodostavat siis pisteen sijainnit eri ajanhetkiné. [13]

Brachistokroniongelma on térked osa matematiikan historiaa, koska FEule-
rin-Lagrangen menetelmé tdméan ongelman ratkaisemiseksi tarjosi puitteet myos
useiden muiden optimointiongelmien ratkaisemiseen. Ratkaisun 16ytyminen vauhdit-
ti variaatiolaskennan syntya ja variaatiolaskenta on siité lahtien kietoutunut tiiviisti
tieteen ja tekniikan kehitykseen. [§]

5.1 Matemaattisen mallin luominen

Fysiikasta tunnetun energian sailymislain eli energiaperiaatteen mukaan energia ei
voi kadota eikd syntyd, se voi vain muuttaa muotoaan. Jos kappaleeseen ei vai-
kuta kitkaa tai vastusvoimia, sen energia pysyy muuttumattomana. Muodostetaan
ongelmalle funktionaali annettujen pisteiden P, = (a,A) ja B, = (b, B) viliselle
ajankululle narua eli kiiyrdd u(z) pitkin.

Kaytetaan selkeyden vuoksi koordinaattijarjestelméd, jossa u-akseli on kddnnet-
ty vertikaalisesti. Oletetaan, ettd kappale on alkutilassa levossa, paikassa a = 0 ja
A = 0. Ongelman yksinkertaistamiseksi voidaan olettaa, ettd narun paa on yksikko-
etdisyyden pédssé aloituspisteen alapuolella, eli etta padtepiste on P, = (b, 1), jossa b
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saa positiivisia arvoja. Oletetaan myos, ettei kappaleeseen vaikuta kitka- tai vastus-
voimia. Brakistokroniongelman tyypillinen ratkaisukéyré u(z) on esitetty kuvassa 4.
Kuvassa on esitetty matka s(z) kiyrdd u(z) pitkin origosta kiyrdn pisteeseen P.

Fysiikasta tiedetddn, ettd nopeus ilmaisee tietyssd ajassa edetyn matkan pi-
tuuden. Téstd suhteesta voidaan ratkaista myos aika. Kappaleen nopeus pisteesséa
P = (z,u(x)) on niin ollen v = %, missé s =matka ja ¢t =aika. Kappaleen poten-
tiaalienergia pisteessd P on —mgu ja kappaleen kineettinen energia eli liike-energia
kyseisessa pisteessd on %mvz, missd m=massa, g=putoamiskiihtyvyys ja u=paikka.
Potentiaalienergia saa negatiivisen etumerkin, koska u-akseli on valittu normaalista
poikkeavasti ylosalaisin ja néin ollen potentiaalienergian odotetaan laskevan, kun u
kasvaa.

Fysiikan lakien mukaan kappaleen kokonaisenergia £ on sen kineettisen energian
ja potentiaalienergian summa. Kappaleen kokonaisenergia voidaan ilmaista seuraa-

vastl
E = §m02 — mgu.
Alussa kappaleen kokonaisenergia on oletettavasti nolla, silld kappale on paikallaan
lahtopisteessd, eli v = 0 ja v = 0. Lisdksi, koska oletettiin ettei kitka- ja vastusvoi-
mia huomioida, niin energian siilymislain mukaan kappaleen energia sailyy. Talloin
kokonaisenergia E on aina 0,
Lo

E=-mv

5 —mgu = 0. (20)

Kahden pisteen vilinen etiisyys s saadaan Pythagoraan lauseen avulla ds? =
dx? + du?, jossa & kuvaa N segmenttiin jaetun kiyrin yhden segmentin alku- ja
paatospisteen vilista pituutta. Ketjusdannon

du _ duds
dt  dx dt

(@) -(5) ()
() + (1 (&) /(&)
(%) @+

Kun nopeus v = ds/dt, missd ds on matkan muutos ja dt on ajan muutos, niin
yhtélo (20) voidaan kirjoittaa muodossa

mukaan saadaan

A Ca T —

Jarjestetdan termit uudelleen, jolloin saadaan

d_a: 2_ 2gu
dt ) 14 ()%
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Kappaleen liukumiseen kulunut aika ldhtopisteestd z = 0, ajanhetkelld ¢ = 0, paa-
tepisteeseen x = b, ajanhetkelld ¢ = T', saadaan integraalista

T b 1 b 1 12
T:/ dt:/ da::/ de‘
0 o dx/dt 0 2gu

Néin ollen kappaleen liukuessa sen kulkema optimaalisin kiyréa u(z) saadaan funk-

tionaalista
_ ! e (w)? z, u(0) =0, u(b) =
Tu] = \/%/0 \/ " dr, wu(0)=0,u(b) =1. (21)

5.2 Funktionaalin minimointi

Ongelman ratkaisemiseksi luotu funktionaali (21) tulee minimoida. Huomataan, etté

integrandi
1 14 (u')?
f(U,7 ul) — + ( )
V29 U
ei ole lainkaan riippuvainen muuttujasta x. Téalléin voidaan hyédyntéda luvussa 4.1.6
esiteltyd Eulerin-Lagrangen yhtilon ensimmaistd integraalia % — f =vakio ja
saadaan

1 (u)? 1 /14 (uw)?
— — C7
V29 \Ju(l+ (W)?) V29 u
missd ¢ =vakio. Yksinkertaistamalla yhtdlon vasen puoli ja kertomalla se luvulla
—1, saadaan

1 1
u(l+ (u)?) ¢
missé ¢ on vakio. Kerroin ﬁ voidaan sisallyttda vakioon. Korotetaan saatu yhtélo

toiseen ja uudelleen jirjestetdén termit, ja saadaan u(1 + (u’)?) = ¢? ja edelleen

du c? A —u
— =3 /——-1== ) 22
dx U U (22)

Saatu differentiaaliyhtélo (22) on separoituva ja néin ollen se voidaan ratkaista. Dif-
ferentiaaliyhtélon tulee olla positiivinen u-akselin kdéntamisen vuoksi, kun oletetta-
vasti funktio u(x) saa suurempia arvoja muuttujan = arvon kasvaessa. Separoimalla
differentiaaliyhtdlo (22) saadaan

/dx:/,/ ——du,
cCT— U

missd yhtdlon vasemman puolen integraali on x+vakio. Vakio voidaan kuitenkin
sisallyttad yhtalon oikean puolen vakioon ja néin ollen se voidaan jattad merkitse-
mattd. Ratkaistaan seuraavaksi yhtélon oikealla puolella oleva integraali. Merkitaén
u = ¢?sin? ¢, josta seuraa, ettd du = 2¢? sin ¢ cos ¢dp. Saadaan

/C2riudu:2c2/singbcos¢
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Trigonometrian kaavoja 1 — sin®¢ = cos® ¢ ja sin®¢ = 1(1 — cos2¢) kiyttamalld
saadaan

.2
/Czliudu :202/sin¢cos¢ %dgf)
=22 / sin? ¢pd¢

=c? /(1 — cos 2¢)do

1
:§c2(2¢ —8in2¢) + d,

missd d on vakio. Funktionaalille saadaan parametrimuotoiset ratkaisut seuraavasti

1 1
T = 502(2gb —sin2¢) +djau=c’sin® ¢ = 502(1 — o8 2¢). (23)
Kun parametri ¢ = 0, yhtéloistd (23) saadaan = = d, kun u = 0. Akselit valittiin
siten, ettd x = 0, kun v = 0 ja télloin my6s d = 0. Néin ollen yhtéloista (23) saadaan

T = %c2(2¢ —sin2¢) ja u= %8(1 — €05 29). (24)

Vakio ¢ méérdytyy sen mukaan, ettd kiyra kulkee origon ja pisteen (b,1) kautta.
Oletetaan, ettd ¢ = ¢y, kun (z,u) = (b, 1), jolloin

1 1
b= 502(2@, —sin2¢,) ja 1= 502(1 — cos 2¢y),

joten
L, 1

2°¢ (1 — cos2¢y)

Néin ollen parametrimuotoisista yhtiloista (23)

2¢ —sin2¢ | 1 —cos2¢
= =——\ 00 < ¢y, 25
¢ 1 — cos 2¢y, Ja 1 — cos2¢y’ S (25)
missa ¢, voidaan ratkaista yhtélosta
2¢p — sin 2
p= 200 = Sin20 (26)
1 — cos2¢y

Jos ¢ =0, niin (x,u) = (0,0) ja jos ¢ = ¢y, niin (z,u) = (b, 1) Yhtéloa (26) ei voida
ratkaista analyyttisesti, joten se tulee ratkaista numeerisesti. Voidaan osoittaa, etta
b kasvaa ¢,:n kasvaessa ja ettd jokaiselle arvolle b voidaan loytaa sitd vastaava arvo
¢p- Yhtélon (26) avulla voidaan myds osoittaa, ettd b — oo, kun ¢ — .
Brakistokroniongelman ratkaisu mille tahansa muuttujan arvoille b saadaan ai-
noastaan ratkaisemalla yht&lo (26) arvolle ¢, ja sen jilkeen sijoittamalla tdmé pa-
rametrimuotoihin (25). Erilaisia ratkaisuja voidaan havainnollistaa muun muassa
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Kuva 5: Brakistokronikéyrid eri muuttujan b arvoilla, b = 0.2 (punainen), b = 7/2
(musta), b = 3 (sininen) ja b = 4 (vihred). [13]

jonkin matemaattisen ohjelman avulla. Kuva 5 havainnollistaa eri muuttujan b ar-
voilla saatavia erilaisia mahdollisia kéyria, jotka alkavat origosta (0,0) ja padttyvét
pisteeseen (b, 1).

Verrataan muodostettuja parametrimuotoisia yhtélsita (25) ja sykloidikdyrén pa-
rametrimuotoa (9). Huomataan, ettd parametrimuotoiset funktiot vastaavat toisiaan
ja néin ollen on osoitettu, ettd brakistokronikiyra on sykloidikéyra.
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6 Numeerisia menetelmia

Variaatiolaskennan ongelmat voivat olla hyvin ty6lédita ratkaista tarkasti ja toisinaan
tarkkaa ratkaisua ei saada. Téllaisissa tapauksissa ongelmien ratkaisuun voidaan
soveltaa numeerisen analyysin menetelmia.

Numeerinen analyysi on matematiikan ala, joka pyrkii loytdméadn mahdollisim-
man tarkkoja approksimaatioita matemaattisten ongelmien ratkaisuille, joiden tark-
ka ratkaisu on tyolasta tai mahdotonta 16ytaa. (6]

Variaatiolaskennan numeeriset menetelmat voidaan jakaa kahteen paidluokkaan:
suorat menetelmét ja epasuorat menetelmét. Epasuorien menetelmien kiyttd perus-
tuu vélttamattomien optimaalisuusehtojen kiyttoon, joiden avulla alkuperdinen on-
gelma voidaan yksinkertaistaa raja-arvo-ongelmaksi. Epésuorien menetelmien kéy-
ton laskennalliset edut ja haitat méardytyvat tdméan vuoksi kunkin ongelman omi-
naisuuksien mukaan. Suorien menetelmien etu on se, ettd funktionaalin dériarvot
loytyvét vélittomésti. Numeeristen menetelmien jako kahteen luokkaan ei ole yksi-
késitteisté, silla jotkin algoritmit kdyttavit molempia, suoria ja epésuoria, lahesty-
mistapoja. Lisdksi joitakin menetelmia ei voida luokitella kumpaankaan luokkaan ja
tdmén vuoksi riittdviin optimaalisuusehtoihin perustuvat menetelmét muodostavat
oman luokkansa. [6]

Tassé tutkielmassa késitelladn vain variaatiolaskennan suoria menetelmié ja esi-
tetddn niihin liittyvid esimerkkejé. Epésuorien menetelmien esittely vaatisi useiden
valttaméattomien optimaalisuusehtojen lapikayntia.

6.1 Suorat menetelmat

Esitelldan tassa luvussa kolme variaatiolaskennan suoraa menetelméé ja esimerkkeja
niiden kiytostad. Kéasitellddn ensin variaatiolaskennan suoriin numeerisiin menetel-
miin yleisimmin luokiteltu Rayleigh-Ritz -menetelmé ja sen avulla ratkaistava esi-
merkki. Tamén jilkeen késitellddn Galerkin -menetelmaé ja siihen liittyvé esimerkki.
Lopuksi késitellaan vield Rayleigh-Ritz -menetelmdan pohjautuva elementtimene-
telmé ja sen avulla ratkaistava esimerkkitapaus.

6.1.1 Rayleigh—Ritz -menetelma

Rayleigh—Ritz -menetelmén esitteli ensimmaisen kerran matemaatikko Lordi Ray-
leigh (1842-1919) vuonna 1877 ja sité tdydensi matemaatikko Walther Ritzin (1842-
1909) lisdys vuonna 1909. Menetelmén esittely ja sitd havainnollistava esimerkki
pohjautuvat Kevin W. Casselin teokseen Variational Methods with Applications in
Science and Engineering [3].

Rayleigh-Ritz -menetelméé voidaan hyodyntédéd suoraan variaatiomuotoisen on-
gelman ratkaisuun differentiaalimuotoisen ongelman sijaan. Menetelmad voidaan
kiyttda niin itsenédisend approksimatiivisena menetelméné, kuin myos perustana jol-
lekin yleiselle menetelmiille, esimerkiksi elementtimenetelmélle. [3]

Variaatiolaskennassa on toisinaan jarkevaa kayttad merkintdéd o, jotta voidaan
hyodyntda sen samankaltaisuuksia merkintéjen 0 ja d kanssa. Néin voidaan myos
yvksinkertaistaa kaavojen mahdollisesti monimutkaisiakin merkintéja. Merkinnat 0
ja d eroavat merkinnéstd ¢ siten, ettd ne kuvaavat funktion muutosta pisteestéa
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u(x)

Su
u(x

Kuva 6: Stationaérisen funktion ja sen ldhellé olevan funktion ero du.

pisteeseen, kun taas 0 kuvaa muutosta funktiosta funktioon. Stationdérisen funktion
ja sen ldhelld olevan funktion eroa kuvaa du. Eroa on havainnollistettu kuvassa
6. Funktionaalin stationédérinen funktio u(x) on funktio, joka aiheuttaa variaation
katoamisen, eli 6 = 0. [3]

Etsitdén stationdédrinen funktio funktionaalille I{u] = [ f(z,u, v/, ....)dz. Statio-
néddrinen funktio 16ydetdén, kun funktionaali kerrotaan variaatiolla ¢ ja asetetaan
nollaksi. Oletetaan siis, ettd variaatio-ongelma on muotoa

b
5/ flz,u, ', ...)dz =0, (27)

mistd pyritddn médrittaiméadn stationddrinen funktio u(x). Approksimoidaan nyt
stationddristd funktiota u(x) funktiolla @ ja kiytetddn n-kappaletta ennalta valittuja
kantafunktioita ¢o(x), ¢1(z), ..., ¢n(x) seuraavasti:

n

u(z) = Zcz'ﬁbi(x) = ¢o(x) + c191(x) + ... + i¢i(x) + ... + catn(x),  (28)

=0

missé ¢y = 1. Luotua funktiota (28) kutsutaan yleisesti kokeilufunktioksi.

Metodin ratkaisumenetelméa perustuu kertoimien c¢; maarittamiseen, jotka anta-
vat ldhimmé&n mahdollisimman approksimaation tarkalle stationdériselle funktiolle
u(z) ennalta valittujen kantafunktioiden suhteen. Vakioiden ¢y, ¢y, ..., ¢, ratkaisut
ovat uniikkeja, jos kantafunktiot ovat lineaarisesti riippumattomia.

Oletetaan, ettd paitepiste-ehdot ovat

u(a) = ug ja u(b) = uy.

Té&ll6in valitaan ensimméinen kantafunktio ¢o(z) siten, etté se toteuttaa molemmat
reunachdot. Loput kantafunktiot valitaan vastaavasti padtepisteissé

¢0(a) = u07¢1(a) = sz(a) =..= gbn(a) =0
oo(b) = uy, d1(b) = do(x1) = ... = ¢Pn(b) = 0.

Voidaan esimerkiksi valita 0 < z <[, u(0) = 0 ja u(l) = h. Téll6in kantafunktioksi
¢o(z) saadaan ¢g(z) = %az? joka on péaatepiste-ehtojen vélinen suora. Maéaritelty-
jé reunaehtoja kutsutaan valttaméattomiksi reunaehdoiksi, koska on valttamatonta,
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ettd kokeilufunktio toteuttaa ne. Kun yhdistetddn aiemmin maéritelty funktionaali
(27) ja kokeilufunktio (28), saadaan seuraava variaatio-ongelma

b
5/ f(z, e, c9, .y c)dx =0,

missé vakiot ¢; vaihtelevat.

Etsitdén siis vakioita ¢;, ¢ = 1,2, ..., n kokeilufunktiosta (28), joka vastaa funktio-
naalin stationdéristd funktiota, joka on approksimaatio funktionaalin (27) tarkasta
stationadrisesta funktiosta. Kun n:44 kasvatetaan, niin approksimaatio on tarkem-
pi tarkkaan stationéériseen funktioon u(z) verrattuna, mutta tdmaé vaatii enemmén
tyota vakioiden ¢; 16ytdmiseksi kokeilufunktiosta u(x). Rayleigh-Ritz -menetelmé
vaatii n X n muotoisen yhtéloryhmén ratkaisua, misséd n on kokeilufunktiossa etsit-
tyjen vakioiden lukumé&ara.

Kasitellddn seuraavaksi variaatio-ongelma, joka voidaan ratkaista numeerisesti
Rayleigh-Ritz -menetelmén avulla.

Esimerkki 6.1. [3] Ratkaistaan variaatio-ongelma, joka on muotoa

d’*u

ja sen tulee toteuttaa padtepiste-ehdot u(0) = 0 ja u(l) = 0.

Differentiaaliyhtalo (29) tulee ensin muokata variaatiomuotoon, jotta valitun me-
todin kidyttd on mahdollista ongelman ratkaisemiseksi. Luodaan ongelmasta niin sa-
nottu kdadnteinen ongelma. Aloitetaan yhtélon muokkaaminen kertomalla sen mo-
lemmat puolet variaatiolla du(x) ja integroidaan méérittelyjoukon yli, jolloin saa-
daan

!
/ (u" — u + z)dudz = 0.
0
Osittaisintegroidaan saatu yhtalo u:n suhteen ja saadaan

! !
/u'éu + / (—u'6u’ — udu + xdu)dr = 0.
A 0

Tiedetadn, etta paatepiste-ehdot ovat méaaratyt, joten tésta seuraa, ettd ylla olevan
lausekkeen ensimméinen termi [u'dul} katoaa. Variaatio § voidaan siirtéis integraalin
ulkopuolelle, jolloin saadaan

5/l L)? — S b ) da = 0
— —(u)* — =u* 4+ zu |)dx = 0.
0 2 2
Saatu yht&lo voidaan kirjoittaa variaatiomuodossa seuraavasti
!
5 / ()2 + u? — 2zu)dz = 0. (30)
0

Nyt on luotu Rayleigh—Ritz -menetelmén kiytén mahdollistava variaatiomuoto. Va-
litaan seuraavaksi kantafunktio, joka toteuttaa alussa madratyt pédtepiste-ehdot

28



(29). Yksinkertaisin vaihtoehto esimerkin tapauksessa on valita ¢q(x) = 0. Valitse-
malla kantafunktiot talld tavoin, varmistetaan, ettd ne saavat péadtepisteissia x = 0
ja x = [ arvon 0. Merkitdén loppuja kantafunktioita seuraavasti:

¢1(aj) = [L’(l - ZL’), ¢2(Ilf) = 172([ - Q?), ) ¢n(x) = xn(l - [E)
Néamaé kantafunktiot ovat ekvivalentteja myds kokeilufunktiolle
a(z) = ¢o(x) + 2(l — 2)(c1 + cox 4 c32® + ... + ™t (31)

Havainnollistetaan seuraavaksi Rayleigh-Ritz -menetelmén kayttod. Oletetaan,
ettd [ = 1 ja n = 1. Sijoitetaan parametrien arvot kokeilufunktioon (31), jolloin
saadaan

u(z) = cz(l —z). (32)

Derivoidaan yhtalo kiyttden tulon derivoimissadantod ja saadaan

i) = [1-0(2w) +e(20-0)]

= (—z+1(1 —2))
=c1(1 — 2x).

Sijoitetaan saadut kokeilufunktio ja sen derivaattafunktio variaatiomuotoon (30), ja
integroidaan saatu yhtalo seuraavasti

1
5/ (1 —22)* + 2*(1 — 2)* — 2¢12°(1 — 2)] dz =0
0

1

1
5/ [(z* = 22% + 52® — da + 1) + 2¢, (2* — 2%)] dz =0
0

1
1 1 5 1 1
50/ [cf (3x5 — §x4 + 51’3 — 2% + x> + 2¢; <Zx4 — §x3>] =0

Muuttuja ¢; on yhtélén ainoa muuttuja, joten lauseketta voidaan arvioida seuraa-

vasti 1 1 111
—(2¢16¢1) — =6c1 =0 eli dci(=—=c1 — =) =0.
30( c16cq) o eli 01(1501 6)
Muuttujan ¢; variaatio dc; on mielivaltainen, joten sen kertoimet voidaan poistaa.

Né&in saadaan
11

—c — = =0,
15" 6
ja kun tésté ratkaistaan muuttujan ¢y arvo, saadaan ¢; = % Nyt approksimatiivinen

ratkaisu kantafunktiolle (30), kun n =1, on

() = %x(l —a). (33)

Saatu approksimatiivinen ratkaisu toteuttaa nyt myos eksplisiittisesti maarityt reu-
nachdot.

29



Esimerkissa kéasitellyn ongelman approksimatiivista ratkaisua voidaan verrata
ongelman tarkkaan ratkaisuun, joka voidaan ratkaista seuraavasti, kun alkuehdot
ovat u(0) = 0 ja u(1l) = 0. Ratkaisu saadaan komplementaarisen ja partikulaarisen
ratkaisun summana.

Oletetaan, etti ongelman (29) ratkaisu on verrannollinen termille e** jollakin
vakiolla \. Merkitéin, ettd u(z) = e ja saadaan

d2 Az Az
@(6 ) — € =0.
Merkitdan seuraavaksi, etté %(e’\m) = A\2e* ja otetaan termi e*® yhteiseksi teki-
jéksi. Saadaan
(A2 —1)eM = 0.

Tiedetiidn, ettd e’ # 0 kaikille #drellisille muuttujille X. Tilldin voidaan merkiti
A2 —1 =0, ja saadaan A\ = —1 tai A = 1. Ratkaisu A = —1 antaa u;(z) = cje™?,
missé ¢; on mielivaltainen vakio. Ratkaisu A = 1 antaa us(x) = c9e®, missi ¢y
on mielivaltainen vakio. Komplementaarinen ratkaisu saadaan néiden ratkaisujen

summana seuraavasti
ue(z) = up(x) + ug(x) = cre”" + cae”.

Oletetaan, ettd ongelman (29) partikulaarinen ratkaisu on muotoa w,(x) = a; +asz.
Ratkaistaan seuraavaksi tuntemattomat vakiot a; ja as. Saadaan
dPuy(z)  d?
—— = —(a; +agx) = 0.
dx? dx2( 1+ a20)
Sijoitetaan partikulaarinen ratkaisu w,(z) = a; + agz differentiaaliyhtiloon ja saa-
daan

d*u, ()
d—;f:? —up(z) =—=w
—(a; + asxr) = — .
Nain ollen voidaan merkita, ettd —a; = 0 ja —as = —1 ja saadaan a; = 0 ja ay = 1.

Sijoitetaan ndmé yht&loon u,(x) = a; + ag ja saadaan wu,(z) = x. Yleinen ratkaisu
on talléin
u(z) = uc(x) + up(r) = 4+ cre”" + cpe”.

Ratkaistaan tuntemattomat vakiot sijoittamalla alkuehdot u(0) = 0 ja u(l) = 0
yleiseen ratkaisuun ja saadaan yhtélopari

61+CQZO
ﬁ+€c2+120.
e

Ratkaistaan yhtalopari ja saadaan

e
0 =——
P12
€

g =——7s.

? —1+e?
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Sijoitetaan saadut vakioiden arvot yleiseen ratkaisuun u(x) = x + cie™ + coe” ja
uudelleen jérjestetddn termeja. Saadaan ongelman (29) tarkaksi ratkaisuksi
e

u(z) = T (e7" —e") +x. (34)

Kuva 7 osoittaa, ettd Rayleigh—Ritz -menetelméan avulla saatu approksimatiivi-
nen ratkaisu on melko lahella todellista tarkkaa ratkaisua. Kuvassa tarkkaa ratkai-
sua u(x) on merkitty katkoviivalla ja approksimatiivista ratkaisua @(x) yhtenéisell&
viivalla.

Differentiaalioperaattorin L sanotaan olevan itseadjungoitu, jos

(u, Lvy = (v, Luy),

missé funktiot v(z) ja u(z) ovat mielivaltaisia. Jotta differentiaalioperaattori olisi
itseadjungoitu, sen tulee olla Sturm—Liouville -muotoa

d du

Lu= 5 o) 3] + ey = 1)

Muunnetaan tdma variaatiomuotoon kertomalla lauseke notaatiolla du ja integroi-
malla méarittelyalueen yli

b
/ (Lu — f)oudx = 0.

Esimerkki 6.2. [3]| Differentiaaliyhtilé on vastaava kuin esimerkissé 6.1, eli se on
muotoa

d2

d—;;—u:—l’, w(0) = 0 ja u(1) = 0.
Méaritetddan kahden vakion Rayleigh—Ritz approksimaatio stationéériselle funktiolle
pelkistetyn variaatiomuodon avulla. Kun p(z) = 1 ja q(z) = —1 sekd f(z) = —uz,

pelkistetyksi variaatiomuodoksi saadaan
1
/ (v —u+ z)dudx = 0. (35)
0

Olkoon ¢g(z) = 0, jotta padtepiste-ehdot toteutuvat ja n = 2, talloin

u(z) =x(1 — x)(c1 + o)

=(z — 2%)cy + (22 — 2°)cy.
Derivoidaan tédmaé kahdesti ja saadaan

u'(r) == 2c12 + ¢ + (2 — 3z)zey
u"(z) = — 2¢1 + 2(1 — 3x)co.

Kun éu = g—culécl + %502 yhtélo (35) voidaan kirjoittaa muodossa

/O [—2¢1 +2(1 = 3z)cy — (x — 2°)ey — (2° — %)y + 7]
(@ — 2®)6cy + (27 — 2°)dcy] da = 0.
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Kuva 7: Tarkan ratkaisun w(z) ja approksimatiivisen ratkaisun @(z) vertailu, kun
n=1.3]

Kertomalla ja yhdistelemélla termeja saadaan

1

/ {[2(cy — e1)x + (e1 — 8cg + 1)a? + (2¢1 + 5eg — 1) + (265 — ¢1)x?
0

—cox°)er + [2(ca — ¢1)a? + (¢ — 8cgy + 1)a® + (2¢1+

5cy — D)at + (2¢y — ¢1)2° — cpa%]0cy }dr = 0.

Integroidaan lauseke z:n suhteen ja saadaan

11 11 . LY 5 . 11 1 . LY s o
——cC — —=C+—]oc ———C1 — =Co+ — | 0cy = 0.
300 60" 12)° 60 7*"2)"?

Termit dc; ja dco ovat mielivaltaisia, joten saadaan yhtélopari

22¢, + 11ey =5
7701 + 6062 =21.

Ratkaistaan yhtalopari ja saadaan c¢; = % jaco = 4—73. Approksimatiivinen ratkaisu
on talloin

)
473

(x —2?) + %(ﬁ —z?). (36)

u =

6.1.2 Galerkin -menetelméa

Esitelldén seuraavaksi matemaatikko Boris Galerkinin (1871-1945) vuonna 1915 esit-
telma ja hdnen mukaansa nimetty suora numeerinen variaatiolaskennan menetelma,
Galerkin -menetelmé, joka perustuu painotettujen residuaalien menetelméain. Ga-
lerkin -menetelmén etu on, ettei ongelmaa tarvitse valttamétté kirjoittaa variaatio-
muodossa, eikd sen vélttamatté tule olla edes mahdollista toisin kuin Rayleigh—Ritz
-menetelmad kiytettdessd. Tama etu mahdollistaa kyseisen menetelmén laajemman
kayttomahdollisuuden ja sopivuuden. Menetelméan esittely ja sitd havainnollistava
esimerkki pohjautuvat kirjaan Variational Methods with Applications in Science and
Engineering [3].
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Etsitddn approksimatiivista ratkaisua differentiaaliyhtélolle
Lu=f.

Kuten Rayleigh-Ritz -menetelméssé, approksimaatio on kokeilufunktio, joka koos-
tuu kantafunktioiden lineaarisesta yhdistelmésta seuraavasti

n

u(z) = ZCz‘ﬁf)(x) = ¢o(x) + c191(x) + - -+ + () + -+ - + cupn ().

i=0
Kun approksimatiivinen ratkaisu @(z) on annettu, voidaan mééritelld residuaali

joka on approksimaation virheen mitta. Jos @(z) = u(z), residuaali on nolla. Paino-
tettujen residuaalien metodissa residuaali kerrotaan painofunktioiden joukolla w;(z),
t=1,..., N jaintegroidaan méaarittelyalueen yli seuraavasti

/ml(Lu — flwdx = 0.

Tamé vastaa residuaalin sisdtulon asettamista kullekin painofunktiolle nollaksi, eli
(R(z);w;(x)) = 0. Tata voidaan ajatella painotetun differentiaaliyhtélon residuaalin
méaarittdmisend méarittelyalueen yli. Tarkalla ratkaisulla integrandi on luonnollises-
ti nolla. Osittaisintegroinnin avulla derivaattafunktiot saadaan muutettua kokeilu-
funktioista painofunktioiksi ja nédin saadaan ongelman heikko muoto. Painotettujen
residuaalien yleisessd menetelméssa painofunktioiksi w;(x) ja kantafunktioiksi ¢;(z)
voidaan valita erilaisia funktioita. Galerkin metodissa kiytetddn painofunktioina
kantafunktioita eli w;(x) = ¢;(x).

Esimerkki 6.3. [3] Késitellddn edellisen esimerkin 6.1 differentiaaliyhtélod (29)

d2
d_xz —u=—z,u(0) =0,u(1) =0

ja etsitddn télle stationdérinen funktio u(z) kiyttden Galerkin menetelmad ja poly-
nomimuotoista kokeilufunktiota, kun n = 2. Kaytetaan kantafunktioita

do(z) = 0,¢1(x) = 2(1 — 2) ja ¢o(z) = 2*(1 — ),
jotka antavat kokeilufunktion
u(z) = (x — 2%)c; + (27 — 2°)ey
ja derivoimalla tdmé saadaan
u'(z) = (1 - 2x)c; + (22 — 32%)cy.

Galerkin -menetelmaéssa painofunktiot ja kantafunktiot asetetaan ekvivalenteiksi ko-
keilufunktiossa, eli w;(z) = ¢;(z). Yleisesti (R(x); ¢;) = 0 tai fol(Lﬂ — f)dz =0, eli
tassa tapauksessa

1
/ (@' —u+ x)p;dx = 0.
0
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Kun yhtalon ensimméinen termi osittaisintegroidaan ja huomioidaan myos reunach-
dot, heikoksi muodoksi saadaan

1
/ (—u' ¢, — ud; + x¢;)dx = 0.
0

Kaytetdan heikkoa muotoa, koska se siséltad vain ensimméisen kertaluvun derivaat-
tafunktioita ja on vihemmaén rajoittava derivaattafunktioiden jatkuvuuden suhteen
verrattuna pelkistetysséd variaatiomuodossa esiintyviin toisen kertaluvun derivaatta-
funktioihin. Kun i = 1 ja ¢(x) = z — 2%, saadaan

/0 {—[(1 —22)c; + (20 — 32%)cy][1 — 27]
—[(z = 2%)ey + (2 — 2¥) o) [v — 2% + z[x — 2] }dx = 0.

Polynomeja kertomalla ja termejé yhdistelemélla saadaan

/1[(—334 +22° — 52 + 4w — 1)
0 + (=2 4+ 22* — 72 + 72* — 27)cy] — 2 — 2*)dw = 0.
Kun tdma integroidaan muuttujan x suhteen, saadaan
22¢1 + 1lcs = 5.
Toistetaan tama uudelleen, kun ¢ = 2, jolloin saadaan

T7c1 + 60cy = 21.

Ratkaistaan saatu yhtélopari, jolloin saadaan ¢; = 46—% ja cg = 4—73. Kun nama sijoi-
tetaan kokeilufunktioon saadaan
~ 9 o 2 3
= —(x — — — ) 37
u(x) 473(:c m)—|—43(:1: z°) (37)

Huomataan, ettd tamé vastaa toisessa Rayleigh-Ritz -menetelmén esimerkissa
6.2 saatua approksimatiivista ratkaisufunktiota (36). Havainnollistetaan kuvassa 8
Rayleigh-Ritz -menetelmén ja Galerkin -menetelmén avulla ratkaistujen esimerk-
kien approksimatiivisia ratkaisuja (33) ja (37) ja verrataan niitd ongelman tarkkaan
ratkaisuun (34). Kuvasta huomataan, ettd vihred, Rayleigh-Ritz -menetelmén en-
simmaisen esimerkin 6.1 antama ratkaisu poikkeaa muista, eli sen approksimatiivi-
nen ratkaisu poikkeaa stationdérisestd funktiosta eniten.

6.1.3 Rayleigh—Ritz -menetelmiin pohjautuva elementtimenetelméa

Elementtimenetelméd on nykydan kiytossa olevista numeerisista menetelmista yksi
kiytetyimmisté. Laajempaan kiyttoon se on levinnyt 1960-luvulta alkaen. Nykyaén
sitd kiytetdan laajasti sekd tutkimuksessa ettd kiaytdnnon tyossé, ja useat kaupalli-
set ohjelmistokoodit perustuvat siithen. Kayttokohteita l0ytyy esimerkiksi rakenne-
mekaniikasta, lammonsiirtotekniikasta, nesteiden dynamiikasta, sahkotekniikasta ja
useilta muilta fysiikan aloilta. [3]
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Kuva 8: Approksimatiivisten ratkaisujen vertailua tarkkaan ratkaisuun. Ray-
leigh-Ritz -menetelmdn antama ratkaisu esimerkissa 6.1 =vihred, Galerkin -
menetelman ja Rayleigh—Ritz -menetelmén toisen esimerkin 6.2 antama ratkai-
su=sininen, ongelman tarkka ratkaisu=keltainen.

jlolte o |

Xy X Xa X1 X An-l A
Kuva 9: Yksiulotteinen mééarittelyalue. [3]

Rayleigh—Ritz -menetelméssa kokeilufunktiota sovelletaan koko maéarittelyalueel-
le, kun taas siihen pohjautuvassa elementtimenetelméssa sita sovelletaan jokaiseen
yksittdiseen elementtiin erikseen. Tédman etu on se, ettd sen avulla voidaan tar-
kasti approksimoida erilaisia geometrisia aluieita, kun kokeilufunktiota sovelletaan
jokaiseen elementtiin erikseen. Menetelmén voidaan sanoa olevan hyvin joustava ver-
rattuna Rayleigh-Ritz ja Galerkin -menetelmiin. Joitakin, esimerkiksi nesteiden vir-
tauksiin liittyvia variaatio-ongelmia ei valttamatta voida ratkaista kayttamalla Ray-
leigh—Ritz pohjaista elementtimenetelméa, sillé differentiaaliyhtéloa ei vélttamatta
pystyté kirjoittamaan vaaditussa muodossa. Télloin voidaan kuitenkin mahdollises-
ti kiyttad esimerkiksi Galerkin -menetelméén tai muihin vastaaviin painotettuihin
residuaaleihin pohjautuvia elementtimenetelmié. |3]

Kaytetdan téssd tutkielmassa kuitenkin Rayleig—Ritz -menetelmédén pohjautu-
vaa elementtimenetelmad, vaikka olisikin yleisempéaé kdyttaéd jotakin painotettujen
residuaalien menetelmia. Esitellddn Rayleigh-Ritz -menetelméédn pohjautuva ele-
menttimenetelma ja siihen liittyva esimerkki kdyttden kirjan Variational Methods
with Applications in Science and Engineering |3| esitystapaa.

Etsitdén stationdédrinen funktio funktionaalille I]u] = fab f(z,u,u")dz. Otetaan
siitd variaatio ja asetetaan se nollaksi seuraavasti

b
(5/ f(x,u,u")dx = 0.

Jaetaan integraalin maérittelyalue a < o < b N:4én yhtd suureen osaan, jolloin
pisteissa z;,7 = 0, ..., N muodostuu N + 1 kappaletta solmupistettd, kuten kuvassa
9.

Oletetaan, ettd solmupisteiden x;_1 ja x; vili 7, eli i:s elementti, on kuten kuvassa
10, jossa & = 0 vastaa vasenta solmupistettd x; i, jossa u(z) = w;—; ja & = 1
vastaa oikeaa solmupistetté z;, jossa u(x) = u;. Muuttuja x on globaali muuttuja ja
muuttuja £ on jokaisen elementin lokaali muuttuja.
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Kuva 10: Elementin i havainnollistus. [3]

Jos hz =T, —Ti—1, niin

T — T
f="T"1 z,<z<u
h;
Talloin saadaan

d d¢d 1d

Funktiota u(£) voidaan approksimoida vélilla 0 < z < 1 kiyttaméalla Rayleigh—Ritz
-menetelméad kokeilufunktiona. T&td voidaan kutsua muotofunktioksi, kun sitd so-
velletaan yksittéisiin elementteihin. Muotofunktio saadaan seuraavasti:

u(§) = ui—101(§) + uipr(§).

Seuraavaksi mééritetdan muotofunktiot ¢ (&) ja ¢r(&) ja etsitddn vakioiden w;_; ja
u; arvot solmupisteissa.

Muotofunktioksi voitaisiin periaatteessa valita mitkd tahansa funktiot, mutta
integroinnin helpottamiseksi valitaan yleensa polynomeja. Yksinkertaisuuden vuoksi
kiytetddn seuraavia lineaarisia muotofunktioita

oL(§) =1-¢ Ja or(§) =¢

jolloin funktiota u(§) voidaan approksimoida seuraavasti
u(§) = ui—1 (1= &) +w = uimy + &§(ui —wim1) jau(a) = uiy, u(d) =u;. (39)

Télloin variaatio-ongelma koko ongelmalle on jokaisen elementin Rayleigh—Ritz -
menetelméan avulla saatujen approksimaatioden summa, eli

N b
5] ~ 25/ fi<§,ui_1, ul)df = 0,
i=1 a

missd [ = I(ug,uq,...,uy). Rayleigh-Ritz -menetelmé on globaali approksimaa-
tiomenetelmé, jossa kiytetddn yhtéd kokeilufunktiota, kun taas elementtimenetelmé
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on lokaali approksimaatiomenetelméa ja siind jokainen elementti approksimoidaan
kokeilufunktiolla erikseen.

Kasitellddn seuraavaksi Rayleigh—Ritz -menetelmédn pohjautuvaan elementti-
menetelmaén liittyva esimerkki.

Esimerkki 6.4. [3] Etsitaan approksimatiivinen ratkaisu differentiaaliyhtélolle

d  du
2Oy — 4
L@t =, (40)

kun u(1) = 0 ja «/(2) = 0. Madrdtty reunaehto, kun x = 1, on valttaméton ja ko-
keilufunktion tulee toteuttaa se. Derivaattareunaehto, kun x = 2, on epéolennainen
eli kokeilufunktion ei tule toteuttaa sité, silld se toteutuu vélttdméattoméan ehdon
toteutuessa.

Aloitetaan ongelman ratkaiseminen kertomalla differentiaaliyhtélo (40) termilld
du ja integroidaan maérittelyalueen yli

/12[(131/)' + z]oudz = 0.

Osittaisintegroimalla yhtélon ensimmaiseksi termiksi saadaan
2 2

2
/ (zu) dudr = /xu/5u—/
1 1

1

2
1
zu'ou'dr = —/ §x5(u/)2dx.
1

Néin differentiaaliyhtélon variaatiomuodoksi saadaan

5 /12 Bx(u’)z - xu] dz = 0.

Jaetaan tdma kunkin yksittdisen elementin integraalien summaksi, kun o = 1 ja
Ty = 2, seuraavasti

x1 T 7 2
5/ fdx—i—é/ fdx+---+5/ fdx—l—---—|—5/ fdx =0,
1 x1 Ti—1 TN-1

missd f = f(x,u,u’) ja imnes elementti saadaan seuraavasti

5/ fd —5/% L d (41)
. xr = . 2$ d:E Tu|ax.

Muunnetaan lauseke siten, ettd sen muuttuja on globaalin muuttujan z sijaan lokaali
muuttuja . Tarkastellaan integrandin (41) ensimmaisté termid

2 2
%x (Z—Z) Z%(xm + hig){%i% {Uz‘—l + &(ui — Uz‘—l)} }

1
:W(l’i—l + hz‘f)(uiui—ﬁz-
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Sijoitetaan tdmé seké aiemmin muodostetut lausekkeet (38) ja (39) yhtdloon (41),
ja saadaan

1 1
(5/0 fid§=5/0 [222 (zio1 + hil) Auf — (- 1+h§)(uz_1+§Auz)} hid€,

missd Au; = u; — w1 ja f; = fi(§,u;—1, u;). Muokataan lauseketta ja saadaan

1 1
1
5/0 fid§ :5/0 [Qh Ti— 1AU hizi—1ui—

1
Integroidaan lauseke ja sovelletaan méaratyn integraalin rajoja, jolloin saadaan
! 1 1
(5/0 fzdg =0 |:2—hZ{L‘Z_1Au12 — hixi_lui_l + ZAU?
1 1 1
— —hiZEi_lAU,i — —h?ui_l — —h?AUZ . (42)
2 2 3

Seuraavaksi voidaan todeta, ettd hakasuluissa oleva termi [-] vaihtelee muuttujien
u; ja u;—q suhteen ja lausekkeen oikea puoli voidaan ilmaista osittaisderivaattojen
avulla seuraavasti

O] o]
o] = ou;_ ou;.
[ ] 8ui,1 Ui-1 ¥ 8u1 Y
Todetaan, ettd 0Au;/0u;—; = —1 ja 0Au;/0u; = 1 ja yksinkertaistetaan yhtaloa

(42), jolloin saadaan

5/ fzdé |: <1 iz 1>AUZ ;hjil‘i_l — éh?] (5Ui_1

1 Ti—1 1 1 2
+ |:<§ + hz >Auz §hzxz—1 §h2:|6uz

Yksinkertaistetaan saatua muotoa seuraavaksi, jotta lausekkeen késittely olisi yk-
sinkertaisempaa. Merkitaédn, etta
1 Ti—1 1

) 1
@i =5 + b bi = §hixi71 Ja ¢ = §hil’i71 + 3h12,

jolloin yhtalé on muotoa

1
5/ fldf = (aiui_l — Q;U; — bi)éui_l + (—aiui_l + a; U; — cz)éul (43)
0

Johdetaan tésté seuraavaksi i:nnen elementin lokaali matriisi, joka on muotoa
w 1 -1 Ui—1| bz
-1 1 Uy N C; '
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Kuva 11: Lokaalit ja globaalit solmupisteet yksiulotteiselle elementtimenetelmaélle.
Janan ylédpuolelle on merkitty lokaalit solmupisteet ja alapuolelle globaalit solmu-
pisteet. [3]

Ratkaisu yhtélon (43) elementille ¢ on havainnollistettu kuvassa 11.
Lasketaan yhteen seuraavaksi yhtélon (43) integraalit jokaisella ¢ = 1,2,..., N
arvolla ja asetetaan summa nollaksi, jotta voidaan muodostaa globaali matriisi

(CLlUQ — ai1uy — bl)(SUO + (—&1@60 + ajuy — cl)(5u1
+ (aguy — agug — ba)ouy + (—aguy + aguy — cz)dus

+ (CL3U2 — asus — b3>5U2 + (—CL3U2 + asus — 03>5U3

(GN—luN—2 — aAN-1UN-1 — bN—1)5UN—2 + (—GN—1UN—2 — aN-1UN-1 — CN—1)5UN—1
+ (CLNUN,1 —anNunN — bN)(;’U,N,1 + (—CLNUN,1 — aNunN — CN>(SUN =0.

Solmupisteiden arvot ug, uy, ..., N ovat mielivaltaisia ja siksi solmupisteiden kertoi-
met voidaan asettaa nollaksi. Saadaan seuraavanlainen yhtaloryhma

aug —auy = by
—arug  +(a; + az)uy —agUs = b+
—a9ly +(as + ag)us —asus = by + ey
—an_1un—2 +(an—1+an)un—1 —anuy = by +cnoa
—aNUN—1 ‘anuny = CN.

Koska esimerkin tapauksessa ug = u(1) = 0, niin ratkaistavaksi jad N kappaletta
yhtéloita jéljelld oleville tuntemattomille solmupisteille.

Verrataan seuraavaksi elementtimenetelmén avulla saatavaa ratkaisua esimerkis-
sé kasitellyn differentiaaliyhtdlon (40) tarkkaan ratkaisuun, joka on

1, 1
u(r) = —=2*4+2lnx+-, 1<z<2

4 4
Tarkastellaan elementtimenetelmén sopivuutta vertaamalla sen antamia tuloksia
kahdessa eri tapauksessa. Kuvissa 12 ja 13 elementtimenetelmén antamat solmu-
pisteet on merkitty pisteilla ja differentiaaliyhtélon tarkka ratkaisu on merkitty yh-
tendiselld viivalla. Kuvasta 12 ndhdééan, etté elementtien méaran ollessa 2, element-
tien maara on riittAméaton, eivitka pisteet asetu kédyralle. Elementtien méaraa tulisi
siis kasvattaa, jotta approksimatiivinen ratkaisu olisi lahempéné tarkkaa ratkaisua.
Kuvasta 13 ndhdéaan, ettd kun elementtien méaaraa nostetaan kymmeneen, element-
timenetelmén antama ratkaisu on hyvin verrattavissa tarkkaan ratkaisuun ja pisteet
asettuvat kayrélle.
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Kuva 12: Tarkka ratkaisu ja approksimatiivinen ratkaisu, kun elementtien méaéra on
2. 3]
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Kuva 13: Tarkka ratkaisu ja approksimatiivinen ratkaisu, kun elementtien méaara on
10. [3]
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7 Yhteenveto

Tassé tutkielmassa késiteltiin yleisesti variaatiolaskentaa ja siihen liittyvia sovelluk-
sia ja numeerisia menetelmia. Tutkielma toteutettiin pdaosin kirjallisuuskatsauksena
ja aiheeseen perehdyttiin etsimélla tietoa alan julkaisuista. Tutkielman aluksi késitel-
tiin funktionaalianalyysid ja sen perustuloksia. Aluksi méariteltiin lineaariavaruus
ja funktion normi. Naiden avulla késiteltiin funktionaalin méaéritelméas seka funk-
tionaalin jatkuvuutta ja lineaarisuutta. Funktionaalien lineaarisuuden maaritelméa
havainnollistettiin myos esimerkkien avulla.

Kolmannessa luvussa késiteltiin tutkielman kannalta oleellisia perustuloksia.
Ensin esitettiin funktion sileyden maaritelméa sekd todistettiin osittaisintegroinnin
lause. Taman jalkeen todistettiin yksi keskeisimmistd lauseista variaatiolaskennas-
sa, variaatiolaskennan peruslause. Luvussa maéariteltiin myos konveksin joukon ja
funktion kasitteet seké sykloidikdyran muodostuminen.

Neljannessa luvussa késiteltiin yhta variaatiolaskennan tarkeimmisté tuloksista,
Eulerin-Lagrangen yhtéloa ja todistettiin se. Eulerin-Lagrangen yht&lo on yleisessé
muodossa toisen asteen differentiaaliyhtélo, joten sille ei 16ydy ratkaisuja suljetus-
sa muodossa. Luvussa kasiteltiin kuusi Eulerin—Lagrangen yhtalon erikoistapausta,
joihin voidaan 16ytéaa ratkaisu. Tamén jalkeen kasiteltiin kaksi esimerkkitapausta,
tehdasongelma ja lyhin reitti kahden pisteen valilla tasossa, joissa kummassakin rat-
kaisu loydetasan kiayttden Eulerin—Lagrangen yhtaloa.

Viidennessa luvussa esiteltiin variaatiolaskennan klassikkoesimerkki, brakistok-
roniongelma. Siiné pyritddan 10ytdméan kdyrdn muoto, joka minimoi ajan, joka kiy-
raa pitkin liikkuvalta kappaleelta kuluu kulkea pisteestd A pisteeseen B. Kappale
liikkkuu jonkin voiman, esimerkiksi painovoiman, vaikutuksessa. Braksitokroniongel-
man todettiin olevan tédrked osa matematiikan historiaa, sillda FKulerin-Lagrangen
yhtalo 16ydettiin ongelman ratkaisemisen yhteydesséa ja tama 10ydos tarjosi puitteet
my6s monien muiden ongelmien ratkaisemiseksi.

Tutkielman lopussa perehdyttiin hieman tarkemmin numeerisiin menetelmiin,
joiden kaytto voi olla tarpeellista tapauksissa, joissa ongelmien tarkka ratkaisu on
hyvin tyoldsta tai jopa mahdotonta 1oytda. Numeeriset menetelmét voidaan jakaa
karkeasti kahteen luokkaan, suoriin ja epésuoriin menetelmiin. Téssa tutkielmassa
késiteltiin vain suoria menetelmid, joiden avulla ongelmille 16ydettiin approksimatii-
viset ratkaisut. Kéasiteltyja menetelmia olivat Rayleigh-Ritz -menetelmé ja painotet-
tujen residuaalien menetelméan perustuva Galerkin -menetelmé. Lopuksi késiteltiin
viela Rayleigh-Ritz menetelméén perustuva elementtimenetelma. Huomattiin, etta
Rayleigh—Ritz -menetelmé ja Galerkin menetelma antavat usein samoja approksi-
matiivisia ratkaisuja kokeilufunktioiden valinnasta riippuen. Elementtimenetelmén
etu on sen laaja kiytettavyys ja sen kyky approksimoida tarkasti monimutkaisiakin
geometrioita.
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