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Tassa tutkielmassa perehdytédén yhteen materiaalifysiikan menestyneimmisté teo-
rioista, tiheysfunktionaaliteoriaan. Tiheysfunktionaaliteoria mahdollistaa materiaa-
lien kvanttimekaanisen mallintamisen laskennallisilla menetelmilld ja siten sen so-
vellukset ovat merkittavissd osassa modernissa materiaalitutkimuksessa.

Tiheysfunktionaaliteoria on siis kvanttimekaaninen teoria, jossa aineen rakennet-
ta ratkaistaa sen elektronitiheyden avulla, eli siis sen sijaan, ettd keskittyisimme
yksittaisten elektroninen kayttaytymiseen tutkimme elektroneja kokonaisuutena eli
niiden paikan todennékoisyystiheytend. Téllaisella menetelmélld saavutetaan mo-
nia laskennallisia etuja, mutta siihen liittyy myos rajoittensa. Kuitenki menetelmaé
kehitetdan jatkuvasti parempien tulosten toivossa.

Esitelldén myos erdstéd tiheysfunktionaaliteorian aivan uudenlaista kehityssuuntaa,
jossa systeemin koko elektronitiheyden sijaan riittdd tarkastella vain joukkoa ato-
mikeskeisid pallosymmetrisia elektronitiheyksia. Télloin laskujen raskaimmat osat
redusoituisivat yksiulotteisiksi ongelmiksi, joka nopeuttaisi laskuja huomattavasti.
Kuitenkin tdméan uuden teorian soveltaminen kaytdnnon laskuissa ei vield ole mah-
dollista. Tassa tutkielmassa perehdytdankin ensimmaéiseen vaiheeseen, elektroniti-
heyden pallosymmetrisointiin.

Tamaé tutkielma on ensimméinen askel uuden teoreettisen menetelmén laskennalli-
sessa toteutuksessa. Siksi esitettyjen menetelmien kiyttdminen ei sellaisenaan vélt-
tamatta ole paras mahdollinen vaihtoehto, vaan tarkoituksena on ollut kehittda me-
netelmaé, jolla voidaan testata onnistuuko teorian soveltaminen laskennallisissa me-
netelmissé.

Tutkielmassa on myds sovellettu EMTO-menetelmélld saatuja tuloksia esimerkki-
systeemin alkuperéisestd elektronitiheydesta. Siksi EMTO-menetelmén perusteita
on myo6s hieman avattu.

Avainsanat: Laskennallinen materiaalifysiikka, Tiheysfunktionaaliteoria, DFT, pal-
losymmetria, muffin-tin, exact muffin-tin orbitals method, EMTO
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Johdanto

Tassé tutkielmassa perehdytédén aineen rakenteen kvanttimekaaniseen mallintami-
seen tiheysfunktionaaliteorian keinoin ja perehdytdén uuden teoreettisen mallin|1][2]
kaytannon toteukseen.

Ihminen on jo antiikin ajoista alkaen pyrkinyt selittdméédn aineen rakennetta.
Ensimmaiset tunnetut rakenneosasiin perustuvat teoriat on esitelty jo antiikin krei-
kassa |Leucippus ( 490 BC) and Demokritos ( 470-380 BC)| . Kuitenkin kaikki teo-
riat yhta lukuunottamatta ovat nykypéivadn mennessé osoittautuneet enemmaén tai
vahemman virheellisiksi. Tama yksi teoria on kvanttimekaniikka, joka kuvaa aineen
rakenteen sen pienimmisté tunnetuista rakennehiukkasista alkaen.

Kun tutkittavan hiukkasen koko pienenee riittdvan pieneksi se ei enad noudata
klassisen fysiikan lakeja, vaan téllaisten hiukkasten kuvaamiseen tarvitsemme kvant-
timekaniikkaa. Aineen on osoitettu koostuvan elektroneista ja atomiytimista. Naista
raskaampia atomiytimid voidaan usein vield kohtalaisen hyvin kuvata klassisen fy-
sitkan lakien mukaan, mutta ytimien ympéarilla liikkuvat elektronit eivit noudata
klassista fysiikkaa.

Siksi kvanttimekaniikka onkin meille ensisijaisen térked aineen rakenteen ymmaér-
tdmisessd. Aineen rakenteen kannalta merkitsevimpéané vuorovaikutuksena voidaan
pitda sdhkostaattista eli Coulombin vuorovaikutusta. Positiivisesti varautunut ydin
vetdd puoleensa negatiivisesti varautuneita elektroneja ja negatiivisesti varautuneet
elektronit hylkivit toisiaan samoin kuin positiivisesti varautuneet ytimet hylkivéat
toisiaan. Kuitenkin kaikkien hiukkasten tulee noudattaa niiden energialle ominaisia
valintasaantoja.

Kvanttimekaniikan tunnetuimpana yhtélonéd voidaan pitdd Schrodingerin yhté-

164, jonka kehitti Erwin Schrédinger 1925 [3].

HU(r) = e¥(r) (1)



Téssd W(r) on systeemin tilaa kuvaava aaltofunktio, jossa r on paikkavektori, H
on Hamiltonin operaattori ja € tilaa W vastaava ominaisenergia. Kaytannossa siis
Hamiltonin operaattorin ominaisarvona saamme kyseista tilaa vastavan ominaise-

nergian. Hamiltonin operaattori voidaan jakaa osiin
H=T+YV, (2)

jossa T' on liike-energiaoperaattori ja V' on potentiaalienergiaoperaattori. Coulombin
systeemissd, jollaisena aineen rakennetta voidaan pitdé, voidaan liike-energia viela
avata edelleen. Téata varten maarittelemme tutkielmassa kaytettavan yksikkojarjes-

telméksi atomiset Rydbergin yksikdot.

T VY Vi (3)
i R
jossa i on indeksi joka kay lapi kaikki systeemin elektronit, R on indeksi joka kay lapi
kaikki systeemin ytimet, joiden massat ovat mg. Ensimméinen termi siis summaa
kaikkien elektronien liike-energiat ja jalkimmaéainen kaikkien ytimien liike-energiat.
Samoin voimme avata vield potentiaalienergian
27Rr 1 ZRIR
Vel m ol T 2 R-RT W
jossa ¢ kay jélleen lapi kaikki elektronit, R kaikki ytimet, Zg on kunkin ytimen
varausluku. Ensimméinen termi summa kaikki elektronien ja ytimien véliset Co-
lombin energiat, toinen termi summaa elektronien véliset ja kolmas ytimien valiset

Coulombin energiat.



1 Elektronirakenteen ratkaiseminen

Selvad on ettd voimme siis ratkaista systeemin energian kunhan vain tunnemme sen
tilaa kuvaavan aaltofunktion W(r). Kuitenkin aaltofunktion lytédminen osoittau-
tuu monimutkaiseksi ongelmaksi jonka yksinkertaistamiseksi esitelliin mychemmin

muutamia aproksimaatioita.

1.1 Variaatioperiaate

Seuraavaksi perehdymme menetelméén jolla voimme etsié systeemin oikeaa tilafunk-
tiota U, olettaen ettd meilla on jokin alkuarvaus siitd. Jos oletamme etta tilafunktio

¥ voidaan kuvata lineaarikombinaationa jostakin ortonormaalista funktiojoukosta

U= Z ciy, (5)

jossa vakiot ¢; ovat kantafunktiota 1; vastaavat kertoimet. Asettamalla kertoimille
sopivat vaatimukset myos ¥ on ortonormaali
/\I/2dr =1= Z Zcicj /Mtﬁjdr = Z Zcz-cj(%j = Z c? (6)
i i i
jossa d;; on Kronekerin delta, silld jokainen kantafunktioista ; toteuttaa yhtélon
(1) on niilld jokaisella ominaisenergia ¢;. Télloin my6s tilan energia voidaan ilmaista

kantafunktioiden energioiden avulla

/\I]H\Ij = /ZCi¢iHZCj¢jdr = Z ZCZ'CJ‘ /wszde' = ZC?EZ‘ (7)

Yleisesti kvanttiteorian nojalla systeemilld on oltava minimienergia Fy. Téalloin voim-

me kirjoittaa seuraavasti

/ UHUdr — E, / U2dr = Z ci(EB; — Ey) >0 (8)

(2

Josta edelleen voimme johtaa wvariaatioperiaatteen

L =5 )



Kaytiannossa tamaé siis tarkoittaa ettd mikéd tdhansa tilafunktio W, antaa aina ener-
gian FE; joka on vihintdankin systeemin minimienergian suuruinen. TAmé& on merkit-
tavad elektronirakenteen ratkaisemisen kannalta, silld se mahdollistaa iteratiivisen

ratkaisun, johon tulemme myohemmin paatyméaan.

1.2 Bornin-Oppenheimerin approksimaatio

Kuten jo aiemmin esiteltiin, Hamiltonin operaattorin potentiaalienergiaosat ovat ko-
vin monimutkaisia, silla kaikkien systeemin hiukkasten dynamiikka riippuu kaikista
muista systeemin hiukkasista. Huomataan, ettd tédssid kohtaa systeemia kuvaavan
funktion muuttujien lukumééra on merkittévin suuri, silla sen pitdd kuvata jokai-
sen hiukkasen paikka, varaus ja spin. Esitelldédn siis ensimméinen aproksimaatio,
jolla saamme vihennettya tatad hiukkasten vélistd korrelaatiota. Jéatetadn ytimien
liikke huomiotta laskettaessa elektronien energiota; tdmé on hyvaksyttdavaa ytimien
ollessa merkittévasti elektroneja painavampia(m. << m,,) ja siten hidasliikkeisem-
pid. Tamé tunnettaan Bornin-Oppenheimerin-approksimaationa [4]. Télld saadaan
hieman vahennettya tilafunktion ¥ muuttujien maaraa ja siten yksinkertaistettua
késiteltavia ongelmaa.

Télla saamme siis poistettua kokonaan ytimien liike-energian ja niiden vélinen
Coulombin energia muuttuu vakioksi. Talloin elektroninen Hamiltonin operaattori

saadaan nayttdmaan seuraavanlaiselta

N
27 1
_ _ 2 R
H=[T+V()]=>)_ —vi—z|r_R|+Z‘ri_rj| (10)
i=1 R j#i

Jossa Z on atomin varausluku, r on elektronin sijainti R on ytimen sijainti ja |r; —r}|
on i¢:nnen ja j:nnen elektronin vélinen etaisyys.

Kun perehdymme tdhén approksimoituun muotoon tarkemmin huomaamme, et-
té edelleen analyyttinen ratkaisu onkin mahdollista toteuttaa vain systeemille jossa

on yksi ydin ja yksi elektroni, eli siis vetyatomille. Toisen elektronin lisidminen sys-



teemiin tekee ongelman luonteesta sellaisen ettei sen analyyttinen ratkaiseminen ole

endé mahdollista, silla elektronit vuorovaikuttavat keskenaén.



2 Hartree ja Hartree-Fock -teoriat

Koska analyyttinen ratkaisu ei onnistu on Schrédingerin yhtélon likiméérainen rat-
kaiseminen yksi laskennallisen fysiikan merkittavimpia tavoitteita. Ratkaisemiseen
lahestymistapoja onkin useita, joista ehkd helpoimmin hahmotettava on Hartreen
menetelmé [5], jossa aaltofunktiota kuvataan jonkin tietyn kantafunktiojoukon yk-
sielektronikehitelmien tulona. Kaytannossa jokaisen systeemin atomin ympérilld jo-
kaisen elektronin aaltofunktiota kuvataan lineaarikombinaatiolla tietyn kantajou-
kon funktioista ja koko systeemin aaltofunktio tulona naistd. Téatéa tuloa kutsutaan

Hartree-tuloksi (Hartree-product).

W) = [T (1)

Tailloin kdytdmme jokaisen yksielektroniaaltofunktion ratkaisemiseen yksielektro-
ni Hamiltonin operaattoria h;, jolloin siis systeemin Hamiltonin operaattori H on

separoituva

H(r) =) hi(r) =T,(r) + Vi(r) (12)
Jossa potentiaaliaenergia termié on approksimoitu siten ettd se voidaan esittaa

ulkoisen ja Hartree potentiaalin summana

27
r —R|

V) = Vi) 4 Vinarec ) = 3 e+ [ S P = (19)

Jossa 1;(r) on systeemin yksielektroniaaltofunktio, néistd muodostuu koko tilaa
kuvaava aaltofunktio ja ¢ on indeksi joka kulkee 1api kaikki miehitetyt elektronitilat.
Kuten siis huomaamme, potentiaalimme riippuu systeemin aaltofunktiosta, jonka
ratkaisemme kaytamalla Hamiltonin operaattoria, joka siis myos riippuu aaltofunk-
tiosta. Ratkaiseminen tédytyykin siis tehdd itseytyvin kentdn menetelmalld, jossa

edellisen laskun tulosta hyodynnetdan seuraavan laskun ratkaisemiseen. Nyt voim-



mekin hyodyntaa aiemmin esiteltyd variaatioperiaatetta, silla tieddmme aina etta
jos tuloksemme on edellistd pienempi, on se lahempénéa todellista minimienergiaa.

Kuitenkin tassd menetelméssd on merkittavia puutteita, joista ilmeisimméat ovat
elektronien fermioniluonteen ja elektronikorrelaation laiminlydminen.|6] Néistéa fer-
mioniluonteen ratkaisee Hartree-Fock -teorian Slaterin determinanttia hyodyntava
menetelma, joka kuvaa elektronien vaihdon niinkuin niiden fermioniluonteen mukaan
kuuluukin, antisymmetrisesti.

Hartree-Fock -teoriassa siis systeemin tilaa kuvaavaa aaltofunktiota ei muodoste-
takaan Hartree-tulona yksielektroniaaltofunktioista vaan se kuvataan Slaterin deter-
minanttina, joka muodostetaan spinorbitaalien ja hiukkasten kombinaatioiden de-

terminanttina seuraavasti

xi(x1)  xe(x1) -0 xw(xi)
B(x1, %, . Xy) = \/% Xl(:X2> XZ(:X2> XN(:XZ) ' (14)
x1(xn) xe(xn) -0 xwv(xw)

Vaikka télldinen esitys onkin fysikaalisesti oikeampi kuin alkuperdinen Hartree
-teoria, tamékadn lisdys ei anna systeemin todellista energiaa, silla elektronikorrelaa-
tio on edelleen jatetty huomiotta. Teoria on siis edelleen vain approksimaatio, eika
siten koskaan saavuta todellista tulosta. Sanotaankin, ettd maksimaalisella kanta-
joukolla Hartree-Fock teorian antama energia saavuttaa Hartree-Fock -rajan, joka
on korrelaatioenergian verran virheellinen.

Korrelaatio energian ratkaisemiseen on kehitetty monia ns. Post-Hartree-Fock
-menetelmii, joissa kaikissa perinteiseen Hartree-Fock -menetelméén lisdtddn ter-
mejd jotka kuvaavat elektronikorrelaatiota. Télldisten menetelmien ongelmana on
niiden laskennallisten resurssien vaativuus ja siksi ne soveltuvatkin vain kaikkein

yksinkertaisimpien systeemien tutkimiseen.



3 Tiheysfunktionaaliteoria

Niin Hartree kuin Hartree-Fock -teorioiden ongelmana on systeemin kuvaamiseen
vaadittavien parametrien méaara: jos korrelaatiota vield kuvataan ylimaaraisilla ter-
meilld, ongelma vain pahenee. Jotta aaltofunktiot olisivat riittédvian tarkkoja tar-
vitaan niiden kuvaamiseen laajaa kantafunktiojoukkoa jolloin laskujen vaativuus
kasvaa edelleen. Vaihtoehtoinen ratkaisumalli perustuukin hieman erilaiseen ldhes-
tymistapaan: aaltofunktioiden sijaan elektronitiheyteen.

Tamén menetelmén saivat aluilleen Thomas [7] ja Fermi [8] luomalla teorian,
jonka mukaan systeemin perustilan energia voidaan ratkaista elektronitiheydesta.
Téahan tarvittiin kokonaisenergian funktionaalia, joka on siis matemaattinen kuvaus
funktioavaruudesta reaali- tai kompleksiavaruuteen eli se siis toimii hieman kuten
funktio, mutta luvun sijaan kuvaus luodaan funktiolta luvulle.

Thomas-Fermi -malli on approksimatiivinen malli, jossa oletetaan, ettd epaho-
mogeenisen elektronikaasun liike-energia on sama kuin vastaavan tiheyksisen homo-

geenisen, eli vakiotiheyksisen elektronikaasun.

Eln(r)] = Tn(r)] + Vn(r)]
= Ckin/(n(r))5/3dr+/n(r)_fe2dr+1/262//wdrdr' (15)

—I‘/’

Jossa T on liike-energiafunktionaali, V' on potentiaalienergiafunktionaali, C};, on ki-
neettiseen energiaan vaikuttava vakio n(r) on elektronitiheys, Z on ytimen varaus ja
|r — 1’| on elektronien vélinen etéisyys. Approksimaatio on kuitenkin tarkkuudeltaan
riittamaton, eika sitd juuri kaytetdkadn elektronirakenteen tutkimiseen. Kuitenkin
tiheysfunktionaaliteorian( Density Functional Theory, DFT) kehittymisen kannalta
sitd voidaan pitdd merkittavana loytond. DFT eteni vasta Hohenbergin ja Kohn
teoreemien myo6td vuonna 1964[9|, mutta kuitenkin perusideoiltaan siind on paljon
samaa kuin Thomas-Fermi -mallissa.

Tiheysfunktionaaliteoriassa, samoin kuin Thomas-Fermi -mallissa systeemin pe-



rustilan kuvaamiseen kiytetddn nimensé mukaisesti elektronitiheytta. Systeemin pe-

rustilan ominaisuudet saadaan elektronitiheydesté kokonaisenergiafunktionaalilla.
Eln(r)] = ¢, (16)

jossa E on kokonaisenergia funktionaali, n(r) on elektronitiheys ja € on elektroniti-
heytta vastaava kokonaisenergia.

Idea elektronitiheyden hyodyntamisesta voi kuulostaa omituiselta, mutta hyoty
joka talld saavutetaan on merkittdva. Kuten jo aiemmin esiteltiin aaltofunktiopoh-
jaisen kuvauksen parametrien maara kasvaa valtavaksi, silld parametreja tarvitaan
4N, jossa N on systeemissd olevien elektronien méara. Kun taas elektronitiheys,
systeemistd huolimatta, on aina vain kolmen paikkaa ilmaisevan muuttujan avulla
annettava ominaisuus.

Elektronitiheys myos mahdollistaa elektronikorrelaation approksimoinnin ilman
merkitavia lisdresursseja, vaikkei aivan ongelmatonta olekaan. Toisaalta Slaterin de-
terminantin kuvaama vaihtovuorovaikutus menetetién ja se yhdistetdan samaan ap-
proksimaatioon korrellaation kanssa. Elektronikorrelaation laskemista ei kuitenkaan

kasitella tassa tutkielmassa.

3.1 Hohenbergin ja Kohnin teoreemat

Hohenberg ja Kohn esittivit kaksi tiheysfunktionaaliteorian kannalta kéénteente-
kevad teoreemaa vuonna 1964. Teoreemat kertovat ettd kaikki elektronisysteemin

perustilan ominaisuudet ovat johdettavissa sen elektronitiheydestéd n(r).

Theoreema 1 FElektronisysteeminen ulkoinen potentiaali, sekd siten myds energia

ja Hamiltonin operaattori, on elektronitiheyden yksikdasitteinen funktionaali.

Eli siis Thomas-Fermi -mallin oletus energiafunktionaalin olemassaolosta oli aivan

oikea, mutta kiytetty funktionaali vain oli merkittévésti approksimoitu.
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Theoreema 2 Systeemin perustilan energiafunktionaali antaa pienimmdn energian,

jos ja vain jos systeemin elektronitiheys on perustilan elektronitiheys.

Kaytannossa tamé tarkoittaa sitd ettd systeemin elektronitiheyden minimoimises-
sa voidaan kiyttad variaatioperiaatetta. Periaatteessa téssd minimoinnin pitéisi ol-
la merkittavéasti helpompaa kuin aiemmin esitellyissé aaltofunktioihin perustuvissa
menetelmissa, silld minimoitavalla ominaisuudella on vain kolme paikkaa ilmaisevaa
parametria. Laskettuamme ensin energian tieddmme etté uusi tiheys on lahempéana
perustilan tiheyttéd, jos sité vastaava energia on alhaisempi. Ei kuitenkaan ole kan-
nattavaa vain arvailla elektronitiheyksid vaan tarvitsemme jonkin systemaattisen

menetelman jolla lahdemme etsimdan oikeaa elektronitiheytté.

3.2 Kohnin-Shamin yhtalot

Nyt tieddmme siis Hohenbergin ja Kohnin teoreemojen nojalla, ettd elektroniti-
heytta voidaan kayttaa elektronirakenteen ratkaisemiseen. Kuitenkin meiltd puut-
tuu vield keinot optimaalisen tiheyden etsimiseen. Téamén ongelman ratkaisemi-
seen Kohn ja Sham esittiviat yhtaloryhmaén jolla voidaan ratkaista elektronitiheytta
iteratiivisesti.[10]

Tutkittavan vuorovaikuttavan systeemin kokonaisenergiafunktionaali ulkoisessa

potentiaalissa v, voidaan kirjoittaa muodossa

E[n] = F[n] + /ve(r)n(r)dr, (17)

jossa F' on elektronitiheyden n(r) universaali energiafunktionaali, ja integraali
on elektronitiheyden ja ulkoisen potentiaalin v.(r) vuorovaikutusenergia. F' on siis
universaali ulkoisen potentiaalin v, (r) suhteen ja on siten sama systeemisté riippu-

matta. Tamé funktionaali I’ voidaan kirjoittaa auki muodossa

Fln] = Tn] + Vee[n], (18)
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jossa T' on kineettisen energian funktionaali ja V.. on elektronien vuorovaikutuse-

nergiafunktionaali, joka voidaan esittdd muodossa

vl [ [ %  Weeln) (19)

jossa ensimmaéinen osa on klassinen elektronien vélinen Coulombin repulsioenergia
ja W, on ei-klassinen energiafunktionaali. Naista sekd T- ettd W, -funktionaalien
16ytaminen on monimutkaista.

Vuonna 1965 Kohn ja Sham esittivit tavan ratkaista useita 17" ja W, funktio-
naalien 19ytdmiseen liittyvid ongelmia.[10] Perusideana Kohnin-Shamin yhtéloissa
on tutkia kuvitteellista vuorovaikutuksetonta systeemid(Kohnin-Shamin -systeemi),
jossa siis systeemin elektronit eivéit vuorovaikuta keskenddn. Talloin saamme Schro-
dingerin yhtalon kaltaisia yhtaloita vuorovaikuttamattomille elektroneille, jolloin
on mahdollista hajottaa Hamiltonin operaattori erillisiin yksielektroni Hamiltonei-
hin. Kuvitteelliselle systeemille annettiin ehto, ettd sen perustilan elektronitihey-
den tulee olla tasmailleen sama kuin jonkin todellisen vuorovaikuttavan systeemin
nis(r) = n(r).

Yleisesti systeemin elektronitiheys voidaan esittdd sen aaltofunktion itseisarvon
neliona n(r) = (¥|¥). Vuorovaikuttamattoman KS systeemin elektronitiheys voitai-
siin tall6in esittdd summana vuorovaikuttamattomista yksielektroniaaltofunktioista( Kohn-

Sham orbitaali) seuraavasti

N
nis(r) =D [Wi(r)]” (20)
Namé KS-orbitaalit v; voidaan ratkaista Schrédingerin yhtalostda Kohn-Sham

Hamiltonin Hgg operaattorin ominaistiloina.

Hishi(r) = ehi(r), (21)
jossa Kohn ja Sham maéarittelivit Hgg:n vuorovaikuttamattomien hiukkasten liike-

energian ja efektiivisen potentiaalin avulla.
N
Hys=Tis+ Vs = 3 _[=Vi+ Vers(xy)] (22)

i
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jossa Vs kuvaa kuvitteellisen systeemin kokemaa efektiivista potentiaalia.

Vers(r) = Vear(r) + Vi (r) 4+ Vae(r), (23)
jossa Vi, on ulkoinen potentiaali, Vi on Hartree(Coulombin) potentiaali ja V. on
vaihtokorrelaatiopotentiaali, jotka on méadritelty seuraavasti

n(r’)
Vg = dr’ 24
= 2y

 0F,,
= on(r)

Hohenbergin ja Kohnin teoreemojen mukaisesti voidaan télle Hamiltonin ope-

Vae

(25)

raattorille 16ytad yksikéasitteisesti vastaava kokonaisenergiafunktionaali. Kyseinen

funktionaali saa muodon

Eln(r)] = Tks[n(r)] + //%drdr’qL/Vm(r)n(r)dr—l—Em[n(r)] (26)

Varioimalla kokonaisenergiaa saamme

OB |, [ ()
on(r) = Veu( >+/|r—r/|d *

ITks[n(r)]  OFEu[n(r)] = u
on(r) on(r) ’

jossa p on Lagrangen kerroin, joka takaa elektronien méaarén séilymisen varioinnin

(27)

aikana. Vertaamalla saatua tulosta vuorovaikutuksettoman systeemin vastaavaan

tulokseen potentiaalissa Vs

OE[n(r)] ITks[n(r)]

“on(t) — eff(r)+—an(r) = i, (28)

huomaamme ettd matemaattisesti yhtélot ovat yhtapitavat, kun V,y; on maéritelty

seuraavasti

Vo) = V) + [ 2 2l (29)

Téten on siis selvid ettéd todellisen systeemin elektronitiheys n(r) voidaan ratkaista

kuvitellun vuorovaikuttamattoman systeemin elektronitiheytens efektiivisessi po-

tentiaalissa Vey.
Hycst; = [=V? + Vigsth = e (30)

p(r) = Z il (31)
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Yhtalot (29), (30) ja (31) tunnetaan Kohnin ja Shamin yhtél6iné, jossa systeemin
elektronitiheyden etsiminen on muutettu vuorovaikutuksettoman systeemin ongel-
maksi. On kuitenkin syytd huomata ettd ongelman ratkaisemin téssé, samoin kuin
Hartree-tapauksessakin vaatii variaatiolaskentaa, silla energian laskemiseksi tarvit-
semme efektiivisen potentiaalin, jonka laskemiseksi tarvitsemme elekronitiheyden,
jonka saamme laskettua kaavalla (30) kun tunnemme efektiivisen potentiaalin. Kui-
tenkin etuna on se etta ratkaisemme yksielektronitiloja jolloin laskut ovat helpompia
ja nopeampia.

Edelleen ongelmaksi jéa se, ettemme tunne vaihtokorrelaatioenergian funktionaa-
lia E,.. Kyseiseen ongelmaan on kehitetty ja edelleen aktiivisesti kehitetdan uusia
ja parempian funktionaaleja. Témaéan tutkielman tavoitteiden kannalta vaihtokor-
relaatiofunktionaalin valinnalla ei ole merkittavaa vaikutusta. Vaikkakin tutkitta-
valla, pallosymmetrisoituun elektronitiheyteen perustuvalla lahestymisella, voi olla
radikaalejakin vaikutuksia ko. funktionaalien kehitykseen. Néisté syista sivuutetaan

niiden tarkempi késittely tassa tutkielmassa.
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4 Tiheysfunktionaaliteoria pallosymmetrisilla elekt-
ronitiheyksilla

Vuonna 2018 A. K. Theophilou [2]| ja A. Nagu [1] esittivdt omat todistuksensa sille,
ettd tiheysfunktionaaliteoria voitaisiin muotoilla siten, ettd perustilan ominaisuu-
det voitaisiin ratkaista koko systeemin elektronitiheyden sijaan joukosta elektroni-
tiheyden pallosymmetrisia osia. Téalloin siis kaikki funktionaalit taytyisi maaritelld
uudelleen kéytetylle tiheydelle, mutta naita kiyttien padstiisiin samaan tulokseen.

Kuten aiemmin on todettu, tiheysfunktionaaliteoria on teoriana tarkka ja 16ytéa-
malld oikea kokonaisenergiafunktionaali saamme systeemin tarkan energian. Koska
vaihtokorrelaatiopotentiaalien kehittdminen tiheyden funktionaaleina on osoittau-
tunut haasteelliseksi ja edelleen merkittéviksi tutkimusaiheeksi[11], on ajatuksia
suunnattu itse teorian uudelleen formulointiin mahdollisten etujen saavuttamiseksi.
Tama on erds motivaattori, joka mainitaan sekd Theophiloun ettd Nagun artikke-
leissa.

Sekd Theophilou ja Nagu ovat matemaattisesti osoittaneet eri menetelmin, et-
ta systeemin perustilan kuvaamiseen todellisuudessa riittdisi vain elektronitiheyden

pallosymmetristen osien joukko

(n9(r)] = { / nar — R)dsz]. (32)

Hy6tyna téssd on se ettd KS-potentiaalin, joka voidaan esittdd summana pallo-
symmetrisid potentiaaleja, laskeminen periaatteessa helpottuu verrattaessa ei pallo-
symetrisoituun tilanteeseen, koska pallosymmetrinen systeemi voidaan esittaé yksiu-
lotteisena ongelma jonka ratkaiseminen on merkittéavasti kolmiulotteista helpompaa.
Tama voisi mahdollistaa my6s uudenlaisten vaihtokorrelaatio potentiaalien kehitta-
misen. Etuna on myos se etté etsittdessd kuvausta ulkoiselta potentiaalilta V., KS-

potentiaalille Vs Gidopoulos-Davidson mentelmilld|12][13], seké niiden johdannai-

silla [14], riittd4 tutkia kuvausta potentiaalilta yhden sijan ympérilla V; o.p =
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koko rakenteen potentiaalin kuvauksen sijaan.

Theophilou myos esittda pallosymmetrisiin osiin perustuvan tiheysfunktionaali-
teorian soveltuvan virittyneiden tilojen ratkaisemiseen normaalia tiheysfunktionaali-
teoriaa paremmin. DFT:t4 voidaan kiyttaa virittyneiden tilojen ratkaisemiseen vain
jos ulkoinen potentiaali on invariatti geometriaryhmén G suhteen.[15] Taméa on tri-
viaalia pallosymmetrisen joukon jdsenille, muttei yleisesti elektronitiheydelle ja siten
olisikin merkittava kehitysaskel tiheysfunktionaaliteorialle ja sen sovelluskohteille.

Toimiessaan pallosymmetrisoitu DF'T voisi mahdollistaa monimutkaistenkin sys-
teemien toteuttamisen orbitaalivapaalla DFT:14( Orbital-Free DFT), silld sen kehit-
tdminen on ollut menestyksekéstéd pallosymmetrisille systeemeille [16]. Tall4 voitai-
siin myds saavuttaa nopeusetuja verrattessa perinteisempiin ratkaisumenetelmiin.

Niin edistykselliseltd ja yksinkertaiselta kuin pallosymmetrisoitu DFT kuulos-
taakin on sen kehityksessa odotettavissa, vield monta vaihetta ja ratkaisematonta
ongelmaa joihin téssé tutkielmassa ei perehdyté ollenkaan. Kuitenkin kehityssuunta
nédyttad lupaavalta ja poikkeuksellislta tavalta lahted kehittdméadn niinkin pitkélle

kehittynytta teoriaa kuin tiheysfunktionaaliteoriaa.
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5 KS-yhtaloiden ratkaisu ja EMTO

Kohnin ja Shamin yhtédloiden ratkaisussa riittdvan tehokkuuden ja sopivan tark-
kuuden optimointi on merkittédva haaste, jota kehitetdan jatkuvasti. Jotta menetel-
mé on kayttokelpoinen, pitda silld saada riittavan tarkkoja tuloksia, kuitenkin siten
ettd kiytetty laskenta-aika on jérkevd. Kohnin ja Shamin -yhtéléiden ratkaisuun
onkin kehitetty erilaisia ldhestymistapoja, joista kaikille on omat kayttokohteen-
sa ja tarkoituksensa. Téssé tutkielmassa perehdymme tarkemmin niin kutsuttuihin
Muffin-Tin -approksimaatiohin perustuviin menetelmiin ja erityisesti Muffin-Tin or-
bitaalien tarkkoihin ratkaisuihin perustuvaan EMTO(Exact Muffin-Tin Orbitals)
-menetelméédn|17|. Esitetty menetelmén teoria perustuu Vitosin kirjaan EMTO-
menetelmésti[18|, josta lukija voi halutessaan perehtyd tarkemmin menetelmééin

ja sen teknisiin yksityiskohtiin.

5.1 Muffin-Tin -approksimaatio

Muffin-Tin -approksimaatiossa hyodynnetédén tietoa siitd, ettd kiteisissé aineissa
potentiaali on atomien ympérilla ldhes atominen ja vélialueilla ldhes vakio. Siksi
potentiaalin approksimoiminen eri alueilla eri tavoin onkin looginen approksimaatio.
Kaytettava potentiaali muistuttaakin hieman muffinsivuokaa, josta nimi juontaa
juurensa. Atomien ymparilld on potentiaalikuopat ja vélialueilla potentiaali on vakio.

Atomia ympéaroivalla Muffin-Tin -alueella potentiaali on siis pallosymmetrinen

atominen potentiaali verr(r) = vesr(r) ja sen ulkopuolella vakio ves(r) = vo.
v(r) = vyr(r) = v + Z[UR(TR) — V), (33)
R

jossa rg = |r — R|. Pallosymmetrinen potentiaali vg mééritellaén siten etti se saa

arvon vg silloin kun rg > sg.



Kuva 1: Havainnekuva EMTO menetelméssd kiaytetyn OOMT-potentiaalin sg sé-
teisten limittyvien ja orbitaalien maarittelyyn kiytettyjen ag séteisten kovien pal-

lojen avaruudellisesta kdytaytymisesté.

5.2 Optimoitu limittyva muffin-tin potentiaali

EMTO-menetelméssé kiytetty potentiaali on hieman monimutkaisempi kuin perin-
teinen MT-potentiaali. Kéaytetty potentiaali koostuu optimoiduista, osittain toisensa
peittavistda Muffin-tin -potentiaalikuopista. Sitd kutsutaankin optimoiduksi limitty-
viksi muffin-tin (optimized overlapping muffin-tin, OOMT)-potentiaaliksi. Potenti-
aalipallojen limittyminen ndhdadn kuvassa 1.

Kuten Muffin-Tin-potentiaalissa, myos OOMT-potentiaalissakin efektiivisté yk-
sielektronipotentiaalia kuvataan hilan pisteiden R ympérillad pallosymmetrisilla po-

tentiaalikuopilla ja tasaisella vakiopotentiaalilla sg-séteisten pallojen ulkopuoleises-
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sa valialueessa. Potentiaalikuopat siis limittyvét ja vakioinen alue pienenee merkit-
tavisti. Potentiaalia sanotaan optimoiduksi koska ratkaisut potentiaaleille saadaan

optimoimalla v(r) ja v, (r) vilisen poikkeaman nelion keskiarvo.

5.3 Eksaktit muffin-tin -orbitaalit

EMTO-menetelméssa siis lasketaan KS-orbitaalit eksaktisi kdytetylle Muffin-Tin
tyyppiselle potentiaalille. Kun tunnemme efektiivisen potentiaalin approksimaation
U o0 meidén ratkaistava KS-yhtéloiden yksielektroniorbitaalit ;(r), eli KS-orbitaalit
talle potentiaalille. Ratkaisua varten kuvaamme KS-orbitaalit eksaktien Muffin-Tin

-orbitaalien ¢%, (¢;, rr) avulla seuraavasti

\I/j(r) = Z &%L(Elﬁ rR)U?%D (34>
RL

jossa v}, ovat kertoimia jotka pitdvat huolen siitd, ettd funktio on ratkaisu koko
avaruudessa. R on parametri, joka méérittdd hilan pisteen ja L = (I, m) madraytyy

orbitaalin pyorimisméara kvanttiluvun [/ ja magneettisen kvanttiluvun m mukaan.
Samoin kuin potentiaali, myos orbitaalien kantafunktiot ovat eri funktioita riip-
puen avaruuden paikasta. Koska potentiaalilla on merkittava vaikutus orbitaalin
kdyttaytymiseen on sen kuvaaminen vakiopotentiaalissa ja pallosymmetrisesséa kuop-

papotentiaalissa merkittavésti jarkevampaéd eri kantajoukolla.

Varjostettuja palloaaltoja (screened spherical waves) kiytetdén kantana vélia-
lueella » > sgr jossa potentiaalina on vakiopotentiaali vy ja ne saadaan seuraavan

aaltoyhtélon ratkaisuina

{V? + &*}%, (K, rR) = 0, (35)

jossa Kk = € — vy, jossa € on energia. Ratkaisujen 1) reunaehtoina vaaditaan, etté ne
kiyttaytyvit kuten reaaliharmooniset funktiot kuvan 1 ap séteisten pallojen sisalla

ja haviavat kokonaan muiden ap pallojen sisilla.
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Osittaisaallot ovat kanta sy séteisten pallojen sisélla. Ne madaritellaan pallosym-
metriselle potentiaalille médritellyn Schrodingerin funktion ratkaisujen ! ¢ ja pallo-

harmonisten funktioiden tulona

Ori(€,vr) = Niy(€)or,(6,7r)YL(R)- (36)

Téassd Nj, on normalisointifunktio joka méérdytyy reunachdoista, ¢g, (e, 7g) on pal-
losymmetrisen Schrédingerin funktioin ratkaisu ja Y (7g) on realiharmoninen funk-
tio(Liite A).

Néiden kantafunktioiden reunaehdot kohtaavat vain jos sgp = agr, mutta parem-
pien tulosten vuoksi olisi toivottavaa ettd sp sdteiset pallot limittyisivat. Talloin
taytyy sg > ag ja tarvitsemme vield yhden kannan kuvaamaan sg- ja ag-séteisten
pallojen vilista aluetta. Talla alueella kiytetddn vapaaelektroniratkaisua, jolla voi-
daan taata funktioiden jatkuvuus ja derivoitavuus koko avaruudessa. Naméa vaati-

mukset tayttava vapaaelektroniratkaisu on seuraavanlainen

ohile.rr) = [ (5, 7R) + ghy (K%, 7R) Dy (€), (37)

Jossa D%, (€) on ¢%, (€, 7r) logaritminen derivaatta, jolla osaltaan varmistetaan funk-
tion derivoituvuusehto. fg, ja g%, ovat head- ja tail-funktiot joilla mééritetadn rat-
kaisun sopivuus reunaehtoihin.

Halutut eksaktit muffin-tin orbitaalit saadaa edella esitettyjen funktioiden line-

aarikombinaationa

V(e rr) = Viy(k,R) + [Ny (€) R, (€,7R) + ©hi(€, 7R)]YL(FR) (38)

0 s [Wi+1) B
8[rR</>Rl(e,rR)TR - = Vir(rr) — e|rrori(e,rR)
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6 Elektronitiheyden pallosymmetrisointi

Elektronitiheyden pallosymmetrisointi on ensimmaéinen askel kohti uutta tiheysfunk-
tionaaliteorian formalismia. Pallosymmetrisoinnin ensimméinen vaihe on laskea tai
mitata jonkin systeemin elektronitiheys ja laskea tdmén tiheyden pallosymmetri-

sointi radiaali-integraalilla.

6.1 Pintaintegraali

Kaytannossa on jarkevampad valita laskennallisesti saatu elektronitiheys halutulle
systeemille, silla silloin voisimme tulevaisuudessa mahdollisesti vertailla pallosym-
metrisiin tiheyksiin perustuvien laskujen antamia tuloksia alkuperaisiin perintei-
sempiin tuloksiin. Téméa myts mahdollistaa taydellisen kiteen tutkimisen joka taas
osaltaan yksinkertaistaa tilannetta, silla emme joudu ottamaan huomioon erilaisia
virheita kiteessa.

Elektronitiheys voidaan kuvata joukolla Wigner-Seitz -koppien elektronitiheyksia
ja kasata naista alkeistranslaatiovektorien mukaisesti. Pallosymmetrisoinnissa mer-
kittdva ominaisuus on ndiden WS-koppien etaisyys symmetrisointipisteestd R. Kun
lineaarikombinaatiota tarkastellaan riittavan pitkalle, kahden ytimen etaisyys sym-
metrisointipisteesta lahestyy samaa arvoa, kuten seuraavassa esimerkissé esitetaan.

Tutkitaan yksinkertaista kuutiollista hilaa jonka virittda kolme ortogonaalista

primitiivivektoria

R’, = (1,0,0) (39)
R/, = (0,1,0) (40)
R’5 = (0,0,1). (41)

Tarkastellaan kahta yksikkékoppia joiden véilinen absoluuttinen etéisyysero on yhden
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primitiivivektorin verran

R1 = CllRll (42)
R2 = alRll + R/g, (43)

joissa a; on kokonaislukukerroin. Talloin yksikkokoppien etéisyys integrointipisteena

olevasta origosta on

Ry = [Rif| = vV(aR")? = ay (44)
Ry = ||Ra|| = V/(a1R"1)? + (R/2)? = vai+ L (45)

Joten integrointipisteestd mitattujen etdisyyksien eroksi tulee

AR:|R1—R2|:a1—\/a%+1. (46)

Jos siis tarkastelemme AR arvoa kun a; kasvaa ndhdéén selvésti etté sen raja-arvoksi

tulee

lim AR(a;) = lim a3 —y/a? +1 (47)
al—0o0 a1 —r0o0
. ar— a4+ la++/a?+1
= lim (48)
a1—+00 1 a; ++/ai +1

a? —a?+1
= lim ———1 49
a]—00 ay + /CI,% + 1 ( )
2 2
B L el St S (50)

Koska WS-koppien etéisyyserot lahestyvéit nollaa niitd ympéroivian elektroniti-
heyden pintaintegraali lahestyy vakioarvoa. Tavoitteenamme on siis tehdéa pallosym-
metrisointi niin isolle kiteelle etté pallosymmetrisoitu elektronitiheys selvasti ldhes-

tyy vakioarvoa.

6.1.1 Ensimmaéiinen yksikkokoppi

Téassé esitetyssa pallosymmetrisointimenetelmaéssé laskettiin tutkittavan systeemin

alkuperéinen elektronitiheys EMTO-menetelmééan perustuvalla EMTO-CPA-koodilla
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[19]. Ohjelma antaa meille jaksollisessa rakenteessa esiintyvén yksikkokopin sisélta-
mén elektronitiheyden ng(rg) joita summaamalla saadaan ratkaistua koko rakenteen

elektronitiheys
n(r) =Y np(rg) (51)
R

Yksikkokoppien elektronitiheydet ng(rr) EMTO-CPA antaa reaaliharmonisten funk-

tioiden avulla seuraavasti

nr(rr) =Y nrp(re)Yi(Fr), (52)

jossa ngp(rg) on etéisyysriippuva painokerroin ja Y7(7g) on kulmariippuva reaali-
harmoninen funktio. Reaaliharmonisten funktioiden joukko muodostaa avaruuden
taydellisen kannan, mutta laskennallisessa kdytossd on niistd mahdollista kayttas
vain osaa. EMTO-CPA koodissa voi kiyttdja méaarittdd haluamansa kannan laajuu-
den. Téssé esimerkissé laajuudeksi valittiin /,,,, = 6 jolloin indeksi L = (I,m), jossa
m = [—1,1], sisdltdd 49 ensimméisté reaaliarmoonista funktiota.

Kaavan (52) mukainen elektronitiheys siis saadaan kertomalla EMTO-CPA ohjel-
man antamat, etéisyysriippuvat kertoimet niité vastaavilla reaaliharmonisilla funk-
tioilla. Esimerkki saadusta elektronitiheydesté on esitetty kuvassa 2. Koko tiheyden
esittdmiseen kiytettavilla tarkkuudella elektronitiheys nayttaa lahes pallosymmet-
riseltd, mutta kuten huomataan poistettaessa pallosymmetrinen, eli ensimméisen
palloharmonisen funktion vaikutus, on elektronitiheydessa myos ei pallosymmetri-
nen osuus.

Koska ei-pallosymmetrinen osuus yksikkokopin elektronitiheydesté on hyvin vé-
héinen, teemme jatkoa varten approksimation, jossa kaikkien ulompien yksikkokop-
pien elektronitiheys lasketaan ensimméisen yksikkokopin pallosymmetrisoidusta ti-
heydestd. Témaéa tarkkuus voidaan sillakin nojalla hyviksyéd ettd ulompien yksik-
kokoppien kuvaaminen samalla tarkkuudella kuin ensimméisen ei olisi mahdollista

jolloin epéasymmetrisyyksien vaikutus voidaan olettaa ldhes olemattomaksi.
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Yksikkokopin elektronitiheys phi= pi/2

26119
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Theta-kulma [rad]
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(a) Elektronitiheys

Yksikkokopin elektronitiheys phi= pi/2
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(b) Elektronitiheyden ei pallosymmetrinen osa

Kuva 2: Otos elektronitiheydestéd ensimmaisen yksikkokopin sisélla pallokoordinaa-
tiston atsimuuttikulma ¢ = 7/2rad arvolla, joka on ldhimmé&n naapuriatomin suun-
ta. a) Koko elektronitiheys joka on kuvaustarkkuuden rajoissa pallosymmetrinen b)

Elektronitiheyden ei pallosymmetrnen osa.
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Pallosymmetrisoitu tiheys lasketaan pintaintegraalina elektronitiheydesta seu-

raavasti

ns(rg) = ﬁ /A n(r)dA = — / / Vr2 sin(0)do do,  (53)

mutta koska tutkimme joukkoa pisteita joille arvoja laskemme, eiké jatkuvia funk-

tioita, taytyy integraalit vield muuttaa vastaaviksi summauksiksi

TLST

Z Z )r? sin(0) A9 A, (54)

4777’2

jossa Af on 0 kulman askeleen suuruus ja A¢ on ¢ kulman askeleen suuruus.
Kuvassa 3 on esitettynd alkuperdisen tiheyden ensimméisen reaaliharmoonisen
funktion, joka on pallosymmetrinen, radiaalinen jakauma, seké laskettu keskiarvoi-
nen radiaalinen jakauma. Huomataan ettd integroinnista tulevat muutokset ovat
hyvin pienid. Kuvassa on myos esitettynéd nédiden erotus, josta huomataan etta ei
pallosymmetristen osien lisddminen kiytettavaan tiheyteen vaikuttaa, vaikkakin hy-

vin vahan.

6.1.2 FCC-kide

Seuraavana vaiheenamme on kasata yksikkokoppin elektronitiheyden avulla kide,
jossa toistuu sama yksikkokoppi elektronitiheyksineen alkeistranslaatiovektoreiden
maaraamalld tavalla. Ndin voimme tutkia kidettd jonka yksittdisen hilapisteen ym-
péristd on kuvattu yksikkokopilla. Téssé vaiheessa ensimmaisen yksikkokopin pin-
taintegraalia helpottanut pallokoordinaatisto aiheuttaa meille hieman paanvaivaa.
Pieni perehtyminen pallokoordinaatiston ominaisuuksiin selvittdd nopeasti sen
ettei pallokoordinaatistossa itseasiassa ole karteesisen koordinaatiston tapaan yk-
sinkertaisesti maariteltya vektorisummausta, vaan kaikki koordinaatit on muutetta-
va karteesisiksi ja palautettava jélleen pallokoordinaatistoon. Voisi olla laskennalli-

sesti edullista madritelld pallokoordinaatistossa Bravais-hilat, tdma olisi kuitenkin
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Tiheyden radiaalijakaumat yksikkokopissa

. | —— Pallosymmetrisoitu kokonaistiheys
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(b) Tiheyden ei pallosymmetristen osien vaikutus pallosymmetrisointiin

Kuva 3: Yksikkokopin elektronitiheyden symmetrisoinnin tarkkuuden havainnollis-
tus. a)Kuvaajassa sekid alkuperéisen tiheyden pallosymmetrinen osuus(oranssi) et-
téa kokonais tiheyden pallosymmetrisoitu versio (sininen). Viivat ovat niin vahvasti
paallekkéin ettei sinista viivaa erota. b) Pallosymmetrisen osuuden Yj ja lasketun

kokonaistiheyden pallosymmetrisoinnin erotus.
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merkittdvin suuri ja monimutkainen tehtévé. Joudumme siis jokaisen r(¢, 6, ) koor-

dinaatin muuttamaan seuraavasti

x = rcosfsin¢ (55)
y =rsinfsin¢ (56)
zZ=rcos¢ (57)

Kun koordinaatit on muutettu karteesiseen muotoon, voidaan ne ilmoittaa hilan vi-
rittdvien primitiivivektorien avulla. Téll6in voimme projisoida jokaisen avaruuden
pisteen ensimmaiseen yksikkokoppiin, jossa jo aiemman nojalla tunnemme vaikutta-
van elektronitiheyden. Paikka ilmaistuna primitiivivektorien lineaarikombinaationa
on

r(z,y,2) = R(z,y,2) + 1r(z,y, 2), (58)
jossa R = A1R1+A>Rs+ A3R3 on yksikkokopin kuvaava translaatiovektori, jossa R;
ovat halutun hilan virittavat kantavektorit jarg = a1 —A1R1+as— AsRo+as— A3R3

on yksikkokopin sisélla operoiva vektori. Kaytetyn FCC-hilan kantavektorit ovat

R; =0(1,1,0) (59)
R, =5(0,1,1) (60)
Rs = b(1,0,1), (61)

joissa b on tutkittavan rakenteen hilavakio. Ratkaistavaksi siis jaa kertoimet a; ja

niiden avulla rz. Namé saadaan ratkaistuksi lineaarisesta yhtéaloryhmaésta

Te R1 aq b(l,l,O) aq
r(z,y,2) = |r,| = |Ra| |az| = |0(0,1,1)] |az| = (62)
T R3 as b(l,(),l) as

b(l, 1,0) Al b(l, 1,0) ay — Al
b(0,1,1)| [As| + |6(0,1,1)] |as — Ay - (63)

b(l,O,l) Ag b(l,O,l) CL3—A3
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Yhtaloryhmén ratkaisuna saatujen kertoimien aq, as, az kokonaislukuosin Aq, Ay, Az
painotettuna primitiivivektorien R, Ry, R3 lineaarikombinaationa saamme yksikko-
kopin madrittelevin vektorin R ja desimaaliosin aq; — Ay, as — As, a3 — A3 painotettu-
na primitiivivektorien lineaarikombinaationa saamme yksikkokopin sisélla operoiva
vektoriin rp.

Kuten aiemmin jo esitimme laskennallisen taakan pienentdmiseksi, teemme aprok-
simaation, ettd varaustiheys kopeissa, joille R > 0, on vain etéisyydesté riippuvai-
nen. Joten emme joudu endéd muutamaan koordinaatteja takaisin pallokoordinaatis-
toon, vaan voimme vain laskea vektorin rz normin ja sen avulla tiheyden kyseisessa
pisteessa.

Koska pistejoukkomme on maéaritelty pallokoordinaatistossa, jonka origo on en-
simmaisen yksikkokopin keskipisteessd, on integrointimme jélleen helppo toteuttaa
samalla summauksella kuin kaavassa (54). Kuvassa 4 on esitetty kuinka kaksiulot-
teisen FCC-rakenteen pallosymmetrisointia vastaava pydrahdyssymmetria kuvaa eri
pisteet. Kuvassa on esitetty kaksiulotteinen esimerkki, silld siind on suoraan néh-
tavissd kaikki symmetrisointiin vaikuttavat alueet, kun kolmiulotteisen rakenteen
tapauksessa symmetrisoidun tiheyden piikkien aiheuttavat tihentymét voivat jaada
esityskulmista riippuen nakyméttomiin. Kaksiulotteisen esimerkin kaytto siis vain
helpottaa hahmottamaan symmetrisoinnin vaikutuksen elektronitiheyteen.

Verrattaessessa kaksiulotteista esimerkkid (kuva 4) kolmiulotteisen rakenteen
elektronitiheyteen (kuva 5) huomataan, ettd elektronitiheyden tihentymien muo-
dostuminen on nyt useamman, itseasiassa kahden sijaan kolmen, vektorin lineaari-
kombinaatio ja siten pallosymmetrisoitu tiheys oskilloi tiheAmmin etdisyyden kas-
vaessa, silld lineaarikombinaatioiden erot ovat pienempia. Myoskéadn kaksiuloteinen
esitys tiheydesta ei endé osoita selvasti kaikkien pallosymmetrisoidun tiheyden os-

killaatioiden lahdetta.
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Tiheys kaksiuloitteisella tasolla

i 0.8
40 50 '
]

Kuva 4: Kaksiulotteisen FCC tason elektronitiheys seké sen pallosymmetrisoitu ver-

Kulma [rad]
w E w =]

M

[

10 20 30
Etaisyys [A

sio punaisella kaytélla. Helposti ndhddan miten tihentymid muodostuu pallosym-

metrisoituun tiheyteen ja myos niiden vaimeneminen on néhtévissa.
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Tiheys phi = pi/2 ja sen radiaalijaukama

Kulma [rad]

10 20 30 40 50
Etaisyys [A]
Kuva 5: Kolmiulotteisen FCC-kiteen elektronitiheys ¢ = 7/2 kulmalla, josta loyde-
tadn ldhin naapuri sekéd sen pallosymmetrisoidun versio punaisella kdyralld. Téssa
pallosymmetrisoitu tiheys oskilloi merkittévasti tiechedmmin verrattaessa kaksiulot-
teiseen rakenteeseen. Eikéd yhdella ¢-kulman arvolla esitetty otos alkuperéisestéa ti-
heydestd enda tasméad pallosymmetrisoituun malliin, silld kaikkia primittiivivekto-

rien kombinaatiota ei voida endd esittdd kaksiulotteisesti.
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6.1.3 Parametrien optimointi

Kun meilld on menetelma elektronitiheyden pallosymmetrisointiin, pitaisi viela 10y-
taa jotkin parametrit, jolla saavuttaisimme halutun tarkkuuden ja oskillaatioiden
vaimenemisen joksikin vakiotiheydeksi n.. Kayttaméllamme menetelmélla tamé
vaatii sen, ettd maaritdmme diskretoinnissa ennakkoon jonkin riittavin pienen askel-
pituuden ¢ ja 6 kulmille seké etdisyydelle r. Ongelmamme on loytéa riittava tark-
kuus jolla 16ydamme halutun arvon n., jota kohti integraali suppenee. Haasteita
aiheuttaa myos se ettd vaadittava tarkkuus on eri etéisyyksillé erilainen.

Jos parametrien tarkkuus ei ole riittava syntyy integraalin arvoihin merkittavia
piikkejé, jotka havidviat nostamalla tarkkuutta. Tamé kiaytos on ndhtavissa kuvasta
6, jossa huomataan selvésti terdvien korkeiden piikkien vaimeneminen pidemmilta
etéisyyksilta.

Ohjelman toteutuksellisista syistd helpoin tapa yllapitaé tarkkuutta on jakaa las-
ku osiin vastaten eri etdisyysalueita: nain voimme nostaa helposti seka kulma- etta
etaisyysmuuttujien tarkkuutta portaittain etédisyyden kasvaessa. Néin pystymme pi-
tamadn vaadittavien laskentaresurssien méaaran hieman pienempéané, mutta saamme
kuitenkin nostettua etéaisyytta kohtalaisen suureksi.

Kuitenkin menetelmémme ongelmaksi tulee integraalin hidas suppeneminen. Ku-
ten kuvassa 7 ndemme ei 500 A etéisyyskadn vield riitd integraalin supenemiselle.
Téssé kohtaa ongelmaksi alkaa muodostua kiytetyn menetelmén resurssien hallinta,

eikd tdman suurempien kiteiden integrointi ole enaé jarkevasti toteutettavissa.

6.2 Integrointimenetelmien jatkokehityssuuntia

Suora integrointi ei selvastikdén tuota toivottua suppenemista mielekkaélla maaralla
resursseja. Siksi esitimme seuraavaksi muutamia menetelmié joilla integrointimene-
telméa voisi mahdollisesti kehittaa, jotta silla olisi mahdollista saavuttaa nopeam-

min suppeneminen.
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Diskretisoinnin askelpituuden vaikutus radiaalijakaumaa

(50, 60, 30)
(75, 100, 50)
(150, 200, 100)
(200, 300, 150)

Elektronitihneyden radiaalijakauma

5 10 15 20 25 30
Etaisyys [A]
Kuva 6: Diskretisoinnissa kédytettavan askelpitudeen vaikutus pallosymmetrisoinnin
tulokseen, jossa askelpituudet ovat muodossa (r, 0, ¢). Selvisti huomataan, etta
alhainen tarkkuus aiheuttaa voimakkaita piikkeja korkeille etdisyyden arvoille ja
toisaalta havittdd osan piikeistd ldhes kokonaan, mutta tulokset suppenevat kun

tarkkuutta kasvatetaan.
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Pallosymmetrisoitu elektronitiheys kiteella

2.0 1
1.5 1
]
=2
()
=
5
E 1.0 4
L
L
0.5 1
0.0 1
T T T T T T
0 100 200 300 400 500
Etaisyys [A]

Kuva 7: Pallosymmetrisen tiheyden hidas suppeneminen kun etdisyysparametrin
suurin arvo 7T,e: = 500 A. Vaikka suppeneminen on selvasti ndhtavissa, ei talla

tarkkuudella viela voida péaétella mihin vakioarvoon integraali tulee suppenemaan.
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Sopivan tarkkuuden saavuttamiseen voisi kdyttdd Monte Carlo tyylisid menetel-
mid, joilla laskua voitaisiin jatkaa kunnes integraali suppenee. Téama ei kuitenkaan
suoranaisesti ratkaise ongelmaa, joka liittyy laskentaresurssien tarpeisiin, mutta hoi-
taa parametrien optimoinnin itsestdén, jolloin siis laskentaresurssit jakautuvat op-
timaalisemmin ja tulos voitaisiin mahdollisesti saavuttaa pienemmilld resursseilla,
kuin tassa tutkielmassa esitetyllda menetelmalla. Téllaista lahestymistapaa ei kuiten-
kaan pédsty testaamaan tdméan tukielman puitteissa.

Toinen menetelmé jolla laskua voitaisiin nopeuttaa olisi vaimennusfunktion( Smearing
function) kiytto. Téssi siis pintaintegraalit muutetaan tilavuusintegraaleiksi, jossa
integroitavan funktion arvoa kerrotaan jollakin funktiolla, joka vaimenee etéisyyden
mukaan. Vaimennusfunktiona voitaisiin kiyttaa esimerkiksi Cauchyn-jakaumaa(joka
tunnetaan myos Lorentz-jakaumana). Oikein mééritellylld vaimennusfunktiolla in-
tegraalin arvo saataisiin suppenemaan nopeammin, mutta sen muoto ei kuitenkaan
merkittavasti muuttuisi. Téassa tutkielmassa testasimme edellisessa vaiheessa lasket-

tuun integraaliin vaimennusfunktiota, joka oli méaaritelty seuraavasti

Ty {1 + (7)1

jossa v on vaimenemiskerroin, r on etdisyys ja r’ on pseudomuuttuja jolla kuvataan

f(r7 Tl? 7) -

, (64)

tilavuusintegraalin laskemiseen kaytetyn alueen syvyys r-suunnassa. Kéytannossa
siis aiemmin laskemamme tulos on sama kuin jos tdssa maérittelisimme v = 0 jol-
loin vaimennusfunktio f muuttuisi deltafunktioksi ja tilavuusintegraali kiytdnnossé
takaisin pintaintegraaliksi.

Smearing -funktio siis tarjoaakin meille mahdollisuuden saada pallosymmetrisoi-
tu tiheys muokattua sellaiseen muotoon, jossa se suppenee nopeammin. Kuitenkin
samalla optimoitavia parametreja tulee lisda kaksi v ja r’. Témén tukielma puit-
teissa niiden optimointiin ei paneuduta, mutta esitetdan y-parametrin vaikutusta

integraalin muotoon.
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Vaimennusfunktion vaikutus pallosymmetrisoituun tiheyteen

1.6
—-= y=1..000
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=== Y_'O
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Elektronitiheys
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Etaisyys: [A]

Kuva 8: Smearing-funktion vaikutus integraalifunktioon eri v arvoilla. Suuremmilla

v > 0.5 arvoilla funktion vaimeneminen vaikuttaa liian voimakkaalta jo funktion

alkuosassa ja alun merkittavista piikeistd osa vaimenee ldhes olemattomiksi.

Suurentamalla v parametrin arvoa nollasta ylospain funktion vaimeneminen voi-
mistuu. Optimaalisessa tilanteessa integraalifunktion muoto ei muutu merkittévasti
mutta sen hanta tasoittuu. Kuvassa 8 ndhdéén ettd nostettaessa y-arvo yli 0,25 vai-
menevat alkupaan merkittévat oskillaatiot jo puoleen alkuperiisesté korkeudestaan,
muodon kuitenkin séilyessa kohtalaisen hyvin.

Kuitenkin tutkittaessa integraalin hdntdosaa johon haluttaisiin vaimennusfunk-
tion vaikuttavan, huomataan ettei pienimmilld + arvoilla ole riittavaa vaikutusta
vaimenemiseen, kuten ndhdéaan kuvasta 9. Siksi sopivan v arvon lgytdminen voi-
kin osoittautua merkittaviksi haasteeksi. Mahdollisesti y-parametrille pitda 16ytaa

jokin sopiva etéisyysriippuvuus, jotta integraalifunktiota vaimennettaisiin voimak-
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Vaimennusfunktion vaikutus pallosymmetrisoituun tiheyteen
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Kuva 9: Smearing-funktion vaikutus integraalifunktion héntéan eri v arvoilla. Pie-
nilld + arvoilla huomataan ettei myoskdan vaimennettu integraalifunktio suppene

kovin selvésti kohti mitdan tiettya arvoa.

kaammin etéisyyden kasvaessa.
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7 Johtopaatokset

Tassa tutkielmassa on perehdytty tiheysfunktionaaliteoriaan sekd sen mahdolliseen
kehityssuuntaan. Tyossé esitettiin myos laskennallinen menetelmé elektronitihey-
den pallosymmetrisointiin ja kéytiin lyhyesti lipi EMTO mentelmén perusteita ja
kaytettiin silla laskettuja elektronitiheyksia.

Tiheysfunktionaaliteoria on vuosien mittaan noussut erittdin merkittaviksi teo-
riaksi laskennallisen fysiikan ja kemian tutkimusaloilla ja sen kehitys onkin jatkuvasti
aktiivinen tutkimusaihe, entisté tarkempien tulosten toivossa. Kuitenkin teorian ke-
hitys on keskittynyt lahinnd uudenlaisten energiafunktionaalien kehittdmiseen, eikéa
kuten tédssd tutkielmassa esitetddn teorian laajamittaisempaan uudelleen formali-
sointiin.

Elektronitiheyden pallosymmetristen osien kiaytto tiheysfunktionaaliteoriassa voi-
si mahdollistaa uudenlaisten ldhestymistapojen vaihtokorrelaatiofunktionaalien ke-
hittdmiseen sekd mahdollistaisi sellaisten ominaisuuksien, kuten viritystilojen ener-
gioiden, laskemisen joka perinteisesti on tiheysfunktionaaliteoriaan perustuville me-
netelmille ollut haasteellista.

Pallosymmetristen elektronitiheyksien laskeminen riittavalla tarkkuudella osoit-
tautui yllattdvan monimutkaiseksi ongelmaksi, jonka ratkaiseminen vaatii hienostu-
neempia lahestymistapoja, optimoidumpaa menetelméé, suorituskykyisempéaé kehi-
tysalustaa tai kenties kaikkia n&itd. Onkin todennékoisté, ettd aihetta tullaan tuki-

maan myos tulevaisuudessa.
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A Reaaliharmoniset funktiot

Reaaliharmoniset funktiot (Yy,,) ovat helposti esitettiivissi palloharmonisten funk-

tioiden avulla seuraavasti

7 (V" = (=1)™Y,™) kunm <0

Yo = < Y, kun m =0 (65)
1

— (Y, 4+ (=1)™Y;") kunm > 0.

(V2

(66)

jossa Y, ovat palloharmonisia funktioita, jotka méaaritelldén Jacksonin konvetion|20]

mukaan
(20 4+ 1(1 — m)!
A (1 +m)!

Vinl#) = | ]WP;“(cos o), (67

jossa 7 on vektorin r suunnan ilmaiseva osa joka riippuu kulmista 6 ja 1. P/ on

legendren liittofunktio. Palloharmoniset funktiot ovat pallopinnan téaydellinen kanta

ja ovat siksi oikein sopivia kaytettaviksi kanfunktioina orbitaalien kuvaamisessa.

B EMTO ohjelmaan tehdyt muutokset

Jotta saisimme elektronitiheyden kehitelméan kertoimet ja etaisyysmuuttujan jakau-
man mahdollisimman helposti kisiteltdvidn muotoon on EMTO-CPA koodiin syytéa
tehda pienid muutoksia. Muutamme ohjelmaa niin, etté se tallentaa seké etéisyys-
parametrin r ettd elektronitiheyden etéisyysriippuvien osien n;(r) arvot erillisiin
tiedostoihin. Tama onnistuu lisddmaéalla KGRN ohjelman moduulin fcdupt.f lah-
dekoodiin késkyt uuden tiedoston avaamisesta, varaustiheyden tallentamisesta ja
tiedoston sulkemisesta.
Uusi tiedosto avataan komennolla
OPEN(999,FILE="name_of_file_to_save.density_values’,STATUS=’UNKNOWN’,

FORM="UNFORMATTED’
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ja se on syyté lisdta tiedoston alkuun moduulien ja parametrien alustuksen jalkeen.
Tahén tiedostoon voidaan kirjoittaa elektronitiheyden kertoimet lisdamalla riville
52 kasky
WRITE(999) chdl(ita,iq,is,1lm,1:jrc),
jossa ita on parametri joka kay lapi kaikki systeemin atomityypit, iq kéy lapi kaikki
atomisijat, is spinit, 1m kiertoliikem&ara kvanttiluvut L ja 1:jrc on notaatio joka
laskee arvon kaikille vektorin r arvoille ensimmaéaisen Wigner-Seiztin solun sisalla.
FORTRANIille tyypillisen muistinhallinan vuoksi on tiedosto johon kirjoitamme
syytéa vield erikseen sulkea. Se onnistuu késkylla
CLOSE(999)
Jotta saisimme vield tallennettua r parametrin jakauman, luomme sen tallentami-
selle erillisen tiedoston seuraavasti
OPEN(998,FILE="name_of_file_to_save.r_values,STATUS=’>UNKOWN’ ,
FORM=’UNFORMATTED”)
johon tallennetaan r parametrin arvot seuraavasti rivilla 58
WRITE(998) ri(1:jrc,ita,iq)
sekd jalleen sulkea tiedostoon kirjoitus
CLOSE(998).
Naillda muokkauksilla EMTO-CPA siis tallentaa meille tiedoston josta saamme
tarvittavat tiedot elektronitiheyden generointiin, sekd etdisyysparametrin r jakau-
maan. Muokkaukset eiviat vaikuta milldan tavalla ohjelman laskennalliseen toimin-

taan vaan tallentavat vain ohjelman kiyttdmaén véalituloksen erilliseen tiedostoon.

C Kaytetyn integrointiohjelman rakenne

Téassa tutkielmassa kaytetty ohjelma on kehitetty lahinna testausmielessd Python-
ohjelmointikielld. Téma johtaa joihinkin merkittéviin rajoitteisiin ohjelman resurs-

sien hyddyntamisessd. Kuitenkin ongelman haastellisuuden laajuuden kaytya ilmi
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ei endd ollut mielekista aloittaa uudelleen paremmin ongelmaan sopivalla kielella.
Kuitenkin toteutus pyrittiin optimoimaan mahdollisimman hyvin toteuttamalla las-
kennallisesti raskaat osat Numpy-kirjastolla, jonka laskennallinen toteutus on tehty
FORTRAN:Illa jolloin silld voidaan saavuttaa moninkertainen nopeushyoty pelkkdan
Pythoniin verrattuna. Tassé liitteesséd esitelladn ohjelman rakenne vaiheittain.

Ohjelma on tehty Python ohjelmointikielen versiolla 3.6.8, jolloin sen pitaisi ol-
la yhteensopiva my6s Python 2.7 versioiden kanssa. Kaytdssd on ollut muutamia
eri kirjastoja: Matplotlib datan visualisointiin, Numpy laskennallisesti raskaampien
numeeristen laskujen suoritukseen, Scipy FORTRAN tiedostojen lukemiseen seké
kirjoittamiseen ja palloharmonisten funktioiden laskemiseen.

Ensimmaéisené vaiheenamme on lukea EMTO-CPA -ohjelman luoma tiedosto re-
aaliharmoonisten funktioiden kertoimista. Tadm& on helpostin toteutettavissa Scipy
kirjasto FortranFile-metodilla, joka osaa suoraan lukea formatoimattomia FORTRAN-
tiedostoja. Tédhan joudumme kuitenkin maéritteleméaén mita dataa tiedostosta lue-
taan. Ohjelma tallentaa funktioiden painokertoimia ja on ilmeistd ettd ne ovat
float-tyyppid ja tarkkuudeltaan kiytetyt luvut ovat 64-bittisia. Nailld tiedoilla me-
todi osaa lukea tiedot suoraan numpy-listaksi. Koska EMTO-CPA-ohjelma ei kiyta
lineaaristé jakaumaa radiaalisen etiisyyden r pisteille luemme myos sen erilliselté
tiedostolta talla samalla metodilla.

Seuraavana vaiheenamme on laskea elektronitiheys ensimmaéisen yksikkdkopin si-
salla. Tama onnistuu helposti hyodyntamalld Scipy-kirjaston moduulia sph_harm
jolla voidaan suoraan laskea palloharmonisen funktion arvo halutuille [, m, 6 ja ¢
arvoille. Jotta saamme tuloksista tarvittavia reaaliharmonisia funktioita joudumme
vield kiyttaméan liitteen A esittdméad médritelméd. Kyseinen mééaritelmé on help-
po Kkirjoittaa kolmella m-kvanttiluvusta riippuvalla ehtolauseella ja hyodyntamaélla
Numpy-kirjaston kykya erotella lukujen reaali- ja imaginaériosat.

Maaériteltyjen reaaliharmonisten funktioiden avulla voimme laskea elektroniti-
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heyden ensimméisen yksikkokopin sisdlld. Summaamalla jokaista [ ja m kvanttilu-
vun sallittua kombinaatiota L < L,,., vastaavan reaaliharmonisen kerrottuna sen
etaisyysriippuvalla, EMTO-CPA ohjelman antamalla kertoimella, halutulle méaéralle
kulmakoordinaatteja saamme laskettua yksikkokopin R = 0 elektronitiheyden.
Kun mentelmaissa on aproksimoitu kaikkien ulompien koppien R < 0 elektroni-
tiheys lahtokohtaisesti pallosymmetriseksi on seuraava vaiheemme ensimméisen yk-
sikkdkopin elektronitiheyden pallosymmetrisointi. Matemaattisesti tdma tapahtuu

integroimalla seuraavasti

ns(r) = / /A n(0, 6,7 dA, (68)

joka siis kdytdnnossd nayttaa télta

1
Navg (1) = pp— /9/4)71(9, ¢,r)r* sin(0) df do. (69)

Mutta koska emme téssé tapauksessa ratkaise ongelmaa analyyttisesti vaan numee-

risesti on meiddan muutettava integraalimme summaukseksi seuraavasti

1
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Mavg (1) =

D) (6, ¢,r)r sin(0) A Ag (70)
0 ¢

Talldinen summaus on helppo toteuttaa, kun kiayttamamme pistejoukko on maéari-
telty pallokoordinaatistossa, koska voimme summata kaikki pisteet joiden etéisyys
origosta r on sama ja jakaa etiisyydesté riippuvalla alalla 47r2. Myds Ay ja Ad, eli
koordinaattiparametrin muutos, on helposti méaaritettavissa, erityisesti jos pisteet
on jaoteltu lineaarisesti avaruuteen ja muutos on aina vakio.

Kun pallosymmetrisointi on tehty ensimmaiseen Wigner-Seitz koppiin kiytam-
me tatd pallosymmetrisoitua tiheyttd ulompien WS-koppien tiheyden laskemiseen.
Koko varaustiheyden luomiseksi teemme avaruutta kuvaavan Numpy-taulukon, jo-
hon tallennamme elektronitiheyden jokaisessa diskreetsoidun avaruutemme pistees-
sé. Avaruuden diskretisoinnin tarkkuuden valinnan haasteista on kerrotu enemmén

tutkielman osassa 6.1.3. Avaruus diskretisoidaan téssa pallokoordinaatistossa, jolloin
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pallosymmetrisointi séilyy yksinkertaisena, kuten ensimmaisessékin yksikkokopissa.
Pallosymmetrisoidun yksikkékoppitiheyden kiytto aiheuttaa hieman virhetté tihey-
den todellisessa arvossa, mutta kuten tutkielmassa huomataan, ei yksittédisen kopin
tiheydessé ole merkittévad eroa, jos se pallosymmetrisoidaan ytimen suhteen, mutta
tdmé helpottaa ja nopeuttaa laskuamme.

Kéyttamalla Numpy-taulukkoa saamme nopeutettua suurten lukujoukkojen las-
kentaa, kuitenkin tahan liittyy myos merkittavid rajoitteita, silla koko késiteltavin
taulukon on mahduttava kiayttomuistiin. Kun siis avaruuden tarkkuutta kasvatetaan
nousee tarvittavan kiyttomuistin maard samalla. Tésta syystd on ohjelma tehty si-
ten ettd laskussa voidaan madritelld tutkittava etdisyyvali, jolloin voimme jakaa
laskun useampaan osaan ja téten kasvattaa avaruuden tarkkuutta.

Pallokoordinaatiston kaytto kuitenkin hankaloittaa avaruuden pisteiden kuvaa-
misen hilan virittdvien primitiivivektorien lineaarikombinaationa, silla vektorien sum-
mausta ei ole maaritelty pallokoordinaatistossa samoin kuin karteesisessa koordi-
naatistossa. Jokainen avaruuden piste siis muutetaan karteesiseen koordinaatistoon

seuraavasti:

x = rcosfsin ¢ (71)
y =rsinfsin ¢ (72)
Z = 1 Cos ¢. (73)

Naiden koordinaattien laskeminen onnistuu suoraan Numpy-kirjaston trigonometrisil-
14 funktiolla. Kun tieddmme avaruuden pisteiden karteesiset koordinaatit, on meidén
viela ratkaistava mité pistettd se vastaisi peilattaessa ensimmaiseen yksikkokoppiin,

eli kdytannossé laskemme koordinaattipisteen primitiivivektorien kannassa. Ratkais-
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tavaksemme siis tulee yhtaloryhma

T R, ay
I'(.’ﬂ, Y, Z) = |Ty| T R, a2 (74)
Tz R; as

Tama lineaarinen yhtaloryhmaé on sen verran yksinkertainen etté sithen 16ytyy valmis
ratkaisu Numpy-kirjastosta, moduuli 1inalg.solve. Moduuli perustuu FORTRANilla
kehitetyn LAPACK-kirjaston _gesv moduuliin. Jilleen saamme yhden laskennallisesti
raskaan tehtavan siirrettya laskennallisesti kehittyneemmille menetelmille.

Kun tieddmme pisteen virittdmiseen tarvittavien primitiivivektorien R, line-
aarikombinaation kertoimet a;, saamme pisteen vastaavuuden ensimméisessa WS-
kopissa kertoimien desimaaliosin a4; painotettuna lineaarikombinaationa primitiivi-

vektoreista
o =T — R = Z CLdﬂ'Ri (75)

Tastd saamme etédisyyden yksinkertaisesti neliGjuurena, jolloin voimme maérittaa
pisteelle aiemmin mééritetyn tiheyden radiaalidistribuution n,.,(r) avulla tiheyden.
Néin olemme siis méarittdneet aproksimaation todellisesta elektronitiheydesta pal-
lokoordinaatistossa.

Voimme soveltaa pallosymmetrisointiin ensimmaéisen WS-kopin ulkopuolella sa-
maa menetelméad kuin sovelsimme ensimmaisessé yksikkokopissa, silld teknisesti ne
eivit eroa toisistaan, vaikkakin tiheys ndyttad kovin erilaiselta ja etéisyys on maériel-
ty vasta ensimmaéisen WS-kopin ulkopuolelta. Kayttdmémme menetelmé siis mah-
dollistaa elektronitiheyden paloittaisen laskemisen, jota jouduimmekin hyédynté-

maan etsiessimme riittavaa tarkkuutta.
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