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Téamén kirjallisuuteen perustuvan pro gradu -tutkielman padaiheita ovat Hadamar-
din matriisit ja lohkosommitelmat. Tutkimuksen kohteina ovat myos aérelliset pro-
jektiiviset tasot ja Steinerin systeemit, jotka ovat tietynlaisia lohkosommitelmia.
Ty6 kuuluu diskreetin matematiikan, lineaarialgebran ja kombinatoriikan alaan.
Tarkeimmat 1lahdeteokset ovat olleet Tan Andersonin kirja Combinatorial Designs:
Construction Methods, Marshall Hall Juniorin kirja Combinatorial Theory sekéd lan
Andersonin ja liro Honkalan luentomoniste A Short Course in Combinatorial Mat-
hematics.

Tutkielman alkupuolella tarkastellaan Hadamardin matriiseja. Ne ovat nelidmatrii-
seja, joiden alkiot ovat positiivisia ja negatiivisia ykkosid sopivassa jarjestyksessa.
Kun Hadamardin matriisi ja sen transpoosi kerrotaan keskenéén, tuloksena on dia-
gonaalimatriisi, jonka jokainen diagonaalialkio on matriisin asteluku. Alkuosan kes-
keisimpénéd asiana esitelladn kaksi Hadamardin matriisien konstruointimenetelméaa
ja muutamia esimerkkitapauksia.

Keskiosassa siirrytaén tutkimaan lohkosommitelmia. Ne ovat matemaattisia esiinty-
vyysjarjestelmié, joissa darellisen perusjoukon alkiot jaetaan lohkoihin eli osajouk-
koihin sellaisella tavalla, ettd lohkot ja alkiot ovat toistensa kanssa erityisessi re-
laatiossa. Sommitelmassa on tietty méaéra lohkoja, joissa jokainen alkio ja jokainen
alkiopari tai yleisemmin ¢-alkioinen osajoukko esiintyy. Liséksi kaikissa lohkoissa on
tietty maara alkioita. Kolmannessa luvussa tutkitaan sommitelmien ominaisuuksia,
muodostetaan yksinkertaisia esimerkkeja ja 16ydetaan luonnollinen yhteys Hadamar-
din matriisien ja sommitelmien vélille.

Tyon loppupuolella tutustutaan darellisiin projektiivisiin tasoihin ja Steinerin sys-
teemeihin. Projektiivisia tasoja muodostetaan &déarellisen geometrian avulla. Osoit-
tautuu, ettd pisteet voidaan tulkita alkioiksi ja suorat lohkoiksi, ja nédin projektii-
vinen taso on my6s sommitelma. Steinerin systeemit puolestaan ovat lohkosommi-
telmia, joissa jokainen perusjoukon t-alkioinen osajoukko kuuluu tésmélleen yhteen
lohkoon. Loppuosan térkein teoreettinen asia on Steinerin kolmikkosysteemin kon-
struoiminen Skolemin menetelmaélld. Liséksi viidennen luvun lopussa laajennetaan
Hadamardin 2-sommitelma 3-sommitelmaksi ja tarkastellaan hieman Steinerin ne-
likkosysteemeité.

Asiasanat: matriisi, lohkosommitelma, adérellinen geometria, Steinerin systeemi.
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1 Johdanto

Tutkielman lahtokohta on ollut Turun yliopiston kombinatoriikan jatkokurssi, jonka
sisallosta tarkastelun kohteiksi ovat valikoituneet Hadamardin matriisit, lohkosom-
mitelmat, dérelliset projektiiviset tasot ja Steinerin systeemit. Tarkoitus on yhtéalté
esitelld aiheet omina kokonaisuuksinaan ja toisaalta 16ytéda yhteydet néiden vélille.
Kasitteet maaritelldan tasmallisesti ja lauseet todistetaan syvillisesti. Lukijalle néay-
tetddn myos havainnollistavia esimerkkejé helpottamaan tulosten ymmartamista.
Tarkastelu aloitetaan Hadamardin matriiseista. Ne ovat nelimuotoisia, jokainen
alkio on —1 tai 1 ja rivit sekd sarakkeet ovat keskendin ortogonaaliset eli niiden
sisdtulo on nolla. Hadamardin matriisien avulla voidaan 16ytaa esimerkiksi virheitéa
korjaavia koodeja. Niita voidaan kayttaa hyodyksi myos tilastotieteessé estimoitaes-
sa parametriestimaattorin varianssia. Téssa tutkielmassa ei kuitenkaan késitella néi-
ta sovelluskohteita vaan tarkastellaan keskeisid ominaisuuksia sekd konstruoimista
Paleyn ja Williamsonin menetelmilla. Paleyn metodin kiyttamiseen tarvitaan myos
adrellisia kuntia ja matriisilaskennassa toisinaan esiintyvaa Kroneckerin suoraa tu-
loa. Raymond Paley (1907 — 1933) julkaisi menetelménsé kuolinvuonnaan 1933.

Lohkosommitelmat muodostavat tutkielman toisen laajan kokonaisuuden. Som-
mitelmat ovat tietyn kokoisista lohkoista koostuvia kokoelmia. Lohkoihin valitaan
sellaiset aarellisen perusjoukon alkiot, ettd kokoelmasta tulee symmetrinen. Tama
tarkoittaa, ettd on oltava tietty méaaré lohkoja, joihin alkio tai alkiopari ilmaantuu.
Lahemmaén tarkastelun kohteina ovat sommitelman matriisi, symmetrinen sommi-
telma ja Hadamardin sommitelma, josta loydetddn yhteys Hadamardin matriisei-
hin. Térkeimpié esimerkkitapauksia on (7,3, 1)-sommitelma, silli samankaltainen
konstruktio tulee vastaan myohemmissékin luvuissa.

Luvussa 4 tarkastellaan &aarellisia projektiivisia tasoja, ja sitd voidaan pitaa
erdanlaisena véaliosuutena, koska tassé tutkielmassa aiheen késittely on hieman sup-
peampaa. Projektiiviset tasot yhdistetdan heti méaéritelméassa sommitelmiin ja vasta
tamén jalkeen esitellddn tason konstruktio pisteiden ja lohkojen eli suorien avulla.
Pisteet ovat perusjoukon alkiokolmikoiden muodostamia ekvivalenssiluokkia. Miké-
li jokin kolmikko on toisen kolmikon monikerta, niitd vastaavat pisteet tulkitaan
samoiksi. Esimerkkeina tarkastellaan toisen ja neljannen asteen projektiivisia ta-
soja. Luvun merkittava paiatelma on, ettd 2-asteinen projektiivinen taso on myos
2-asteinen Hadamardin sommitelma ja (7, 3, 1)-sommitelma.

Tutkielman loppuosassa keskitytdan nithin sommitelmiin, joita kutsutaan Steine-
rin systeemeiksi. My0s ndmé méaritelladn aluksi sommitelmien avulla, mutta sitten
esitelladn yksityiskohtaisesti nimenomaan Steinerin kolmikkosysteemien suora kon-
struointimenetelma, Skolemin metodi. Steinerin systeemit ovat siis sommitelmia,
joita konstruoitaessa ei vilttamatta tutkita perusjoukon alkioparien esiintyvyytta
lohkoissa vaan yleisemmin t-alkioisen osajoukon esiintyvyytta ja joissa jokainen tal-
lainen osajoukko esiintyy tésmélleen yhdesséd lohkossa. Kolmikkosysteemi puoles-
taan tarkoittaa, ettd jokaisessa lohkossa on kolme alkiota. Kun Skolemin metodilla
kootaan kolmikkosysteemi S(2,3,7), huomataan, ettd kyseessa on jalleen (7,3,1)-
sommitelma sekd 2-asteinen Hadamardin sommitelma ja projektiivinen taso. Myo-
hemmin pystytddn todistamaan, ettd kaikki Hadamardin 2-sommitelmat voidaan
laajentaa 3-sommitelmiksi. Tamé merkitsee sitd, etta alkioparien sijaan tarkastel-



laan alkiokolmikoiden esiintyvyytta lohkoissa. Aivan lopuksi laajennetaan myos ylei-
nen Steinerin nelikkosysteemi hajoavien sommitelmien ja Hananin tuplausmenetel-
man avulla.

Lukijalta edellytetdén tuntemusta yliopistomatematiikan perusasioista, erityises-
ti matriisilaskennasta ja kombinatoriikasta. Matriisin A determinantista kiytetdan
téassd tyossd merkintdd |A|. Lisdksi I tarkoittaa matriisia, jonka diagonaalialkiot
ovat ykkosid ja muut alkiot nollia, ja J tarkoittaa kokonaan ykkosistd koostuvaa
matriisia.

Suurin osa tutkielman teoriaosuuksista on kirjoitettu Ian Andersonin teoksen
[1] pohjalta. Tutkittaessa Paleyn ja Williamsonin metodeja seké lohkosommitelmien
mééritelmad ja perusominaisuuksia paalahde on Marshall Hall Juniorin teos [3]. liro
Honkalan ja Ian Andersonin luentomoniste [2] on tiettyjen esitysten ldhde. Se on
lisiksi my06s ollut yleinen tuki pohjatyoskentelyssid. Osa esimerkeistd on poimittu
lahdekirjallisuudesta niiden havainnollistavuuden vuoksi, mutta kirjoittaja on myos
pyrkinyt lisidamaén tychon omia esimerkkejaan. Myos vastuu aiheen rajaamisesta ja
kiaannostyosta on ollut kirjoittajan.



2 Hadamardin matriisit

2.1 Perustietoa, esimerkkeja ja ominaisuuksia

Téamén luvun alkuosa perustuu ldhteeseen [1], ellei toisin mainita. Ensimmaiseksi
maéaaritelladn Hadamardin matriisi. Niiden olemassaolo liittyy oleellisesti my6hem-
min tarkasteltavien Hadamardin sommitelmien olemassaoloon.

Maaritelma 1. Olkoon H neliématriisi, jonka dimensio eli aste on m ja jonka alkiot
kuuluvat joukkoon {—1,1}. Olkoon I,, m-asteinen identiteettimatriisi. Matriisi H
on Hadamardin matriisi, jos se toteuttaa ehdon

H'H = ml,,. (1)

Kaytetadn tédsta eteenpdin Hadamardin matriisista lyhennettd H-matriisi. Nii-
den tutkimuksen voidaan katsoa alkaneen vuonna 1867, kun James Joseph Sylvester
(1814 — 1897) tarkasteli tiilitysongelman ja H-matriisien vélistd yhteyttd. Han myos
16ysi tavan muodostaa 2"-asteisia H-matriiseja. Tadhdn palataan seuraavassa alalu-
vussa. My6hemmin vuonna 1893 Jacques Hadamard (1865 — 1963) havaitsi, ettd m-
asteisen nelimatriisin A = (a;;) determinantti on korkeintaan m™/?, kun |a;;| < 1
kaikilla indekseills 4, j. Erityisesti |A| = m™/? tarkalleen silloin kun ATA = ml,,.

Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaisia esimerkkitapauksia.

Esimerkki 1. Ensimmaéisen, toisen ja neljannen asteen H-matriiseja ovat

11 11

1) . |1 -1 1 -1
(1), (1 —1) A1 1 -1 <
1 -1 -1 1

Akkiseltddin saattaa luulla, ettd on olemassa myos esimerkiksi tyyppid (3 x 3)
oleva H-matriisi. Osoittautuu kuitenkin, ettd jos H-matriisi on olemassa, niin sen
asteluvun on oltava yksi, kaksi tai jokin neljin monikerta. Tehdddn seuraavaksi
muutama havainto méaritelmén 1 pohjalta ja todistetaan kaksi aputulosta, minka
jalkeen paastiadn edelld mainittuun tulokseen.

Tarkastellaan H-matriisin diagonaalin ulkopuolisia alkioita. Ehdon (1) perusteel-
la seuraa, ettd matriisin H” i:nnen rivin ja matriisin H jnnen sarakkeen sisitulo
on nolla, kun ¢ ja j eroavat toisistaan. Toisin sanoen minké tahansa kahden eri rivin
tai sarakkeen sisdtulo on nolla. Matriisin H rivit ja sarakkeet ovat siis ortogonaali-
set. Ehdosta (1) nahdéién liséksi, ettd kyseinen matriisi on kidntyvi ja H™1 = %H
Nain ollen H kommutoi sekéd kadnteismatriisinsa etta transpoosinsa kanssa, ja myos
matriisin H? mitkii tahansa kaksi rivié ja sarakketta ovat ortogonaalisia. TAméi pe-
rustelee seuraavan aputuloksen.



Lemma 1. Neliomatriisi H, jonka asteluku on m ja jonka alkiot kuuluvat joukkoon
{=1,1} on Hadamardin matriisi tasmdalleen silloin kun sen rivit tai sarakkeet ovat
parittain ortogonaaliset.

Seuraavaksi huomataan, ettd ehto (1) pysyy voimassa, vaikka riveja ja sarak-
keita permutoitaisiin tai joitain riveja ja sarakkeita kerrottaisiin luvulla —1. Talla
tavalla saadaan siis aikaan uusia ja alkuperdisen matriisin kanssa ekvivalentteja H-
matriiseja.

Huomautus 1. Jos H' ja H” ovat ekvivalentteja H-matriiseja, niin
H/l — PH/Q,

missd P ja Q ovat monomisia permutaatiomatriiseja. Téssé tapauksessa matriisien
P ja Q jokainen rivi ja sarake sisaltda tédsmaélleen yhden nollasta eroavan alkion,
joka on +1. Mainitaan vield, ettd P méaarda matriisin H' rivien permutaatiot seki
etumerkkimuunnokset ja Q mééraé sarakkeiden vastaavat muunnokset. [3]

Esimerkiksi
-1 1y (1 0 1 1 -1 0
1 1) \0o —1 1 -1 0o 1)°

Jos H-matriisi jarjestetddn muotoon, jossa ensimmainen rivi ja sarake koos-
tuvat pelkistddn positiivisista ykkosistd, matriisia kutsutaan normalisoiduksi H-
matriisiksi. Todetaan, ettd esimerkin 1 matriisit ovat normalisoidussa muodossa.
Todistetaan sitten H-matriisin alkioiden jérjestysta koskeva aputulos.

Lemma 2. Olkoon H normalisoitu m-asteinen H-matriisi. Tarkastellaan muita
kuin ensimmdistd rivid ja saraketta. Nyt niillé on m/2 positiivista ykkdsti ja m/2
negatiivista ykkosta. Jos lisiksi m > 2, parittaisilla riveilla on m/4:ssd sarakkeessa
yhtd aikaa +1 ja vastaavasti m/4:ssd sarakkeessa yhtd aikaa —1.

Todistus. Olkoon R; ensimmaéinen rivi, jonka kaikki alkiot ovat positiivisia ykkosia.
Olkoon R, jokin toinen rivi, jolla on x positiivista ykkosté ja y negatiivista ykkosta.
Talloin R; - Ry = x —vy. Koska rivit ovat parittain ortogonaaliset, t —y = 0 eli z = y.
Tiedetaén, ettd  + y = m, joten viistamatta z =y = m/2.

Olkoon m > 2 ja R3 mikd tahansa toinen rivi. Oletetaan, ettd matriisissa H on A
saraketta, joissa riveilla Ry ja R3 on 41 yhta aikaa. Talloin todistuksen ensimmaéisen
osan nojalla on m/2 — \ saraketta, joissa rivilld Ry on +1 ja rivilld Rz on —1.
Oletetaan myos, ettd matriisissa H on p saraketta, joissa riveilla Ry ja Rz on —1
yhté aikaa. Talloin vastaavasti on m /2 — u saraketta, joissa rivillda Ry on —1 ja rivilla
R3 on +1. Koska rivin R3 positiivisten ykkosten lukumééran on oltava m/2, saadaan
yhtalo

A+ (m/2—p)=m/2 < X =pu.
Tiedetdén, ettd Ry ja R ovat ortogonaaliset, joten

O0=1-1+1-(=1)+(=1)-1+(=1)-(=1). 2)



Koska tiedetdén myos, kuinka monta kertaa jokainen yht&lon (2) neljésta eri tulosta
tapahtuu, voidaan merkita

O0=A—(m/2—=XN)+pu—(m/2—pu) =2 4 2u—m =4\ —m.
Lopulta saadaan

A=pu=m/4

Lemmoista 1 ja 2 seuraa nyt merkittava lause:

Lause 1. Jos m-asteinen H-matriisi on olemassa, niin m =1, m = 2 tai m = 4n
(n S Nl)

2.2 Paleyn metodi

Siirrytadn tarkastelemaan Hadamardin matriisien konstruoimista. Esitellddn ensin
Sylvesterin 16ytama &dreton H-matriisiperhe. Olkoot Hy = (1) ja Hy = (1 _1>.
Nyt voidaan maaritella

H,, H,,
H, = " v k > 1.
Osoitetaan, ettd néin rekursiivisesti saatujen H-matriisien asteluvut ovat luvun 2
potensseja.

Lause 2. H,, on 2"-asteinen Hadamardin matriisi.

Todistus. Todistetaan induktiolla indeksin n suhteen. Induktion alkuaskeleeksi voi-
daan valita edelld méaritetty Hy tai H;. Oletetaan, etté viite on voimassa indeksilla
n— 1. Talloin H,, on varmasti neliomatriisi, jonka alkiot kuuluvat joukkoon {—1,1}.
Liséksi sen asteluvun on oltava 2". Olkoot R; ja R; kaksi rivid ja ¢ > j. Olkoon x;
rivin R; ensimmainen puolikas ja y; jalkimmainen puolikas. Maaritellaén samoin x;
jay; rivin R; tapauksessa. Jos i # j +2"7! niin x; - x; = 0 =y; - y;, jolloin R; ja
R; ovat ortogonaaliset. Jos taas i = j + 2" niin x; = x; jay; = -y, ja

R"'RJ':Xi'XJ+Yi'yJ:Xz"Xi—}’i'Yz‘IQ"*l—T*l:().
Lemman 1 ja induktioperiaatteen nojalla véite saatiin todistettua. ]

Néaytetddn esimerkki edellisen lauseen avulla muodostetusta 8-asteisesta H-
matriisista.

Esimerkki 2. Olkoon Hj esimerkin 1 neljannen asteen H-matriisi. Talloin

11 1 1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

z
I
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Huomataan, etta koska Hy oli normalisoitu, Hs on my®és.

Sylvesterin tapa konstruoida H-matriiseja on itse asiassa erikoistapaus yleisem-
mésta Paleyn metodista, jonka yhteydessd tarvitaan Kroneckerin tulon késitetta.
Madritelladn se seuraavaksi. Luvun loppuosa perustuu lahteeseen [3], ellei toisin

mainita.

Maaéritelma 2. Olkoon A = (a;;) m-asteinen neliématriisi ja B = (b,) n-asteinen
neliomatriisi. Talloin niiden Kroneckerin tulo eli suora tulo on mn-asteinen nelio-

matriisi
a1 B

as1B
AgoB=| "

amlB
ay1b11
a11b91

anbm

am1b11
Apm1ba1

Am1 bnl

CL12B
CLQQB

am2B
a11b12

11092

Cl11an

am1b12
1 D22

Am1 bn2

alnB
a,gnB

Ay B
a11b1p,

allen

afllbnn

Qm1 bln
Qm1 b2n

Qm1 bnn

Matriisikertolaskua kiyttden saadaan

A9B=(A®1L)(1,®B)=(,®B)(A®L,).

a1mb11
almb21

almbnl

ammbll
ammb21

Amm bnl

1mbi2
a1mb22

aflman

Amm b12
Amm b22

ammbn2

Clebln
almen

almbnn

ammbln
ammb2n

amm bTL?’L

Kroneckerin tulo on assosiatiivinen eli (A ® B) ® C = A ® (B ® C). Tulomatriisit
B ® A ja A ® B ovat ekvivalentit, kun rivejé ja sarakkeita permutoidaan sopivasti.
Oletetaan sitten, ettd A, A, A, sekid C ovat m-asteisia neliomatriiseja ja B, By, Bo
ja D n-asteisia neliomatriiseja. Silloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:

s(A®B)=(sA)® B=A® (sB), missi s on skalaari;

(A1+A)@B=A;B+ A, ®B,
A® (B +By)=A®B, +A®B,,
(A®B)(C®D)=AC ®BD,
(A®B)" = AT @ BT,

~~ /N N /N
o — D T —

Sovelletaan Kroneckerin tulon méaritelméas Hadamardin matriisien tapauksessa.

Lause 3. Oletetaan, ettd on olemassa m- ja n-asteiset H-matriisit. Tdlloin niiden

Kroneckerin tulo on mn-asteinen H-matriisi.



Todistus. Olkoon H m-asteinen ja H' n-asteinen H-matriisi. Laskusdantoja (7) ja
(8) kédyttamalld saadaan

(HoH)(HeoH)" = HoH)(H" @ HT)
— HH! @ HH'" = m1,, ® nl,, = mnl,,,.

]

Esimerkiksi Sylvesterin H-matriiseja (3) voidaan nyt muodostaa myds tulona:
Hn = H1 X Hn—l- (kS [1])

Kroneckerin tulon liséksi jatkoa varten tarvitaan darellisia kuntia ja niihin kuulu-
via neli6itd. Olkoon IF,- dérellinen kunta, missa p on pariton alkuluku. Maaritellaén
kuvaus y seuraavasti:

x(x) = 1 jos = on nelié kunnassa F,r,

x(x) = —1, jos x ei ole neli6 kunnassa F,-

Nyt jos 0 € F, on primitiivialkio, x(6") = (—1)". (ks. [1]) Liséksi yleisesti
x(zy) = x(z)x(y) aérellisten kuntien ominaisuuksien nojalla.

Seuraavaksi tutkitaan kolmea aputulosta, joiden avulla Paleyn metodina tunnet-
tu tulos voidaan todistaa.

Lemma 3. Olkoon q = p". Nyt 301 x(b)x(b+c) = —1, jos ¢ # 0.

Todistus. Jos b =0, niin x(0)x(0 + ¢) = 0, joten olkoon b # 0. T&ll6in on olemassa
sellainen yksikésitteinen z # 1, ettd b 4+ ¢ = bz. Nyt b kiy lédpi kunnan nollasta

eroavat alkiot ja z ykkosestd eroavat alkiot. Huomataan, ettd kun b = —c, z = 0.
Néin ollen
q—1
> x(B)x(b+c) = Zx X(b+¢) =D x(0)’x(z) = > x(2)
b£0 b=1 2#1
=Zx<z> —x(1)=0—1=—1.
z#£1
O
Ennen seuraavaa aputulosta otetaan kiytt6on muutama merkinta. Olkoon ¢ al-
kuluvun potenssi. Numeroidaan kunnan [, alkiot ay, ay,...,a,—; niin, ettd ay = 0
ja ag_1 = —a;, missd ¢ = 1,...,¢ — 1. Méaéritelldadn matriisi Q = (g;;), missa

¢; = x(a; — a;). Talléin ¢;; = x(a; — a;)) = x(—1)x(a; — a;). Tarkastellaan ti-
lannetta modulo 4. Nyt —1 on nelid, jos ¢ = 1 (mod 4). Vastaavasti se ei ole nelio,
jos ¢ = 3 (mod 4). Tésté seuraa, ettd ensimmaéisessé tapauksessa Q on symmetrinen
ja jalkimmaisessa vinosti symmetrinen.

Olkoon téstd eteenpédin J = (a;;) neliomatriisi, missé a;; = 1 kaikilla indekseill&
i,



Lemma 4. Olkoot matriisit Q = (q;;) ja J = (a;j) kuten edelli. Tdilloin QQT =
qI, — J ja QY = JQ = 0. Jos merkitiin QQT = B(b;;), niin

by =3 vla — anx(a; +a)
t
_ q—1, josi =7
—1, jos i # 7.

Todistus. Viimeksi mainittu relaatio saadaan sijoittamalla lemman 3 yhtaloon b =
a; — a; ja ¢ = a; — a;, miki todistaa viitteen QQ’ = ¢I, — J. Viite QI =JQ =0
seuraa siité, ettd ) x(z) = 0. O

Otetaan jilleen kéyttoon lisad merkint6ja. Olkoon e = e, = (1,...,1) vektori,
jossa on ¢ kappaletta ykkosid. Jos nyt ¢ = p” = —1 (mod 4), matriisilla

0 e
SZ(—J Q>

on ominaisuudet ST = —S ja SST = ¢I,,;. Tdmén matriisin avulla voidaan muo-
dostaa g + 1-asteinen H-matriisi

Hyn =141 + S,
silld jokainen alkio on kuuluu joukkoon {—1,1} ja
HypHy = (L +S)(Tgp1 +87) =Ly + S+ 8" + 887
=Igr1 + qlgrn = (¢ + DIgya.

H-matriisia kutsutaan wvinoksi, jos se on muotoa H,, = I,, + S,,, S% = —S,..
Esitelldan viela J. Williamsonin todistama aputulos.

Lemma 5. Olkoon S sellainen n-asteinen neliomatriisi, etti ST = €S, € = £1 ja
SST = (n — 1)I,_;. Oletetaan, etti A ja B ovat m-asteisia neliomatriiseja, jotka
toteuttavat ehdot

AAT =BB” = ml,, ja ABT = —¢BAT”.
Téllsin matriisi K = A®1,+ B ®S toteuttaa ehdon KK = mnl,,,,.
Todistus. Suoraan laskemalla saadaan

KK'=(A®I,+B®S)(AT®I, + B’ ®ST)
=AAT®I,+ABT®ST + BAT ® S + BBT ® SS”
=ml, ®I, + (—eBA") ® (S) + BAT ® S + ml,, ® (n — 1)I,,

= mL,, + m(n — D)1, = mnl,,,.



Jos ¢ =p" =1 (mod 4), niin indeksilld n = g + 1 saadaan matriisi

S, = (eOT 5) , missa e = e,_1 ja Q symmetrinen. (9)

Lemman 4 nojalla ndin maariteltylld matriisilla on ominaisuudet

ST = -8, ja S,SY = (n — 1)I,. (10)

Olkoon A miké tahansa H-matriisi, jonka asteluku m > 1 on parillinen. Nyt voi-
daan konstruoida matriisi U,,, jonka paddiagonaalin alapuolella on m/2 kappaletta

1). Merkitaan Kroneckerin tulona

-1 0
0 1
Um—Im/2® (_1 O) .

Olkoon B = U,,A. Saadaan yhtalot

alimatriiseja (

BB’ =U,,AA"U! =U,m1, U} =ml,,
AB” = AATU! = mI,, Ul = —-mU,, ja
BAT =U,,AAT = U,,mlL,, = mU,,.

Nyt matriisit A ja B sopivat lemman 5 kaavoihin. Jos S,, vastaa méérittelya (9),
paadiagonaalin alkiot ovat nollia ja muut alkiot +-1. Néin ollen lemman 5 matriisin K
kaikki alkiot ovat +1, joten sen on oltava mn-asteinen H-matriisi. On siis todistettu
seuraava lause:

Lause 4. Olkoon p alkuluku ja h > 1 Hadamardin matriisin asteluku. Jos p" = 1
(mod 4), niin on olemassa H-matriisi, jonka asteluku on h(p" + 1).

Paleyn metodissa, joka on oikeastaan tdméan Williamsonin tuloksen erikoista-
paus, tarvitaan médrittelyn (9) mukaista matriisia S,,. Sen avulla konstruoidaan

H-matriisi
1 1 1 -1
o sie (U)o (4 ) "

Yhtéaloistd (10) seuraa, ettd Hsy, on symmetrinen H-matriisi. Paleyn tuloksen mu-
kaan on siis olemassa H-matriisi, jonka asteluku on 2(p” + 1), kun p” = 1 (mod 4).
Konstruoidaan nyt talld metodilla 12-asteinen H-matriisi.

Esimerkki 3. Valitaan alkuluku ¢ = 5. Merkitdan kunnan F5 alkioita seuraavasti:
ag =0, —ay = a4 =4, —ay = a3 = 3, —az = ay = 2 ja —ay = a; = 1. Kootaan
matriisi Q = (g;;), missé siis ¢;; = x(a; — a;). Tulkitaan, ettd ensimmaéisen rivin
ja sarakkeen jarjestysluku on 0 ja viimeisten 4. Talloin kaikki diagonaalialkiot ovat
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nollia. Jos tietyssé sijainnissa rivin ja sarakkeen jarjestyslukujen erotus on =41 tai
44, kyseinen alkio on positiivinen ykkonen. Loput alkiot ovat negatiivisia ykkosié.
Saadaan

0 1 -1 -1 1 o 1 1 1 1 1
1 0 1 -1 -1 1
10 1 -1 -1 1 1 0 1 -1 -1
Q=]|-1 1 0 1 —-1],S=
1 -1 1 0 1 -1
-1 =1 1 0 1
1 -1 -1 1 0o 1 -1 =1 1 0 1
1 1 =1 =1 1 0

ja lopulta kaavan (11) mukaan (ks. [1])

1 -11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -1 1 -11 -11 -1 1 -1 1 -1
11 1 -11 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1-1-11 -1 -1 1 -1 1 1 -1
111 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1
H,, — 1 -11 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

1 1 -1-11 1 1 -1 1 1 -1 -1
1 -1-1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1
1 1 -1-1-1-1 1 1 1 -1 1 1
1 -1-1 1 -11 1 -1 -1 -1 1 -1
171 1 1 -1 -1 -1-1 1 1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 -1

2.3 Williamsonin metodi

Lauseen 4 ja sitd aiempien tulosten pohjalta on ollut mahdollista konstruoida 4n-
asteisia H-matriiseja, kun 4n < 100. Asteluku 92 on poikkeus. Kyseisen tapauksen
konstruointiin tarvitaan muita menetelmié, esimerkiksi Williamsonin metodia, jo-
ka on nimetty John Williamsonin (1901 — 1949) mukaan. Téssé metodissa pyritdan
kiyttamaan hyodyksi Lagrangen lausetta, jonka mukaan jokainen luonnollinen lu-
ku voidaan esittdéd neljan nelion summana. Siis jos m € Ny, on olemassa sellaiset
a,b,c,d € Ny, ettd m = a?® + b*> + ® + d?. Esimerkiksi 77 = 82 + 32 + 22 + 0% ja
90 = 92 + 3% + 0% + 0%
Olkoon matriisi

A B C D
-B A -D C
H=1_¢ »p -B (12)

Jos A, B,C' ja D ovat skalaareja, niin

HH” = (A% + B> + C* + D?)1,.
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Williamsonin ajatus oli, ettd A, B, C' ja D olisivatkin n-asteisia nelidmatriiseja. Ole-
tetaan, ettd ne ovat symmetrisia ja kommutoivat keskenaan. Télloin

HH' = (A2 +B*+C* + D) ®1,.

Seuraavaksi tarvitaan permutaatio- ja kiertomatriiseja. Olkoon

010 ...0
001 ...0
U=|[: o
000 ...1
100 ... 0

n-asteinen permutaatiomatriisi, jolla on ominaisuus U" = 1,,, ja olkoon

Qo a; ... QAp—1
Ap—1 Ao ... QAp_9
C=
ay as ... ao

n-asteinen kiertomatriisi. Nyt jos A, B, C' ja D ovat polynomeja matriisissa U, ne
varmasti kommutoivat. Hyodynnetédan matriisin C alkioita ja merkitaan

A= CLQIn -+ CL1U + ..+ an_lU"_l,

B=bL, +6U+...+b, , UL

(13)
C=cl,+caU+...+¢c,. U]
D=dI,+d,U+...+d, UL
Koska UUT =1, eli UT = U~!, matriisit 4, B, C ja D ovat symmetrisii, jos
p—i = iy bp_i = by, Cpi = ¢i, dpy = d; (14)
kaikilla indekseilld : = 1,...,n — 1. Jos jokainen kerroin a, b, ¢, d on +1, matriisin H

jokainen alkio on +1, jolloin saadaan

HH” = 4nly, ja A*> + B*> + C* + D? = 4nl,,.

Williamsonin metodin idea siis on, ettd ldhtotilanteen (12) matriisi H on 4n-
asteinen H-matriisi, jos A, B,C ja D ovat tiettyjd polynomeja (13) ja kertoimet
tayttavit ehdot (14). Nédytetadn seuraavaksi esimerkki tapauksesta n = 3.

Esimerkki 4. Olkoon

11 1 1 -1 -1
A=J;=|11 1| jaB=Cc=D=|-1 1 -1
111 1 -1 1
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Téalloin A, B, C' ja D ovat symmetrisia ja kommutoivat. Todetaan, ettd asteluvusta

johtuen A? = 3A ja B? =

C? = D? = 413 — A, joten A2 + B2 4+ C? + D? =

3A + 3(413 — A) = 12I5. Yhtélosta (12) saadaan 12-asteinen H-matriisi

1 1
1 1
1 1
-1 1
1 -1
1 1
H= -1 1
1 -1
1 1
-1 1
1 -1
1 1

1 1
1 -1
1 -1
1 1
1 1
-1 1
1 1
1 -1
-1 -1
1 -1
1 1
-1 1

-1
1

—1
—1

1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1
-1 1 1

1 -1 1

1 1 -1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

1
-1
-1

1
-1
-1
-1

—_ = = = =

-1

Esitelldan vield, miten H-matriisin konstruoinnissa péaastaén alkuun tapauksessa
n = 23. Baumert et al. 10ysi tdmén ratkaisun vuonna 1962. Samalla tavalla voidaan
konstruoida astelukujen 116 ja 172 H-matriisit.

Esimerkki 5. (ks. [1]) Muodostetaan 92-asteinen H-matriisi. Koska n = 23, voidaan
valita, ettd A, B,C ja D ovat 23-asteisia kiertomatriiseja, joiden ensimmaiset rivit

ovat

A:
:1,—1,

O QW

Y )

Y Y ?

1,1,-1,-1,-1,1,—1, 1,
1,1,-1,1,1

) )

_17 17 _17 _17

—1,-1

_1717
) 1a 17 17 17 17 1a _1a _1a 17 17
11,1, -1, -1, —1,1,1, 1,1, -1, 1,1, - 1,1, —1,1,1, -1, -1, —1,1,1

:1,1,1,-1,1,1,1

7Y Y )

—1

-1,1,1

) Y Y

Y

12

Y Y

_17 _17 _17 17

1,1, -1

-1

Y

Y

-1,1

Y )

—1,1,1,—1

-1,1,1,1

? ? Y Y

~1,-1,-1,1

~1,1,1.



3 Lohkosommitelmat

3.1 Maaritelma ja olemassaolo

Lahestytdén tdméan luvun aihetta Hallin [3] mukaisesti. Oletetaan, ettd on olemassa
adrellinen perusjoukko. Tarkoituksena on jakaa joukon alkiot pienempiin joukkoihin
eli lohkoihin, joita on oltava tietty méaard. Kuhunkin lohkoon ryhmitelladn tietty
maara alkioita. Lisdksi on tietty maara sellaisia lohkoja, joissa jokainen alkiopari,
-kolmikko tai vastaava alkioiden yhdistelma esiintyy. Téllaisesta ryhmittelysta voi-
daan kéyttad yleisnimitystéd esiintyvyysjarjestelmd (engl. incidence system). Maa-
ritellddn luvun aluksi tasapainoinen vajaa lohkosommitelma, joka on erddnlainen
esiintyvyysjérjestelma.

Maaritelma 3. Olkoon perusjoukon S alkioiden lukuméaré v. Tasapainoinen vajaa
lohkosommitelma (engl. balanced incomplete block design) on sellainen kokoelma, et-
té alkiot jaetaan lohkoihin, joita on b kappaletta, seuraavasti: jokaisessa lohkossa on
tasmalleen £ eri alkiota, jokainen alkio esiintyy tésmélleen r:ssé lohkossa ja jokainen
erillisten alkioiden a;, a; muodostama pari esiintyy tasmaélleen \:ssa lohkossa.

Téassa madritelméassa tasapainoisuus tarkoittaa viimeisen ehdon toteutumista ja
vajaus sita, ettd k& < v eli yksikddn lohko ei ole perusjoukko itse. Merkittavaa on,
ettd kaikki lohkot ovat samankokoisia, mutta eri lohkot voivat sisaltdéd samoja alkioi-
ta. Sommitelmaa ei siis tule pitdd pelkkdnd osajoukkojen kokoelmana vaan edelld
kuvatulla tavalla méariteltyna jarjestelméné, jossa alkiot ja lohkot ovat tietyssé re-
laatiossa toisiinsa ndhden. Kéytdnnossd sommitelmia voidaan hyodyntaé vaikkapa
testattaessa jonkin tuotteen eri laatuja. Jos nimittédin nédiden vertailtavien laatujen
lukumééara on suuri, on jarkevda muodostaa lohkoja eri testaajia varten.

Koska sommitelmalla on viisi edelld mainittua parametria, se on viisikko (v, k, A,
b,r). Usein sommitelma kuitenkin ajatellaan kolmikkona (v, k, A), koska néiden kol-
men parametrin perusteella b ja r maardytyvit yksikésitteisesti. Seuraavassa lausees-
sa esitellddn parametrien vélinen yhteys.

Lause 5. Yhtalot

bk = vr, (15)
r(k—1)=Av—1) (16)

ovat voimassa kaikissa (v, k, \)-sommitelmissa.

Todistus. Yhtalossa (15) lasketaan esiintyvyyksien kokonaismééra kahdella tavalla:
Lohkoja on b kappaletta ja niissa on k alkiota. Toisaalta perusjoukossa on alkioita
v kappaletta ja lohkoja, joissa jokainen yksittdinen alkio esiintyy, on r kappaletta.
Yhtalossd (16) puolestaan lasketaan sellaiset parittaiset esiintyvyydet, joissa on
mukana tietty alkio a;. Tiedetddn, ettd a; esiintyy r:ssé lohkossa, joista jokaiseen
kuuluu jéljelle jadvien (k — 1) lohkon alkion kanssa muodostetut parit. Toisaalta a,
voi muodostaa parin A kertaa jiljelle jaévien (v — 1) perusjoukon alkion kanssa. [

Lauseen 5 yhtalot antavat sommitelman konstruointiin valttaméttoméat ehdot,
jotka eivat kuitenkaan ole riittdvid. Kéanteisesti voidaan télloin péatelld, ettéd jos
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yhtaloihin sijoitetaan sellaiset kokonaislukuparametrit v, k£ ja A, ettd b ja r eivit
ole kokonaislukuja, kyseisten parametrien pohjalta ei voi muodostaa sommitelmaa.
Néytetadn esimerkki tilanteesta.

Esimerkki 6. Ei ole olemassa (13,8, 3)-sommitelmaa, koska yhtélén (16) mukaan

r = % = %. Myoskddan (13,7, 3)-sommitelmaa ei ole olemassa. Nyt r =
3'((7131)1) = 6, mutta yhtilon (15) mukaan b = 28 = .

3.2 (7,3,1)-sommitelma, sommitelman matriisi ja symmetri-
Syys

Tutkitaan erésté yksinkertaista sommitelmaa ja tapoja kuvata sitd. Olkoon perus-
joukko S = {a,b,c,d,e, f, g}, jolloin v = 7. Tarkoitus on, ettd jokaiseen lohkoon
tulisi kolme alkiota ja jokainen alkiopari ilmaantuisi tarkalleen yhteen lohkoon. Siis
k = 3 ja A = 1. Lauseen 5 mukaan b = 7 ja r = 3, mikd tarkoittaa, ettd lohko-
ja on seitsemén ja jokainen alkio esiintyy tdsmélleen kolmessa lohkossa. Merkitaan
lohkoja By, ..., By ja kootaan sommitelma:

By ={a,b,d}; By = {b,c,e}; Bs ={c,d, f}; By ={d,e,g}; Bs = e, f,a};
(17)
Bﬁ = {fagab}; B? = {ga a,c}.

Sommitelman rakenne voidaan siis esittdé luettelemalla lohkot ja alkiot, mutta
my6s sommitelman matriisi havainnollistaa tilannetta erinomaisesti.

Maéritelmé 4. Olkoon matriisi A = (a;;), missd ¢ = 1,...,v ja j = 1,...,b.
Tulkitaan rivit sommitelman lohkoiksi By, ..., B, ja sarakkeet perusjoukon alkioiksi
ai, ..., a,. Matriisi A on sommitelman matriisi, jos

0 muulloin.

{1, kun a; € B;
aij =

Néin saadaan (7,3, 1)-sommitelman matriisiksi

1101000
0110100
0011010
A=|10001101
1000110
01 000O0T11
1010001

Tehdddn muutama havainto matriisista A. Ensinnékin ndhd&én, ettd on mahdollis-
ta luoda (7,3, 1)-sommitelma siirtdmalld ensimmaéisen rivin ykkosié syklisesti aina
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yvhden sarakkeen verran oikealle. Sommitelman matriisi ei ole yksikésitteinen, kos-
ka rivien ja sarakkeiden jérjestystd voidaan muuttaa. Oleelliset ominaisuudet kui-
tenkin séilyvit permutoinnista huolimatta. On esimerkiksi mahdollista muuttaa A
symmetriseksi:

1110000
1001100
10000171
A'=]10 101010
0100101
0011001
0010110

Huomautus 2. Sommitelman matriisin symmetrisyys ei ole sama asia kuin sommi-
telman symmetrisyys, joka seuraa siitd, ettd sommitelman matriisi on neliomatriisi.
Téalloin v = b tai yhtédpitdavasti & = r. Sommitelman symmetrisyys tarkoittaa seu-
raavia asioita:

1. Jokaisessa lohkossa on k alkiota.
2. Jokainen alkio esiintyy k:ssa lohkossa.
3. Jokainen alkiopari esiintyy A:ssa lohkossa.

4. Jokaisen lohkoparin leikkauksessa on A alkiota. Todistetaan tdma myohemmin.

Tarkastellaan seuraavaksi, millainen tulos saadaan, kun sommitelman matriisi ja
sen transpoosi kerrotaan keskenédn. Vastaavaa tuloa kiytetddn Hadamardin matrii-
sin maaritelméssa.

Lause 6. Olkoon A (v, k, \)-sommitelman matriisi. TdllGin

/D W\

T AT A
A'A=B=1|. . | =0 =ML, + A\, (18)

A .o

Lisdkst jos w,, ja Wy, ovat vektoreita, joissa on v ja b kappaletta ykkosid, nitn w,A =
]{?Wb.

Todistus. Matriisin B alkio b;; on matriisin A 7:nnen rivin ja j:nnen sarakkeen sisa-
tulo. Talloin matriisin B diagonaalille muodostuu matriisin B 72:nnen rivin ykkosten
lukumaéra, jonka on oltava r. Merkitdén siis b; = r. Kun i # j, seké ¢:nnelld etté
jmnelld rivilla on ykkonen ¢:nnessé sarakkeessa, jos ja vain jos seké a; ettd a; kuu-
luvat lohkoon B;. Diagonaalin ulkopuolinen alkio b;; kuvaa siis, kuinka monta ker-
taa alkiopari (a;, a;) esiintyy. Sommitelman mééritelmén mukaan saadaan b;; = A.
Yhtalo w,A = kw, seuraa siitd, ettd jokaisessa sarakkeessa on k ykkosta. O]
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Voidaan siis todeta kééntéen, ettd jos bindéarimatriisi A toteuttaa ehdon (18), se
on (v, k, A, b, r)-sommitelman matriisi. Todistetaan seuraavaksi Fisherin epdyhtdilond
tunnettu tulos.

Lause 7. Kaikissa (v, k, \)-sommitelmissa b > v ja r > k.

Todistus. Lasketaan ensin tulon (18) determinantti. Olkoon A sommitelman mat-
riisi. Vihennetidin matriisin AT A ensimmiinen sarake kaikista muista sarakkeista
ja lisdtadn ensimméiseen riviin kaikki muut rivit. Talloin padadiagonaalin ylapuoli-
set alkiot ovat nollia. Ensimméinen diagonaalialkio on r 4+ (v — 1)\ ja loput ovat
r — A. Determinantin laskusdantojen mukaan alakolmiomatriisin determinantti on
diagonaalialkioiden tulo eli

IATA| = (r+ (v —=DN)(r =N =rk(r —\)""' £0.

Jos r = )\, sommitelma on triviaali, koska silloin alkio a; esiintyy A kertaa seka
muodostaa parin kaikkien muiden alkioiden a; kanssa ja jokainen lohko koostuu
kaikista perusjoukon alkoista. Kun sommitelma oletetaan epétriviaaliksi, » > A ja
matriisi AT A ei ole singulaarinen. Koska tulomatriisin AT A asteluku v ei voi olla
suurempi kuin kummankaan tekijan asteluku b, saadaan haluttu tulos v < b. O

Todistetaan vield, ettd symmetrisen sommitelman matriisi ja sen transpoosi kom-
mutoivat. Tuloksesta seuraa myos huomatuksen 2 viimeinen kohta.

Lause 8. Jos A on symmetrisen sommitelman matriisi, niin AAT = (k—=\I+\J =
ATA. Ndiin ollen jokaisen lohkoparin leikkauksessa on X\ alkiota.

Todistus. Sovelletaan tietoa, ettd kaikki matriisit kommutoivat kiddnteismatriisinsa
kanssa. Todetaan, etti AJ = JA = kJ ja ATJ = JAT = kJ. Samoin JAT = kJ
ja triviaalisti J? = vJ. Koska kyseessi on symmetrinen sommitelma, r = k, jolloin
yhtélon (18) nojalla

(R0 ) aon s 2

=ATA -\ = (k- )L

Matriisit = <A - <%) J ) ja (AT — (’%) J > ovat siis toistensa kidnteismat-

riisit, joten erityisesti ne kommutoivat. Saadaan

e (e O )9

=AAT + (5) (JAT — AJ) - Ay AAT -0
v

v
Ja lopulta = (k— + = .
ja lopulta AAT E—MI+ X =ATA
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Koska A on symmetrisen (v, k, A)-sommitelman matriisi, seké jokaisella rivilla
ettd jokaisessa sarakkeessa on k ykkostd. Samoin seké parittaisilla riveilld ettd pa-
rittaisissa sarakkeissa on A yhteista ykkostéd. Tama luku on siis lohkoparin leikkauk-
sessa olevien alkioiden méirid. Huomataan vield, ettd myds AT on jonkin (v, k, \)-
sommitelman matriisi. (ks. [2]) O

Konstruoidaan alaluvun lopuksi sommitelma, jota voi soveltaa musiikissa.

Esimerkki 7. Olkoon perusjoukko S = {a,b,c,d, e, f,g}. Tulkitaan alkiot a-
molliasteikon séveliksi. Halutaan muodostaa sommitelma, jonka erdiné lohkoina ovat
tavalliset duuri- ja mollikolmisoinnut. Nyt siis v = 7 ja k = 3. Téssa tilanteessa
(7,3, 1)-sommitelma ei ole sopiva, koska jokainen sévelpari esiintyy kahdessa soin-
nussa. Merkitéén siis A = 2, jolloin = 6 ja b = 14. Muodostetaan ensin (7, 3, 2)-
sommitelman "sointulohkot"

Am = {a,c,e}; C ={c,e,g}; Dm ={d, f,a}; Em = {e, g,b}; F ={f,a,c}
ja G ={g,b,d}.

Muut lohkot ovat

{a,b,c}; {b,c,d}; {c,d,e}; {d,e, f}; {e, f,9}; 1, d, f}; {a, f, 9} ja {a, b, g}

3.3 Hadamardin sommitelma

Jatketaan sommitelmien tarkastelua Andersonin [1] mukaisesti. Tavoitteena on 16y-
tda yhteys Hadamardin matriisien ja lohkosommitelmien vélilla. Aluksi méaéritellaén
Hadamardin sommitelma.

Maaritelma 5. Olkoon n > 2. Téllin (4n—1,2n—1, n—1)-sommitelmaa kutsutaan
n-asteiseksi Hadamardin sommitelmaksi.

Huomataan, etté jos valitaan n = 2, saadaan edelld konstruoitu (7,3, 1)
-sommitelma, joten kyseessd on H-sommitelma.

Lauseen 1 mukaan H-matriisin asteluku on aina 1, 2 tai luvun 4 monikerta.
Otaksutaan, etta olisi voimassa ekvivalenssi eli jokaisella asteluvulla m = 4k oli-
si olemassa H-matriisi. Liséksi otaksutaan, etté olisi olemassa H-sommitelma jo-
kaisella asteluvulla n > 2. Todistetaan seuraavaksi lause, josta nédiden otaksumien
yhtépitavyys seuraa.

Lause 9. Hadamardin (4n — 1,2n — 1,n — 1)-sommitelma on olemassa silloin ja
vain silloin kun on olemassa 4n-asteinen Hadamardin matriise.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 4n-asteinen H-matriisi on olemassa. Olkoon H nor-
malisoitu 4n-asteinen H-matriisi. Poistetaan siitd ensimmaéainen rivi ja sarake seké
vaihdetaan jokainen —1 nollaksi. Olkoon néin saatu bindarimatriisi A. Tulkitaan se
jonkin sommitelman matriisiksi. Lemman 2 mukaan jokaisella matriisin A rivilla on
ykkosid 2n — 1 kappaletta, joten sommitelman kunkin lohkon koon on oltava 2n — 1.
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Lemmaa 2 voidaan soveltaa my0s tarkasteltavan H-matriisin transpoosiin: matrii-
sin HT parittaisilla riveilli on n:ssi sarakkeessa positiivinen ykkénen. Niin ollen
matriisin A parittaisissa sarakkeissa on positiivinen ykkonen samalla rivilla n — 1
kertaa. On siis n — 1 sellaista lohkoa, joissa mitkéd tahansa kaksi alkiota esiintyvét
yhdessé. Siis A on (4n — 1,2n — 1,n — 1)-sommitelman matriisi.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa (4n —1,2n — 1, n — 1)-sommitelma. Olkoon A
sen matriisi. Vaihdetaan jokaisen nollan paikalle —1 seka lisdtaan uusi rivi ja sarake,
joiden kaikki alkiot ovat positiivisia ykkosid. Saadaan 4n-asteinen neliomatriisi H,
jonka alkiot kuuluvat joukkoon {—1,1}. Tarkastellaan kahden erillisen sarakkeen
sisdtuloa. Néissd sarakkeissa on +1 samalla rivilld 1 + (n — 1) = n kertaa, koska
kyseisessa sommitelmassa A = n — 1. Todetaan myos, ettd jokaisessa sarakkeessa
on r + 1 = 2n positiivista ykkostd, joten matriisissa H on 2(2n — n) = 2n solua,
joissa kahden sarakkeen alkiot eroavat toisistaan. Nyt kahden sarakkeen sisétulo
on 2n(+1) + 2n(—1) = 0, joten sarakkeet ovat parittain ortogonaaliset. Lemman 1
mukaan H on Hadamardin matriisi. O

Seuraavassa esimerkissd valitaan n = 2 ja konstruoidaan H-matriisi sommitel-
man matriisin avulla.

Esimerkki 8. Jos

1101000
0110100
0011010
A=|10001101
1000110
01 000O0T11
1010001

on (7,3, 1)-sommitelman matriisi, 8-asteiseksi H-matriisiksi saadaan

11 1 1 1 1 1
11 -1 1 -1 -1 -1
-1 1 1 -1 1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 1 -1
-1 -1 1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 1 1 -1
-1 1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 1 -1 -1 -1 1

— = = e e e
—_

Palataan nyt tarkastelemaan edellisessd luvussa esiteltyda Williamsonin meto-
dia. H-matriisien konstruointiin voidaan nimittain kdyttdd myos sellaisia symmet-
risid sommitelmia, jotka eivdt ole Hadamardin sommitelmia. Oletetaan, ettd A on
symmetrisen sommitelman matriisi, ja vaihdetaan —1 jokaisen nollan tilalle. Tutki-
taan, milloin nédin saatu matriisi on H-matriisi. Seuraava aputulos perustuu havain-
toon siitéd, ettd kun nollien tilalle vaihdetaan —1, tullaan muodostaneeksi matriisi
H=2A-1J.
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Lemma 6. Olkoon A symmetrisen (v, k, \)-sommitelman matriisi. Tdlloin H =
2A — J on H-matriisi, jos ja vain jos v = 4(k — ).

Todistus. Todistetaan laskemalla
HH” = (2A — J)(2AT —J) =4AAT —2AT — 2JAT + J°
=4((k = NI+ X)) —2kJ —2kEJ +0J = 4(k — NI+ (v —4(k — N\))J = I,
joka toteutuu, jos ja vain jos v = 4(k — \). O

Yksinkertaisen esimerkin avulla 16ydetdan nyt ainoa tunnettu Hadamardin kier-
tomatriisi.

Esimerkki 9. Olkoon S = {1,2,3,4} perusjoukko, jolloin v = 4 ja k — A = 1.
Kootaan (4, 3, 2)-sommitelma lohkoista {2,3,4}, {1, 3,4}, {1,2,4} ja {1,2,3}. Som-
mitelman matriisi on siis

01 11 -1 1 1 1

101 1]. i o 1 -1 1 1
A= 110 1] H-kiertomatriisi H = 1 1 -1 1

1110 11 1 -1

Ennen toista esimerkkié selvitetdén, milloin ehdon v = 4(k — A) on mahdollista
toteutua. Seuraavan lauseen pohjalta loydetdaan sopivat parametrien arvot.

Lause 10. Olkoon v parillinen luonnollinen luku. Jos on olemassa symmetrinen

(v, k, \)-sommitelma, erotuksen k — X on oltava nelidluku eli \/k — X € N.

Todistus. Olkoon A sommitelman matriisi. Koska sommitelma on symmetrinen, niin
k = r. Fisherin epiyhtélon todistuksen perusteella |A|> = k?(k—\)*~!, jolloin |A| =
k(k —\)~Y/2 Koska |A| ja k ovat kokonaislukuja, (k — A\)*~1/2 on rationaaliluku.
Tama on mahdollista silla ehdolla, ettd k— A on nelicluku, silla eksponentin osoittaja
v — 1 on pariton. ]

Merkitdén nyt, ettd v = 4(k — A) = 4m?. Sijoittamalla k = 2m? + m ja \ =
m? 4 m yhtilo toteutuu. Seuraavassa Spencen esimerkissi vuodelta 1971 kiytetiin
Williamsonin metodia tapauksessa m = 3.

Esimerkki 10. Olkoot parametrit v =4-32 =36, k=2-32 -3 =15ja A = 3% —
3 = 6. Tavoitteena on siis 16ytaa (36,15, 6)-sommitelman matriisi. Kiertomatriisin
asteluvun on oltava v/4, joten olkoot A, B, C'ja D 9-asteisia kiertomatriiseja, joiden
ensimmaiset rivit ovat

1,-1,-1,-1,1,1, -1, -1, -1
:1,-1,-1,1,-1,-1,1,—1, -1
1, -1,1,-1,-1,-1,-1,1, -1

1,1,-1,-1,—1,—1,—1, -1, 1.

Y

O Q=
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Muutetaan yhtélon (12) matriisi muotoon

-A B C D
B A D -C
¢ -D A B |’
D C —-B A

H =

joka on yhtéa lailla Williamsonin metodin kannalta sopiva. Nyt matriisissa H' on 15
positiivista ykkosta joka rivilla ja sarakkeessa, jolloin H'J = —6J = JH'. Olkoon
K= (H'4+J)

= . Télloin K on sellainen binddrimatriisi, etté

H + J)(HT + J)
4
1

JK = 5(—6J + 36J = 15J = KJ.

KKT:(

1
= —(36I — 6J — 6J + 36I) = 91 + 6J ja
4

Téten K on (36, 15, 6)-sommitelman matriisi.

Huomautus 3. Kaikista 4m-asteisista H-matriiseista ei voi johtaa symmetristd som-
mitelmaa. Oleellista on, ettd H-matriisi on tdsmdllinen (engl. regular). Se tarkoittaa,
ettd rivien alkioiden summa on vakio. Jos siis HJ = JH = tJ jollakin kokonaislu-
vulla ¢, edelld kuvattu metodi toimii.
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4 Adrelliset projektiiviset tasot

Luvun péélahde on Andersonin teos [1|. Aloitetaan médrittelemalld lyhyesti dérelli-
nen projektiivinen taso ja tutkitaan sen jalkeen taustaa seké yhteyttd lohkosommi-
telmiin.

Masritelma 6. Adrellinen projektiivinen taso, jonka asteluku on n > 2, on (n? +
n+ 1,n + 1, 1)-sommitelma.

Thomas Penyngton Kirkman (1806 — 1895) todisti vuonna 1850, ettd kun kiin-
nitetddn A = 1, milld tahansa alkuluvulla p on olemassa sommitelma, jossa v =
p?+p+1jak=p+1. Vuonna 1906 O. Veblen ja W. H. Bussey puolestaan osoitti-
vat, ettd on olemassa (¢ + ¢ + 1,¢ + 1, 1)-sommitelma kaikilla alkulukujen potens-
seilla ¢q. Téasséd luvussa tarkoitus on konstruoida &arellisten kuntien avulla joitakin
projektiivisia tasoja ja ndin myos sommitelmia.

Tarkastellaan joukkoa S, joka koostuu kolmikoista x = (z, 1, 22). Jokainen z;
kuuluu aarelliseen kuntaan I, ja ainakin jokin niista eroaa nollasta. Néin ollen jou-
kossa S on ¢* — 1 alkiota, mutta ajatuksena on samaistaa kolmikot x ja y, jos toinen
niistd on toisen skalaarimonikerta. Maéaritellddn siis sellainen ekvivalenssirelaatio,
ettd x ja y ovat ekvivalentit, jos x = Ay, kun A € F;. Skalaarilla A on siis ¢ — 1

mahdollista arvoa, joten eri ekvivalenssiluokkien méara on q:%ll = ¢*+q+1. Olkoon
kolmikon x ekvivalenssiluokka [x]. T&ll6in voidaan merkité [x] = [y], jos x ja y ovat
ekvivalentit kolmikot. Liséiksi jos y € [x], kolmikko y on luokan [x] vektoriedustaja
(engl. representing vector).

Edetéin niin, ettd tulkitaan ekvivalenssiluokat [x], joita siis on ¢? + ¢ + 1 kappa-
letta, dérellisen projektiivisen tason alkioiksi eli pisteiksi. Maaritellddn sitten lohkot
eli suorat seuraavasti: Olkoon a = (ag, a1, a2), missi a; € F, ja a # 0. Talloin suora
[a] kaikkien sellaisten pisteiden [x] joukko, ettd apxg + a;x1 + aszre = 0. Huoma-
taan, ettd [a] = [Aa] kaikilla A # 0 eikd suoran [a] médrittely riipu siitd, mitka
vektoriedustajat luokasta [x] valitaan.

Edells perusteltiin, miksi projektiivisella tasolla on tarkalleen ¢® + ¢ + 1 pistet-
td. Samalla perusteella suoria on yhtd monta. Selvitetdén, kuinka monta pistetté
on suoralla. Tarkastellaan suoraa [a], missd a = (ag, a1, as). Voidaan olettaa, ettd
a; # 0. Jos piste [x] on suoralla [a], komponentit =y ja zo madradvét yksikisitteisesti
komponentin x;. Koska komponenteista x( ja x5 ainakin toinen eroaa nollasta, mah-
dollisia arvoja on g% — 1 kappaletta. On siis ¢° — 1 nollasta eroavaa vektoria x, jotka
toteuttavat yhtalon agzg + a121 + asxes = 0. Néin ollen suoralla [a] on qqi;f =q+1
erillistd pistettd [x]. Tutkitaan vield erillisia pisteita [x] ja [y]. Ne ovat suoralla [a],
jos ja vain jos Y . a;x; = 0 =), a;y;. Téssé a on miké tahansa suoran vektoriedus-
taja. Koska vektorit x ja y ovat lineaarisesti riippumattomat kunnassa I, yhtalon
ratkaisut a muodostavat yksiulotteisen aliavaruuden. Vektori a maardytyy nain yk-
sikésitteisesti skalaarikertolaskun mielessé, jolloin my6s suora [a] on yksikésitteinen.
Johtopadtoksena mitkd tahansa kaksi pistettd madraavat suoran. Maaritelladn nyt
projektiivinen taso hieman eri merkinnoin.

Maaritelma 7. Merkitdédn, ettd PG(m,q) on g-asteinen &érellinen projektiivinen
taso. Luku m + 1 on perusjoukon alkioiden komponenttien lukuméaéra.
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Téamén luvun konstruktiossa tarkastellaan siis tapausta m = 2, eli perusjoukon
alkiot ovat kolmikoita. Esitellddn seuraavaksi 2-asteinen projektiivinen taso.

Esimerkki 11. Konstruoidaan projektiivinen taso PG(2,2). Téhén tarvitaan kun-
taa Fy = {0, 1}, jonka ainoa nollasta eroava alkio on selvésti A = 1 ja jossa on voimas-
sa laskusdéanto 1+ 1 = 0. Téll6in jokainen nollasta eroava kolmikko x = (z¢, x1, z2)
muodostaa yksin oman ekvivalenssiluokan. Pisteitd on 23 —1 = 22 +2+1 =7
kappaletta: (0,0,1); (0,1,0); (1,0,0); (0,1,1); (1,0,1); (1,1,0); (1,1,1). Suorat on
mahdollista kuvata samalla tavalla: Jos suoran yhtdlo on esimerkiksi zo = 0, niin
vaistamattd ap = a; = 0 ja ay = 1, jolloin voidaan kuvata suoraa merkinnall&
B0, 0, 1]. Saadaan seitsemén suoraa, joista kuhunkin kuuluu 2+ 1 = 3 pistetté:

bl

20 =0+ (0,0, 1
21 =0+ (0,0,1); (1,0,0); (1,0, 1
79 =0 < (1,0,0); (0,1,0); (1,1,0

( ); (0,1,0); (0,1,1)
(0,0,1); (1,0,0); (1,0,1)
(1,0,0); (0,1,0); (1,1,0)
wo + a1 =04 (0,0,1); (1,1,0); (1,1,1)
(0,1,0); (1,0,1); (1,1,1)
(1,0,0); (0,1, 1); (1,1, 1)
(1,0,1); (0,1, 1); (1,1,0)

Y

i

2o+ x9 =04 (0,1,0); (1,0,1); (1,1,1
r1+ 29 =0+ (1,0,0 0,1,1
SCQ+I1+SC2:OH 1,0,1 0,1,1

Y Y

1,11
1,1,0).

b )

Y )

Vaihdetaan nyt merkintoja:

(0,1,0) ¢ a; (1,0,0) 4> b (0,1,1) ¢+ ¢ (1,1,0) ¢ d;
(1,1,1) <> e; (1,0,1) <+ f ja (0,0,1) > g.

Néhdéén, ettd muodostetun tason suorat ovat tédsmélleen sommitelman (17) lohkot
By, ..., B7 ja tason pisteet ovat perusjoukon sekd lohkojen alkiot. Projektiivinen
taso, jonka asteluku on 2, on siis (7,3, 1)-sommitelma eli 2-asteinen H-sommitelma
aivan kuten maéritelméassa 6 todettiin.

Toisena esimerkkiné esitelladn 4-asteinen projektiivinen taso.

Esimerkki 12. Muodostetaan projektiivinen taso PG(2,4), joka on siis (21,5, 1)-
sommitelma, kiyttdmilld kuntaa Fy = {0,1,a,a?}, missi o = a + 1. Téllsin
& =ala+1)=ac’+a=1jaat = (a+1)? =a®>+1 = a. Nyt esimerkiksi
pisteet (0,1, a?) ja (0, a, 1) ovat ekvivalentit, koska (0, i, 1) = a(0, 1, a?). Vastaavasti
esimerkiksi (o?,1, a) = o?(1, a, @?). Tasoon kuuluu 21 erillistd pistett:

(0,0,1); (0,1,0); (0,1,1); (0,1,); (0,1,0%); (1,0,0); (1,0, 1);
(1,0,a); (1,0,0%); (1,1,0); (1,1,1); (1,1,); (1,1,07); (1, 0, 0);
(1,a,1); (1,a,0); (1,a,0%); (1,0%,0); (1,0%,1); (1,0, a); (1,02, 0?).

Suoria on my6s 21 kappaletta. Niista jokaiseen kuuluu 4+ 1 = 5 pistettéd. Luetellaan
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tassa esimerkisséd 7 suoraa pisteineen:

B[0,1,0]: (0,0,1); (1,0,0): (1,0,1);

1); (1,0,a); (1,0,a?)
B[1,1,0]: (0,0,1); (1,1,0); (1,1,1); (1,1,a); (1,1,a?%)
B[0,1,0%): (0,1,a); (1,1,a); (1,a2,1); (1,a,a?); (1,0,0)

[
[
[
[1,0,a]: (0,1,0); (1,1,0%); (1,0,02); (1,a,0?); (1,02, a?)
[
[
[

Sy

B[1,1,1]: (0,1,1); (1,0,1); (1,1,0); (1aa) (1,02, a)
B[1,a,1]: (0,1, 0); (1,0,1); (1,1, ) (1, o? ,0); (1aa)
21: (0,1,1); (1,0,a); (1,a,0); (1,1,02); (1,02, 1).

Sy

1,a2,a
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5 Steinerin systeemit

5.1 Yhteys sommitelmiin ja konstruointi

Tarkennetaan tasapainoisen vajaan lohkosommitelman méaarittelyd niin, ettd maa-
ritelmén 3 mukaiset sommitelmat ovat 2-sommitelmia, koska niissa tutkitaan parit-
taisia erillisid alkioita. Yhtd hyvin voidaan tutkia osajoukkoja, joissa on t alkiota.
Madritelladn luvun aluksi ¢-sommitelma ja Steinerin systeemi ldhteen [2] tapaan.

Maaritelma 8. Olkoon S = {1,...,v} perusjoukko. Sen erillisten k-alkioisten os-
ajoukkojen kokoelma D on t — (v, k, A)-sommitelma, jos 0 < t < k < v, A > 0
ja jokainen perusjoukon t-alkioinen osajoukko kokoelman D joukoissa tasmélleen A
kertaa. Steinerin systeemi S(t,k,v) tarkoittaa t — (v, k, 1)-sommitelmaa.

Kéytetadn jatkossa lahteend teosta [1], ellei toisin mainita. Maaritelladn erikseen
vield kolmikkosysteemi, jota tutkitaan téssa ja seuraavassa alaluvussa tarkemmin.

Maaritelma 9. Steinerin kolmikkosysteemi S(2,3,v), merkitdén myos STS(v), on
(v,3,1)-sommitelma.

Historiallisesta ndkokulmasta Steinerin kolmikkosysteemeité tulisi kutsua Kirk-
manin kolmikkosysteemeiksi. Thomas Kirkman nimittdin todisti kolmikkosystee-
mien olemassaoloehdon vuonna 1847 eli kuusi vuotta ennen kuin Jakob Steiner
(1796 — 1863) esitti ongelman geometrisessé yhteydessia. Nykyisin yleensd mééritel-
laan, ettéd jos kolmikkosysteemi on hajoava, sitd kutsutaan Kirkmanin kolmikkosys-
teemiksi. Hajoavaan sommitelmaan palataan luvun lopussa.

Selvitetdan nyt, mitd arvoja parametrilla v voi olla.

Lemma 7. Jos kolmikkosysteemi STS(v) on olemassa, niin v = 1 tai 3 (mod 6).

Todistus. Oletetaan siis, ettd on olemassa (v, k, 1)-sommitelma. Talloin lauseen 5
yhtéléiden mukaan siind on b = tv(v — 1) lohkoa. Liséksi r = (v — 1). Jotta
nama parametrit olisivat luonnollisia lukuja, v on véistdmaéatta pariton. Merkitaan
v =2r+1, jolloin b = 4r(2r +1) jar = 0 tai 1 (mod 3). Merkitéén edelleen r = 3n
tair =3n+ 1. Nyt v =6n + 1 tai v = 6n + 3 kuten viitettiin. O

Seuraavaksi tavoitteena on muodostaa yleinen Steinerin kolmikkosysteemi kayt-
tamalld Skolemin metodia. Konstruktiossa on kaksi osaa johtuen parametrin v mah-
dollisista arvoista.

Tapaus v = 6m + 3:

Etsitéén sopivia kolmikoita, joita on b = zv(v —1) = (2m + 1)(3m + 1) kappaletta.

Taulukoidaan luvut 0,1,...,6m + 2 kolmelle riville, jolloin jokaiselle riville tulee
2m + 1 lukua:
0 1 2 3 . 2m—1 2m
2m+1 2m+2 2m+3 2m+4 ... 4m dm +1
Adm+2 dm+3 dm+4 dm+5 ... 6m  6m 4+ 2.

Valitaan taulukon sarakkeet ensimmaisiksi kolmikoiksi ja merkitaan

A; ={iyi+2m,i+4m + 2}, missd 0 < ¢ < 2m.
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Tarkastellaan sitten milld tahansa rivilld olevaa lukuparia {a, b}. Olkoon ¢ sellainen
seuraavan rivin luku, ettd 2¢ = a+b (mod 2m+ 1) tai vastaavasti ¢ = (m+1)(a+b)
(mod 2m + 1). Seuraava rivi tarkoittaa alempaa rivié ja viimeisen rivin tapauksessé
ylintd rivid. Huomataan, ettd c ei voi olla samassa sarakkeessa kuin a ja b. Jos
nimittdin ¢ ja a olisivat samassa sarakkeessa eli ¢ = a (mod 2m + 1), niin 2a = a+0b
eli a = b (mod 2m + 1), jolloin a ja b olisivat samassa sarakkeessa ja itse asiassa
sama alkio. Koska joka rivilld on (*5"") = m(2m + 1) lukuparia, voidaan valita
3m(2m-+1) kolmikkoa {a, b, c}. Osoitetaan, ettd ndméa sekéd kolmikot A; muodostavat
kolmikkosysteemin ST'S(6m + 3).

Néhd&én, ettéd tulevassa kokoelmassa kolmikoita on yhteensd 2m + 1+ 3m(2m +
1) = (2m + 1)(3m + 1) kappaletta, miké oli tarkoituskin. Pitda vield ndyttaa, et-
ta luvuista 0,1,...,6m + 2 koostuva pari esiintyy tasmélleen yhdessé kolmikossa.
Selvasti mitkd tahansa kaksi samassa sarakkeessa olevaa lukua kuuluvat yhteen ja
vain yhteen kolmikkoon A;. Vastaavasti kaksi samalla rivilld olevaa lukua kuuluvat
tarkalleen yhteen kolmikkoon. Tutkitaan kahta lukua a ja ¢, joista jalkimmé&inen on
seuraavalla rivilld ja eri sarakkeessa kuin edellinen eli a # ¢ (mod 2m + 1). Nami
luvut esiintyvéit samassa kolmikossa, jos ja vain jos luvun a kanssa samalla rivilla on
sellainen luku b, ettd a +b = 2¢ (mod 2m + 1) eli b = 2¢ — a (mod 2m + 1). Lopulta
todetaan, ettd samalla rivilla kuin a on vain yksi taméan kongruenssin toteuttava b.

Tapaus v = 6m + 1:
Pyritéén jalleen 16ytdméan sopivia kolmikoita, joita on nyt b = %v(v —1) =m(6m+
1) kappaletta. Asetetaan rinnakkain kaksi taulukkoa:

0 1 .ooom—1 m m+1 ... 2m-—1
2m 2m+1 ... 3m—1jadm 3m+1 ... 4m—1
idm 4dm+1 ... bm—1 bm dbm+1 ... 6m—1.

Huomataan, etté taulukosta puuttuu luku 6m, joka olisi (6m + 1):s alkio. Valitaan
taulukon m ensimmaéistéd saraketta systeemin ST'S(6m + 1) tyypin 1 kolmikoiksi ja
merkitaan

B; ={i,2m+i,4m + i}, missd 0 < i < m — 1.
Taman jalkeen valitaan tyypin 2 kolmikot
Ci={m+i2m+i,6m}; D;={3m+i,4m +i,6m}; E; = {dbm +i,i,6m}

kaikilla 0 < i < m — 1. Lopuksi valitaan tyypin 3 kolmikot {a,b,c}, joissa a ja b
ovat samalla rivilld ja ¢ seuraavalla. Jos a + b on parillinen eli 2¢ = a + b (mod
2m), niin ¢ on vasemmanpuoleisessa taulukossa. Jos taas a 4+ b on pariton eli 2c =
a+b—1 (mod 2m), niin ¢ on oikeanpuoleisessa taulukossa. On siis 16ydetty tarvittavat
4m + 3(2’2") = m(6m + 1). Viimeistelladn systeemin konstruointi osoittamalla, etta
mika tahansa lukupari esiintyy tdsmélleen yhdessa kolmikossa.

Tyypin 2 kolmikoiden méarittelystd ndhdéédn suoraan, ettd taulukosta puuttu-
va luku 6m esiintyy jokaisen luvun parina tarkalleen kerran. Koska tyypin 1 ja 2
kolmikoissa luvut ovat taulukossa eri riveilla, on valttamatonta, ettd samalla rivil-
l& olevat luvut esiintyvat parina tasmalleen yhdessé tyypin 3 kolmikossa. Jos kaksi
lukua esiintyy jossakin vasemmanpuoleisen taulukon sarakkeessa, ne esiintyvét tés-
mélleen yhdessa tyypin 1 kolmikossa. Perustellaan, miksi ne eivét voi esiintya tyypin
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3 kolmikossa: Jos a = ¢ (mod 2m) ja sekéd a ettd ¢ ovat vasemmanpuoleisessa tau-
lukossa, niin 2¢ = a + b (mod 2m), mikéd on ristiriita sen kanssa, ettd a ja b ovat
samalla rivilla. Siten kaksi vasemman puoliskon sarakkeen lukua kuuluvat yksiké-
sitteiseen kolmikkoon. Tarkastellaan sitten kahta lukua, jotka ovat jossain oikean-
puoleisen taulukon sarakkeessa. Olkoon luku ¢ luvusta a seuraavalla rivilla eli a = ¢
(mod 2m). Namé luvut esiintyvét tietyssd tyypin 3 kolmikossa {a, b, ¢}, jossa b saa-
daan kongruenssista 2a = a+ b — 1 (mod 2m) eli b = a + 1 (mod 2m). Tall6in ne
eivit voi esiintyéd yhdessd missédn muun tyypin kolmikossa.

Viimeisené tutkitaan kahta lukua a ja ¢, jotka ovat taulukon eri riveilld ja sa-
rakkeissa. Oletetaan taas, ettd luku ¢ on luvusta a seuraavalla rivilla. Jos ¢ on oi-
keanpuoleisessa taulukossa, olkoon b samalla rivilla kuin a ja b = 2¢ — a + 1 (mod
2m). Téllainen luku b on yksikésitteinen, joten muodostuu yksikésitteinen kolmik-
ko {a, b, c}. Jos taas ¢ on vasemmanpuoleisessa taulukossa ja ¢ = a (mod m), niin
a ja ¢ kuuluvat yksikésitteiseen tyypin 2 kolmikkoon. Perustellaan, miksi ne eivat
voi kuulua my6s tyypin 3 kolmikkoon: Jos ne esiintyisivit tyypin 3 kolmikossa, niin
2¢ = a+b (mod 2m), missd 2¢ = 2a (mod 2m). Tall6in a = b (mod 2m). Koska a
ja b ovat samalla rivilld, ne olisivat nyt sama luku. Siis vasemman puoliskon sarak-
keen ¢ ja a kuuluvat yhteen tyypin 2 kolmikkoon. Paatellaan lopuksi, ettd jos ¢ on
vasemmanpuoleisessa taulukossa ja ¢ # a (mod m), niin a ja ¢ kuuluvat yksikasit-
teiseen tyypin 3 lohkoon {a, b, ¢}, missé b saadaan kongruenssista 2¢ = a 4+ b (mod
2m). Néin saadaan haluttu kolmikko, kunhan b # a (mod 2m), muuten palataan
tilanteeseen a = ¢ (mod m).

Skolemin metodin avulla on nyt todistettu, etti jos v = 6m—+3 tai v = 6m+1, on
varmasti olemassa kolmikkosysteemi ST'S(v). Tésté ja lemmasta 7 saadaan yhteensé
seuraava tulos.

Lause 11. Steinerin kolmikkosysteemi STS(v) on olemassa silloin ja vain silloin
kun v =1 tai 3 (mod 6).

5.2 Steinerin systeemi S(2,3,7)

Konstruoidaan Skolemin metodilla kolmikkosysteemi ST'S(7). Nyt m = 1 ja v =
7=06-1+41, joten kiytetddn metodin jalkimmaistd osaa. Huomataan myés, etté
i = 0. Olkoon X = {0,...,6} perusjoukko. Tehdédéin taulukko

0 1
2 3
4 5.
Etsitddn b = 1(6 - 1 + 1) = 7 kolmikkoa. Ainoa tyypin 1 kolmikko on By = {0, 2,4}.
Tyypin 2 kolmikoita ovat Cy = {1,2,6}, Dy = {3,4,6} ja Ey = {0,5,6}. Tyypin
3 kolmikoita puolestaan ovat {0,1,3}, {2,3,5} ja {1,4,5}. Néin saatiin (7,3,1)-
sommitelma, joka tosin néyttdd hieman erilaiselta kuin aiemmin koottu sommitel-
ma (17). Néytetddn, ettd kyseinen kokoelma séilyy (7,3, 1)-sommitelmana, vaikka
joitakin lohkoja muutettaisiin sopivasti. Kaytetaan kuvausta, jossa 0 — 1,1 +— 7 ja
muut joukon X alkiot kuvautuvat itselleen. Lohkoiksi saadaan

{1,2,4}; {1,5,6}; {1,3,7}; {2,6,7}; {4,5,7}; {3,4,6} ja {2,3,5}.
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Jos vield vaihdetaan merkintoja
1l a,2b03c,4db+eb4 fjaT4g,

niin tulos on juurikin sommitelma (17). Voidaan paitelld, ettd nyt muodostettu
systeemi S(2,3,7) on sen kanssa isomorfinen eli oleellisesti samankaltainen, vaikka
kaikki lohkot eivit alkuun olleetkaan identtisia.

5.3 Hadamardin sommitelman laajentaminen

Alaluvun tavoitteena on laajentaa Hadamardin sommitelma 3-sommitelmaksi, jo-
ta konstruoitaessa tutkitaan siis alkioparien esiintyvyyksien sijaan alkiokolmikoita.
Maéaritelldédn ensiksi sommitelman komplementti.

Maaritelma 10. Olkoon D (v, k, A, b, r)-sommitelma. Merkitéén, etté jokaisen loh-
kon B komplementti on C' = S\ B. T#lléin sommitelman D komplementti D¢ tar-
koittaa sommitelmaa, joka koostuu lohkoista C'.

Néytetadn yksinkertainen esimerkki toistuvasti esilla olleen sommitelman poh-
jalta.

Esimerkki 13. Tarkastellaan edellisen alaluvun Steinerin systeemid ST'S(7), joka
on (7,3, 1)-sommitelma. Taulukosta saatujen kolmikoiden komplementit ovat neli-
koita:

{1,3,5,6}; {0,3,4,5}; {0,1,2,5}; {1,2,3,4}; {2,4,5,6}; {0,1,4,6} ja {0,2,3,6}.

Osoitetaan sitten, ettd sommitelman komplementti on sommitelma.

Lause 12. Olkoon D (v, k, \, b, r)-sommitelma. Télloin komplementti D€ on (v,v—
k,b—2r+ X b,b— r)-sommitelma ja b—2r + A > 0.

Todistus. Koska komplementin lohkoihin valitaan pédinvastaiset perusjoukon alkiot
kuin alkuperédisen sommitelman lohkoihin, komplementin lohkoissa on oltava v —
k alkiota. Selvastikddn lohkojen lukumé&drd b ei muutu. Sommitelmassa D on r
kappaletta sellaisia lohkoja, joissa perusjoukon alkio x esiintyy, ja b — r kappaletta
sellaisia lohkoja, joissa se ei esiinny. Komplementissa on siis b — r lohkoa, joissa x
esiintyy. Selvitetdédn lopuksi, kuinka monessa komplementin lohkossa alkiot = ja y
esiintyvit yhdessd. Sommitelmassa D on saman verran lohkoja, joista seki = ettd y
puuttuvat. Olkoon u niiden lohkojen lukumé&éré, joissa on ainakin toinen alkioista
x ja y. Seulaperiaatteen perusteella tiedetdén, ettd u on myos lukumééra, johon on
laskettu alkion x ja alkion y esiintyvyyksien summa ja vahennetty siitd yhteisien
esiintymisien méaara. Etsitty parametrion b—u=b— (r+r—A)=b—2r+ . O

Jatketaan kohti alaluvun alussa asetettua tavoitetta. Aiemmin paateltiin, etta 2-
sommitelma on erikoistapaus t-sommitelmasta. Naytetaéan, etté yleisesti parametria
t voi pienentéa.
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Lause 13. Jos s < t, niin kaikki t-sommitelmat ovat myos s-sommitelmia.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa A\, kappaletta sellaisia lohkoja, jotka sisaltéavét
tietyn s-osajoukon A. Olkoon D t-osajoukko, johon A siséltyy, ja olkoon B lohko,
johon D sisaltyy. Muodostetaan yhtélo, jonka kummallakin puolella lasketaan parien

(D, B) lukuméaéra:
A(’U—S) )\S<k—s>'
t—s t—s

Luku A, ei néin ollen riipu siitd, miten A valitaan. Kyseinen ¢-sommitelma on siis
myos s — (v, k, Ag)-sommitelma. O

Téamén lauseen seurauksena saadaan hyodyllista tietoa parametreista.

Seuraus 1. Merkitdin A = A, jolloin
v—t+1
M=l —— ).
-t t<k —t+ 1)
Lohkojen mddrd t-sommitelmassa on
b= X\ = )\Q. (19)

Jokainen perusjoukon alkio esiintyy

v—1
r=>A = )\M lohkossa.

)

Seuraavaksi tarvitaan johdetun ja laajennetun sommitelman késitteitd, jotka
méaritellddn seuraavan pohjustuksen ja aputuloksen jéalkeen. Olkoon D jokin t-
sommitelma. T&ll6in on olemassa selkeé tapa esittdé sithen siséltyva (¢t — 1)-
sommitelma. Olkoon B sommitelman D lohkojen kokoelma ja P jokin piste. Mer-
kitddn nyt, ettd Bp on kaikkien joukkojen B\P kokoelma, missd B on pisteen P
sisaltéva lohko.

Lemma 8. Kokoelmaan Bp kuuluvat joukot ovat (t —1) — (v — 1,k — 1, \)-
sommitelman Dp lohkot.

Todistus. Miké tahansa (¢ — 1)-osajoukko A esiintyy joukossa B\{P} yhtad usein
kuin AU {P} esiintyy kokoelman B lohkossa. Tamé tapahtuu A kertaa. O

Maaritelladn nyt edelld mainitut uudet késitteet.

Maaritelma 11. Sommitelma Dp, joka muodostetaan kuten lemmassa 8, on joh-
dettu sommitelma. Méaritelladn kdanteisesti, ettd jos t-sommitelma on isomorfinen
johdetun sommitelman Dp kanssa jollakin (¢ + 1)-sommitelmalla D ja jollakin P,
niin kutsutaan sommitelmaa D laajennukseksi.
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Tutkitaan, milloin ¢-sommitelma voidaan laajentaa (¢ + 1)-sommitelmaksi.

Lemma 9. Jost— (v, k, A, b, r)-sommitelma voidaan laajentaa, niin luku k+1 jakaa
luvun b(v + 1).

Todistus. Yhtalon (19) perusteella saadaan

ja laajennuksen lohkojen lukuméara on

(v+1Dv...(v—t+1) (U—Fl)b'

(k+Dk...(k—t+1) k+1

]

Ennen kuin voidaan tehdé péatelma H-sommitelman laajentamisesta, tarvitaan
viela yksi aputulos.

Lemma 10. Olkoot a, b ja ¢ jonkin (v, k, X)-sommitelman erillisid alkioita. Olkoon
lohkoja, joista a, b ja ¢ puuttuvat, ng kappaletta. Olkoon lisdksi lohkoja, joihin a, b
ja ¢ kaikkr sisdltyvdt, nepe kappaletta. Télloin

n0+nabczb+3)\—3r. (20)
Tulos ei riipu lukujen a, b ja ¢ valinnasta.

Todistus. Olkoon lohkoja, joissa a esiintyy, n, kappaletta. Olkoon vastaavasti loh-
koja, joissa a ja b esiintyvét, n,, kappaletta. Seulaperiaatteen nojalla

ng =b— (ng + np + ne) + (Nap + Mpe + Nae) — Nape = b — 3r + 3X — Ngpe.
Huomataan, ettd symmetrisen sommitelman tapauksessa ng+ngp. = v—3k+3A. [
Seurauksena saavutetaan alaluvun tavoite.
Seuraus 2. Jokainen Hadamardin sommitelma voidaan laajentaa 3-sommitelmaksi.

Todistus. Olkoon H Hadamardin (4m—1,2m—1, m—1)-sommitelma. Muodostetaan
kokoelma A kaikista sommitelman H komplementtilohkoista ja alkuperiisisté loh-
koista, joihin lisdtddn uusi alkio co. Kokoelmassa A on nyt 8m — 2 joukkoa, joista
jokaisen koko on 2m. Osoitetaan, ettd joukkoja, joihin jokainen 3-osajoukko kuu-
luu, on tdsmélleen m — 1 kappaletta. Ensinnékin joukko {oco, a,b} esiintyy lohkossa
B U {oo} tarkalleen silloin kun {a, b} esiintyy lohkossa B. Tdmé toteutuu m — 1
kertaa. Jos taas a, b ja c eroavat alkiosta oo, on ng + ng.. kappaletta lohkoja B tai
B U {00}, jotka siséltavit alkiot a, b ja ¢. Yhtdlon (20) mukaan kyseinen méaéra on
dm—1-32m—-1)+3(m—1)=m — 1. O

Mainitaan vield, ettd 3 — (4m, 2m, m — 1)-sommitelmaa kutsutaan Hadamardin
3-sommitelmaksz.
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5.4 Hajoava sommitelma ja Steinerin nelikkosysteemi

Tutkielman viimeisené asiana tarkastellaan hieman Steinerin nelikkosysteemeita ja
esitelladn tapa konstruoida niitd. Tédhan tarvitaan hajoavuuden kasitettd sekd muu-
tamaa aputulosta.

Tutkitaan Steinerin systeemid S(2,3,9), joka koostuu seuraavista kolmikoista:

{1,2,3}; {1,5,8}; {1,4, 7}; {1,6,9}
{4,8,9}; {3,4,6}; {2,6,8}; {2,4,5}
(5,6,7); {2,7,9}: {3,5,9); {3,7,8).

Kun katsotaan allekkain olevia kolmikoita, huomataan, etté jokainen joukon
{1,...,9} alkio esiintyy jossain niista tdsmélleen kerran. Kyseinen kolmikkosystee-
mi on siis mahdollista jakaa téllaisiin erityisiin luokkiin. Tadmé& on havainnollistava
esimerkki hajoavasta sommitelmasta, joka méaaritellaan seuraavaksi.

Maaritelma 12. Lohkosommitelma on hajoava, (engl. resolvable) jos lohkoista voi-
daan luoda r sellaista ryhméd, ettd jokaisen ryhmén g = £ lohkoa ovat erillisia
ja niiden unioni sisdltdd kunkin alkion tésmélleen kerran. Hajoavan sommitelman

ryhmié kutsutaan rinnakkaisluokiksi (engl. parallel classes).

Geometrisesti hajoavan sommitelman lohkoja voidaan pitda suorina ja rinnak-
kaisluokkia suorien kokoelmina, joista jokaiseen kuuluvat yhdensuuntaiset suorat
peittavat koko perusjoukon. Toisin kuin projektiivisissa tasoissa, joissa kaikki parit-
taiset suorat kohtaavat toisensa, hajoava sommitelma nayttad Euklidisen geometrian
mielessé nimenomaan yhdensuuntaisten suorien olemassaolon.

Hajoavia sommitelmia voidaan kiyttdaa esimerkiksi otteluohjelmia luotaessa. Ole-
tetaan, ettd lentopallojoukkueita on 2n kappaletta ja kaikki joukkueet pelaavat ker-
ran toisiaan vastaan. Oletetaan liséksi, ettd turnaus kestda 2n —1 péivaé ja jokaisena
paivana kukin joukkue pelaa yhden ottelun. Ratkaisu saadaan kokoamalla (27,2, 1)-
sommitelma. Osoitetaan, etté se on hajoava. Esitettdvi todistus on lahteesta [2].

Lause 14. Kun n on positivinen kokonaisluku, (2n,2,1)-sommitelma on hajoava.

Todistus. Olkoon S = {00, 1,2,...,2n — 1} perusjoukko ja D joukon S kaikkien 2-
alkioisten osajoukkojen joukko. Naytetdan, miten D voidaan jakaa erillisiin rinnak-
kaisluokkiin Dy, ..., Ds, 1. Maaritellddn, ettd osajoukot {i,c0} € D; ja {a,b} € D;,
jos

a+b=2i(mod 2n — 1),

missé a,b € S\{oo}. Koska lukujen 2 ja 2n — 1 suurin yhteinen tekija on 1, jokai-
nen joukon S 2-osajoukko kuuluu tarkalleen yhteen rinnakkaisluokkaan D;. Talloin
luokan D; lohko, johon a kuuluu, on {a,b}, missd b = 2i —a (mod 2n —1), jos a # i
ja a # oo, ja {i,00}, jos a =1 tai a = oc. O

Jakob Steiner pyrki vuonna 1853 muodostamaan systeemeitd S(¢,k,v), missa
k =t + 1. Ailemmin téssd luvussa on tutkittu tapauksia ¢t = 2, £ = 3 eli kol-
mikkosysteemeité, joiden 16ytédmisessa itse asiassa Thomas Penyngton Kirkmanilla
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oli merkittavéd rooli. Tuolloin systeemien S(3,4,v) konstruointi ei tdysin onnistu-
nut, mutta vuonna 1960 Haim Hanani (1912 — 1991) pystyi konstruoimaan kaikki
mahdolliset tapaukset. Kirkman kuitenkin néytti, ettd nelikkosysteemi on olemas-
sa, kun v on luvun 2 potenssi. Ennen nelikkosysteemien varsinaista méarittelya ja
konstruointia esitelldéan tarvittavat aputulokset.

Lemma 11. Steinerin systeemissd S(t, k,v) on (;’)/(l;) lohkoa.
Todistus. Tulos saadaan yhtélostd (19) valitsemalla A = 1. O

Sitten hyodynnetdén edellisen alaluvun aputulosta siitd, miten johdetun sommi-
telman lohkot muodostetaan.

Lemma 12. Jos on olemassa Steinerin systeemi S(t,k,v), niin on olemassa myds
systeemi S(t — 1,k — 1,v —1).

Todistus. Viite seuraa, kun lemmassa 8 valitaan \ = 1. O

Systeemin parametreja voidaan siis aina pienentdd, ja lohkojen lukumé&édrén on
sdilyttava luonnollisena lukuna. Seuraava aputulos on tédten varmasti voimassa.

Lemma 13. Jos S(t, k,v) on olemassa, niin luvut

v k v—1 k—1 v—1t+1 k—t+1
() GG )
ovat luonnollisia lukuja.

Lemman 13 perusteella hvaitaan systeemin S(t, k, v) valttdmé&ttomia voimassao-
loehtoja. Jos on olemassa esimerkiksi S(2, k, v), niin lukujen (g)/(g) ja (”Il)/(kil)
ZEZ::B ja =% ovat luonnollisia lukuja.

Jotta kolmikkosysteemi S(2,3,v) voisi olla olemassa, vaaditaan, ettd v(v — 1) =0
(mod 6) jav —1 = 0 (mod 2) eli tiivistettynd v = 1 tai 3 (mod 6), kuten aiem-
min téssd luvussa osoitettiin. Tutkitaan nyt vastaavasti nelikkosysteemin S(3,4,v)

olemassaoloa.

on oltava luonnollisia lukuja. Toisin sanoen

Lemma 14. Jos Steinerin nelikkosysteemi S(3,4,v) on olemassa, niin v = 2 tai 4
(mod 6).

Todistus. Jos kiytetdan lemmaa 13, niin lukujen (3), %(”;1) ja %(”12) on oltava
luonnollisia lukuja. Véite voidaan todistaa myos paattelemélld, ettd jos S(3,4,v) on
olemassa, niin my6s S(2,3,v — 1) on olemassa. T&ll6in v — 1 = 1 tai 3 (mod 6) eli

v =2 tai 4 (mod 6). O

Esitelldan ennen alaluvun péaatuloksia nelikkosysteemin méaritelma ja erds mer-
kintatapa.

Maaritelma 13. Steinerin nelikkosysteemi S(3,4,v), merkitddn myos SQS(v), on
3 — (v,4, 1)-sommitelma.

Tarkastellaan viela esimerkkia nelikkosysteemistd ja muodostetaan sen pohjalta
johdettu sommitelma, joka maéériteltiin aiemmin.
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Esimerkki 14. Steinerin systeemi SQ.S(10) voidaan koota perusjoukosta {0,...,9}
valitsemalla lohkoiksi {1,2, 4,5}, {1,2,3,7}, {1, 3,5, 8} ja niiden translaatit eli sykli-
set siirrot (mod 10). Esimerkiksi lohkon {1, 2,3, 7} translaatit ovat {2, 3,4, 8},
(3,4,5,9}, {4,5,6,0}, {5,6,7,1}, {6,7,8,2}, {7,8,9,3}, {8,9,0,4}, {9,0,1,5} ja
{0,1,2,6).

Valitaan P = 0. Nyt johdettu sommitelma Dp koostuu lohkoista

{1,3,4}; {1,7,8}; {2,3,9}; {6,7,9}; {1,2,6}; {1,5,9};
{4,8,9}; {4,5,6}; {2,4, 7}; {2,5,8}; {3,6,8} ja {3,577}.

Néin saatiin jdlleen Steinerin systeemi S7'S(9).

Esitelldan nyt nelikkosysteemin tuplauskonstruktio. Jos siis tunnetaan jokin ne-
likkosysteemi, on aina mahdollista luoda uusi.

Lause 15. Jos on olemassa Steinerin nelikkosysteemi SQS(v), on olemassa myds
systeemi SQS(2v).

Todistus. Olkoot X ja Y erilliset v-joukot. Olkoot &) ja Sy systeemeja SQS(v), jois-
ta ensimmainen on koottu perusjoukon X pohjalta ja jalkimmé&inen perusjoukon
Y pohjalta. Lemman 14 mukaan v on parillinen, joten voidaan konstruoida kaksi
hajoavaa (v, 2, 1)-sommitelmaa. Olkoot F1,. .., F,_; rinnakkaisluokkia joukon X ta-
pauksessa ja G, ...,G,_ 1 rinnakkaisluokkia joukon Y tapauksessa. Muodostetaan
sitten nelikkosysteemi unionin X U Y pohjalta valitsemalla nelikoiksi kaikki sys-
teemien S; ja Sy nelikot sekd kaikki sellaiset nelikot {z1, 9,91, 32}, ettéd jollakin i
osajoukko {x1,z2} € Fj ja {y1,y2} € G;. Voidaan péitelld, ettd joukon X mitkéa
tahansa kolme alkiota esiintyvét vain yhdessé systeemin S; nelikossa ja vastaavasti
joukon Y mitka tahansa kolme alkiota esiintyvét vain yhdessé systeemin S nelikos-
sa. Tarkastellaan lopuksi kolmea alkiota x;, x5 ja y. On vain yksi sellainen indeksi
i, jolle on voimassa {x1,z2} € Fj, ettd {y1,y2} on luokan G; yksikésitteinen alkion
y sisdltava lohko. Talla tavalla saadaan kaikki halutut nelikot. ]

Todetaan induktioperiaatteen nojalla, ettd nelikkosysteemi SQ.S(2") on olemassa
kaikilla eksponenteilla n > 2.

Tutkielman lopuksi esitellddn vield Hananin tulos, jota ei kuitenkaan todisteta
tasséd tarkasti. Hanani onnistui osoittamaan, ettd lemman 14 ehdon toteutumisesta
seuraa systeemin SQS(v) olemassaolo. Todistuksessa kiytetdén seuraavia rekursii-
visia tietoja:

1. Jos on olemassa SQS(v), on olemassa myos SQS(2v).

2. Jos on olemassa SQS(v), on olemassa my6s SQS(3v — 2).

4. Jos on olemassa SQS(v) ja v =8 (mod 12), on olemassa myds SQS(3v + 2).

)
)
3. Jos on olemassa SQS(v) ja v =10 (mod 12), on olemassa my6s SQS(3v +4).
)
5. Jos on olemassa SQS(v), on olemassa myos SQS(4v — 6).

)

(
(
(
(
(
(

6. Jos on olemassa SQS(v), on olemassa myos SQS(12v — 10).
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Kun liséksi tiedetaén, ettd systeemit SQS(14) ja SQS(38) ovat olemassa, saadaan
todistettua seuraava lause.

Lause 16. Steinerin nelikkosysteemi S(3,4,v) on olemassa, jos ja vain jos v = 2
tai 4 (mod 6), missd v > 4.
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6 Yhteenveto

Kerrataan, millaisia tutkimustuloksia tyon aikana saatiin. Ensinndkin on olemas-
sa useita menetelmid Hadamardin matriisien konstruoimiseksi. Ne on saatu aikaan
kiyttamalld hyodyksi monenlaisia matemaattisia késitteitd, operaattoreita ja tulok-
sia. Pienikokoisia lohkosommitelmia on mahdollista muodostaa paattelemélld, mut-
ta tassdkin yhteydesséa erilaiset konstruointimenetelmét ovat tarpeen. Sommitelmia
voidaan koota esimerkiksi muuttamalla Hadamardin matriisi sommitelman matrii-
siksi, muodostamalla ekvivalenssiluokkien avulla projektiivinen taso tai keradmalla
kolmikoita Skolemin metodin mukaisesti.

Tutkielman yhtena tavoitteena oli 16ytaa jatkumo Hadamardin matriiseista loh-
kosommitelmien ja projektiivisten tasojen kautta Steinerin systeemeihin. Osoittau-
tui, ettd erds yhteys kaikkien néiden valilla on (7,3, 1)-sommitelma, silld sen néhtiin
olevan projektiivinen taso ja Steinerin systeemi. Kyseessd on myts Hadamardin som-
mitelma, joten sen avulla loydetdan Hadamardin matriisi. Téllainen yksinkertainen
esimerkki voi osoittaa, kuinka matematiikassa eri tavalla méaritellyt asiat saattavat
liittya tai vaikuttaa toisiinsa.

Pohditaan lopuksi, miten tutkimustyoté voisi jatkaa tdmén tutkielman pohjalta.
Yksi vaihtoehto olisi tutkia liséa otaksumaa siitd, etté jokaisella asteluvulla m = 4k
olisi olemassa Hadamardin matriisi ja sommitelma. Vuoteen 2014 mennessa tiede-
taan 12 kappaletta lukua 2000 pienempia mahdollisia astelukuja, joiden tapauksessa
Hadamardin matriiseja ei tunneta lainkaan. Olisi my6s kiinnostavaa tarkastella sy-
véllisemmin Hadamardin 3-sommitelmien ja matriisien vélistd yhteytta tai Steinerin
nelikkosysteemien olemassaoloehtoa. Mainitaan vield, ettd vaikka téssa tutkielmas-
sa sivuutettiin esimerkiksi affiinit tasot eli (n?,n, 1)-sommitelmat, differenssisystee-
mit ja parittain tasapainoiset (v, K, \)-sommitelmat, missé parametri K on joukko,
niissakin riittéisi runsaasti tutkittavaa.
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