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Tutkielmassa esitelladn graafin solmujen klusterointiongelma, tarkastellaan sité eri-

tyisesti harvoissa graafeissa ja ratkaistaan se hajautetun laskennan mallissa.

Léhdetédan ensin liikkeelle méaritteleméalld graafin metséisyys ja mitd harvalla graa-
filla tarkoitetaan. Ensimmaisesséd luvussa myos tutustutaan riippumattomiin jouk-
koihin. Lopuksi esitellaan tiukka ylaraja maksimaalisen riippumattoman joukon las-

kevan ahneen algoritmin suoritusajalle, kun algoritmia ajetaan rinnakkaisesti.

Toisessa luvussa mééritelladn hajautetun laskennan mallit LOCAL ja MPC (Mas-
sively Parallel Computation), joista jalkimmaistd on tutkittu laajalti 2010-luvulla.
MPC-mallissa on kiytossa tekniikat graafin eksponentiaatio ja kierrosten tiivistami-

nen, joiden avulla voidaan simuloida LOCAL-algoritmeja tehokkaasti.

Luvussa 3 perehdytaédn korrelaatioklusterointiin. Esitelldan ongelman ratkaiseva yk-
sinkertainen algoritmi ja todistetaan, etté se on 3-approksimaatio. Sitten pohditaan,
miten algoritmi voidaan toteuttaa rinnakkaistetusti. Lopuksi osoitetaan muutamia
ominaisuuksia, joita pienen metséisyyden graafeilla on mité korrelaatioklusterointiin

tulee ja hyodynnetddn niitd algoritmien suunnittelussa.

Neljannessé luvussa esitelladn tutkielman péaatulos, MPC-algoritmi korrelaatioklus-
teroinnille, joka on eksponentiaalisesti nopeampi kuin aiempi nopein tunnettu al-
goritmi. Sen toteutuksessa hyodynnetddn luvun 2 tekniikoita ja luvun 1 tulosta

maksimaalisista riippumattomista joukoista.

Asiasanat: graafiteoria, hajautettu laskenta, klusterointi, metséisyys.
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Johdanto

Graafi on tietorakenne, jossa on solmuja ja kaaria. Niilla voi kuvata objektien kes-
kindisia suhteita. Kuvitellaan jokin sosiaalisen median verkosto, jolla on miljardi
kiyttajad. Verkostoa voidaan kuvata graafilla, jossa solmut ovat kiyttajid ja kaaret
ovat kiyttajien valiset kaveruussuhteet.

Harvassa graafissa on vain vahén kaaria suhteessa solmujen méaréan. Oletetaan,
ettd kuvittelemamme somen kayttajalla voi olla korkeintaan 5000 kaveria ja etté
kavereiden méaaran keskiarvo on 300. Graafi on erittdin harva suhteessa solmujen
méadrddn ja graafin maksimiasteeseen.

Klusterointi on datapisteiden ryhmittelyé jossain mielessd keskendéan samanlai-
siin joukkoihin. Se on hyvin tyypillinen ohjaamattoman oppimisen menetelma. On
olemassa lukuisia ongelmia, joiden ratkaisuun kuuluu datan ryhmittely. Klusterointi
edelld kuvatussa sosiaalisen median kaveruusgraafissa olisi esimerkiksi kaveriporu-
koiden, yhteisdjen ja sukujen tunnistamista.

Pitkdén tietokoneiden suorituskyky kehittyi siten, ettd mikrosirut pienenivét ja
tulivat edullisemmaksi valmistaa, mutta jossain vaiheessa kehitys on tullut siita, etta
koneissa on useita ytimid, jotka kayttavat yhteistd tallennustilaa. Nykyaén yhteen
ongelmaan liittyvaa dataa on niin paljon, etta se ei valttamatta mahdu yhden koneen
tallennustilaan laskennan tilavaativuudesta puhumattakaan. Laskennassa tarvitaan
siis useita koneita rinnakkain.

Kommunikointi koneiden valilla on hidasta tietokoneen laskennan nopeuden mit-
takaavassa. Moderni prosessori voi suorittaa yhden alkeisoperaation mikrosekunneis-
sa, mutta toiselle koneelle samassa verkossa yhden bitin vélittdminen vie joitain mil-
lisekunteja. Laskennassa pullonkaula on siis koneiden keskindisen kommunikaation
maéaarassid. Avuksi otetaan hajautettu laskenta, jossa ongelma pyritdéan ratkaisemaan
niin, ettd mahdollisimman suuri osa laskennasta tapahtuu yksittaisilla koneilla ja
koneiden tarvitsee kommunikoida keskendén vain vahéan.

Graafin solmujen ryhmittelyé, korrelaatioklusterointia, ja Pivot-algoritmia on
kasitelty aiemminkin rinnakkaistetuissa ja hajautetuissa laskennan malleissa, muun
muassa artikkeleissa [T ja [2]. Tésséd tutkielmassa tutkitaan klusterointia erityisesti

sublineaarisen muistin MPC-mallissa ja kun kohteena ovat harvat graafit.



1 Graafiteoriaa

Esitelldan ensin kautta tutkielman kaytetyt merkinnéat ja késitteet.

Perikkaisten kokonaislukujen joukolle kiytetddn merkintaéa [m,n] = {m,... ,n}
ja joukon A koolle merkintaé # A.

Olkoon G = (V| F) yksinkertainen suuntaamaton graafi. Graafi H = (Vy, Ey)
on graafin G aligraafi, jos Vg C V ja Ey C E, ja merkitddn H C G. Joukon
V' C V indusoima aligraafi on G[V'] = (V' E'), missd E' = {uv € E : u,v €
V'}. Vastaavasti kaarijoukon E’ C E indusoimassa aligraafissa G[E'] = (V', E’)
solmujoukko on V' = | J, . €.

Kahden solmun u ja v vilinen etdisyys d(u,v) on lyhimmén solmujen u ja v
vélisen polun pituus. Jos solmujen vililla ei ole polkua, merkitddn d(u,v) = oo.
Merkitaéan graafin ldpimittaa diam(G) = max, yev d(u,v). Graafi G on yhtenéinen,
kun diam(G) < oo. Yhtenéinen komponentti on graafin maksimaalinen yhteni-
nen aligraafi. Klikiksi kutsutaan aligraafia, joka on téydellinen, siis jossa kaikkien
solmuparien vililla on kaari. Taydellista graafia, jossa on n solmua, merkitaan K.

Solmun v € V naapurusto on joukko N(v) = {u € V : uv € E} ja solmun aste
on d(v) = #N(v). Merkitdan graafin G maksimiastetta A = max,cy d(v). Merki-
tddn solmun naapurustoa, astetta ja maksimiastetta jossain aligraafissa alaindeksil-
14, esimerkiksi aligraafin H maksimiaste on Ay. Lisdksi asteelle solmujen osajoukon
V' C V indusoimassa aligraafissa kilytetddn lyhennysmerkintad depq(v) = dyr(v).
Solmun k-naapurustoksi kutsutaan joukkoa {u € V' : 1 < d(v,u) < k}.

Graafi G = (V,E) on puu, jos se on yhtendinen ja #FE = #V — 1. Toisin
luonnehdittuna puut ovat minimaalisia yhtenéisid graafeja. Graafi on metsa, jos
sen yhtendiset komponentit ovat puita. Puun astetta 1 olevia solmuja kutsutaan
lehtisolmuiksi. Téahtigraafi on puu, jossa kaikki solmut yhta lukuun ottamatta ovat
lehtia.

Esitelldan varsin hyodyllinen graafiteorian klassikkotulos.

Lemma 1.1 (Kéttelylemma). Olkoon G = (V, E) graafi. Silloin

> da(v) =2-#E.

veV

1.1 Metsaisyys

Téssé tutkielmassa késitellddn niin kutsuttuja harvoja graafeja. Luontevasti ajatel-
tuna graafi on harva, jos siind on viahéan kaaria suhteessa solmujen méaéraan ja kaaria

ei ole misséaédn aligraafissa tihedsti. Maaritelladan tdma ajatus formaalisti.



Maaritelma 1.2 (Metséisyys). Graafin G = (V, E) metséisyys A\g on

HCG | #Vy — 11|’

missa aligraafeilla H = (Vy, Ey) on #Vg > 2.

Huomataan, ettd graafi G on metsé, jos ja vain jos A\ = 1. Havaitaan myos, etta
jos H on graafin G aligraafi, niin Ay < Ag, koska kaikki graafin H aligraafit ovat
my0s graafin G aligraafeja.

Metséisyys on eradnlainen graafin lokaalin tiheyden mittari. Se luonnehtii graafia
rajoittamatta sen rakennetta tarkasti. Toisin on esimerkiksi tasograafien laita, jotka
voidaan karakterisoida graafeiksi, joissa ei ole alirakenteena taydellisia graafeja K
ja K3 3. Ndytetddn seuraavaksi, ettd \-metsdisessd graafissa ei voi olla liian suurta

taydellista graafia aligraafina.
Lemma 1.3. Taydellisen graafin K,, metsdaisyys on Ak, = [%W

Todistus. Graafin K, kaikki indusoidut aligraafit on téydellisid graafeja K}, joissa

on k solmua ja (g) kaarta. Siis

A, = max ﬁ = {E—‘
K = peim | k=1 21
O

Edellisestd lemmasta seuraa, ettd \-metsédisessd graafissa ei voi olla aligraafina
klikki&d Koy,1. Tdma on valttaméaton mutta ei riittava ehto graafin A-metséaisyydelle.

Kuvassa [ on 3-metsiinen graafi, jonka suurin klikki on Kj.

Kuva 1: Esimerkki 3-metséisen graafin kaarien partitiosta kolmeen metsaéan. Katko-
viivalla ympyroity aligraafi antaa maksimin metséisyyden méaaritelméssa.



Kuva 2: Kuuden solmun téydellinen graafi partitioituna kolmeen puuhun.

Esitetdén seuraava luonnehdinta metséisyydelle ilman todistusta. Sen esitti brit-
tildinen matemaatikko Crispin Nash-Williams vuonna 1961 ([3]) ja ekvivalentin muo-
don esitti brittildis-kanadalainen koodinmurtaja William Tutte (J4]) ailemmin sama-

na vuonna. Eras todistus lauseelle on artikkelissa [5].

Lause 1.4 (Nash-Williamsin lause). Graafin G = (V, E) (oletus etti #V > 2)
kaaret voidaan partitioida T metsdksi, jos ja vain jos kaikille graafin G aligraafeille
H pdtee

#Eqy <7 (#Vu —1). (1)

Huomautettakoon, ettd A\g on pienin luku 7, jolle ehto pétee. Siis A-metséisen
graafin kaaret voidaan partitioida A\ metsaksi.

Aiemmin osoitettiin, ettd tédydellisen graafin K, metsiisyys on [%W Edellises-
ta lauseesta seuraa siis, ettd tdydellinen graafi K, voidaan partitioida ’—g-‘ puuhun.
Parillisilla n partitio saadaan helposti Hamiltonin poluista, kuten kuvassa [2| Parit-
tomilla n partition puut ovat 7 polkua aligraafista K, ; ja yksi tdhtigraafi, jossa
viimeisestéd solmusta on kaari Jokalseen aligraafin K, _; solmuun.

Tarkastellaan seuraavaksi, miten metséisyys liittyy graafin solmujen asteisiin.
Lemma 1.5. Graafin G keskimddrdinen aste on pienempi kuin 2 - \q.

Todistus. Merkitdan #V = n. Lasketaan graafin solmujen asteet kiyttamaélla ensin
kattelylemmaa 1.1, sitten maaritelmaa

D d(v) =2-#E < 2X\(n—1).

veV

Jakamalla puolittain luvulla n saadaan

n—1
Zd ) <2\ ><2/\.

n
veV



]

Kayttamalla arvioita #E < %A-#V ja A < #V —1 metsiisyyden méaéritelmésta

saadaan, etta

e { #Ey w [AH-#VHW
¢=max|————| <max|———
HCG | 2

HCG | #Vg — 1 (#Vy —1)
- maX[(AH + 1) (#Vyg — 1)1 B {AG + 1"
~ HCG 2(#Vi — 1) B 2 |

Ylédraja on tiukka, silld yhtdsuuruus on voimassa esimerkiksi taydellisissd graafeissa
ja sykleissd. Graafin maksimiaste voi myos olla metsaisyyttd huomattavasti suurem-
pi. Esimerkiksi n solmun téhtigraafissa maksimiaste on jopa n — 1, mutta graafin
metséisyys on vain 1. Aiemmin mainittujen tasograafien maksimiaste voi niin ikdén
olla mielivaltaisen suuri, mutta metsaisyys on korkeintaan 3, koska tasograafissa
#E < 3-#V —6, kun #V > 3. Tama raja myos saavutetaan, silld kuvan [1| graafi

on tasograafi, jonka metséisyys on 3.

1.2 Riippumaton joukko

Maaritelmé 1.6 (Riippumaton joukko). Olkoon G = (V, F) graafi. Joukko R C V
on riippumaton joukko, jos kaikilla u ja v € R on voimassa uv ¢ FE. Lisdksi R on
maksimaalinen riippumaton joukko, jos kaikille solmuille v € V' on voimassa toinen
ehdoista

l.veR
2. N(v)N R # 0.

Maksimaalisessa riippumattomassa joukossa solmu on itse riippumattomassa jou-
kossa tai jokin sen naapureista on. Toisin sanoen maksimaaliseen riippumattomaan
joukkoon ei voi lisata yhtaan solmua. Téassa kontekstissa ei olla kiinnostuneita mah-
dollisimman suurista riippumattomista joukoista.

Muodostetaan riippumaton joukko R ahneesti: seuraavalla tavalla. Valitaan jo-
kin satunnainen solmu v € V, lisdtdén se riippumattomaan joukkoon ja poistetaan
graafista solmu v ja sen naapurusto. Téta toistetaan, kunnes graafi on tyhja. Satun-
naista valintaa on helpompi késitellé, jos kiinnitdmme solmuille jarjestyksen ennen
algoritmin suorittamista ja sovitaan, etta valitsemme jéljelld olevista solmuista sen,
jolla on pienin jarjestysluku.

Perustellaan lyhyesti, miksi algoritmi [1| tuottaa maksimaalisen riippumattoman
joukon. Algoritmin tulostama joukko R on riippumaton, koska solmun v € R naa-

purit poistetaan graafista, kun solmu v lisdtédén joukkoon R. Algoritmin suorituksen



Algoritmi 1: Ahne riippumaton joukko

Sy6te: Graafi G = (V, E), missd #V = n.
Solmujen satunnainen jarjestys 7: [1,n] — V.

Tuloste: Maksimaalinen riippumaton joukko R C V.

R« 0

kunnes V = () toista
v < argmingcy ™ (u)
R <+ RU{v}
V+—V\{v}UN(@))

palauta R

lopuksi graafi on tyhja. Solmu v € V' voi poistua graafista kahdella tavalla. Joko se
on itse tullut lisdtyksi joukkoon R, jolloin maksimaalisuuden ehto 1 on voimassa,
tai jokin sen naapureista u € N(v) on lisdtty riippumattomaan joukkoon, ja silloin
ehto 2 on voimassa.

Jos solmuja valitaan yksi kerrallaan, niin huonoiten algoritmi suoriutuu graafis-
sa, jossa ei ole lainkaan kaaria, silld silmukka joudutaan toistamaan n kertaa. Jos
vaadimme, ettd syotegraafin on oltava yhtenéinen, niin silti esimerkiksi polkugraafis-
sa silmukka taytyy toistaa vahintdén £ kertaa, silla kullakin solmulla on korkeintaan
2 naapuria.

Algoritmi rinnakkaistuu luonnollisella tavalla. Riippumattomaan joukkoon voi-
daan lisdaté useita solmuja yhté aikaa, kunhan solmut eivét ole naapureita keskenéén.
Taméa onnistuu siten, ettd valitaan riippumattomaan joukkoon kerrallaan kaikki lo-
kaalit minimit jarjestyksen m suhteen, siis solmut v, joilla 77! (v) < mingey @) 7 (w).
Rinnakkaistettu versio tulostaa saman riippumattoman joukon kuin perdkkéinen al-

goritmi. Tarkalleen jokainen solmu, joka valitaan algoritmissa [2| joukkoon R', on

Kuva 3: Mustat solmut muodostavat ahneen riippumattoman joukon. Solmut
7(1),7(3),7(4), 7(6) ja m(9) muodostavat viiden solmun riippuvuuspolun.



Algoritmi 2: Ahne riippumaton joukko rinnakkaisesti

Sy6te: Graafi G = (V, E), missd #V = n.
Solmujen satunnainen jarjestys 7: [1,n] — V.

Tuloste: Maksimaalinen riippumaton joukko R C V.

R« 0

kunnes V = () toista
R+ {veV:nHv) <mingenw 7 *(u)}
R+ RUR
Ve VAN(RUU,ep N©))

palauta R

pienin graafissa jaljella oleva solmu v jossain vaiheessa algoritmin [1| suoritusta.

Huonoimmassa tapauksessa polkugraafissa solmut ovat kasvavassa jérjestyksessé
polun yhdesta paasta toiseen ja kerrallaan vain yksi solmu on lokaali minimi. Tall6in
algoritmin suoritus myos rinnakkaisesti vie O(n) kierrosta. Kéy kuitenkin ilmi, etta
suurella todennékéisyydelléﬂ edelld kuvatun kaltaiset epaonniset jarjestysketjut ovat
lyhyita.

Formalisoidaan seuraavaksi ritppuvuuspolun késite. Olkoon G = (V, E) graafi ja
kiinnitetdén jokin solmujen satunnainen jérjestys 7: [1,n] — V. Olkoon R C V ahne
riippumaton joukko, joka saadaan suorittamalla algoritmi [2| solmujen jérjestyksella
7. Merkitddn inhib(u) = argmin{zr='(v) : v € N(u) N R} sitd riippumattomaan
joukkoon kuuluvaa solmun u ¢ R naapuria, jolla on pienin jérjestysluku jarjestyk-
sessa m ja kutsutaan sitd solmun w inhibiittoriksi. Riippuvuuspolussa joka toinen
solmu kuuluu lopulta ahneeseen riippumattomaan joukkoon. Solmujen jarjestyslu-
vut kasvavat polun péaésté toiseen. Lisdksi solmut, jotka kuuluvat riippumattomaan
joukkoon, ovat inhibiittoreita niille solmuille, jotka eiviat kuulu riippumattomaan

joukkoon.

Maaritelma 1.7 (Riippuvuuspolku). Indeksijono kq, ko, . . ., kojp1, missé k; € [1, n]
ja k; < kj; kaikilla ¢ < j € [1, 2] + 1], on riippuvuuspolku, jos

(i) (w(k1),...,m(ka41)) on polku graafissa G,
(ii ;) € R kaikilla parittomilla i,

(iii ;) ¢ R kaikilla parillisilla ¢,

(iv) m(k;—1) = inhib(m(k;)) kaikilla parillisilla i.

)
) m(k
) m(k
) m(

1"Suurella todennikdisyydelld” tarkoittaa, ettd sopivilla vakioiden valinnoilla suotuisan tapah-
tuman todennakoisyys on 1 — % milld tahansa halutulla ¢ > 0.

7



Kuva 4: Solmut 7(ky), w(k2), ..., m(k7) muodostavat riippuvuuspolun.

Kuvassa {| solmut 7(ky), ..., n(ke) ja m(ky) muodostavat riippuvuuspolun. Sol-
mulla 7(k4) on naapurit 7(k3) ja w(k’), joista tiedetddn ettéd ks < k' riippuvuuspolun
mééritelmin mukaan. Oletetaan liséksi, ettd &' < k4. Solmu 7 (k') on lokaali mini-
mi ensimmaiselld kierroksella. Se tulee lisédtyksi riippumattomaan joukkoon ja sen
naapuri 7(ks) poistuu graafista. Solmu 7(k4) olisi poistunut graafista viimeistdan
toisella kierroksella, kun sen inhibiittori 7 (k3) lisitaén riippumattomaan joukkoon.

Kun algoritmia ajetaan rinnakkaisesti, niin riippuvuuspolussa seuraavan solmun
tulee odottaa korkeintaan niin kauan, ettd edellinen on poistunut graafista. Graafin
pisimmén riippuvuuspolun pituus antaa siis ylarajan tarvittavien kierrosten maéa-

ralle.

Lemma 1.8. Olkoon G = (V, E) graafi ja olkoon m: [1,n] — V solmujen satun-
nainen jarjestys. Jos pisin rigppuvuuspolku graafissa G on 2l + 1 solmua pitkd, niin

algoritmin |4 suoritus kestid korkeintaan | + 1 kierrosta.

Todistus. Tarkastellaan algoritmin [2] sellaista versiota, jossa solmu u ¢ R poistuu
graafista vasta, kun inhib(u) € R tulee kisittelyyn. Tavallisen rinnakkaistetun algo-
ritmin suoritus kestdé korkeintaan yhtéd kauan kuin tdmén version.

Osoitetaan induktiolla, ettd kierroksella ¢ joukkoon R lisattéva solmu on viimei-
nen solmu riippuvuuspolussa, jonka pituus on 2(i — 1) + 1. Kierroksella 1 lisdtyn
solmun taytyy olla riippuvuuspolun ensimmainen solmu. Jos solmu v tulee lisatyksi
riippumattomaan joukkoon kierroksella ¢ + 1, niin kierroksella ¢ silla oli viela naa-
puri u, jolla 7' (u) < 7 !(v). Solmu u poistui graafista kierroksella i, koska sol-
mu inhib(u) lisdttiin riippumattomaan joukkoon. Induktio-oletuksen mukaan solmu
inhib(u) on 2(7 — 1)+ 1 solmun pituisen riippuvuuspolun viimeinen solmu. Kun sité
polkua jatketaan solmuilla u ja v, niin saadaan 2¢+ 1 solmua pitké riippuvuuspolku,
jonka viimeinen solmu on solmu v.

Todetaan, ettd graafin jokainen solmu v tai sen inhibiittori kuuluu johonkin
riippuvuuspolkuun. Jos graafin pisin riippuvuuspolku on 2/ 4+ 1 solmua pitké, niin
sen viimeinen solmu poistuu graafista viimeistdan kierroksella [ 4 1 ja silloin graafi

on tyhja. O]



Esitetdédn seuraava lause ilman todistusta. Todistus on kokonaisuudessaan artik-
kelissa Tight Analysis of Parallel Randomized Greedy MIS ([6]).

Lause 1.9. Olkoon G = (V, E) graafi, jolla #V = n ja olkoon 7: [1,n] — V solmu-
jen satunnainen jarjestys. Graafin G pisin riippuvuuspolku jarjestyksen m suhteen

on pituudeltaan luokkaa O(logn) suurella todenndkdisyydelld.

Lemman 1.8/ kanssa edellisesta lauseesta seuraa, etté algoritmi |2 paéttyy O(logn)
kierroksen jélkeen suurella todennékoisyydella.

Lause on merkittavé tulos. Aiemmin oli osoitettu, ettd satunnaisissa Erdgs—
Rényi-graafeissa keskiméaarainen suoritusaika on O(logn) ([7]) ja etté yleisissa graa-
feissa riippuvuuspolun pituus on O(log® n) suurella todennikoisyydelld ([8]). Lisiksi
artikkelissa [0] osoitetaan, ettd algoritmin [2| suoritusaika O(logn) on tiukka. On ni-
mittain olemassa graafi, jonka pisin riippuvuuspolku on Q(logn) solmua pitkéd suu-

rella todennakoisyydella.



2 Hajautettu laskenta

On olemassa erilaisia hajautetun laskennan malleja eri abstraktiotasoilla. Téassé lu-
vussa esitellddan kaksi hyvin erilaista mallia. Yhteisté niille on, etté tarkastelu ei riipu
tietokoneiden arkkitehtuurista, kdyttojéarjestelmésta tai ohjelmointikielestd. Silloin
paastaan kasiksi ongelmien luonteeseen, siis siithen, minkélaiset ongelmat ovat yli-
paataan tehokkaasti ratkaistavissa hajautetussa mallissa.

Téasséd yhteydessa ei vilitetd kiytannon ongelmista, kuten koneiden keskindises-
ta synkronoinnista tai siitd miten toimitaan silloin, jos yhdessd koneessa tapahtuu
jokin virhe tai jokin koneiden vélinen yhteys katkeaa. Oletetaan meilld olevan paitsi

ideaalikoneita, myos ideaaliverkko.

2.1 LOCAL-malli

LOCAL-mallissa nimensd mukaisesti ratkaistaan graafiongelmia paikallisesti. Malli
on saanut alkunsa Nathan Linialin vuoden 1992 artikkelista [9].

LOCAL-mallissa syotegraafin jokainen solmu on itsendinen laskukone. Solmuilla
on suuruusluokkaa O(logn) olevat yksilolliset tunnisteet. Laskenta etenee synkro-
noiduissa kierroksissa. Solmut voivat joka kierroksella tehdé ensin rajattomasti las-
kelmia, sitten vaihtaa viestejd naapuriensa kanssa ja lahettdd rajattomasti tietoa
niille. Algoritmin suorituskykyd mitataan kierrosten méarassa.

LOCAL-mallissa solmu voi kerdtd k kierroksessa tiedon korkeintaan sen k-
naapurustosta. Yhden solmun laskentaa ja solmujen vélittdmien viestien kokoa ei
ole rajoitettu, joten kaikki ongelmat voidaan triviaalisti ratkaista diam(G) kierrok-
sessa. Silloin jokainen solmu tuntee koko graafin ja voi suorittaa algoritmin paikalli-
sesti. Jotkin ongelmat luonteeltaan globaaleja, toisin sanoen yhtéén pienempi maara
kierroksia ei riitd ongelman ratkaisemiseen. Esimerkki téllaisesta ongelmasta on pol-
kugraafin solmujen vérittdminen kahdella varilld niin, ettad vierekkdiset solmut eivét
ole saman vérisia.

Edellisen luvun ahne algoritmi riippumattomalle joukolle voidaan toteuttaa
LOCAL-mallissa helposti. Solmut kerdévat naapuriensa jarjestysluvut ensimmaisel-
14 kierroksella ja tietévit sen perusteella, ovatko ne itse lokaaleja minimeja. Lokaalit
minimit merkitsevéit itsensa riippumattomaan joukkoon kuuluviksi ja lahettavat toi-
sella kierroksella tiedon tilastaan naapureilleen, jotka taas merkitsevat itsensé pois-
tetuksi graafista. N&itd kahta kierrosta toistetaan, kunnes kaikki solmut tietévét
lopullisen tilansa. Kahdessa LOCAL-kierroksessa voidaan siis suorittaa yksi kierros
algoritmia 2 Lemman [I.§]ja lauseen perusteella LOCAL-algoritmin suoritukses-

sa kestdd O(logn) kierrosta suurella todennékoisyydelld. Siind ajassa solmut ovat
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chtineet kerdtd O(logn)-naapurustonsa, mistd seuraa ettd solmun lopullisen tilan

voi méérittdd sen O(log n)-naapuruston perusteella suurella todennékdoisyydella.

2.2 MPC-malli

MPC on lyhenne sanoista massively parallel computation. Se on abstraktio erdisté
laajalti kiiytossé olevista hajautetun laskennan tyokaluista, kuten Googlen MapRe-
ducesta ja sitd vastaavasta avoimen ldhdekoodin Hadoopista. Mallin katsotaan ke-
hittyneen 2010-luvun aikana artikkeleiden [10} 1T} 12} 13| 14] ja [I5] my6té.
Kuvitellaan koneita, jotka voivat yhdesséd kierroksessa tehda mielivaltaisia las-
kelmia silld datalla, mitd niiden muistissa on, sitten kommunikoida kaikkien muiden
koneiden kanssa ja lahettda ja vastaanottaa rajallisesti tietoa. Algoritmin suoritus-
kykyd mitataan tarvittavien kierrosten méarassa kuten LOCAL-mallissakin. Yleen-
sé havitellaan korkeintaan polylogaritmista suoritusaikaa eli (’)(logk n) jollain k € N.

MPC-mallissa ratkotaan usein graafiongelmia.

Maaritelma 2.1 (Sublineaarinen MPC-malli). Olkoon G syGtegraafi, jossa on n
solmua ja N kaarta. Olkoot koneiden maard M ja konekohtainen muistin maaré
S € O(n°), missi 0 < § < 1. Koneita on tarpeeksi, jotta koko graafi mahtuu muistiin,
siis M-S > N. Yhdella kierroksella koneen lahetettdmien ja vastaanottamien viestien
koko saa olla korkeintaan O(.S).

Liséksi téssa tutkielmassa oletetaan, ettd yhden solmun koko naapurusto mahtuu
yhdelle koneelle, toisin sanoen Ag < S.

MPC-mallissa on olemassa erilaisia muistimalleja: S € Q(n'*°) jollain § > 0
on superlineaarinen, S € ©(n) lineaarinen ja S € O(n’), missd 0 < § < 1, subli-
neaarinen. Muistin suuruusluokka vaikuttaa oleellisesti algoritmin suunnitteluun.
Luonnollisesti nopeiden algoritmien suunnittelu on haastavinta silloin, kun muis-

tia on kiytossd viahdn suhteessa syotteen kokoon. Superlineaarisessa ja lineaarisessa

Kuva 5: MPC-mallissa kaikki koneet ovat yhteydessa toisiinsa ja syotegraafi on jaettu
mielivaltaisesti niiden kesken.
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muistimallissa voidaan esimerkiksi kiyttéa filtering-tekniikkaa ([16]), jossa graafin
kaaria karsitaan, kunnes se mahtuu yhdelle koneelle ja ongelma ratkaistaan paikalli-
sesti. Jos graafi on valmiiksi harva, niin ratkaisu on epatyydyttavén triviaali. Liséksi
tietyn muistimallin sisélld algoritmin suoritusaika on sitd pidempi, mitéd pienempi

muistieksponentti  on. Suoritusajan analyysissa ei merkité sitd eksplisiittisesti.

Tassa tutkielmassa tutkitaan algoritmeja ainoastaan sublineaarisessa muistimal-
lissa. Tétéa valintaa motivoidaan silla, etté silloin ei tarvitse olettaa, ettd koneiden
muisti skaalautuu lineaarisesti syotteen kokoon ndhden. Sublineaarista muistia voi
luonnehtia siten, ettad yksi kone ei voi nahdéa vakiokokoista murto-osaa koko graafis-

ta.

Yleensa halutaan, ettd myos globaali muisti on pieni, siis M-S € O(N). Luvussa
4 algoritmin 0] yksinkertaistetussa toteutuksessa tarvitaan kuitenkin n konetta, missé

n on syttegraafin solmujen mééri. Silloin globaalin muistin koko on O(n!'*+?).

Seuraavaksi esitellain muutamia MPC-mallin tekniikoita, joiden avulla voidaan

tyoskennelld tehokkaasti muistirajoitusten puitteissa.

2.2.1 Lahetyspuu

Usein halutaan ldhettda viesteja koneilta toisille, mutta yhden koneen muistin koko
S rajoittaa yhdessé kierroksessa ldhetettavien viestien maéraé. Tahéan voidaan kayt-
tddn koneiden virtuaalista [dhetyspuuta. Sen on ensimmaéisend esitelty artikkelissa
[12].

Olkoon t viestin maksimikoko. Koneet jarjestdytyviat puun muotoisesti virtu-

aaliseen viestintégraafiin. Liahetyspuussa yksi koneista on juurisolmu ja sillé on £

t
% — 1 lapsisolmua, lukuunottamatta lehti-

solmuja. Koneet kommunikoivat ainoastaan koneille, jotka ovat niiden naapureita

lapsisolmua. Kaikilla muilla koneilla on

puussa. Samalla voidaan laskea jotain kommutatiivisia ja assosiatiivisia funktioita,

kuten summa, maksimi tai minimi niistd luvuista joita koneilla oli.

Esimerkiksi graafin kaarien méaara voidaan laskea ja saattaa kaikkien koneiden
tietoon O(1) kierroksessa. Kaarien méird on luokkaa O(n?) ja niiden lukuméié-

rin esitys bindérilukuna vie O(log(n?)) = O(logn) bittid. Silloin juurikoneella on

@) (10"6 ) lasta ja lahetyspuuhun tulee O(%) kerrosta, mita voidaan pitdéd vakiona,
gn

kun ¢ on kiinnitetty. Jokainen kone alhaalta kisin kerdd kaarien méarat lapsiltaan,

laskee ne yhteen ja ldhettdd summan ylospéin. Juurisolmu ldhettdd summan kaikille

koneille puussa alaspain.
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Kuva 6: Léhetyspuun rakenne.

2.2.2 Graafin eksponentiaatio ja kierrosten tiivistdminen

Kierrosten tiivistdminen on tekniikka, jossa k kierrosta LOCAL-algoritmia simuloi-
daan yhdessd MPC-kierroksessa, kun tunnetaan solmujen k-naapurustot (|[17]).
Hyodyntamalla MPC-mallin vapaata kommunikaatiota voidaan keréitd naapu-
rustoja nopeammin kuin LOCAL-mallissa, jossa solmut voivat viestid vain naapu-
reilleen ja keréta k kierroksessa k-naapurustonsa. Téta kutsutaan graafin eksponen-
tiaatioksi ja idea on esitelty artikkelissa [18]. Naytetaan induktiolla, ettd solmu voi
kerétéd tiedon k-naapurustonsa rakenteesta log,(k) + 1 MPC-kierroksessa. Ensim-
maisen kierroksen jéalkeen kukin solmu tuntee oman naapurustonsa. Oletetaan, etté
i kierroksen jilkeen jokainen solmu tuntee oman 2'!-naapurustonsa. Kierroksella
i+ 1 solmu jakaa tiedon 2'~!-naapurustostaan kaikkien niiden solmujen kanssa, joi-
den etdisyys solmusta on 2~!. Nyt solmu tuntee kaikki solmut itsestééin etiisyydelld

2. Naapuruston kerdédmisen yhté askelta on havainnollistettu kuvassa

~ ~
>~

(a) Ennen kierrosta i+1 solmut v ja u tun-
tevat 2°~l-naapurustonsa, jotka on merkit-
ty katkoviivoin.

(b) Kierroksella ¢ 4+ 1 solmu u jakaa tiedon
2~ l_naapurustostaan solmulle v, joka tun-
tee kierroksen jéilkeen 2'-naapurustonsa.

Kuva 7: Graafin eksponentiaatioaskel.

Halutaan suorittaa k kierrosta tarvitseva LOCAL-algoritmi. Koneille kuitenkin
mahtuu vain [-naapurustot, missd [ < k. Voimme typistda tarvittavien kierrosten

maaraa seuraavalla tavalla:

13



1. Kerétadan solmujen [-naapurustot log, (1) + 1 MPC-kierroksessa.

2. Simuloidaan LOCAL-algoritmin [ ensimmaistd kierrosta yhdessda MPC-

kierroksessa.
3. Kaikki solmut paivittavat [-naapurustolleen tiedon omasta tilastaan.

4. Toistetaan vaiheita 2 ja 3 k/I kertaa.

Néin tieto laskennan tilasta kulkeutuu nopeammin graafin laidalta toiselle ja
graafin ldpimitta on kiytdnndssa kutistunut. MPC-mallin muistirajoituksen vuok-
si taytyy varmistaa, ettd solmujen tilat laskennan aikana ovat pienid. Esimerkiksi
riippumattoman joukon laskemisessa solmun tila on jokin kolmesta: "kuuluu riippu-

79 9.

mattomaan joukkoon”, "poistunut graafista” ja "lopullinen tila ei vield tiedossa”.
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3 Korrelaatioklusterointi

Kuvitellaan, ettd halutaan jarjestdéd juhlat ja suunnitella juhlien istumajarjestys.
On olemassa lista juhlavieraista ja tieto siitd, ketkd heisté tuntevat toisensa. Olete-
taan, ettd podytien kokoa tai méaraé ei ole ennalta padtetty. Vieraat haluavat istua
samassa poOydésséd tuttujensa kanssa ja toisaalta eivédt halua tuntemattomia ihmi-
sid poytadansd. Onnistuneiden juhlien takaamiseksi halutaan, ettd vieraat olisivat
mahdollisimman tyytyvéiisid pOytaseurueeseensa. Pyritdéan siis suunnittelemaan is-
tumajarjestys niin, ettd kussakin poydéassé istuisi keskendédn mahdollisimman tuttua
vaked ja ettd toisensa tuntevat vieraat eivit joutuisi istumaan eri pdydissa.

Madritelladn ongelma formaalisti. Ongelma on esitelty ensimmaisen kerran ar-
tikkelissa [19]. Olkoon G' = (V, ET U E~) téydellinen graafi, jonka kaaret on mer-
kitty positiivisiksi (E71) ja negatiivisiksi (E~). Merkitddn solmun v positiivista naa-
purustoa N*(v) = {u € V : uwv € ET} ja negatiivista naapurustoa vastaavasti
N=(v) ={u eV :uv € E~}. Ajatellaan, ettd solmut u ja v ovat keskendéin saman-
laisia, jos uv € E™, ja erilaisia, jos uv € E~. Merkinnélla A tarkoitetaan graafin
positiivista maksimiastetta.

Klusterointi C = {C1, Cs, ..., Ck} on solmujen joukon V partitio parittain erilli-
siin, epétyhjiin joukkoihin C;. Merkitéén, ettd C'(v) = C;, kun v € C;. Sanotaan, ettéi
positiivinen kaari uv € ET on klusteroitu oikein, jos C'(u) = C(v), ja negatiivinen
kaari uv € E~ on vastaavasti klusteroitu oikein, jos C'(u) # C(v). Muussa tapauk-
sessa kaari on klusteroitu véarin. Klusteroinnissa on siis virhe, jos kaksi erilaista
solmua ovat samassa klusterissa tai kaksi samanlaista solmua ovat eri klustereissa.

Merkitaan klusteroinnin C virheiden méaaraa

cost(C) = #{uww e E™ : C(u) =C(v)}
+#{uwv € ET: C(u) # C(v)}.

Néistd ensimmaisia kutsutaan negatiivisikst virheikst ja jalkimmaisia positiivisiks:
virheiksz.

Graafin solmut halutaan ryhmitelld keskenédén samanlaisten solmujen klusterei-
hin mahdollisimman hyvin. Tahé&n on kaksi lahestymistapaa: yhtaalta voidaan mak-
simoida oikein klusteroitujen kaarien méaaraé tai toisaalta voidaan minimoida vaérin
klusteroitujen kaarien méaréaa. Optimaaliset klusteroinnit ovat samat ongelman mo-
lemmissa muotoiluissa, mutta ratkaisun approksimointi on kuitenkin luonteeltaan

erilaista. Maksimointiongelmaan on esimerkiksi triviaali 2-approksimaatio. Graafin

#V
2

#ET > #FE~, niin muodostetaan triviaali klusterointi, jossa kaikki solmut ovat yh-

G = (V,E) klusteroinnissa on enimmilldin ( ) oikein klusteroitua kaarta. Jos
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Kuva 8: Kuva klusteroinnista, jossa vaarin klusteroidut positiiviset kaaret on mer-
kitty punaisella viivalla ja negatiiviset kaaret vastaavasti punaisella katkoviivalla.
Oikein klusteroidut negatiiviset kaaret on jétetty piirtdmatta. Klusterien rajat on
merkitty katkoviivoilla. Noudatetaan tatd merkintdtapaa jatkossa.

dessi klusterissa. Silloin oikein klusteroituja kaaria on #E*. Jos taas #ET < #E~,
niin laitetaan jokainen solmu omaan yhden solmun klusteriin. Silloin kaikki nega-
tiiviset kaaret on klusteroitu oikein. Molemmissa tapauksissa oikein klusteroituja
kaaria on vahintdan (#QV) /2.

Optimaalisen klusteroinnin 16ytdminen on NP-tdydellinen ongelma, eli ongelmal-
le ei ole olemassa polynomiaikaista algoritmia, mikali osoittautuu, ettd P # NP.
Voidaan nimittiin osoittaa ([I9]), ettéi partitio kolmioihin -ongelmaP| voidaan re-
dusoida optimaalisen korrelaatioklusteroinnin loytamiseen tietyssa graafissa.

Huomautettakoon, ettd korrelaatioklusterointi eroaa erdistd muista klusteroin-
tiongelmista (esimerkiksi k-means-klusteroinnista) siten, ettd klustereiden méérad
ei ole ennalta péaatetty. Liséksi klusteroitavien objektien ei tarvitse olla periisin vek-
toriavaruudesta tai edes metrisesta avaruudesta. Riittda tietda objektien parittaiset
suhteet.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd optimaalisen klusteroinnin klusterit eivét ole 1api-

mitaltaan leveita.

Lemma 3.1. Olkoon C optimaalinen klusterointi. Klusterin C € C positiivisten

kaarten indusoiman graafin ldpimitta on korkeintaan 2.

Todistus. Olkoon C € C klusteri, jossa on k + 2 > 4 solmua. Tehd&an vastaoletus,
ettd on olemassa solmut = ja y € C| joiden etédisyys on vahintdén 3. Solmuilla x
ja y ei voi olla yhteisid naapureita ja ne eivét ole toistensa naapureita, joten niiden
yhteenlaskettu positiivinen aste df;(z) +d{(y) klusterissa C on korkeintaan k. Téten

niiden yhteenlaskettu negatiivinen aste on viahintddn df(z) +df(y) > 2(k+1)—k =

20lkoon G = (V, E) graafi, jossa on 3k solmua. Piitosongelmassa kysytiiin, voidaanko graafin
G solmut partitioida kolmen solmun osajoukkoihin, joiden indusoidut aligraafit ovat kolmioita K.
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Kuva 9: Solmuilla x ja y € C ei ole yhteisiad naapureita.

k + 2. Toisella solmuista on siis oltava suurempi negatiivinen aste kuin positiivinen
aste ja poistamalla se klusterista C' omaksi klusterikseen virheiden méiré vihenee
aidosti. Optimaalisessa klusteroinnissa ei siis ole yhtdéan klusteria, jonka ldpimitta

on suurempi kuin 2. O

Selked seuraus lemmasta on, ettéd klusterin positiivisten kaarten indusoima ali-
graafi on aina yhtenéinen.

Graafille G = (V,ET U E~) on olemassa klusterointi OPT(G), jolla
cost(OPT(G)) = 0, silloin ja vain silloin kun graafin (V, ET) yhtendiset komponen-
tit ovat taydellisia graafeja. Muussa tapauksessa graafissa on vahintaan yksi huono

kolmio.

(a) Huono kolmio, jossa solmu w on eri (b) Huono kolmio, jossa kaikki solmut u, v
klusterissa kuin solmut « ja v. Silloin kaari ja w ovat samassa klusterissa. Silloin kaari
uw € ET aiheuttaa positiivisen virheen. vw € B~ aiheuttaa negatiivisen virheen.

Kuva 10: Huonoja kolmioita.

Maéritelma 3.2 (Huono kolmio). Olkoon G = (V, Et* U E™) taydellinen merkitty
graafi. Kolmen solmun joukko {u,v,w} C V on huono kolmio, jos uv ja uw € E*

mutta vw ¢ ET.
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Jokin huonon kolmion kaarista aiheuttaa virheen missa tahansa klusteroinnis-
sa. Kuvassa [L0] havainnollistetaan eri tapoja klusteroida huonon kolmion solmut.
Kaariltaan erillisten huonojen kolmioiden méarastd saadaan alaraja optimaalisen
klusteroinnin virheiden mééaréalle. Huonoja kolmioita kiytetddn myods seuraavassa

alaluvussa esitettéavan algoritmin approksimaation analysointiin.

3.1 Pivot

Erds yksinkertainen algoritmi korrelaatioklusteroinnille téydellisessd merkityssa
graafissa esitellddn artikkelissa [20].

Kuvitteellisten juhliemme istumajérjestys laaditaan seuraavalla tavalla. Valitaan
satunnainen istumapaikkaa vailla oleva juhlavieras. Han istuu poytéaén, johon tulevat
my0s kaikki hdnen tuttavansa, joilla ei vield ole istumapaikkaa. Toistetaan taté

lopuille vieraille, kunnes kaikki istuvat poydissa.

Algoritmi 3: Pivot

Syote: Graafi G = (V, ET U E7), missa #V = n.
Solmujen satunnainen jarjestys 7: [1,n] — V.
Tuloste: Klusterointi C.

C+ 0

kunnes V = () toista
v 4 arg min,ey ()
C  {v} U Ngpy (v)
C+ Cu{C}
V<« V\C

palauta C

Klusterin muodostavia solmuja v kutsutaan pivot-solmuiksi. Pivoteiksi valitut
solmut muodostavat riippumattoman joukon. Itse asiassa pivot-solmujen joukko on
tdsmalleen sama kuin ahne riippumaton joukko, jonka algoritmi [I| tuottaa, kun kay-
tetddn samaa solmujen jarjestysta .

Kaikessa yksinkertaisuudessaan algoritmi vaikuttaa lupaavalta, koska ainakin
kaikissa klustereissa lapimitta on korkeintaan 2 ja liséiksi ei tehda positiivisia virhei-
ta pivot-solmun positiivisista naapureista eikd negatiivisia virheitd sen negatiivisis-
ta naapureista. Lisdksi algoritmi ei klusteroi huonoihin kolmioihin kuulumattomia

kaaria vaarin.

Esimerkki 3.3. Kuvan |8 klusterointi saadaan, kun pivot-solmut valitaan kuvassa

esitetyn jarjestyksen mukaan.
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(a) Téhtigraafin erds optimaalinen kluste- (b) Huonoin mahdollinen klusterointi.
rointi, jossa tehdddn n — 2 virhettd. Yk- Keskimmaéinen solmu on valittu pivot-
si lehtisolmuista on valittu ensimméiseksi solmuksi. Kaikkia virheitd aiheuttavia ne-
pivot-solmuksi. gatiivisia kaaria ei ole piirretty.

Kuva 11: Tahtigraafin klusterointi Pivot-algoritmilla.

Algoritmi ei ole deterministinen. Joillakin pivot-solmujen valinnalla algoritmi
voi tuottaa erittdin huonon klusteroinnin, mutta se suoriutuu silti odotusarvoisesti

hyvin.

Esimerkki 3.4. Tarkastellaan esimerkkind n solmun téhtigraafia. Kuvassa (11} oi-

kealla on huonoin mahdollinen tapaus, jossa graafin keskimméinen solmu on valit-
n—1
2

suorituksista (todennikoisyydelld 1 — 1) algoritmi valitsee ensimméiseksi pivotiksi

tu pivotiksi. Talloin negatiivisia virheita tulee ( ) € O(n?). Suurimmassa osassa

lehtisolmun ja tuottaa erddn optimaalisen klusteroinnin, jossa tehddén vain n — 2

positiivista virhettd. Odotusarvo virheiden maéralle on siis

]E[cost(.A(G))]:l- (n—1)+n—1 _(n_2)23(n—1)(n—2) %gn

n 2 n 2n

Pivot-algoritmin approksimaatiokerroin téhtigraafissa on siis odotusarvoisesti

3n/2 3
n—-2 "~ 2°

Tahtigraafissa, ja itse asiassa kaikissa puugraafeissa, on mahdollista valita pivot-
solmut sellaisella tavalla, ettd lopputuloksena saadaan optimaalinen klusterointi.
Algoritmi siis voidaan suorittaa useita kertoja ja ottaa paras lopputulos. Voitaisiin
toivoa, etté kaikissa graafeissa jollakin pivot-solmujen jarjestyksellé olisi mahdollista
tuottaa jokin optimaalinen klusterointi. Naytetddn seuraavaksi, ettd on olemassa
erds graafien perhe, jossa Pivot-algoritmilla jadddaén aina vakiokertoimen péahan

optimaalisesta klusteroinnista.

Esimerkki 3.5. Mééritellddn graafi G, = (V,,, E,) seuraavasti. Olkoon V, =
{vi, .. vp, w1, .. un} ja By = {vw; 10 < 5 € [1,n]} U{wy i € [1,n]}. Kut-
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(a) Graafin G5 optimaalinen (b) Algoritmin antama (c¢) Musta solmu on valit-

klusterointi, jossa tehddan 5 klusterointi, jossa tehdédidn 8 tu ensimmaéiseksi pivotiksi.

virhetta. virhettd. Musta solmu valit- Jéljelle jaava graafi on Gy.
tiin ensimmaiseksi pivotiksi.

Kuva 12

sutaan solmuja v; sisdsolmuiksi ja solmuja u; reunasolmuiksi. Toisin sanoen graafis-
sa G, sisésolmut muodostavat tdydellisen graafin ja kustakin sisdsolmusta v; lahtee
yksi kaari sité vastaavaan reunasolmuun wu;.

Olkoon C = {{vy,...,v.},{u1},...,{u,}} graafin G,, klusterointi, jossa sisésol-
mut muodostavat keskenddn yhden klusterin ja reunasolmut muodostavat yhden
solmun Kklustereita. Klusterointi C on esitetty kuvassa (a). Perustellaan lyhyes-
ti, ettd C on optimaalinen klusterointi. Kolmikot {uq,v1,v,} ja {u;, v, v; 1}, mis-
sd i € [2,n], ovat kaariltaan erillisid huonoja kolmioita ja niitd on n kappaletta.
Siis missad tahansa klusteroinnissa tehddan vahintddn n virhettd. Toisaalta klus-
teroinnissa C tehdddn n virhettd, yksi kustakin kaaresta v;u;. Téstd seuraa, etté
cost(C) =n = cost(OPT(G,)).

Kaytetdan nyt Pivot-algoritmia graafiin G,. Merkitdan algoritmin antamaa
klusterointia A(G),). Graafin symmetrisyyden ansiosta pivot-solmun valintaa voi-
daan tarkastella kahtena eri tapauksena. Jos ensimmaiseksi pivotiksi valitaan jokin
sisésolmuista v;, niin se muodostaa naapureistaan klusterin {vy, ..., v,,u;}. Tama
tapaus on esitetty kuvassa [12(b). Jéljelle jaa vain triviaali graafi, joka muodostuu
solmuista wu;, missé j # ¢. Kukin jaljelle jadneistd reunasolmuista tulee vuorollaan
valituksi pivotiksi ja muodostaa yksin yhden solmun klusterin. Téalla tavoin muodos-
tetussa klusteroinnissa tehdaan n —1 positiivista virhetté kaarista v;ju; kaikilla j # ¢
ja samoin n — 1 negatiivista virhetté jokaisesta kaaresta u,;v;, missé j # i. Yhteen-
sé virheitéd tulee 2n — 2, miki on lahes kaksinkertainen méérd optimiin verrattuna.
Pian ndhd&an, ettd tdmé on paras mahdollinen klusterointi, jonka Pivot-algoritmi
voi antaa graafin G,, solmuille.

Pivotiksi voidaan valita myos yksi reunasolmuista. Tama tapaus on esitetty ku-

vassa [12|c). Reunasolmu u; muodostaa klusterin ainoan naapurinsa v; kanssa. Tél-

20



16in aiheutuu n — 1 positiivista virhettd kaarista v;v;, missd j # 7. Solmujen u; ja
v; poistamisen jilkeen graafi G, [V \ {u;,v;}] on isomorfinen graafin G,,_; kanssa.
Tiedetédén, ettd cost(OPT(Gp_1)) = n — 1, joten jiljelle jadneen graafin klusteroin-
nista tulee vahintdan n — 1 virhetta riippumatta seuraavan pivot-solmun valinnasta.
Tassékin tapauksessa tehdadn yhteensa vahintaan 2n — 2 virhettd. Tarkemmin las-
kemalla huomataan, ettd reunasolmun valinnan jialkeen tehdéan lopulta vahintaan
”) virhetta.

2
Virheiden mééra palautuu pienempéén tapaukseen, ja odotusarvo voidaan muo-

3n — 5 ja enintaan (

toilla rekursioyhtéaloksi . Solmuja valitaan pivoteiksi yhtd suurella todennékoi-
syydelld, joten molemmat edellé esitetyt tapaukset ovat yhtd todennédkéisia. Pivot-

algoritmi tekee siis odotusarvoisesti

E [cost(A(G,))] = % (2n —2) + % (n —1+E[cost(A(G,-1))])

3 1
=3 (n—1)+ 5 E [cost(A(Gr-1))] (2)
virhettd. Rekursion perustapauksena on kahden solmun graafi Gy, jossa

E [cost(A(G1))] = 0. Kun rekursioyhtélo lasketaan auki, saadaan etta

E ost(A(G.))] = 33" ‘

Vertaamalla summaa optimaaliseen virheiden méaéraan cost(OPT(G,,)) = n saa-

daan approksimaatiokerroin

E [cost(A(G,))] _3 (i 11 a i)
n — 2 n Y

= 1
iy

=3.

Joten kun n kasvaa, niin Pivot-algoritmin odotusarvoinen approksimaatioker-

roin graafissa G,, lahestyy lukua 3.

Esimerkista nahdédn, ettd yleisesti graafeissa ei valttamatta 16ydetd optimiklus-
terointia edes ajamalla Pivot-algoritmia kaikilla mahdollisilla pivot-solmujen valin-
noilla.

Kay ilmi, ettd edellisen esimerkin odotusarvoinen approksimaatiokerroin 3 on

huonoin mahdollinen. Osoitetaan nimittdin seuraavaksi, ettd kaikissa graafeissa
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Pivot-algoritmin approksimaatiokerroin on odotusarvoisesti korkeintaan 3.

3.1.1 Approksimaation analyysi

Pivot on osoitettu 3-approksimaatioksi alkuperéisessé artikkelissa [20]. Todistukses-
sa oleellinen havainto on seuraava: huono kolmio aiheuttaa virhettd missé tahansa
klusteroinnissa, mutta toisaalta kukin kaari voi aiheuttaa vain yhden virheen. Li-
siksi Pivot ei koskaan klusteroi viarin kaaria, jotka eivat kuulu mihinké&n huonoon
kolmioon.

Olkoon G = (V,ET U E7) taydellinen merkitty graafi. Merkitdan graafin G
huonojen kolmioiden joukkoa T' = {{u, v, w} : uv,vw € E*, ww € E~} ja huonojen
kolmioiden siséltdmia kaaria Ep = {uv € E : {u,v,w} € T}. Kolmiolle t = {u, v, w}
merkitddn E;, = {uv, vw, uw}.

Otetaan avuksi seuraava lineaarinen optimointiongelma:

min E T,

ecEp
St Tyt Tuw + Tow > 1, {u,v,w}eT
0<z, <1, e € Bp.

Olkoon C jokin graafin G' solmujen klusterointi. Klusteroinnista C saadaan sallittu
ratkaisu ylla olevaan optimointiongelmaan, kun asetetaan, ettd xz. = 1, kun kaari e
on klusteroitu virheellisesti, ja muutoin x. = 0. Ongelman kohdefuktion optimiarvo
on silloin alaraja klusteroinnin C virheiden méaérélle.

Optimointiongelman duaaliongelmaksi saadaan

teT
s.t Zyt<1, ee Er
teT:
CEEt
Yt >0, teTl

Optimoinnin vahva duaalisuuslause kertoo, ettd duaaliongelman kohdefunktion op-
timiarvo on alaraja priméériongelman kohdefunktion optimiarvolle ([21], lause 7.8).
Luonnollisesti maksimointiongelman kohdefunktion arvo milla tahansa sallitulla rat-

kaisulla on edelleen alaraja optimiarvolle.

Lause 3.6. Olkoon G graafi, jonka huonojen kolmioiden joukko on T. Algorit-

min Pivot antama klusterointi A(G) on odotusarvoisesti 3-approksimaatio. Siis
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E [cost(A(G))] < 3 - cost(OPT(G)).

Todistus. Merkitadn tapahtumaa A; = "jokin kolmion ¢ € T solmuista valitaan pi-
votiksi, kun kaikki kolme ovat vield graafissa jaljelld” ja tapahtuman todennakoi-
syyttd p;. Kun kolmion ¢ = {u,v,w} jokin solmu, olkoon se v, valitaan pivotiksi,
niin tasan yksi kolmion kaarista, tarkalleen uw, klusteroidaan vaarin. Siis p; on to-
dennékdisyys sille, ettd yksi kolmion ¢ kaarista aiheuttaa virheen. Virheitéd tapahtuu
ainoastaan silloin, kun huonon kolmion solmu valitaan pivotiksi, joten odotusarvon
lineaarisuudesta saadaan, ettd E [cost(A(G))] = >_,cq Pt

Muodostetaan seuraavaksi duaaliongelman ratkaisu hyodyntamalld todennakoi-
syyksid p;. Olkoon B, tapahtuma, ettd kaari e aiheuttaa klusteroinnissa virheen.
Kun e € E; niin P (B, | 4;) = 3, koska jokaisella kolmion ¢ solmulla on yhtd suuri

todennakoisyys tulla valituksi pivotiksi. Voidaan siis laskea, etta

1
P (Be A\ At) =P (Be | At) P (At) = gpt
Kun ¢ ja t’ ovat eri kolmioita, joilla on yhteinen kaari e, niin tapahtumat B, A A,

ja Be A Ay ovat erillisid. Voidaan siis laskea yhteen todennakdisyyksia:

1> PBAA)=Y

teT" teT:
ecEy ecky

mikd on voimassa kaikille e € Er, joten ratkaisu 1y, = %pt ei riko duaaliongelman

rajoituksia, ja se on siis sallittu ratkaisu. Lopulta saadaan, etta

1 1
> E Tp,o= .
cost(OPT(G)) > D=3 E [cost(A(G))],
teT:
ecFEy
miké todistaa véitteen. O

Yhdessa esimerkin 3.5/ kanssa edellinen lause osoittaa, ettd Pivot-algoritmin odo-

tusarvoinen approksimaatiokerroin 3 on tiukka.

3.1.2 Pivot-algoritmin rinnakkaistaminen

Pivot-algoritmista on tehty rinnakkaistettuja ja hajautettuja versioita, joissa sama
analyysi approksimaatiosta patee. Tarkastellaan niistd téssd kahta: Bulk Synchro-
nous Parallel -mallissa toimivaa algoritmia C4 (Correlation Clustering with Concur-
rency Control, [2]) ja MapReduce-mallissa toteutettua algoritmia ParallelPivot
(). Algoritmien toimintaa kuvaillaan vain yleiselld tasolla, eikd menni mallin tai

analyysin yksityiskohtiin.
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Eras idea Pivot-algoritmin rinnakkaistamiseksi voisi olla, ettd poimitaan satun-
naisia solmuja pivoteiksi toisistaan riippumatta ja ne muodostavat klustereita sa-
manaikaisesti. ParallelPivot-algoritmi toimii juuri niin.

On tarkedad pitda huolta siitd, ettd solmuja valitaan pivoteiksi yhta suurella to-
dennékoisyydelld niiden asteesta riippumatta. Sitéd tietoa kdytettiin lauseen to-
distuksessa. Perustellaan seuraavaksi, miksi jotkin muut hyvalta vaikuttavat strate-
giat pivot-solmujen valinnalle eivit takaa hyvda approksimaatiota. Esimerkit ovat
artikkelista [1].

Rinnakkaistetussa algoritmissa voisi olla kannattavaa valita ensin korkea-asteisia
solmuja, koska silloin graafi tyhjenee nopeammin. Olkoon solmun v todennékoisyys
tulla valituksi pivot-solmuksi d'(v) Kuitenkin silloin esimerkin tahtigraafissa

2HET
keskimmaéinen solmu Vahtaan plvot—solmuk81 todennékoisyydells 3. Virheiden méé-

ran odotusarvoksi tulee “ , miké on suuruusluokaltaan O(n)-kertainen optimiin
verrattuna.

Toisaalta pivot-solmujen valinnassa voitaisiin suosia pieniasteisia solmuja.ﬂ Ol-
koon solmun v todennakoisyys tulla valituksi pivot-solmuksi nyt % Silloin
esimerkin [3.5] graafissa (,, ensimmaiseksi pivot—solrnuksi valitaan reunasolmu toden-
néikijisyydella 7 Ja sisdsolmu todennékoisyydelld —=. Virheiden madran odotusar-
VO on noin -, mlka on jilleen O(n)-kertainen verrattuna optimiin.

Voidaan siis todeta, ettd milld tahansa tavalla valittu ahne riippumaton joukko ei
séilytéd Pivot-algoritmin approksimaatiokerrointa. Oletetaan siksi aina jatkossa, etté
solmujen jarjestys 7 on valittu permutaatioiden tasajakaumasta. Alaluvussa[3.2] kui-
tenkin osoitetaan, ettd pienen metséisyyden graafeissa voidaan jattaa korkea-asteiset
solmut Pivot-algoritmin ulkopuolelle ilman, ettd approksimaatiokerroin huononee.

ParallelPivot-algoritmin suoritus tapahtuu perakkaisissé kierroksissa. Jokai-
sen kierroksen alussa poimitaan solmuja todennékoisyydelld <, missd € on jokin
pieni vakio ja A1 on syotegraafin positiivinen maksimiaste kierroksen alussa. Nain
saadaan joukko P, jossa on odotusarvoisesti X3 solmua. Pivot-solmut eivit saa olla
vierekkéisié, joten joukosta P poistetaan kalkkl solrnut, joilla on naapureita joukossa
P. Lopputuloksena saadaan riippumaton joukko. Joukon P solmut ovat nyt pivot-
solmuja ja kukin niistd muodostaa naapurustostaan klusterin. Jos jollakin solmulla
u ¢ P on useita naapureita joukossa P, niin se liittyy sen pivotin klusteriin, jo-
ka on ensimmaéinen jarjestyksessa m, kuten kuvassa [I3] Tahan paattyy yksi kierros.

Algoritmin analyysissd osoitetaan, etta (9(% logn) kierroksen jilkeen graafin mak-

3Lubyn kuuluisa algoritmi vuodelta 1986 ([22]) kiiytti titi strategiaa. Siini riippumaton jouk-
ko muodostetaan poimimalla solmuja toisistaan riippumatta todennakoisyydella ﬁ(v). Algoritmi

toimii PRAM-mallissa (parallel random-access machine) ja sen suoritus vie O(log n) kierrosta suu-
rella todennékéisyydella.

24



(1) m(3)
(a)

Kuva 13: Samanaikaisista pivot-naapureistaan solmu 7(3) valitsee sen, jonka jarjes-
tysluku on pienin.

simiaste on puolittunut suurella todennékoisyydella. Kierroksia tarvitaan yhteenséa
siis O(2 logn-log A), kunnes AT < 1 ja graafissa on jéljelld endd yksittiisié solmuja,
jotka muodostavat klusterinsa yksin.

ParallelPivot ei ole tdsmaélleen sama algoritmi kuin ihanteellisesti rinnakkais-
tettu Pivot. Suuriasteiset solmut joutuvat poistumaan joukosta P todennikdisem-
min kuin muut, joten kaikilla solmuilla ei ole yhtéd suuri todennékoisyys tulla pivot-
solmuksi. Solmujen jarjestystd m taas kiytetdén ainoastaan tasatilanteiden ratkaise-
miseen klusterien muodostamisessa. Artikkelissa [I] osoitetaankin lauseen [3.6| todis-
tusta mukaillen, ettd ParallelPivot on (3 + O(¢))-approksimaatio.

Toinen ldhestymistapa rinnakkaistamiseen on samanlainen kuin algoritmissa [2}
voidaan kasitelld useita permutaation 7 lokaaleja minimeja kerralla. Toisaalta Pivot-
algoritmissa lokaalien minimien naapurit kiyttaytyvét eri hieman eri tavalla. Ne ei-
vat vain poistu graafista, kun jokin niiden naapureista valitaan pivotiksi, vaan me-
nevit samaan klusteriin sen pivot-naapurinsa kanssa, joka on ensimmaéinen jérjes-
tyksessa m. Kuvassa [L3| havainnollistetaan téta tilannetta.

Algoritmissa C4 pidetddn huolta, etté pivot-solmuiksi ei valita vierekkaisia solmu-
ja ja ettd samanaikaisista pivot-naapureistaan solmu menee jarjestyksessa aiemman

naapurinsa klusteriin. Algoritmin suoritus on jaettu vaiheisiin. Vaiheen alussa ote-

En
AT

positiivinen maksimiaste kyseisen vaiheen alussa. Prefiksin solmuja kasitelldan jér-

taan jarjestyksestd m ensimmaéisten solmun prefiksi, missi A* on jélleen graafin
jestyksen alusta alkaen useita rinnakkain. Jos solmu on lokaali minimi, se muodostaa
naapuriensa kanssa klusterin. Jos taas késittelyssé olevalla solmulla on itseddn edel-
tdvid naapureita, se odottaa kunnes kyseisen naapurin tila tiedetddn. Artikkelissa
[2] ei eksplisiittisesti kerrota, miten kuvan [14] mukaiset tilanteet ratkaistaan, mut-
ta niiden ratkaiseminen ei oleellisesti pidenné yhta vaihetta. Kyseisten tilanteiden
voidaan ajatella olevan harvinaisia, koska lokaaleja minimeja késitellddn suunnilleen

kasvavassa jarjestyksessa.
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(i) (k)

Kuva 14: Olkoon i < j < k. Solmu 7 (k) ei voi liittyd naapurinsa 7(j) klusteriin,
koska silld on jérjestyksesséd aikaisempi naapuri 7(7), josta ei vield tiedetd tuleeko
siitéd pivot-solmu.

C4 tulostaa saman klusteroinnin kuin Pivot, joten se on 3-approksimaatio. C4-
algoritmin analyysissd osoitetaan, ettd prefiksin késittely vie (9(§log n) kierrosta
BSP-mallissa. Kuten ParallelPivot-algoritmissa, yhden vaiheen jdlkeen maksi-
miaste A™ puolittuu suurella todennékoisyydelld, joten prefiksin pituus % tuplaan-
tuu joka vaiheessa. Koko graafi on téten kisitelty O(log A) vaiheen jélkeen. Koko-

naisuudessaan algoritmin suoritusajaksi tulee (’)(% logn - log A).

3.2 Pieni metsiisyys

Tassa alaluvussa todistetaan kaksi tulosta, jotka késittelevit korrelaatioklusteroin-
tia pienen metsédisyyden graafeissa. Taustalla oleva havainto on, ettd kun graafi on
harva, niin klustereiden ei kannata olla kovin suuria, koska klusterin indusoimassa

aligraafissa on paljon negatiivisia kaaria.

Lemma 3.7. Olkoon G = (V, EYUE™) graafi, jonka positiiviset kaaret E™ indusoi-
vat A-metsdisen graafin. Graafille G on olemassa optimaalinen klusterointi, jonka

jokaisessa klusterissa on korkeintaan 4\ — 2 solmua.

Todistus. Olkoon C graafin G solmujen optimaalinen klusterointi, jossa on vahintédan
4\ — 1 solmun klusteri C'. Silloin on olemassa solmu v € C| jolla on korkeintaan
2\ —1 positiivista naapuria klusterissa C silld muutoin graafissa G[C] olisi enemmén
kuin A\(#C — 1) positiivista kaarta, miki on ristiriita graafin G[E™| A-metséisyyden
kanssa.

Madéritellaan uusi klusterointi C' = C \ {C'} U {C'\ {v}, {v}} erottamalla solmu
v klusterista C' omaksi klusterikseen. Solmun v poistaminen klusterista C' lisdéd po-
sitiivisten virheiden ma&raéa korkeintaan 2\ — 1 ja vahentdd negatiivisten virheiden
médrdd ainakin #C' —1— (22— 1) > 2\ — 1, siis kokonaisuudessaan virheiden mééra

ei kasva (kuva [15). Toistamalla tétd argumenttia misté tahansa optimaalisesta klus-
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Kuva 15: Solmulla v € C' on suurempi tai yhtésuuri negatiivinen naapurusto kuin
positiivinen naapurusto.

teroinnista C saadaan klusterointi, jonka klustereissa on korkeintaan 4\ — 2 solmua

ja klusteroinnin optimaalisuus sailyy. ]

Hieman muuttamalla argumenttia voidaan todistaa huomionarvoinen véite, ettéa
kaikissa optimaalisissa klusteroinneissa jokaisessa klusterissa on korkeintaan 4\ — 1
solmua.

Lemmasta seuraa, ettd graafille T = (V, ET U E7), jossa positiiviset kaaret
indusoivat puun, on olemassa optimaalinen klusterointi, jossa klustereiden koko on
korkeintaan 2. Lemman |3.1| seurauksen mukaan optimaalisessa klusteroinnissa klus-
terit ovat yhtendisid, joten kahden solmun klusterissa oleva kaari on positiivinen
kaari. Sellaiset klusteroinnit vastaavat pariutuksia positiivisten kaarten indusoimas-
sa puussa. Kahden solmun yhtendiset klusterit eiviat aiheuta negatiivisia virheita,
joten klusteroinnin virheet johtuvat yksinomaan klustereiden vilisisté positiivisista
kaarista. Vahiten virheita saadaan, kun "suojellaan” mahdollisimman monta kaarta
pariuttamalla mahdollisimman monta solmua klustereihin. Puussa T[E™] on #Vr—1
kaarta, joten pienimmillaén virheita tulee #Vpy — 1 — #M, missd M on maksimipa-
riutus. Maksimipariutusta vastaava klusterointi saadaan valitsemalla pivotiksi joka
vaiheessa jokin lehtisolmu.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd A-metsdisessd graafissa "korkea-asteiset” solmut
voidaan jattdd huomiotta approksimaatiokertoimen lainkaan kéirsimatta. Korkea-
asteisuus maadritelladn graafin metsiisyyden suhteen. Lauseen tulkintaa Pivot-
algoritmin nakokulmasta voisi kuvailla seuraavasti: korkea-asteista solmua ei kanna-
ta valita pivotiksi, koska graafin metséisyyden vuoksi sen naapurustossa on paljon

negatiivisia kaaria. Tulos ja todistus ovat artikkelista [23].

Lause 3.8. Olkoon G = (V, ET U E™) taydellinen merkitty graafi, jonka positiiviset

kaaret ET indusoivat A\-metsdisen graafin. Olkoon A korrelaatioklusterointialgoritms,
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jonka approksimaatiokerroin on o > 1. Olkoon

K:{UEV:dg(v)>)\- 8a1}§V

o —

korkea-asteisten solmugjen joukko. Merkitidn matala-asteisia solmuja M =V \ K.
Silloin
cost(A(GIM])) U {{v} :v € K}) < a-cost(OPT(Q)).

Todistus. Merkitdan korkea-asteisten solmujen viereisia kaaria {uv € E* : v €
K} =E} ja{uv € E~ :v € K} = Ex. Loput, matala-asteisten solmujen M viliset
kaaret olkoon Ey = E\ (B} U Ey).

Tavallisen kattelylemman sijaan on voimassa

#Ep <) d(v) <2-#Ef, (3)

veK

silld summassa kaari uv € E lasketaan kahdesti, jos seki u ja v ovat korkea-asteisia,
ja vain kerran, jos ainoastaan toinen solmuista u ja v on korkea-asteinen.

Olkoon OPT(G) jokin optimaalinen klusterointi, jonka klustereissa on korkein-
taan 4\ — 2 solmua. Lemman [3.7| mukaan sellainen on olemassa. Merkitdan v(F) nii-
den kaarien lukumaéréaa joukossa F' C FE, jotka aiheuttavat virheitd klusteroinnissa
OPT(G). Todetaan, ettd

cost(OPT(G)) = v(E}) + v(Eg) +v(Ey) > v(EL) +v(Ey). (4)
Olkoon v € K miki tahansa korkea-asteinen solmu. Korkeintaan
mos<an< g
- 2 v

solmun v naapureista kuuluu sen kanssa samaan klusteriin klusteroinnissa O PT(G).
Kaaret niihin naapureihin eivit siis aiheuta positiivisia virheitd. Korkea-asteisilla

solmuilla on yhteenséa téllaisia naapureita korkeintaan

a—1 B o —1 a—1
. d+ < L2 -HES = CHEE.
2a 1;{ (W) = 2¢ * o #Ex

Toisin sanoen virheitad aiheutuu vahintaan

a—1

o(Bf) > (1 - ) pp =y )

Joukko {CNM : C € OPT(G)}} on erés klusterointi matala-asteisten solmujen
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aligraafille G[M]. Graafin G[M] optimaalisen klusteroinnin OPT(G[M]) virheiden
méard on siis korkeintaan v(Ey) (x).
Vedetdan kaikki yhteen:

cost({{v} :v € K} UA(G[M])) = #E5 + cost(A(G[M]))

(Tg) #EL + a - cost(OPT(G[M]))

—
*
~

#E;;v + - U(EM)

NG A

a-v(EL) +a-v(Ey)

IAE]

a - cost(OPT(G)).

(t): Algoritmi A on a-approksimaatio.
O

Jos meilld on algoritmi, jonka suorituskyky riippuu graafin maksimiasteesta,
ja syOtegraafin metsiisyys tunnetaan, niin graafista voidaan poistaa metsiisyyteen
néhden korkea-asteiset solmut ja siten saadaan mahdollisesti merkittavasti nopeam-

pi suoritusaika.

Algoritmi 4: Korrelaatioklusterointi metsiisyyden \ graafissa

Syote: Graafi G = (V, ET U E7), jonka metséisyys on .
Klusterointialgoritmi A, joka on a-approksimaatio.
Tuloste: Klusterointi C, joka on a-approksimaatio.

C<«+10

K+ {veV:d(v) > 22
C+ AGIV\K]))U{{v}:ve K}
palauta C
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4 Algoritmeja MPC-mallissa

Tasséd luvussa esitelldadn ensin vakioaikainen algoritmi ja sitten tdmén tutkielman
péaatulos, Pivot-algoritmiin perustuva hajautettu algoritmi. Tamén luvun paéalah-
teend on kiytetty artikkelia Massively Parallel Correlation Clustering in Bounded
Arboricity Graphs ([|23]).

Merkintojen yksinkertaistamiseksi sovitaan, ettd graafit ovat aina téydellisia
merkittyja graafeja ja muun muassa merkinnéilla d(v) ja E tarkoitetaan solmun

positiivista astetta ja graafin positiivisia kaaria.

4.1 Vakioaikainen algoritmi

Esitelldéin algoritmi, joka on O(A?)-approksimaatio O(1) MPC-kierroksessa. Siini
muodostetaan ainoastaan taydellisia klustereita, joista ei aiheudu yhtédéan negatiivi-
sia virheitd. Graafin jokainen yhtendinen komponentti, joka on téydellinen graafi,
muodostaa klusterin. Kaikki muut solmut ovat klusterissa yksindéan. Algoritmi muo-
dostaa siis jokaisessa graafin yhtenéisessd komponentissa triviaaleja klusterointeja.
Lemman mukaan A\-metsiisessa graafissa aligraafina voi olla korkeintaan klik-
ki Ky, joten solmun v siséltévd yhtendinen komponentti ei voi olla klikki, jos d(v) >
2X. Ne solmut, joiden aste on korkeintaan 2\ — 1, voivat tunnistaa olevansa klikissa
seuraavalla tavalla. Olkoon 7 graafin solmujen satunnainen jarjestys. Jokainen sol-
mu laskee oman naapurustonsa minimin min(v) = min{r~'(z) : x € N(v) U {v}}.
Sanotaan, ettd solmu v on lokaali minimi, jos min(v) = 7~ !(v). Jokaiselle lokaalille

minimille lasketaan luvut

n(v) = #{u € N(v) : min(u) = 7' (v)}
ma(v) = #{uw € E : min(u) = min(w) = 7~ *(v)}

my(v) = #{uw € E : min(u) = 71 (v) tai min(w) = 7 (v)}
ja tarkistetaan seuraavat ehdot:

1. n(v) = d(v). Jos n(v) < d(v), niin jollakin solmun v naapureista on naapuri
w, jolla 7~ (w) < 7! (v), ja silloin yhteniinen komponentti ei ole klikki.

2. mp(v) > (d(vgﬂ). Jos ma(v) < (d(”%“), niin jotkin kaksi solmun v naapuria
eivit ole naapureita keskenaan.

3. my(v) < (d(“%+1). Edellisen kohdan ehdon ollessa voimassa myo6s my (v) >
(d(v%H). Jos my (v) > (d(vgﬂ), niin jollakin solmun v naapurilla on naapuri w,
jolla 7= (w) > 7~ !(v), mutta kuitenkin w ¢ N(v).
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(a)

Kuva 16: Solmu v on lokaali minimi. Sen naapurilla u voi olla naapuri w jonka jérjes-
tysluku 77! (w) on joko (a) suurempi tai (c) pienempi kuin solmun v jérjestysluku.
Kuvassa (b) solmun v naapurit x ja y eivit ole naapureita keskenéén.

Jos jokainen ehto on voimassa, niin solmun v yhtendinen komponentti on klikki.

Lause 4.1. Olkoon G A-metsdinen graafi ja A(G) algom'tmm@ antama klusterointi
graafille G. Silloin cost(A(G)) < O(A\?) - cost(OPT(G)).

Todistus. Lemman [3.7| mukaan on olemassa optimaalinen klusterointi O PT(G), jos-
sa jokaisessa klusterissa on korkeintaan 4\ — 2 solmua. Lemman seurauksena
optimaalisessa klusteroinnissa jokainen klusteri on yhtendinen. Lisdksi algoritmi
muodostaa vain yhtenéisia klustereita. Voidaan siis rajoittua tarkastelemaan graafin

G yhtenaistd komponenttia H ja vertailla siiné klusterointeja OPT(G) ja A(G).

Olkoon siis H = (Vy, Ey) graafin G yhtendinen komponentti, jossa on n sol-
mua. Graafi H on A-metséinen, joten siind on korkeintaan A\(n — 1) kaarta. Jos H
on téydellinen graafi, niin klusteroinnissa A(G) joukko Vg on yksi klusteri, kuten
klusteroinnissa OPT(G). Muussa tapauksessa algoritmi muodostaa yhden solmun
klustereita ja aligraafin H positiiviset kaaret aiheuttavat siten korkeintaan A\(n — 1)

virhettd. Jokaisessa klusteroinnin OPT(G) klusterissa on korkeintaan 4\ — 2 sol-

_n_
4X-2

nen, joten edelld mainittujen klusterien valilla on vahintaan

mua, joten solmut Vj on jaettu vahintaén klusteriin. Aligraafi H on yhtenii-

n

— 1 kaarta, jotka

n—2
aiheuttavat positiivisia virheitd klusteroinnissa O PT'(G). Siis approksimaatiokerroin
on huonoimmillaan korkeintaan Coﬁ?g’;(ﬁg» < gﬂ c 0O(\?). O

Approksimaatiokerroin on tiukka vakiokerrointa 4 my6ten. Otetaan kaksi téy-
dellistd graafia Ky ja yhdistetddn ne toisiinsa yhdella kaarella kuten kuvassa [I7]
Optimaalisessa klusteroinnissa kukin Ksy-aligraafi on klusteri ja ainoastaan niiden
valilla oleva kaari on klusteroitu vdarin. Algoritmi [5| taas tekee jokaisesta solmusta

oman klusterinsa ja virheita tulee 2(22A ) + 1 =4)%2 — 2)\ + 1 kappaletta.
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Algoritmi 5: Vakioaikainen korrelaatioklusterointialgoritmi

Sy6te: Graafi G = (V, E), jonka metsiisyys on \.
Solmujen satunnainen jarjestys 7: [1,n] — V.
Tuloste: Klusterointi C.

kaikille v € V' rinnakkain
| min(u) = min{r ! (z) : 2 € N(u) U {u}}
V'« {v eV :min(v) =7 1(v)}
kaikille v € V' rinnakkain
jos d(v) > 2\ niin
‘ status(v) < ei
muutoin
n(v) «+ #{u € N(v) : min(u) = 71 (v)}
jos n(v) < d(v) niin
‘ status(v) < ei
muutoin
ma(v) < #{uw € E : min(u) = min(w) = 7 '(v)}
jos ma(v) < (d(”%H
‘ status(v) < ei
muutoin
my(v) < #{uw € E : min(u) = 71 (v) tai min(w) = 7~1(v)}
jos my(v) > (d(”%“) niin
‘ status(v) < ei
muutoin
L status(v) < kylla

) niin

C {{u} 1w €V, status(min(u)) = ei} U{{v} UNv) : v € V', status(v) =
kylla}
palauta C

(a) Optimaalinen klusterointi, jossa teh- (b) Algoritminantama klusterointi, jossa
ddan yksi virhe. tehdédn #FE virhetta.

Kuva 17
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4.2 Pivot MPC-mallissa

Téssa esitelladn algoritmi, joka tuottaa korrelaatioklusteroinnille 3-approksimaation
O(loglogn - log A) kierroksessa sublineaarisen muistin MPC-mallissa. Se on ekspo-
nentiaalisesti nopeampi kuin aiemmat tunnetut algoritmit. MPC-mallin kaltaisissa
BSP- ja MapReduce-malleissa toteutetut algoritmit C4 ja ParallelPivot kdyttéavat
O(logn - log A) kierrosta omissa malleissaan. Lisdksi MPC-mallissa voidaan simu-
loida LOCAL-mallin algoritmeja ja siten saadaan O(logn) kierrosta tarvitseva al-
goritmi korrelaatioklusteroinnille. Muodostetaan ensin ahne riippumaton joukko P
suoraviivaisesti simuloimalla LOCAL-algoritmia MPC-mallissa O(logn) kierrokses-
sa. Kukin solmu u ¢ P katsoo naapurustoaan ja lahettdé inhibiittorilleen viestin
yvhdessé kierroksessa. Seuraavalla kierroksella solmut v € P muodostavat klusterin
naapurustonsa niistd solmuista, joiden inhibiittori se itse on.

Tamén luvun algoritmi muistuttaa toteutukseltaan alaluvussa[3.1.2 kuvailtua al-
goritmia C4. Algoritmissa [0 otetaan solmujen satunnainen permutaatio, lohkaistaan
siitd sopivan kokoisia prefiksejé ja késitelladn prefiksigraafeja vaiheittain. Lohkon
késittelyssd kiytetddn graafin eksponentiaatiota ja kierrosten tiivistamistd. Mak-
simiaste rajoittaa graafin eksponentiaatiota, joten lohkon koko valitaan niin, etta
prefiksigraafin maksimiaste on suurella todennékoisyydella riittévin pieni. Kussakin
vaiheessa lohkon koko riippuu jéljelld olevan graafin maksimiasteesta. Kun osoite-
taan, ettd maksimiaste puolittuu jokaisen lohkon késittelyn jalkeen, niin seuraavassa
vaiheessa voidaan ottaa kaksi kertaa niin suuri lohko kuin edellisessa.

Esityksen ja analyysin selkeyden vuoksi maéaritellaan lohkon késittelylle alirutii-
ni. Siind lohkosta valitaan maksimaalinen ahne riippumaton joukko, jonka solmuja
kiytetddn pivot-solmuina. Alirutiinin valitsemat solmut muodostavat naapurustois-
taan klustereita kunnioittaen jarjestysta 7.

Meneméttéd tarkemmin teknisiin yksityiskohtiin huomautettakoon, etta alirutiini

Gy Hto
i=0 (1) 7(to)| w(to + 1) n(n)

Gl Ht0+t1
i=1| | m(to + 1) 7(to + 1) [ w(to + 11 + 1) m(n)]

i =0(ogA) ‘ | ‘

Kuva 18: Algoritmin @ toiminta vaiheissa.
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Algoritmi 6: Pivot sublineaarisen muistin MPC-mallissa

Sy6te: Graafi G = (V, E), jonka maksimiaste on A.
Solmujen satunnainen jarjestys 7: [1,n] — V.
Tuloste: Klusterointi C.

a<0
kaikille i € [0, O(log A)] toista

nlogn

G+ G{r(a+1),...,7m(a+t,)}]

m; < Permutaation 7 rajoittuma graafin GG; solmuille
P < Algoritmin |7| tuloste syotteilld G; ja m;
C+CU{{ueV :v=inhib(u)} U{v}:ve P}
Klusteroidut solmut merkitdan poistetuksi graafista.
a—a+tt;

palauta C

Algoritmi 7: Algoritmin [6] alirutiini

Syo6te: Graafi G’ = (V', E’), jonka maksimiaste on A'.
Solmujen satunnainen jarjestys 7’: [1,n/] — V.

Tuloste: Maksimaalinen riippumaton joukko P.

Asetetaan jokaiselle solmulle v € V' oma kone.

logn/
log A’

Simuloidaan algoritmia O(log A') tiivistetyssé kierroksessa.
palauta P, algoritmin[9 antama risppumaton joukko

Kerétadn koneille graafieksponentiaatiolla solmujen O( )-naapurustot.

voidaan toteuttaa myoOs niin, ettd globaalia muistia tarvitaan vihemmén. Silloin
tarvitaan hienostuneempia tekniikoita ja saadaan vain hieman pidempi suoritusaika.
Yksityiskohdat 16ytyvit artikkelista [23].

Lemma 4.2. Olkoon G = (V, E) graafi ja © graafin solmujen satunnainen jéirjes-
tys. Algoritmissa @ prefiksigraafin G; maksimisaste A’ on luokkaa O(logn) suurella
todennakaoisyydella.

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi ja yleisyyden kirsimatta tarkastellaan algorit-

min ensimméisté vaihetta, jossa ¢ = 0. Olkoon prefiksigraafissa ’“‘% solmua. Toden-

nakoisyys sille, ettd jokin tietty solmu u € V' on prefiksigraafissa, on (%) /n =

log n

2% Olkoon v € V' jokin solmu, jolla 7~*(v) € [1,%]. Odotusarvo solmun v naapu-
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rien maaralle prefiksigraafissa on

logn

E [dg, (v)] < dg(v) < logn.

Mielivaltaisen solmun asteen odotusarvoa rajoittaa ylhaélta logn, joten prefiksigraa-
fin maksimiaste A’ on odotusarvoisesti korkeintaan logn.
Néaytetdan, ettd A’ on my6s suurella todennidkoisyydelld suuruusluokkaa
O(logn). Chernoffin rajasta binomijakaumalle saadaan, etta
(c=1)%logn 1 1
P(A">c-logn) <e” T —

(c—1)2 Oe)*
n cfli no

Siis on voimassa A’ € O(logn) todennékoisyydelld 1 — - halutulla vakiolla ¢. [

Osoitetaan seuraavaksi, etté alirutiinilla voidaan valita lohkosta pivot-solmut

O(loglogn + log A) kierroksessa.

Lemma 4.3. Olkoon G = (V, E) graafi, jossa on n solmua ja jonka maksimiaste on
A € O(logn). Olkoon 7: [1,n] — V satunnainen solmujen jarjestys. Silloin algo-
ritmilla [7 voidaan simuloida LOCAL-algoritmi ahneelle riippumattomalle joukolle
graafissa G jarjestyksen m suhteen O(loglogn + log A) MPC-kierroksessa suurella
todenndakaoisyydelld.

Todistus. Lauseen [I.9 mukaan suurella todennékoisyydelld jokainen graafin G solmu
vol madrittdd oman lopullisen tilansa O(logn)-naapurustonsa jérjestyksen perus-
teella. Solmun O(logn)-naapurusto ei kuitenkaan vilttdméttd mahdu yhden koneen
muistiin.

Oletetaan, ettd graafissa G pisin riippuvuuspolku jirjestyksen 7 suhteen on
[ - logn solmua pitkd jollain [ > 0. Néaytetdédn, ettd sopivalla vakion ¢ valinnalla

log A
nen ¢ > 0, ettd ¢- [ < 9. Silloin

(c - loﬁ)—na&purustot mahtuvat koneelle, jonka muisti on O(n?). Valitaan sellai-

1
P -1 logA=c-1l-logn <§-logn
log A
ec-l-gﬁ-logA < 6<5~logn
logn FY

— Aleen <

— 0 (am3) co ().

logn

TN ) -naapurusto mahtuu yhden koneen

Sopivalla vakion ¢ valinnalla siis solmun O <

muistiin.
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Nimetéén jokaiselle solmulle oma kone. Kerédtdan graafin eksponentiaatiolla sol-

(fgggg>—naapurustot kunkin solmun omalle koneelle O (log (fggg))

mujen O

O(loglogn) kierroksessa. Sitten simuloidaan graafissa LOCAL-algoritmi ahneelle
riippumattomalle joukolle O(log A) tiivistetyssé kierroksessa. Algoritmin suorituk-
seen menee siis O(loglogn + log A) MPC-kierrosta.

O

Seuraavaksi osoitetaan, etté prefiksigraafin késittelyn jélkeen jaljelld olevan graa-

fin aste on pienentynyt.

Lemma 4.4. Olkoon G = (V, E) graafi, jossa #V = n ja olkoon 7: [1,n] — V
solmujen satunnainen jarjestys. Olkoon H, C G aligraafi, joka saadaan, kun al-

goritmissa [0| prosessoidaan ensimmdiset t solmua w(1),...,x(t). Silloin graafin H,

nlogn

maksimiaste Ag, on korkeintaan O(™=

) suurella todenndkdisyydelld.

Todistus. Otetaan kéyttoon merkintd dy, (v) = dg(v) ja kiinnitetddn ¢ > 0. Olkoon
t' € [1,t] ja olkoon v € V jokin solmu. Tarkastellaan solmun v astetta dy_;(v) ennen
solmun 7(#) poistamista graafista. Jos dy_1(v) < ™" niin viite on voimassa,
koska solmun v aste ei voi kasvaa, kun késitellddn solmut 7 (¢'), ..., 7(¢).

Olkoon siis dy_1(v) > C'"l%. Kehitetdén seuraavaksi yliraja todennékdoisyydel-
le, etté solmu v on yhé graafissa Hy solmun 7(t') késittelyn jélkeen. Solmu v voi jaé-
dé graafiin vain, jos se itse ja mikdéan sen naapureista ei ole 7(t'). Koska 7 on valittu
tasajakaumasta, niin todennékdisyys sille, ettd jokin solmuista u € Ny,  (v) U {v}

on 7(t") on
14 dy_1(v) - dy_1(v) - c-nlogn  c-logn
n—@t -1~ n tn t

Siis todennékoisyys sille, etta yli ((¢-nlogn)/t)-asteinen solmu v ei poistunut graa-

fista ensimmaisten ¢ solmun késittelyn aikana on korkeintaan

c-logn\’
(1 . tg ) < 67c-logn =n"C

Viite seuraa todennakdisyyden subadditiivisuudesta. O

Kun algoritmissa |§| asetetaan t; = O (%%ﬁ) niin lemman mukaan vaiheessa

J graafin G, josta on poistettu graafien Gy,...,G;-; solmut, maksimiaste on kor-

nlogn Ag
Ol ——————1=0(—+].
(5m) -0 (5)

Maksimiaste siis puolittuu joka vaiheessa. Tarvitaan korkeintaan O(log A) vaihetta,

keintaan

etté jaljella on viimeistd lohkoa pienempi méaéra solmuja. Loput graafista kisitellaén
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kutsumalla algoritmia [7] vield kerran.

Nyt voimme viimein todistaa luvun paatuloksen.

Lause 4.5. Olkoon G = (V, E) graafi, jonka solmujen mddrd on n ja maksimiaste
A, ja olkoon 7: [1,n] — V solmujen satunnainen jdirjestys. Graafissa G voidaan
suorittaa Pivot jarjestyksen m suhteen O(loglogn-log A) MPC-kierroksessa suurella
todenndkaoisyydelld.

Todistus. Algoritmin @ suorituksessa on O(log A) vaihetta, joissa kussakin suori-

tetaan algoritmi |7| kerran. Prefiksigraafissa G; on joka vaiheessa (’)(”Al‘;g; ) = n
solmua ja lemman mukaan sen maksimiaste on O(logn) = A’. Kun si-
joitetaan ndmé algoritmin (7] suoritusaikaan O(loglogn’ + log A’), niin saadaan
(@) (log log <%) + log log n) = O(loglogn). Graafissa on O(log A) vaiheen jil-
keen jéljelld endd pieni méidrd solmuja. Ne voidaan késitelli O(loglogn) MPC-
kierroksessa algoritmilla [7} Yhteensd MPC-kierroksia tarvitaan siis O(loglogn -
log A).

Epéonnistumisen todennakdisyys kussakin vaiheessa on korkeintaan % halutulla
vakiolla ¢. Kun todennékoisyydet summataan O(log A) vaiheen yli, epdonnistumisen
todennédkdisyys on yhéd pieni. Siis algoritmin suoritusaika on O(loglogn - log A)
kierrosta suurella todennéakoisyydellé.

]

Huomautettakoon, ettd algoritmissa[6| klusteroinnin kokoaminen voidaan korvata
pelkéin riippumattoman joukon kerdémiselld. Siten saadaan maksimaaliselle riippu-
mattomalle joukolle MPC-algoritmi, joka suoriutuu samassa ajassa.

Ylla esitetty algoritmi on yhé pohjimmiltaan Pivot, joten se on odotusarvoi-
sesti 3-approksimaatio. Olkoon G pienen metséisyyden A graafi. Kun lauseessa [3.8

asetetaan o = 3, niin voidaan ensin poistaa graafista solmut, joiden aste on yli

8-3
3—1

nopeutettu Pivot-muunnelma O(loglogn - log \) MPC-kierroksessa.

- A = 12)\. Lopulle graafille, jossa A = 12\, voidaan tehdé téssa luvussa esitetty
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