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Téssa tutkielmassa esitelladn neuroverkot ja niiden taustalla olevat matemaattiset
mallit sekd havainnollistetaan neuroverkon toimintaa yksinkertaisen esimerkin avul-
la. Lisdksi tutkielmassa selitetdén, mitd neuroverkon opettaminen tarkoittaa ja esi-
tetddn neuroverkkojen opettamisessa yleisimmin kiytettyja optimointialgoritmeja.

Tutkielmassa sovelletaan neuroverkkoja kahteen eri luokitteluongelmaan: kasinkir-
joitettujen numeroiden tunnistamiseen ja hotellien varauksien peruuntumisen en-
nustamiseen. Molempiin aineistoihin sovitettiin neuroverkko tutkielmassa esitellyil-
14 optimointialgoritmeilla. Havaittiin, etta tietyilld algoritmeilla saatiin parempia
tuloksia. Neuroverkolla saatiin kumpaankin aineistoon hyvé luokittelutarkkuus.

Tutkielmaa varten ohjelmoitiin neuroverkko Javascript-ohjelmointikielelld ja vertail-
tiin sitd lyhyesti Pythonin Keras-kirjaston kanssa. Javascript-ohjelman suorituskyky
osoittautui kelvolliseksi.
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1 Johdanto

Nykyajan tietoyhteiskunnassa tekodlyn rooli on kasvanut merkittavasti. Dataa on
saatavilla enemmén kuin koskaan aiemmin, ja sen onnistuneesta analysoinnista on
merkittavia hyotya. Neuroverkot ovat yksi kiytetyimmista koneoppimismenetelmis-
ta. Vaikka niiden taustalla oleva matemaattinen malli on suhteellisen yksinkertainen,
neuroverkkojen saavuttamat tulokset ovat olleet erinomaisia esimerkiksi kuvantun-
nistuksessa.

Warren McCulloch ja Walter Pitts julkaisivat ensimmaisen version neuronista
vuonna 1943. Talla neuronilla pystyttiin erottamaan kaksi luokkaa, mutta neuronin
kayttajan piti itse valita neuronille sopivat painot. Frank Rosenblatt julkaisi vuonna
1958 McCullochin ja Pittsin tyon pohjalta neuronin, joka pystyi oppimaan neuronin
painot. Neuroverkot eivit saavuttaneet pitkddn aikaan suurta suosiota, silla niiden
opettaminen oli hankalaa. Kuitenkin aineistojen kokojen ja laskentatehon kasvun
myotd neuroverkkojen saavuttamat tulokset ovat parantuneet ja niiden suosio on
kasvanut. [1]

Tamén Pro gradu -tutkielman tavoitteena on esitelld neuroverkkojen matema-
tiikkaa ja yleisimmét neuroverkkojen opetusalgoritmit. Neuroverkkojen matemaat-
tiset taustat on hyvi tuntea, jotta niitd voidaan soveltaa paremmin kaytdnnossé.
Neuroverkkojen opetusalgoritmin valinnalla voi olla suuri merkitys lopputuloksen
kannalta, joten myos niiden ymmartaminen on tarkedd. Monet aineistot ovat nyky-
aan valtavan suuria ja niiden oppiminen voi olla erittidin hidasta, joten nopeammilla
opetusalgoritmilla voidaan sédédstda paljon aikaa ja laskenta-aikaa.

Tutkielman kaksi ensimméista lukua kéasittelevit tarpeellisia esitietoja. Naissé lu-
vuissa esitelladn lyhyesti tutkielmassa kidytetyt matemaattiset madritelmat ja kasit-
teet koneoppimisesta. Luvussa nelja esitelladn neuroverkko ja neuroverkon opettami-
nen vastavirta-algoritmin avulla. Téssé luvussa myos johdetaan vastavirta-algoritmi.
Tuloksia havainnollistetaan soveltamalla neuroverkkoa yksinkertaiseen XOR-ongel-
maan. Luvussa viisi esitelldadn valikoidut algoritmit, joilla neuroverkkoja voidaan
opettaa, ja luvussa kuusi sovelletaan naita algoritmeja kahteen eri luokitteluongel-
maan. Viimeisessa luvussa esitelladn tutkielman johtopaatokset.

Tutkielman sovelluksissa kaytetddn Javascript-ohjelmointikielelld tehtyd neuro-
verkon toteutusta, ja sen tuloksia vertaillaan lyhyesti Python-kielen Keras-kirjaston
kanssa.



2 Esitietoja

Téassé luvussa kiaydadn lapi tarkeimpid esitietoja tutkielman ymmértdmisen kan-
nalta. Analyysin ja lineaarialgebran perustulokset oletetaan tunnetuiksi. Vektorilas-
kennan méaritelmistd on tarkoituksella jatetty avaruuden R™ topologian yksityis-
kohtia pois. Téssa tutkielmassa maaritelmia tarvitaan rajoitteettoman optimoinnin
tapauksessa, joten avoimien ja suljettujen joukkojen kasittely ei ole olennaista — on-
han R” seké avoin etté suljettu joukko. Tarkemmat méaaritelmat 16ytyvat esimerkiksi
teoksista [2, 3].

Maaritelma 1 (Hadamardin tulo). Olkoon A ja B m X n matriiseja. Matriisien
Hadamardin tulo A ® B saadaan, kun kerrotaan matriisien elementit kesken&én.
Talloin (A ® B)ymn = Apmn * Bimn- Tarkemmin [4]

aibi  apbiz ... abin
AOB-— a21.521 agobaz ... aguban
Am1bm1  Wm2bmo - Qmnbmn
Lemma 1. Olkoon D = diag(ay, as, . .., a,) lavistdjamatriisi ja olkoon
x = (11,29,...,2,)7. Merkitiin d = (a1, a, . ..,a,)?. Tilléin

Dr=doxz=x0d.

Todistus. Seuraa suoraan matriisitulon ja Hadamardin tulon méaaritelmista. Matrii-
sin D lavistajan ulkopuolella olevat alkiot ovat nollia eivitkéd vaikuta matriisitulon
tulokseen. O]

Maaritelméa 2 (Osittaisderivaatta). Olkoon f : R"™ — R ja & € R™. Jos raja-arvo

of .« . flx+he)— f(z)
o, @) = fim h

on olemassa, niin sitd kutsutaan funktion f osittaisderivaataksi pisteessd & muut-
tujan x; suhteen. [3]

Maaritelma 3 (Gradientti). Olkoon f : R™ — R funktio, jonka ensimmaéisen ker-
taluvun osittaisderivaatat ovat olemassa kaikilla pisteilla & € R™. Talloin funktion
f gradientti pisteessd @ on |[3]

_[af of af 1"

V@) = Oxry Oxy ~ Oxp

Maaritelméa 4 (Jacobin matriisi). Olkoon f : R™ — R™ funktio, jonka ensimmaéi-
sen kertaluvun osittaisderivaatat ovat olemassa kaikilla pisteilld & € R"™. Talloin
kuvauksen f Jacobin matriisi on [3]

of of T

8_271 @ V' h
Je()=1| + . | = :

Ofm Ofm T



Olkoon y = f(x). Jacobin matriisia pisteessé & voidaan merkitd myos

a(y17y27 S 7y’m> _ a_y
o1, 29,...,2,) Ox

Erikoistapauksessa, jossa f : R®" — R, saadaan Jacobin matriisista helposti gra-
dientti

Vf(x) = Jf (x).

Lause 1 (Ketjusdanto). Olkoon y € R™ ja & € R"™. Olkoon g : R™ — R™
differentioituva pisteessd x ja f : R"™ — R™ differentioituva pisteessi y = g(x).
Talloin yhdistetty funktio h = f o g : R™ — R™ on differentioituva pisteessa x, ja
sen Jacobin matriisi on

In(®) = Jr(9(@))Jy(®) = J;(y) Jy(z)

on Of 991 991
y1 T Oyn, or1 T Oz
afng afng Ogn,y 9gny
oY1 T Oyn, 0x1 T Oz

Taten osittaisderivaatat funktiolle h saadaan kaavasta

Ohi _ 5~ 0fi Og;

ox; = Jy; Oxy

Jos z = h(x), saadaan yhtapitavésti 3]

Ozt ny) 021, Zny) O(YLs - - s Yny)

8(%1,...,1'”2) 8(y1,...,ym)8(x1,...,xn2)

0z 0z 0y
ox  Oyox’
Todistus. Sivuutetaan. Tulos on todistettu esimerkiksi teoksessa [2]. O

Maéaritelmé 5 (Konveksisuus). Olkoon f : R"” — R. Funktiota f sanotaan konvek-
sikst, jos kaikille A € (0,1) ja @y, xy € R”

JOAZ1 + (1= Nzx) < Af(x1) + (1 = A) f(z2).

Funktio f on aidosti konveksi, jos epayhtédlé on voimassa aidosti kaikille &y # @,.
Funktiota f sanotaan (aidosti) konkaaviksi, jos —f on (aidosti) konveksi. [5]



3 Koneoppiminen

Koneoppiminen on tekoélyn osa-alue, jossa tietokoneita opetetaan ratkaisemaan on-
gelmia aineiston tai kokemuksen perusteella. Opetettu tietokonemalli voi olla luon-
teeltaan ennustava, jolloin mallia voi kidyttdd ennnusteiden tekemiseen. Toisaalta
malli voi olla kuvaileva, jolloin aineistosta on mahdollista 16yta4 uutta tietoa. 6]

Mitchell méarittelee oppimisen seuraavasti: Tietokone-ohjelman sanotaan oppi-
van kokemuksesta E tehtdvien T' ja suorituskyvyn P suhteen, jos sen suorituskyky P
tehtavissa T kasvaa, kun kokemus E kasvaa. Esimerkiksi ohjelma voi parantaa suo-
rituskykyédn tammen pelaamisessa, jos sen voittoprosentti kasvaa sitd mukaa, kun
ohjelma pelaa lisédd pelejd. Koneoppiminen vaatii, ettd kokemus FE, tehtavit T ja
suorituskyvyn mittarit P ovat hyvin méériteltyja. [7] Koneoppimista voi hyodyntaa
esimerkiksi seuraavanlaisiin ongelmiin [6, 7]:

e puheen- ja kuvantunnistus

e itseohjautuvat autot

e luottoluokitusten méaarittaminen

o ladketieteellisten diagnoosien tekeminen
e autojen arvon maaritys.

Koneoppiminen voidaan jakaa kolmeen eri osa-alueeseen opettajan roolin perus-
teella: ohjattuun oppimiseen, ohjaamattomaan oppimiseen ja vahvistusoppimiseen
[6]. Téssé tutkielmassa késitelladn neuroverkkoja ohjatun oppimisen nékokulmasta.

3.1 Ohjattu oppiminen

Ohjatussa oppimisessa on tavoitteena 16ytad kuvaus f : X — Y, kun syote X ja
ulostulo Y ovat tiedossa. Usein oletetaan, ettd f on tiettyd tunnettua muotoa oleva
funktio, kuten astetta N oleva polynomi, jolla on parametrit 6. Tall6in ongelmana on
loytaa sellaiset parametrit 6, joilla funktio f kuvaa mahdollisimman hyvin kuvausta
X — Y. [6] Tata kuvauksen hyvyyttd mitataan useimmiten virhefunktioilla, joista
kerrotaan tarkemmin luvussa 3.2.

Ohjatun oppimisen ongelmat voidaan maarittda joko regressio- tai luokittelu-
ongelmiksi. Regressio-ongelmassa syotteelld & on tarkoitus selittda jatkuvia muut-
tujia y, kun taas luokitteluongelmassa selitettdavat muuttujat y ovat diskreetteja.
Esimerkiksi osakkeen arvon ennustaminen on regressio-ongelma, ja késin piirretty-
jen lukujen tulkitseminen on luokitteluongelma. [6]

Luokitteluongelmassa, jossa on N luokkaa, pisteen & tunnettu ulostulo y maéa-
ritetddn seuraavasti [6]:

~J 1, jos piste @ kuuluu luokkaan i,
vi 0, jos piste x ei kuulu luokkaan 1.



Talloin y on vektori, jossa on yksi 1 ja loput arvot nollia. Tamanlaista vektoria
kutsutaan one-hot -enkoodatuksi. Olkoon nyt g tunnetun ulostulon estimaattori.
Talloin tulos ¢ tulkitaan luokkaan 4, jos

:&i = maX{@l?@Qa"‘?@N}‘

Erikoistapausta, jossa N = 2, kutsutaan binddriseksi luokitteluksi. Talloin ulos-
tulo y voidaan my6s madritelld seuraavasti:

~J 1, jos piste & kuuluu luokkaan 1,
B 0, jos piste & kuuluu luokkaan 2.

Télloin tulos ¢ tulkitaan luokkaan 1, jos ¢ > 0.5, ja muutoin luokkaan 2. [6]

Yli- ja alisovitus

Useimmiten halutaan, ettd opetettu malli yleistyisi myos kidytetyn aineiston ulko-
puolelle. Ilmiota, jossa malli oppii aineiston hyvin, muttei yleisty aineiston ulko-
puolelle, kutsutaan ylisovittamiseksi. Ylisovittamisen valttamiseksi aineisto jaetaan
yleensé opetus- ja testijoukoiksi, jolloin mallia testataan opetusalgoritmien iteraa-
tioiden vélissé testijoukkoa vasten. Opetus lopetetaan, jos testijoukon virhe alkaa
kasvaa. Ylisovittamista voidaan valttda myos esimerkiksi aineiston kokoa kasvatta-
malla. Jos malli ei opi aineistoa eiké yleisty, sanotaan, ettd malli alisovittaa. |4]

3.2 Ohjaamaton oppiminen

Ohjaamattomassa oppimisessa ei ole tunnettuja ulostuloja, vaan pelkistdan syot-
teitd. Tavoitteena on loytaa rakenteita ja sddnnonmukaisuuksia syotteistd. Esimer-
kiksi klusterointi on ohjaamattoman oppimisen menetelmé, jossa tarkoituksena on
ryhmitelld sy6tteitd samankaltaisuuksien perusteella. [6]

3.3 Vahvistusoppiminen

Vahvistusoppimisessa jarjestelmaélle annetaan palautetta toimintojen sarjan perus-
teella. Talloin yksittéiselld toiminnolla ei ole merkitysté: toiminto on hyvé, jos se
on osa hyvien toimintojen sarjaa. Vahvistusoppimista kdytetdan esimerkiksi pelien
tekoalyissé ja robotiikassa. 6]



4 Neuroverkko

Neuroverkko (hermoverkko) on syvé yhdistetty funktio, joka jéljittelee ihmisen ai-
voja. Se muodostuu useista kerroksista: syotekerroksesta, ulostulokerroksesta ja nii-
den valissé olevista pitlokerroksista. Neuroverkkojen kerrokset koostuvat neuroneis-
ta, jotka ovat yksinkertaisia laskentayksikoité.

Téassé tyossé tarkastellaan neuroverkkoja ohjatun oppimisen nakdkulmasta. Ta-
voitteena on 16ytdd N kokoiselle opetusjoukolle D = {z* y*}I¥ | sellainen kuvaus
f: X =Y, joka yleistyy mahdollisimman hyvin testijoukolle.

Maaritelmé 6 (Neuroni). Olkoon & € R™ sydte ja w € R™ syGtettd vastaavat
painot. Neuronin ulostulo on télléin [6]
s=w'z+b=>Y wz;+b,
j=1

jossa b € R on vakiotermi. Usein vakiotermi siséllytetdan painovektoriin, jolloin
x,w € R" jossa wy = b ja o = 1. Tillin neuronin ulostulo on

n
z=w = E w;;.
j=0
Kaava on matriisimuodossa

T

z:[b wy Wy ... wn} T2

Kuva 1: Neuroni

Maaritelma 7 (Kerros). Neuroverkon kerroksella tarkoitetaan kokoelmaa neurone-
ja, joilla on yhteinen syote a € R™. Jos kerroksessa on m neuronia, niin neuronin %
ulostulo on [6]

6



Olkoon W € R™*™ matriisi, jossa w;; on syotteen a; ja neuronin z; vilinen paino.
Olkoon liséksi b € R™ vektori, jossa b; on neuronia ¢ vastaava vakiotermi. T&lloin
kerroksen ulostulo on

z=Wa+b,

jossa z € R™. Jos vakiotermit sisdllytetdan painovektoreihin, yhtalo yksinkertaistuu
muotoon

z=Wa,
jossa wiy = b; ja x;o = 1.

Neuroverkon kerros on matriisimuodossa

1
by wn wie ... wiy, a
1
by wo Wy ... W
z= . . . . az
bm Wm1 Wm2 ... Wpp
Qp,

Neuroverkkoa sanotaan syvaksi, jos siind on lukuisia piilokerroksia. Téastéd syn-
tyykin nimitys syvdoppiminen. Tarkastellaan nyt yleistd neuroverkkoa, jossa on L
kerrosta. Sisddntulokerroksen indeksi on [ = 0 ja ulostulokerroksen indeksi on [ = L.
Kaytetdan jatkossa seuraavia merkintoja:

e n' on kerroksessa [ olevien neuronien lukuméara

) wﬁj on paino, joka on kerroksen [ — 1 neuronin j ja kerroksen [ neuronin %

valissa. Liséksi w;y on neuroniin ¢ liittyva vakiotermi.

e 2! on kerroksen [ neuronin i ulostulo

e a'! on kerroksen [ sydte, jossa ag = 1.

4.1 Aktivointifunktiot

Y14 esitellylla neuroverkolla ei pysty esittdméan epélineaarisia funktioita, silld neu-
ronit ovat lineaarikombinaatioita. Tdmaéan vuoksi neuronien ulostulo z syotetddan
usein johonkin epélineaariseen funktioon, jota kutsutaan aktivointifunktioksi. 4]

Maaritelma 8 (Aktivointifunktio). Olkoon g, : R™ — R™. Neuroverkon kerroksen
[ aktivoitu ulostulo on

a' = g/(2) = (91(2), g12(2), ..., g (2))".

Jos vakiotermit siséllytetéisin painomatriisiin ja @ ei ole verkon ulostulo, niin a' €
R™ L Nyt g, : R™ — R™H ja

a' = (1, g11(2), 912(2), - gum(2))"

7



Talloin
Cl,l _ (1>gl,1(z)7gl,2<z>7 s 7gl,m(z))T7 jOS [ <L
(gl,l(z)7 gl,Q(z)7 s 7gl,m<z)>T7 jOS l=1L.

Usein aktivointifunktiot esitetdan kuvauksina R — R. T&ll6in kuitenkin tarkoite-
taan ns. funktion vektoroitua muotoa, jossa jokaiselle kerroksen neuronille kiiytetain
samaa aktivointifunktiota. Olkoon nyt ¢, : R — R. Télloin

(z) = (Lgi(2), (), gz, )T, jos I < L
(gl(zll),gz(zé), . 791(2’@1))T, josl=1L.

Jatkossa merkinnélla ¢g(z) tarkoitetaan funktion vektoroitua muotoa, jos g on
kuvaus R — R.

Y14 oleva maééritelmé on uudenlainen mééritelmé aktivointifunktiolle, ja téta
méaritelméd hyodynnetdédn seuraavan osion todistuksissa. Useissa lahteissd (esim.
[1, 4]) aktivointifunktioita ei maéritelld matemaattisesti kovinkaan tarkasti. Teok-
sessa (8] aktivointifunktio médritelladn hieman vastaavasti funktiona g¢;(x), jossa
go(x) = 1. Téssékadn lahteessi ei toisaalta yleistetéd aktivointifunktion méadritelmas
funktioille R™ — R™.

Esitelladn seuraavaksi usein kéytettyjd aktivointifunktioita. Aktivointifunktiot to-
teuttavat yleensi seuraavat ehdot [9]:

e funktio on differentioituva (melkein kaikkialla)
e funktio on helposti laskettavissa

e funktio on epélineaarinen.

Ulostulokerroksen aktivointifunktiot
Ulostulokerroksen aktivointifunktio valitaan ratkaistavan ongelman mukaan. Jos ky-
seessé on bindérinen luokittelu, niin aktivointifunktioksi valitaan Sigmoid-funktio 1]
1
Clde
Sigmoid-funktion ulostulo on aina vélilla (0, 1). Se siis soveltuu hyvin kuvaamaan
todennakdisyyksia.

Jos tehtavana on luokitella syote yhteen useammasta kategoriasta, niin ulostulo-
kerroksen aktivointifunktioksi valitaan Softmazx-funktio. Softmax-funktiota voidaan
pitdéd Sigmoid-funktion yleistyksend useammalle kategorialle. Funktion ulostulon jo-

kainen komponentti kuuluu niin ikdéan vilille (0, 1). Softmax-funktion komponentin
i yht&lo on [1]

Sigmoid(x) = o(x)

Ty

e
Zj evi’

Regressio-ongelmissa kiytetadn usein lineaarista aktivointifunktiota.
Olkoon « € R. Tall6in ulostulokerroksen aktivointifunktio g on

Softmax(x); =

g(x) = ax.

Piilokerroksissa ei yleensé ole jarkevid kiyttad lineaarista aktivointia [9].

8



Piilokerroksien aktivointifunktiot

Piilokerroksien aktivointifunktion valintaan ei vield ole tarkkoja ohjenuoria [1]. Useim-
miten kdytetddn ReLu-funktiota (rectified linear unit), ja sitd suositellaan ensisijai-
seksi vaihtoehdoksi [9, 1|. ReLu mééritellddn seuraavasti

ReLu(z) = max{0, z}.

ReLu-funktion hyotyja ovat sen arvojen ja sen derivaatan arvojen nopea las-
keminen. ReLu-aktivoidut neuronit saattavat joskus paityé tilanteeseen, jossa ne
saavat aina arvoksi nolla. N&itd neuroneja sanotaan kuolleiksi neuroneiksi. Taman
ongelman ratkaisemiseksi kiytetadn LeakyReLu-funktiota

LeakyReLu(z) = max{az, x},

jossa a > 0 on jokin pieni vakio kuten 0.01. 9]

Sigmoid-funktiota voidaan kayttaa piilokerroksien aktivointifunktiona, joka oli
ennen ReLu-funktiota kéytetyin aktivointifunktio [1]. Sigmoidin sijaan kiytet&én
joskus Hyperbolista tangenttia

et —e

er + e T

tanh(z) =

Hyperbolisella tangentilla saadaan usein parempia tuloksia kuin Sigmoidilla [1].

Relu LeakyRelu




Sigmoid tanh

U
P
[

O = N W e U O N @ W e O - N WSREUON®O
o Vi .

0T

4.2 Neuroverkon ulostulo

Nyt saadaan médriteltys neuroverkon ulostulo ¢ = a’:

t=f(x):=g.(Wra")
_ gL(WLgL,l(WL_laLQ))
=g (Whg (W gy (Wha) - ).

Esimerkki 1 (XOR). Tarkastellaan klassista luokitteluesimerkkié, jossa luokitel-
laan totuusarvopareja XOR-sddnnon (exclusive or) mukaan. Sydte on & € {0,1}2,
ja ulostulo on y = {0, 1}.

Syote z; | Sydte xo | Ulostulo y
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Muodostetaan tdméan luokitteluongelman ratkaisemiseen neuroverkko, jossa on
yksi kahden neuronin piilokerros. Nyt siis L = 2,n° = 2, ja n? = 1. Olkoon ensim-
méisen kerroksen aktivointifunktio ¢;(z) = ReLu(z) ja toisen go(z) = Sigmoid(z).
Neuroverkon ulostulo on nyt

t = go(W?a')
= (W g(W'e)).
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Olkoon « = (1, 1) ja painojen alkuarvot

bl wi w
W' — { i %2]

w21 wzz
0.5
—05 —0.5]"
[b wn w12}
=[-05 0.5 0.5].

Muodostetaan ensimmaéisen kerroksen neuronien summat z! ja niiden aktivoinnit

al:

- 1
1 1 1
1 by wy; wiy
z = T
bt wl  wl
102 21 22
i)

_ _b% + whxl + w%2$2

_bé + Wi 1 + Wyo
[ 05405405 -
|1—0.5+ (—=0.5) 4+ (=0.5)|
1

1.5
0

1.5
—1.5|"
a' = ReLu(z') =

Nyt saadaan laskettua ulostulokerroksen arvot 2% ja t = a?

1
“[% ot ] |l
a
= b2 + w? a; + wiyay
=—-054+05-1.5+0.5-0=0.25,
t = Sigmoid(0.25) ~ 0.562.

Vastaavalla prosessilla saadaan kaikille pisteille luokitukset

x| ®e |y 2! a 22 |t =o0(2?)
1| 10| (15 -15) (1150 | 025 ]| 0562
1[0 1| (I,1) | (,Lo) | O 05
01 (1| (L-1) | LLo) | 0 0.5

0] 00|05 -05) (1,05 0) 025 0438

Sigmoid-funktion arvoa tulkitaan todennakoisyytena: jos ¢ > 0.5, niin ennuste on 1
ja muutoin 0. Tuloksista huomataan, etté verkko luokittelee pisteen (1, 1) tulokseksi
1, joka on eri kuin haluttu arvo. Tulos ei ole yllattavé, silla verkon painot alustet-
tiin mielivaltaisesti. Muut pisteet verkko onnistui sattumalta luokittelemaan oikein.
Tutkitaan seuraavaksi, miten verkon luokittelukykya saadaan parannettua.
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4.3 Virhefunktiot

Neuroverkon opettamisella tarkoitetaan prosessia, jossa neuroverkon parametreille
W etsitadn sellaiset arvot, joilla verkon luokitteluvirhe minimoituu. Useimmiten
opettamisessa muodostetaan virhefunktio, joka minimoidaan opittavien parametrien
suhteen. Mielletdaén W vektorina, jonka alkiot ovat w;. [6]

Olkoon t = f(a; W) neuroverkon ennustama ulostulo ja olkoon y tunnettu ulos-
tulo syotteelle . Neuroverkon antaman ennusteen tarkkuutta mitataan virhefunk-
tiolla E(t,y). Regressiossa virhefunktio on useimmiten euklidisen etdisyyden nelié

[6]

1 1
Ety)=5llt-y I°= 52(&: — yr)”.
k=1

Luokittelussa virhefunktiona kidytetdéan useimmiten ristientropiaa (cross-entropy)

6]
E(t,y)=—y-In(t)=—> yln(t).

Binaarisen luokittelun erikoistapauksessa kiaytetddn useimmiten binddaristd ristient-
ropiaa (binary cross-entropy). Téll6in verkon ulostulokerroksessa on yksi neuroni,
jonka arvo on ¢ € (0, 1). Tulkitaan tdté siten, ettd ensimmaéisen kategorian todenné-
koisyys P(y1) = t ja toisen kategorian todennikdisyys P(y2) = 1 — t. Nyt saadaan
virhefunktioksi
E(t,y) = —(yIn(t) + y2In(1 — 1))
— —(yIn(t) + (1 — ) In(1 — 1)).
Kokoa N olevan opetusjoukon virhe on yksittéaisten pisteiden virheiden keskiarvo

[6]

CW) = S B(f(: W), y)

1 N
n=1

Téaten saadaan opetusjoukon virhefunktioiksi

1 N d
Cusp(W) =553 > (0" — ")’ ja
n=1 k=1
1 N d
Cop(W) = =5 > u In(t”),
n=1 k=1

jossa Cyrsp tarkoittaa keskineliovirhettd (mean squared error).
Jatkossa merkinnlli £ (W) tarkoitetaan arvojen ™ ja y™ vaikutusta vir-
hefunktioon



Esimerkki 2. Jatketaan aiempaa esimerkkié ja lasketaan pisteiden virheet kiytta-
mélla virhefunktiona ristientropiaa. Pisteelle @ = (1, 1) saadaan

E(t,y) = —(0-1n(0.562) + 1 - In(1 — 0.562))
= —1In(0.438)
~ 0.826.

Muille pisteille saadaan laskettua seuraavat arvot:

T | o |y | t=0(2%) E(t,y)
111710 0.562 0.826
110 1] 05 | —In(05)~0.693
01111 0.5 0.693
0,010 0.438 0.576

Neuroverkon kokonaisvirheeksi saadaan lopulta

0.826 + 0.693 + 0.693 + 0.576
Con(W) ~ 22207 Z 090 _ g.6970.

4.4 Vastavirta-algoritmi

Neuroverkon opettamisen tavoitteena on minimoida virhefunktio C'(W'). Monet op-
timointimenetelmét edellyttévit tavoitefunktion gradientin laskemista. Neuroverk-
kojen virhefunktion gradientit saadaan hyodyntédmalla derivoinnin ketjusdéntoa re-
kursiivisesti. Tat4 menetelméd kutsutaan vastavirta-algoritmiksi (backpropagation).
Nimitys tulee siité, ettéd osittaisderivaattojen laskeminen aloitetaan ulostulokerrok-
sesta, minké jalkeen ketjusdédntoa sovelletaan taaksepdin kunnes saadaan osittaisde-
rivaatat ensimmaéisen kerroksen parametrien W suhteen. [4]

Tavoitteena on siis saada laskettua virhefunktion gradientti kaikkien kerroksien
painojen suhteen. Kokonaisvirheen gradientti saadaan yksittaisten pisteiden gra-
dienttien keskiarvona [4]

VC(W) =V [% > E(")(W)]

1 N
= > VEM(W).
n=1

Léhteessé [4] on esitelty tapa laskea virheen gradientti, jos aktivointifunktio on
vektoroitu yhden muuttujan funktio. Esitetdéan aluksi siitd tuloksesta kaikille akti-
vointifunktioille yleistetty tulos. Sen jilkeen esitellaén teoksessa [4] oleva erikoista-
paus. Vastavirta-algoritmi on esitelty myos esimerkiksi teoksissa [6, 7].

oF . s
Lause 2. Olkoon 6! = — kerroksessa [ olevan neuronin i osuus yksittiisen opetus-

E
OEN\"
l— _
5_<6zl) |

pisteen virheesta eli
13



Talloin virheen osittaisderivaatat saadaan laskettua rekursiivisesti kaavoilla:
8" = (J,(z")" V.E
5l — (ng(ZL))T (Wl+1)T61+1
= dlal”

OE X
w};
b owl, 0 T

Merkinnalld V,E tarkoitetaan vektoria, jonka arvot ovat virheen osittaisderivaatat
ulostulokerroksen alkioiden suhteen
OF )T

dal

v.r =

Todistus. Osoitetaan lause kiyttamalla ketjusdantos.

Kun [ = L, saadaan

_OF

© 0zL

_0F da*

~ dal 0zl

dgr(z")

= (V,E)y T ===~
(Vo) =577

= (vaE)T‘jgz(zL)‘

(6")"

Téaten
8" = (J,(2")" V.E.

Oletetaan seuraavaksi, ettd 87 on tiedossa. Nyt
_OFE
-~ 02!
_ OE 0z
9zl Hal
8zl+1
— 6l+1 T
(07) 0z!
d(Wital)
0z!
0g1(2Y)
_ (§HN T+
0y W=

_ (6l+1)Twl+1ng (Zl).

(6)"

— (6[+1)T

Siis
5t — (ng(zL))T (<5l+1)TWl+1)T
_ (ng(ZL))T (Wl+1>T6z+1_
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Osoitetaan vield kolmas kaava. Ketjusddnnon nojalla

OE  OF 07! 5! 0z!

ow'l  aZaw' = awl

l

Mielivaltainen Jacobin matriisin ; alkio on

Oz, O gwh,al ) faTt jos k=1,
owl. owl,; o, jos k # .

ij
Téten saadaan lopulta

Z k@Zk _ sl '_1.

’L

O

Lause 3. Olkoon W painomatriisi W, josta on poistettu vakiotermisarake. Jos
kerroksen [ aktivointifunktiona on vektoroitu yhden muuttujan funktio, niin vektori
o' saadaan kaavoilla

5 — V.FE @g’L(zL) josl =1,
(WiHTe ) o g(z") jos1< L,

jossa

gi(z') = (gi(21), gu(z2), -, g1z )"

Todistus. Lihteessd [4] kaavat on osoitettu kiyttadmélld ketjusidintod virheisiin o).
Osoitetaan téssé kaavat hieman eri tavalla kiyttaméalla Jacobin matriiseja. Merki-

tidn D' = diag(g)(2}), ..., g/(24,))-

Kun [ = L, saadaan

[ OgL(27) dgr(27) |
0zF 02k
Og1(z") _ .
ozl ' '
dgr(zh) dgr(zh)

To ok
[g7.(21) 0
| 0 g1 (25,




Edellisen lauseen ja lemman 1 nojalla

8" = (J, (") V.E

= (DY)'V,.E
= D'V,E
=g (z") OV, E
= V.E ® g, (2%).
Kun [ < L, saadaan
[ 01 01
o o
9g1(21) 9gi(21)
9() _ | "o 7 oL
oz | i :
99i(zy,) 9gi1(2y,)
|0z 02k
[0 oo 0
gz ... 0
| 0 91(z,)

Edellisen lauseen perusteella
(87 = (8" W ().

Huomataan, ettéd Jacobin matriisin J,,(2') ensimméinen rivi on nollarivi. Tasté
seuraa, ettd painomatriisin ensimmainen sarake ja Jacobin matriisin ensimmaéinen
rivi ovat matriisitulossa W', (2!) merkityksettomid. T#lloin

W, (') = Wit diag(g)(2), - -, g1(=1,))
— W11+1Dl'
Nyt
5l — ((65+1)TW11+1D1)T

_ (Dl)T(((sH-l)TWllJrl)T

— Dl(wl1+1)T5l+1

= g (z") O (Wi
= (W18 © gi(2").

]

Jéalkimmaéainen tapa laskea vektorit 6 on huomattavasti tehokkaampi ja sitéd kan-
nattaa kiyttda implementaatioissa, jos mahdollista. Tehokkaammaan siité tekevit
seuraavat ominaisuudet:
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1. Viltetdén Jacobin matriisin transponointi (O(m?)).

2. Vektorin g/(z') luominen (O(m)) on nopeampaa kuin matriisin luominen

(O(m?)).

3. Hadamardin tulo (O(m?)) on nopeampi laskea kuin matriisitulo lavistdjamat-
riisin kanssa (O(m?)).

Tavallisimmin kdytetyista aktivointifunktioista kaikki paitsi Softmax-funktio tukevat
lauseen 3 tapaa.

Algoritmi 1 (Vastavirta-algoritmi). Olkoon kokonaisvirheen gradientti VC' aluksi
nollavektori.
Toistetaan kaikille opetusjoukon pisteille n:

Askel 1: Lasketaan kaikille kerroksille [ = 1,2,..., L neuronien aktivoidut
summat

Zn,l — Wlan,l—l

an,l =g (zn,l).

Askel 2: Lasketaan ulostulokerroksen virheet

8" =V, E™ © g (z"").

Askel 3: Lasketaan kaikille kerroksille L — 1, L — 2,...,1 virheet

5n,l — ((WllJrl)T(SmH—l) o QZ(Zn,l).

Askel 4: Muodostetaan gradientti saaduista virheisté kaavoilla

8E(n) nd nl—1 -

aw[ ] = 51 aj y Ja
ij

OE™

Askel 5: Paivitetddn kokonaisvirheen gradientti

1
V(O « VC + EVEW

Huomionarvoista algoritmin implementoinnissa on se, etté matriisit (W?)7 kan-
nattaa luoda koko opetusjoukolle kerran, eiké jokaiselle pisteelle erikseen. Téaten
valtetdan hidas operaatio yksittdisten opetuspisteiden gradienttien laskemisessa.

Esimerkki 3. Lasketaan edellisen esimerkin virhefunktion gradientti kdyttamalla
vastavirta-algoritmia. Askel 1 on suoritettu jo aiemmin, ja sen tulokset ovat seuraa-
vassa taulukossa.
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x| T |y 21 a' 22 | t=o0(z%)
11110 (15 -15) | (1,15 0) | 025 0562
1101 (L-1) | (Lo | 0 05

0 11| (L-) | (LLO) | 0 05
01010

(0.5,-0.5) | (1, 0.5,0) | -0.25 | 0.438

Askel 2: Lasketaan aluksi ¢} (2™F) = o/(2™?). Sigmoid-funktion derivaatta on
tunnetusti

Téten saadaan
o'(z™%) = [0(z™*)(1 = 0(2™?))] = o (2"?)(1 — a(2"?)).

Lasketaan seuraavaksi V,C. Jatetdan opetuspisteen (aj(”), ™) indeksit n mer-
kitsemiittd selkeyden vuoksi. Merkitiin a? = t. Saadaan

OF
V.E - {ﬂ
- % [—(yIn(t) + (1 — y) In(1 — 1))]

Ly, -y
P

Nyt

Muille pisteille saadaan laskettua vastaavat tulokset.

T | T | Y t 5

1 1 101 0.562 | 0.562
1101 0.5 -0.5
0 1|1 0.5 -0.5
0] 01]0]0.438 | 0.438




Askel 3: Lasketaan virheet &' kerroksille [ = 1. Saadaan laskettua !

5" = (W2)7T45%) ® ReLu!(2")
= (03] ) © [Retarch)
— 0.50? {Egiﬁigzm .

Ensimmaéiselle pisteelle saadaan

oM =0.5-0.562 {

1
— 0.281 M
o281
St

ja vastaavasti muille pisteille

ReLu'(1.5)
ReLu’(—1.5)]

1 | Lo 51

1| 1](0.281,0)

1] 0] (0250 |
0|1 |(-0.250)

0| 0| (0219, 0)

Askel 4: Muodostetaan gradientit saaduista virheistd. Gradientti on yksittai-
selle pisteelle

op_ [0E OB OE OB QB OE 0B 9B OB
okl Owl, Owl, ObY Owl Owl, 2 Ow? Ow?,

sl 51,0 §1,0 s1 51,0 £1.0 52 2.1 2. 117
—[(51 0ray dyay Oy 0,a7 dyay OF Oiay 61a2} )

Seuraavassa taulukossa esitetdin jokaisen opetuspisteen virheiden gradientit
VE®™ ja kokonaisvirheen gradientti VC.

VE| b Wiy wip [0 [wy |wiy [ b wi | wh
0.281 028110281 0| O 0 0562|0843 | 0
-0.25 | -0.25 0 0] 0 0 | -05 | -051] 0
-0.25 | -0.25 0 0] 0 0 | -05 | -051] 0
0.219 0 0 0] 0 0 104380219 0

vC 0 0.008 | 0.008 | O | O 0 0 0.016 | 0

'ReLu-funktion derivaatta ei ole méiiritelty nollassa, mutta useimmiten kiytinnossi kilytetiin
arvoa ReLu’(0) = 0. Tall ei pitiisi olla suurta merkityst# lopputulokseen, silld kiytetyt luvut ovat
todellisuudessa liukulukuja ja siten approksimaatioita. Tilloin valinta ReLu’ (= 0) = 0 on jirkevi.

[1]
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Huomataan, ettd suurin osa termeisté on nollia, joten osa neuroneista on kokonaan
merkityksettomia tuloksen kannalta. Neuronit ovat siis kuolleita, joten talla neuro-
verkolla tulee olemaan suuria haasteita oppia haluttu tehtava.

Esimerkki 4. Johdetaan kaava vektorille 6 tapauksessa, jossa ulostulokerroksen
aktivointifuntiona on Softmax-funktio ja virhefunktiona ristientropia. Oletetaan, et-
t& odotettu ulostulo y on one-hot -enkoodattu, jolloin > ", y; = 1. Lasketaan aluksi
Softmax-funktion Jacobin matriisin alkiot. Merkitdén Softmax(z) = S(z). Jacobin
matriisin mielivaltainen alkio on

e~
05,(z) 7 (zk )
(92]- o 8zj

oe*i o . 0 .
(8zj 2k ) - (e 0z; 2k >
(>, )’

Jos i = 7, saadaan

9(2) _ (5,00 - ()
0z >k e )’
_ ez B (6zi)2
> e (D% ezk)2
= Si(z) — (Si(2))”
= Si(2)(1 = Si(2)).

Jos i # 7, saadaan

95i(2) _ (0-,e%) = (e5e?)
0 (o)
= —SZ(Z)S] (Z)

Edellisen esimerkin tavoin saadaan laskettua virheen osittaisderivaatat ulostuloker-
roksen suhteen

OF Y Yi

Merkitdan yksinkertaisuuden vuoksi S;(z) = S;. Nyt lauseen 2 nojalla

(69)" = (VaE)" (Js(2))

S 1-8) ... —S.5,

Y1 Yn —555; o —555,,
=5 - =) LT

—5,8 ... Su(1—S5,)
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Mielivaltaiselle indeksille 7 saadaan

0 = y1Si+ S+ —yi(1 = 5) -+ yaSi

= —yi+Si) Y
j=1

=5 — i
=t — Y-

Neuroverkon toteutuksessa voidaan kiyttad téatéa tulosta suoraan. Télloin ei tarvitse
laskea Jacobin matriisin ja vektorin V,E laskennallisesti raskasta tuloa.
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5 Virhefunktion optimointi

Tassé luvussa kiyydaan 1api erilaisia algoritmeja, joilla voidaan minimoida virhefunk-
tio C'(W). Merkitéén jatkossa d, = VC(Wy). Optimointiongelma on formaalisti

min C(W)
s.t wﬁj eR.

Kyseessé on siis moniuloitteinen ja rajoitteeton optimointiongelma. T&lla mini-
mointiongelmalla on selvisti ratkaisu, silla C' on alhaalta piin rajoitettu: C' > 0.

5.1 Gradienttimenetelma

Gradienttimenetelmd tai nopeimman laskeutumisen menetelmd (gradient descent/
steepest descent) on Cauchyn vuonna 1847 kehittdma iteratiivinen optimointimene-
telma. Tavallista gradienttimenetelmad kutsutaan my6s nimelld satsigradienttime-
netelmd (batch gradient descent) [1]. Gradienttimenetelméssi iteraation seuraava
piste w1 saadaan siirtymaélla askelpituuden €, > 0 verran negatiivisen gradientin
suuntaan [5]

Wk+1 == Wk - GkVC(Wk) == Wk - dek.

Jos tavoitefunktio on alhaalta péin rajoitettu, gradienttimenetelméa konvergoi aina
lokaaliin minimiin. Jos funktio on liséksi konveksi, niin gradienttimenetelmé loytaa
globaalin minimin. [5]

Koneoppimisessa askelpituudesta kiytetddan usein nimitysta oppimisnopeus [1].
Askelpituuden méardaamisessa voidaan kdyttdd useita erilaisia tapoja. Optimaalinen
askelpituus saadaan minimoimalla funktio

¢(Ek) = C(wk + Ekdk>, jOSS& €, > 0.

Tatd menetelméd kutsutaan viivahauksi [5]. Useimmiten tarkka viivahaku on ko-
neoppimisessa liian hidasta, minkéa vuoksi oppimisnopeus voidaan magratéa vakioksi
e. Viivahaku voidaan tehdd myos epétarkasti kiyttamalla esimerkiksi Armijon sdén-
toa [5]. Lisdksi yleinen kdytédnté on maarata oppimisnopeuden aikataulu (learning
rate schedule), jossa iteraation k oppimisnopeus ¢, saadaan vihenevésta lukujonosta
[1].

Gradienttimenetelmé on neuroverkkojen optimoinnissa hidas menetelmé. Algo-
ritmi hidastuu sitd mukaa, kun opetusjoukko kasvaa. Useimmiten optimoinnissa
kiytetddn stokastisia algoritmeja, joissa virhefunktio muodostetaan jokaisella ite-
raatiolla satunnaisesta opetusjoukon osajoukosta. Tété osajoukkoa kutsutaan mini-
satsiksi (minibatch). Minisatsien kdyttdmisen etu on, ettd virhefunktion gradientin
laskemiseen kéytetty aika ei kasva, vaikka opetusjoukon alkioiden maéra kasvaisi. [1]

Esimerkki 5. Optimoidaan XOR-esimerkin virhe kiyttdmalla gradienttimenetel-

mad. Aiemmin huomattiin, ettd suurin osa neuroneista oli kuolleita. Korjataan tdma
siten, ettd vaihdetaan ensimmaéisen kerroksen aktivointifunktio Sigmoid-funktioksi.
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Valitaan oppisnopeudeksi vakio € = 1. Nyt ensimmaéisen iteraation gradientiksi saa-
daan

__8_0 oC oC
d: — (%% 8“’%1 awb @ _80 _@C
b @ oC oC (%% 8w%l 8“’%2
| Oby  Owd,  owl,

—0.0197 —0.0241 —0.0241
= [—0.122 —0.108 0.108}
—0.0197 —0.0241 —0.0241

Lasketaan painomatriisien péivitykset Wy = W1 — 1 - d;. Saadaan

—0.4803 —0.4759 —0.4759
W3 = [-0.3775 0.6080 0.3920] .

W;:[o.mg? 0.5241 0.5241}

Nailla painoilla verkon virhe on 0.724 ja luokittelutarkkuus 50 %. Algoritmia jatka-
malla saadaan iteraatiolla k = 78 luokittelutarkkuus 100 %. Télloin verkon virhe on
0.348. Lopullisiksi painoiksi saadaan
Wl —0.7610  2.557 2.557
1 0.7551  —0.7304 —0.7304

Wi =[-1.358 2.543 1.948].

5.2 Ongelmat opettamisessa

Neuroverkkojen virhefunktioita ei voida pitda konvekseina, minké vuoksi minimoin-
tiongelmalla voi olla useita ratkaisuja. On todennakéisté, ettd neuroverkkojen vir-
heilld on erittdin monta lokaalia minimié, miké tekee globaalin optimin loytamises-
té haasteellista. [1] On kuitenkin osoittautunut, ettd suurille neuroverkoille lokaalit
minimit ovat usein riittavian hyvia ratkaisuja minimointiongelmaan [10].

Lokaaleja minimeja merkittdvampi ongelma on satulapisteet eli pisteet, joissa
Hessen matriisin ominaisarvot saavat positiivisia ja negatiivisia arvoja. Ensimmaéi-
sen kertaluvun menetelmét eivit useimmiten juutu satulapisteisiin, mutta toisen
kertaluvun menetelmille satulapisteet ovat haaste. [1]

Gradienttipohjaisissa menetelmissa gradientit voivat saada hyvin suuria arvoja,
jolloin seuraava askel saattaa mennéa todella kauaksi sen hetkisesta tilanteesta. T4al-
laista ilmiota kutsutaan rdjahtdaviksi gradienteiksi (exploding gradients). Rajahtavat
gradientit voivat hidastaa oppimista merkittévaisti tai estdd oppimisen kokonaan.
Tama ongelma voidaan ratkaista leikkaamalla gradientti eli maaradmalla askeleelle
maksimipituus. Olkoon ¢ > 0 gradientin maksimipituus. Ennen painojen péivitysta
asetetaan gradientti dj [1]

dk ||dk|| <c,
dk — Cdk

o el = e

x|
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Toisaalta gradientit saattavat saada hyvin pienia arvoja, jolloin neuroverkko op-
pii hitaasti. T#lloin sanotaan, etté gradientit katoavat (vanishing gradients). Katoa-
via gradientteja esiintyy erityisesti neuroverkoissa, joissa piilokerroksien aktivointina
kiytetddn Sigmoid-funktion tapaisia funktioita. Siksi ReLu-funktio on useimmiten
parempi vaihtoehto piilokerroksen aktivointifuntioksi. [1]

5.3 Painojen alustus

Painojen alustuksella voi olla suuri vaikutus optimointialgoritmin suppenemiseen.
Huonosti tehty painojen alustus voi esimerkiksi hidastaa oppimista ja aiheuttaa
rajahtavia tai katoavia gradientteja. 1]

Painot
Painot generoidaan yleensd satunnaisesti joko normaalijakaumasta tai tasajakau-
masta. Kerrokselle [, jolla on m syotettd ja m neuronia, voidaan generoida painot

tasajakaumasta [1]
11
W'~ U (——, —) :
m’m

Usein kidytetddn myos normalisoitua jakaumaa [11]

1 1
W ~U|( - .
( \/m+n’\/m+n>

Téata kutsutaan joko Glorot- tai Xavier-alustukseksi.

Vakiotermit
Useimmiten kaikki vakiotermit b} asetetaan pieneksi vakioksi ¢ € R. Yleinen kiiy-
tantod on asettaa kaikkien vakiotermien arvo nollaksi. [1]

5.4 Algoritmien lopetusehdoista

Useimmiten neuroverkon optimoinnissa optimoidaan verkon virhettd opetusjoukon
suhteen ja toivotaan, etta virhe pienenee sitd mukaa myos testijoukossa. Pienin mah-
dollinen opetusjoukon virhe ei vilttaméatta takaa parasta yleistymistéa testijoukolle,
silld algoritmi saattaa ylisovittaa. Téméan vuoksi opettaminen on useimmiten jarke-
vad lopettaa siind vaiheessa, kun testijoukon virhe ei endé pienene. [4]

Kokonaisvirheen laskeminen on hidasta koko opetus- tai testijoukolle, joten sita
ei kannata tehda jokaisen iteraation jéilkeen. Yleinen kidytantd on laskea kokonais-
virhe joukoille aina, kun algoritmi on iteroinut opetusjoukon kertaalleen lapi. Ta-
hén kuluvaa iteraatioiden lukuméérdéd kutsutaan epookiksi (epoch). Esimerkiksi, jos
opetusjoukon koko on N ja minisatsien koko m, niin yhdessé epookissa on f%} ite-
raatiota. Yleensa valitaan jokin tietty médra epookkeja, jonka jalkeen opettaminen
viimeistddn lopetetaan. [4]
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Lopettamisehdoiksi voidaan siis valita esimerkiksi:

1. Lopetetaan opettaminen 7T-epookin jélkeen.
2. Lopetetaan opettaminen, kun algoritmi alkaa ylisovittaa.

3. Lopetetaan opettaminen, kun virhe alittaa jonkin tietyn raja-arvon £ > 0.

5.5 Stokastinen gradienttimenetelma

Stokastinen gradienttimenetelmd eli minisatsigradienttimenetelmd (Stochastic gra-
dient descent / SGD) on gradienttimenetelmén variaatio, jossa virhefunktio muo-
dostetaan minisatsista. Talloin virhefunktiosta saatu gradientti on estimaattori oi-
keasta gradientista, jolloin gradientissa on kohinaa. Algoritmi ei tdméan vuoksi véalt-
tamétta koskaan 10yda minimié, vaan jaa herkésti oskilloimaan minimin ympérille.
Siksi stokastisessa gradienttimenetelméssa kannattaa kiayttaéd vihenevid oppimisno-
peutta. [1]
Riittévit ehdot stokastisen gradienttimenetelmén suppenemiselle ovat [1]

o0

Zek =00, ja
k=1
o)
> (&) < oo.
k=1

Usein oppimisnopeus maéritetddn lineaarisesti vahenevéksi iteraatioon t asti,
jonka jalkeen oppimisnopeus pidetdan vakiona. Olkoon k,t € N, ¢ < ¢ < 0 ja
a= % Nyt oppimisnopeus iteraatiolla k saadaan kaavasta [1]

(1—a)e +ae;, k<t
€L =
¥ €t k>t

Algoritmi 2 (Stokastinen gradienttimenetelmé). Olkoon (€;) oppimisnopeuden
aikataulu ja olkoon W painojen alkuarvot. Olkoon m minisatsin koko.

Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {z"), ... 2™},
Olkoon {yW, ... y(™} niitd vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan gradientin estimaatti kdyttamaélla vastavirta-algoritmia.

Saadaan
1 m
d=— EO(W
— Z VED (W)
Askel 3: Lasketaan uudet painot
W +— W — ¢.d.

Askel 4: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k < k + 1 ja siirrytdan takaisin askeleeseen 1.

Stokastinen gradienttimenetelmé voi olla hidas konvergoimaan minimiin. Ké&y-
ddén seuraavissa luvuissa lédpi nopeampia menetelmié stokastisten virhefunktioiden
optimointiin.
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5.6 Momentti

Momentti (momentum) on stokastisen gradienttimenetelmin muunnelma, jossa seu-
raavan iteraation gradientin laskemisessa hyodynnetdéan aikaisempien iteraatioiden
gradientteja. Seuraavaan gradienttiin lisdtddn ekpsonentiaalisesti hajoava liukuva
keskiarvo aikaisemmista gradienteista, jolloin gradientissa olevaa kohinaa saadaan
vahennettya. Algoritmin nimi kuvaa hyvin sen taustalla olevaa ajatusta: algoritmil-
la on ikdédn kuin litkemééré, joka pitad algoritmin lahempéané alkuperdistd suuntaa.
Talloin aikaisemmasta poikkeava suunta ei vie algoritmia niin kauas optimista kuin
stokastisessa gradienttimenetelméssa. [1]

Algoritmi 3 (Momentti). Olkoon (¢) oppimisnopeus ja W painojen alkuarvot.
Olkoon m minisatsin koko, a € [0, 1) momentin kerroin ja v alkunopeus.

Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {z), ... (™},
Olkoon {y(l), e ,y(m)} naita vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan gradientin estimaatti kiyttamaélla vastavirta-algoritmia.
Saadaan

Askel 3: Lasketaan uusi nopeus

V4 av — €.d.

Askel 4: Lasketaan uudet painot

W+ W +o.

Askel 5: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k <— k + 1 ja siirrytddn takaisin askeleeseen 1.

Yleisia arvoja parametrille a ovat 0.5, 0.9 ja 0.99. Parametria voidaan kasvattaa
iteraatioiden myota, mutta se ei ole yhta téarkedd kuin oppimisnopeuden pienenté-
minen. [1] Algoritmi tuottaa arvolla @ = 0 saman lopputuloksen kuin stokastinen
gradienttimenetelma.

5.7 Nesterovin momentti

Nesterovin momentti on momentin variaatio, jossa nopeus lisdtdén painomatriisiin
ennen gradienttien laskemista. Témaéan tarkoituksena on korjata tavallisessa momen-
tissa nopeustermistd aiheutuvaa hyppéysté, joka saattaa olla lilan suuri. [12] Nes-
terovin momentti ei kuitenkaan nopeuta suppenemista stokastisten gradienttien ta-
pauksessa [1].

Algoritmi 4 (Nesterovin momentti). Olkoon (¢) oppimisnopeus ja W painojen
alkuarvot. Olkoon m minisatsin koko, @ € [0, 1) momentin kerroin ja v alkunopeus.
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Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {2V, ... 2™},
Olkoon {y(l), e ,y(m)} naitd vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan korjattu painomatriisi

W(—W—i—av.

Askel 3: Lasketaan gradientin estimaatti kidyttamaélla vastavirta-algoritmia.
Saadaan

] & L~
d=—) VEYW).
— X_; (W)
Askel 4: Lasketaan uusi nopeus
vV av — €.d.

Askel 5: Lasketaan uudet painot

W« W +o.

Askel 6: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k < k + 1 ja siirrytaan takaisin askeleeseen 1.

Kuva 2: Gradienttimenetelmié havainnollistava kuva. Momentti-algoritmi 16ytaa ite-
raatioiden edetessd parempia suuntia kuin stokastinen gradienttimenetelma.

Gradienttimenetelma Momentti

D

Stokastinen gradienttimenetelma

Edelld mainittujen algoritmien haasteena on hyvin oppimisnopeuden l6ytami-

nen. Taman ongelman ratkaisuun on kehitetty menetelmié, joissa oppimisnopeutta
sopeutetaan automaattisesti oppimisen edetessa.
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5.8 AdaGrad

AdaGrad-algoritmissa (Adaptive Gradient Algorithm) [13] jokaiselle opittavalle pa-
rametrille on oma oppimisnopeutensa. N&itd oppimisnopeuksia suhteutetaan ai-
empien gradienttien neliosumman neliGjuureen. Téalloin suuren osittaisderivaatan
omaavien parametrien oppimisnopeutta pienennetéén nopeasti. Pienen osittaisderi-
vaatan omaavien parametrien nopeutta pienennetéén hitaasti. |1

Algoritmi 5 (AdaGrad). Olkoon e oppimisnopeus ja olkoon W painojen al-
kuarvot. Olkoon m minisatsin koko ja r = 0 gradienttien neliosumman alkuarvo.
Valitaan nollalla jakamisen vélttdmiseksi A > 0 (usein 1077 tai 107%).

Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {z), ... (™},
Olkoon {y, ... y(™} niitd vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan gradientin estimaatti kiyttamaélla vastavirta-algoritmia.
Saadaan

1 & A
d=— ED(W).
m;v (W)

Askel 3: Lasketaan gradientin nelio ja lisdtdan se neliGsummaan

r—r+dod.

Askel 4: Muodostetaan muutosvektori

€

AW = —
Vr 4+ A

od,

€ tarkoittaa vektoria, jonka alkiot ovat ——
arkolttaa ve Orla, onkKka alkiot oval ——.
Jr A ] A

Askel 5: Lasketaan uudet painot

jossa

W« W+ AW.

Askel 6: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k <— k + 1 ja siirrytdédn takaisin askeleeseen 1.

5.9 AdaDelta

AdaDelta-algoritmi [14] pyrkii ratkaisemaan seuraavat AdaGrad-algoritmin ongel-
mat:

1. parametrien oppimisnopeudet vahenevat jatkuvasti, jolloin oppiminen voi hi-
dastua liikaa tai pysdhtya kokonaan,

2. tarve valita globaali oppimisnopeus.
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AdaGrad-algoritmissa kaikkien iteraatioiden gradienttien neliot pidetdan muistis-
sa. AdaDelta-algoritmissa sen sijaan huomioidaan gradientit pelkéstdan liukuvalta
aikavililtd T. Olkoon « € [0,1). Vektorin v nelidille lasketaan eksponentiaalisesti
hajoava keskiarvo, joka iteraatiolla k on

E(v?), = aB(v))i_1 + (1 — a)v, © v

Vektorille vy, saadaan nelidllinen keskiarvo (root mean square)

RMS(01) = VE@) % = (VE )+ Vi 7).
Nyt parametrien muutosvektori on
~ RMS (AW )iy
RMS(d)g
Talla notaatiolla tarkoitetaan vektoria, jonka alkiot ovat

RMS(AW )14
RMS(d);

AW, = dy.

AWk,i - — dk,i'

Algoritmi 6 (AdaDelta). Olkoon W painojen alkuarvot ja m minisatsin koko.
Olkoon « € [0,1), E(d*) = 0 ja E(AW?) = 0. Valitaan nollalla jakamisen viltté-
miseksi A > 0.

Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {z®, ... (™},
Olkoon {y(l), e ,y(m)} naita vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan gradientin estimaatti kidyttamaélla vastavirta-algoritmia.
Saadaan

1 — ,
= — EO(W).
d m;v (W)

Askel 3: Lasketaan gradientin liukuvan keskiarvon seuraava arvo

E(d®) + aB(d*) + (1 —a)d ®d.

Askel 4: Muodostetaan muutosvektori AW
RMS(AW)

AW =- RMS(d)

d.
Askel 5: Lasketaan muutoksien liukuvan keskiarvon seuraava arvo
E(AW?) «+— aE(AW?) + (1 — ) AW? 0 AW?2.

Askel 6: Lasketaan uudet painot
W< W+AW.

Askel 7: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k < k + 1 ja siirrytdan takaisin askeleeseen 1.
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5.10 RMSProp

RMSProp-algoritmi [15] on samankaltainen algoritmi kuin AdaDelta. RMSProp-
algoritmissa painojen muutosvektori saadaan kaavasta [16]

€

AW%:_RMﬂﬁk

dk7

johon usein valitaan oppimisnopeus ¢ = 0.001 ja o = 0.9.

Algoritmi 7 (RMSProp). Olkoon e oppimisnopeus ja W painojen alkuarvot.
Olkoon m minisatsin koko, a € [0,1) ja E(d®) = 0. Valitaan nollalla jakamisen
valttamiseksi A > 0.

Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {z), ... (™},
Olkoon {yW, ... y(™} niitd vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan gradientin estimaatti kdyttamaélla vastavirta-algoritmia.
Saadaan

Askel 3: Lasketaan gradientin liukuvan keskiarvon seuraava arvo

E(d®) «+ aE(d*) + (1 —a)d ®d.

Askel 4: Muodostetaan muutosvektori AW

€
AW = ———d.
W= "mis@®

Askel 5: Lasketaan uudet painot

W« W+ AW.

Askel 6: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k < k 4 1 ja siirrytdan takaisin askeleeseen 1.

5.11 Adam

Adam-algoritmia (adaptive moments) [17] voidaan pitdd RMSProp-algoritmin ja
momentin yhdistelména [1]. Adam-algoritmissa pidetdan RMSPropin ja AdaDeltan
tavoin kirjaa gradienttien nelibsummista, ja momentin tavoin Adam-algoritmissa
pidetdéan kirjaa edellisistd gradienteista. Naissd aiemmin esitellyissd algoritmeissa
vektorien alkuarvot alustetaan nollavektoreiksi, mika aiheuttaa sen, ettd kyseiset
vektorit ovat harhaisia nollaan pain. Adam-algoritmissa pyritdén korjaamaan téata
harhaa. [17]
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Algoritmi 8 (Adam). Olkoon € oppimisnopeus ja W painojen alkuarvot. Olkoon
m minisatsin koko, f1,82 € [0,1), m = 0 ja » = 0. Valitaan nollalla jakamisen
valttdmiseksi A > 0.

Askel 1: Muodostetaan opetusjoukosta satunnainen minisatsi {z%), ... 2™},
Olkoon {yW, ... y™} niitd vastaavat tunnetut ulostulot.

Askel 2: Lasketaan gradientin estimaatti kidyttamaélla vastavirta-algoritmia.
Saadaan

Askel 3: Lasketaan seuraavat arvot momentin ja gradientin nelion liukuville
keskiarvoille

m < 51m + (1 — 51)d,
T < 527’4— (1 —ﬁ2>d®d

Askel 4: Lasketaan harhakorjatut estimaatit (tdssé k on eksponentti)

m

1- G
- r

1- Bk

~

m <—

A~

T

Askel 5: Lasketaan uudet painot
€-m

vVm+ M

Askel 6: Lopetetaan algoritmi, jos lopetusehto on saavutettu. Muutoin asete-
taan k < k + 1 ja siirrytadén takaisin askeleeseen 1.

W« W —

Algoritmin kehittijit suosittelevat oletusarvoiksi 8; = 0.9, 8; = 0.999, A = 1078
ja e = 0.001.
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6 Sovellukset

Vertaillaan edelld esitettyja optimointialgoritmeja kahden eri luokitteluongelman
ratkaisemisessa:

1. Tunnistetaan kuvista kisinkirjoitettuja numeroita.
2. Ennustetaan, kuinka todennékoisesti asiakas peruuttaa hotellivarauksen.

Vertailtavia suureita ovat saavutettu tarkkuus ja suorituskyky.

Kyseiset aineistot valittiin vertailuun, koska ne ovat riittdvin suuria neurover-
kon opettamiseen, eivitkd ne vaadi juurikaan esikésittelyd. Ensimmaéistd aineistoa
kiytetddn usein koneoppimisalgoritmien vertailussa, joten siihen sovelletusta neu-
roverkosta saadaan hyvé lahtokohta algoritmien vertailuun. Toinen aineisto valit-
tiin, silld se on riittdvan erilainen verrattuna ensimméiseen aineistoon. Aineistossa
on vain kaksi luokkaa ja merkittdvasti vihemmaéan muuttujia kuin ensimmaéisessé.
Muuttujista osa on liséksi kategorisia. Taten on mahdollista, etté aineistojen valilla
havaitaan eroja eri algoritmien suorituskyvyissa.

Tehtavia varten ohjelmoitiin neuroverkko alusta asti ilman valmiita kirjastoja.
Ohjelmointikieleksi valittiin Javascript, koska Javascriptia ei perinteisesti ole kiytet-
ty data-analytiikassa. Sitd kuitenkin voidaan suorittaa selaimessa, joten tata toteu-
tusta olisi mahdollista hyodyntaa helposti esimerkiksi verkkosivustoilla. Vertaillaan
myos lyhyesti tata Javascript-toteutusta Keras-kirjaston antamiin tuloksiin.

6.1 Neuroverkon toteutuksesta

Neuroverkko-ohjelmiston koodin rakennetta on havainnollistettu kuvassa 3. Esitel-
laén seuraavaksi toteutuksen tarkeimmat luokat. Ohjelmiston koodit ovat saatavilla
Github-sivustolla. 2

Matrix

Matrix-luokka on toteutus matriisista. Luokka sisdltda toteutukset esimerkiksi mat-
riisitulosta, Hadamardin tulosta ja skalaarilla kertomisesta. Matriisi on toteutettu
yksiulotteisena listana, jolloin matriisin M € RM*¥ alkio m;; saadaan listan indek-
sistd ¢ - N + 7. Yksiulotteisesta listasta on nopeampaa hakea alkioita kuin kaksiulot-
teisesta ja lisdksi yksiulotteinen lista varaa vihemmaéan muistia.

Dataset

Dataset-luokka on yksinkertainen toteutus neuroverkkoon syotetylle aineistolle. Luok-
ka sisdltda listan syote-ulostulo -pareja ja metodin, jonka avulla voidaan luoda sa-
tunnaisia minisatseja.

ActivationFunction

ActivationFunction-luokka siséltaa aktivointifunktioiden toteutukset. Aktivointifunk-
tiot on toteutettu médritelmin 9 mukaisina kuvauksina R™ — R™*!, Myds vastavirta-
algoritmissa kiytetty ¢’ on toteutettu jokaiselle aktivointifunktiolle. Tdméan hetki-

2https://github.com /jussimi/neural /tree/main
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sessd toteutuksessa on mahdollista kiyttdad RelLu-, Sigmoid-, Tanh- tai Softmax-
aktivointeja. Softmax-funktiota voidaan kiyttad vain ulostulokerroksessa ristientro-
pian kanssa, ja se on toteutettu kuten esimerkissa 4.

ErrorFunction
ErrorFunction-luokka siséltééd virhefunktiot ja niiden gradientit. Toteutuksessa voi-
daan kiyttaa ristientropiaa, bindérista ristientropiaa tai keskineliGvirhetta.

Layer

Layer-luokka kuvastaa neuroverkon kerrosta. Kerrokselle on mééritelty neuronien
lukuméara, painomatriisi ja kerroksessa kaytetty aktivointifuntkio. Kerroksilla on
my0s painomatriisin transpoosi, joka lasketaan silloin, kun painoja muutetaan. Layer-
luokalla on metodit, joilla lasketaan kerroksen ulostulot ja vastavirta-algoritmin vir-
heet § ja V F.

Network

Network-luokka kuvastaa varsinaista neuroverkkoa. Verkon attribuutteja ovat testi-
ja opetusjoukot seka kerrokset. Network-luokka siséltaé lausetta 3 vastaavan toteu-
tuksen vastavirta-algoritmista ja metodin, joka laskee kokonaisvirheen ja luokittelu-
tarkkuuden testi- tai opetusjoukolle.

Optimizer

Optimizer-luokka on abstrakti luokka, jonka vastuulla on minimoida verkon virhe.
Jokaista iteraatiota ennen luodaan uusi minisatsi, ja jokaisen epookin jélkeen las-
ketaan virheet testi- ja opetusjoukolle. Erilaiset optimointialgoritmit on tehty peri-
malld Optimizer-luokka. Perivéit luokat toteuttavat painojen paivityksen kyseisten
algoritmien mukaan.
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Kuva 3: Suuntaa antava kaavio neuroverkon koodin rakenteesta

Optimizer

network: Metwork

epochs: int

optimize(): OptimizationResuli]]

updateWeights(): void

Maitrx

OptimizationResult -
M: int

took: float
M: int
trainLoss: float
items: float])

trainPercentage: float

testLoss: float multiply{m: Matrix): Matrix

testPercentage: float transpose(m: Matrix): Matrix

hadamard(m: Matri): Matrix

MNefwork

scale(a: float). Matrix

trainSet: Dataset
testSet: Dataszet

layers: Layer]

I—)- Datasef

— items: Datasetliem]]

batchSize: int

computeGradient(). Matrix[]

predict(item: Datasetitem): ForwardPassResult

validateDataset{data: Dataset). OptimizationResuli Datasetitem

addLayer(count: int, activation: string): void

generateBatch(): Datasetitem(]

input: float(]

output: floatf]

Layer

neuronCount: int

weights: Matrix
weightsTranspose: Mafrix
error: ErrorFunction

activation: ActivationFunction

ErrarFunction

type: string (cross-entropy, mse, ...}

loss{output: Matrix, expected: Matrix): float

grad(output: Matrix, expected: Matrix): Matrix

—l—} ActivationFunction

forwardPass(
input: Matrix, expected: Matrix
). ForwardPassResult

backwardPass(
result: ForwardPassResult,
deltaMext: Matrix,
layerMext: Layer

). Matrix

setWeights{weights: Mafrix): void

type: string (relu, sigmoid, ...)

backward({sum: Mairix): Matrix

ForwardPassResult forward(sum: Matrix): Matrix

sum: Matrix

activated: Mairix

error: float
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6.2 Kasinkirjoitettujen numeroiden tunnistaminen

Sovelletaan yll& olevia algoritmeja kuvantunnistusongelmaan, jossa on tarkoitukse-
na tunnistaa kisin kirjoitettuja numeroita. Aineistona kiytetdin Mnist-aineistoa. 3
Siiné olevat kuvat ovat mustavalkoisia kuvia, joissa on 28x28 pikselié ja tulokset ovat
numeroita 0 — 9. Mahdollisia luokkia on siis yhteenséd 10. Aineisto on jaettu opetus-
ja testijoukkoihin. Opetusjoukossa on 60000 kuvaa ja testijoukossa 10000 kuvaa.
Jokainen luokka kattaa noin 10 % aineistosta eli aineiston luokat ovat tasapainoisia.

Kuva 4: Esimerkkeja Mnist-aineistosta. [18]

0000000090002 000
(VAN 2070 LT N7
2422232222222 222%
3333333%53>3333333
Hg e A9 49 Fydd 4N\ ¥H
555855S$S 5575685545
LCbblbebbbobEoibeol
T77771MTAINT2R7 77
Y2 788 8P FEPLTTILC B
799999%949%493499 9

Yksittainen aineiston piste on vektori, jossa on 1+ 28 - 28 = 785 alkiota. Vekto-
rin ensimmainen arvo kertoo tunnetun ulostulon ja loput arvot kertovat pikseleiden
kirkkauden. Pikselien arvot sijoittuvat vélille [0, 255]. Arvo 0 esittdd téysin valkoista
ja 255 tdysin mustaa pikselid. Aineistoa voidaan kiyttaéd opettamiseen sellaisenaan,
mutta syotteet kannattaa normalisoida vélille [0, 1], jotta véltetddin gradienttien ar-
vojen rdajahtaminen. Téten jaetaan jokaisen syotteen kaikki alkiot luvulla 255.

Koska kyseessa on luokittelutehtava, jossa on enemman kuin kaksi luokkaa, ulos-
tulokerroksessa kiytetdan Softmax-aktivointia ja virhefunktiona ristientropiaa. Ulos-
tulot tulee siis one-hot -enkoodata. Yksinkertaisin tapa kyseisen aineiston ulostulo-
jen enkoodaamiseen on asettaa ulostulovektorin y indeksille n + 1 arvo 1. Téssa n
on syotteen tunnettu luokka. Esimerkiksi luvulle 3 saadaan
enkoodaus [0,0,0,1,0,0,0,0,0,0].

Vertaillaan aluksi erilaisia neuroverkon rakenteita. Valitaan neuroverkkoon yksi
piilokerros ja tutkitaan millaisia tuloksia saadaan, kun vaihdellaan kerroksen akti-
vointifunktiota ja neuronien lukumadraa. Kaytetadn opettamiseen aluksi stokastis-
ta gradienttimenetelméd tasaisesti vahenevilld oppimisnopeudella. Jatketaan opet-
tamista 20 epookin ajan, ja valitaan minisatsien kooksi 200. Seuraavassa taulukossa
esitetdan vertailun tulokset. Taulukossa notaatiolla “Sigmoid-128” tarkoitetaan 128
neuronin kerrosta, jonka aktivointifunktiona on Sigmoid-funktio.

3https://www.kaggle.com /datasets/oddrationale/mnist-in-csv
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Kuva 5: Esimerkki syotevektorista
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Kerros Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus

Sigmoid-32 0.2828 0.9209 0.2744 0.9245
Sigmoid-64 0.2734 0.9223 0.2659 0.9254
Sigmoid-128 0.2819 0.9185 0.2749 0.9219
ReLu-32 0.1605 0.9545 0.1667 0.9486
ReLu-64 0.1282 0.9643 0.1377 0.9587
ReLu-128 0.1135 0.9684 0.1256 0.9631
Tanh-32 0.1708 0.9521 0.1786 0.9476
Tanh-64 0.1511 0.9575 0.1563 0.9554
Tanh-128 0.1514 0.9579 0.1590 0.9547

Havaitaan, ettd Sigmoid-aktivointia kdyttavissi verkoissa oppiminen on merkitté-
vasti huonompaa kuin muissa. Tama johtuu siita, ettd virheen gradientit katoavat.
Kerros, jossa on ReLu-aktivointi ja 128 neuronia, vaikuttaa parhaalta, joten vertail-
laan eri optimointialgoritmeja tdmaénlaiseen neuroverkkoon. Verkon rakennetta on

havainnollistettu alla olevassa taulukossa.

Kerros Neuronien lkm. | Aktivointi | Opittavien parametrien lkm.
Sisdantulo 784 -
1 128 ReLu 784 - 128 + 128 = 100480
Ulostulo 10 Softmax 128 - 10 + 10 = 1290

Tutkitaan, miten opetusjoukon ja testijoukon virheet kiyttaytyvét eri optimoin-
tialgoritmien kanssa. Suoritetaan opetus jokaiselle algoritmille kolme kertaa ja ra-
portoidaan eri ajojen keskiarvot. Jatketaan opetusta jalleen 20 epookin ajan, ja

pidetdédn minisatsien koko samana.

Algoritmien kiyttdmat parametrit valitaan seuraavasti.

e Stokastinen gradienttimenetelmé: tasaisesti vaheneva oppimisnopeus 1 — 0.05,

jonka jalkeen nopeus pidetdén vakiona.
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e Momentti: momentin arvona kaytetdan o = 0.5 ja oppimisnopeus maariataan
samoin kuin stokastisessa gradienttimenetelméssa.

e Nesterovin momentti: samat parametrit kuin momentissa.

e AdaGrad: oppimisnopeus on vakio € = 0.01.

e AdaDelta: momentin arvo a = 0.9.

e RMSProp: oppimisnopeus € = 0.001 ja momentti a = 0.9.

e Adam: oppimisnopeus ¢ = 0.001 ja momentit 5; = 0.9, 5o = 0.999.

Taulukossa on esitetty tulokset.

Algoritmi | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus
SGM 0.1173 0.9676 0.1278 0.9621
Momentti 0.0700 0.9811 0.0910 0.9721
Nesterov 0.0691 0.9814 0.0912 0.9728
AdaGrad 0.0620 0.9833 0.0895 0.9727
AdaDelta 0.0244 0.9945 0.0684 0.9790
RMSProp 0.0115 0.9975 0.0748 0.9783
Adam 0.0128 0.9971 0.0842 0.9762

Tuloksista havaitaan, ettd stokastinen gradienttimenetelmé ei minimoi opetusjou-
kon virhettd yhtd hyvin kuin muut algoritmit. Lisdksi huomataan, ettd RMSProp-
ja Adam-algoritmit padsevit muita algoritmeja pienempéén virheeseen. Momentti-
algoritmien vélilla ei havaita eroa.

Adam- ja RMSProp-algoritmien pieni opetusvirhe ei enédé vaikuta vélittyvan tes-
tijoukon virheeseen, vaan algoritmit ylisovittavat hieman. Seuraavassa taulukossa on
algoritmien parhaimpien testivirheiden keskiarvot ja epookit, joilla paras testivirhe
on keskiméarin saavutettu.

Algoritmi | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus | Epookki

RMSProp 0.0221 0.9946 0.0691 0.9791 14

Adam 0.0181 0.9960 0.0729 0.9778 15.67

Algoritmien kestoissa ei ollut merkittéavaa eroa. Yhden epookin opettaminen kes-
ti kaikilla algoritmeilla noin 21 — 24 sekuntia. Osion lopussa olevissa kuvaajissa esi-
tetddn opetuksen tulokset eri epookeilla.

Vertailu Keras-kirjaston kanssa
Opetetaan samanlainen neuroverkko Keras-kirjaston avulla. Optimointialgoritmeis-
sa kaytetddn samoja parametreja kuin aiemmin.
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Algoritmi | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus
SGM 0.1176 0.9678 0.1259 0.9623
Momentti 0.0696 0.9813 0.0908 0.9730
Nesterov 0.0716 0.9806 0.0922 0.9730
AdaGrad 0.1721 0.9526 0.1708 0.9521
AdaDelta 0.0238 0.9948 0.0681 0.9790
RMSProp 0.0081 0.9989 0.0691 0.9805
Adam 0.0104 0.9983 0.0835 0.9759

Havaitaan, ettd Keras-kirjastolla saadut tulokset ovat hyvin ldhelld Javascript-
toteutuksen tuloksia. Keras-kirjaston AdaGrad-algoritmilla saatiin selvésti heikompi
tulos. Sen parametreja pitéisi viela optimoida paremman tuloksen saamiseksi.

Keras-kirjaston algoritmien suoritusajat olivat huomattavasti pienempia. Yh-
den epookin opettaminen kesti kaikilla algoritmeilla hieman alle kaksi sekuntia.
Javascript-toteutuksen suorituskyky oli tdhén verrattuna kuitenkin yllattavan hyva.

Opetusjoukon virhe

— SGM
Momentti
— Nesterov
— AdaGrad
— AdaDelta
— RMSProp
Adam
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Testijoukon virhe
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Koodiesimerkki neuroverkon luomisesta ja opettamisesta Javascript-toteutuksen kans-
sa.

import fs from "fs";

import { Network } from "../Network";

import { AdamOptimizer } from "../Optimizer";
import { Dataset } from "../Dataset";

import { oneHotEncode } from "../utils";

const LABEL SIZE = 10;
const BATCH SIZE = 200;
const EPOCHS = 20;

// Parse CSV—file into a Dataset—object.
const readDataSet = (
path: string ,
batchSize: number | undefined = undefined
): Dataset = {
const items = fs
.readFileSync (path)
.toString ()
.split ("\n")
.map((line: string) = {
const items = line.split (",").map((i) = parselnt(i));
const output = oneHotEncode(items.shift (), LABEL SIZE);
// Scale values to 0-—1.
const input = items.map((i) => 1 / 255);
return { input, output };
1)
return new Dataset (items, batchSize);

}s

const trainData = readDataSet ("./mnist train.csv", BATCH SIZE);
const testData = readDataSet ("./mnist_test.csv");

const network = new Network(trainData, testData, "cross—entropy");
network.add("relu", 128);
network .add("softmax", LABEL SIZE);

const optimizer = new AdamOptimizer(network, {
epochs: EPOCHS,
momentDecay: 0.9,
gradientDecay: 0.999,
learningRate: 0.001,

1)
const { results, took } = optimizer.optimize ();

console.log ("Took %s", took);
console.log ("Accuracy: ", results|[results.length — 1]);
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Koodiesimerkki Mnist-aineiston opettamisesta Keras-kirjastolla. Mnist-aineisto on
tassé kirjastossa valmiiksi saatavilla.

import numpy as np

import time

from tensorflow import keras

from tensorflow.keras import layers

label size = 10

(x_train, y train),
(x_test, y_ test) = keras.datasets.mnist.load data()

# Scale images to the [0, 1] range
X train = x_train.astype("float32") / 255

X _test x_test.astype("float32") / 255

X _train = np.expand dims(x_train, —1)

X _ test = np.expand dims(x_ test, —1)

y train = keras.utils.to categorical(y train, label size)
y test = keras.utils.to categorical(y_ test, label size)

batch size = 200
epochs = 20

model = keras.Sequential (|
layers . Flatten (input shape=(28, 28, 1)),
layers.Dense (128, activation='relu’),
layers.Dense(num classes, activation="softmax")]|)

model . compile (
loss="categorical crossentropy",
optimizer=keras.optimizers.Adam(learning rate=0.001),
metrics=["accuracy "|)

model . fit (
X train,
y_ train,
batch size=batch size,
epochs=epochs ,
validation data=(x_test, y test))

score train = model.evaluate(x train, y train, verbose=0)
score test = model.evaluate(x_ test, y test, verbose=0)
print ("Train", score train)

print (" Test", score test)
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6.3

Hotellivarauksen peruuntumisen ennustaminen

Sovelletaan neuroverkkoa seuraavaksi aineistoon # , jossa on luokiteltu hotelliin teh-
tyja varauksia sen mukaan peruuntuiko varaus vai ei. Aineistossa on 19 muuttujaa
ja 36725 jasentd. Aineiston kategorisina muuttujina ovat

Booking_ID: Varauksen yksiloiva tekstiarvoinen tunniste. Téta arvoa ei hyo-
dynneté luokittelussa.

type_of _meal_plan: Asiakkaan valitseman ruokailun tyyppi. Erilaisia tyyp-
pejéa on nelja kappaletta.

required_car_parking_space: Tarvitseeko asiakas autopaikkaa.
room_type_reserved: Huoneen tyyppi. Nditd on seitsemén erilaista.

market_segment_type: Kategorinen muuttuja, joka kertoo, mitad kautta va-
raus on tehty:.

repeated_guest: Muuttuja, joka kertoo, onko asiakas asioinut hotellissa en-
nen.

booking_status: Selitettdvd muuttuja, joka kertoo peruttiinko varaus (1) vai
ei (0). Peruttuja varauksia on 32.4 % kaikista varauksista.

Aineiston numeeriset muuttujat ovat

no_of_adults: Varauksessa olevien aikuisten lukumaéra.
no_of_children: Varauksessa olevien lasten lukuméaara.
no_of_weekend_nights: Viikonloppuna yovyttyjen diden lukumé&ara.
no_of_week_nights: Arkena yovyttyjen 6iden lukumééra.
no_of_previous_cancellations: Aiempien peruutuksien lukuméara.

no_of_previous_bookings_not_canceled: Aiempien toteutuneiden kiyntien
lukuméara.

no_of_special_requests: Lisdpyyntdjen lukuméaara.

lead_time: Varauksentekopiivin ja yopymisen vélilla olevien paivien luku-
maara.

arrival_year: Saapumisvuosi (2017 tai 2018).
arrival_month: Saapumiskuukausi (1-12).
arrival_date: Saapumispéaiva (1-31).

avg_price_per_room: Huoneen keskimédrdinen hinta kyseisenéd paivéna.

4https://www.kaggle.com/datasets/ahsan81/hotel-reservations-classification-dataset
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Sisdantulokerroksen kategoriset muuttujat one-hot -enkoodataan, jolloin siséén-
tulokerroksen dimensioksi saadaan 32. Numeeriset muuttujat skaalataan vélille [0, 1]
jakamalla ne kyseisen muuttujan maksimiarvolla. Aineisto jaetaan opetus- ja testi-
joukkoihin siten, etté testijoukossa on 20 % koko aineistosta. Joukot rakennetaan
niin, ettd peruttuja varauksia on molemmissa joukoissa sama osuus.

Vertaillaan jalleen erilaisia neuroverkon rakenteita, minké jélkeen vertaillaan té-
hén rakenteeseen eri optimointialgoritmeja. Neuroverkon ulostulokerrokseen valitaan
yksi Sigmoid-aktivoitu neuroni. Virhefunktiona kiytetddn bindarista ristientropiaa.
Valitaan verkkoon yksi piilokerros, jossa kiytetddn ReLu-aktivointia. Vaihdellaan
neuronien lukumaéria ja opetetaan verkkoa 20 epookin ajan stokastisella gradient-
timenetelmélld, jonka oppimisnopeutena on 0.1. Valitaan minisatsien kooksi 100.
Vertailusta saadaan seuraavat tulokset.

Kerros | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus
ReLu-32 0.4259 0.7971 0.3852 0.8278
ReLu-64 0.4246 0.8000 0.3921 0.8248

ReLu-128 0.4223 0.8002 0.3817 0.8291
ReLu-256 0.4202 0.7981 0.3810 0.8266
ReLu-512 0.4228 0.7964 0.3888 0.8225

Neuronien lukumaéarélla ei vaikuta olevan suurta merkitystéd oppimisen kannal-
ta. Kokeillaan viela muokata sisadntulokerrosta niin, ettéd kasitellddn osa sisdantu-
lokerroksen numeerisista muuttujista kategorisiksi. Monet numeerisista muuttujista
saavat vain muutamia erilaisia arvoja, joten niitd voidaan pitdéd kategorisina. One-
hot -enkoodataan kaikki muut muuttujat paitsi lead_time, avg_price_per_room
ja no_of_previous_bookings_not_canceled. Télldin sisdantulokerroksen dimen-
sio on 120. Tehd&an talle verkolle sama vertailu, jolloin saadaan oheiset tulokset.

Kerros | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus
ReLu-32 0.3484 0.8436 0.3852 0.8444
ReLu-64 0.3630 0.8297 0.3425 0.8398

ReLu-128 0.3389 0.8467 0.3306 0.8524
ReLu-256 0.3506 0.8443 0.3554 0.8371
ReLu-512 0.3307 0.8532 0.3230 0.8516

Huomataan, ettd télla verkolla saadaan merkittavéisti aiempaa paremmat tu-
lokset. Vaikuttaisi myos silté, ettd 512 neuronia olisi paras vaihtoehto, vaikka erot
ovatkin pienid. Tamén neuroverkon rakennetta on havainnollistettu alla olevassa
taulukossa.

Kerros Neuronien lkm. | Aktivointi | Opittavien parametrien lkm.
Sisdantulo 120 - -
1 512 ReLu 120 - 526 + 526 = 63646
Ulostulo 1 Sigmoid 526 - 10 + 1 = 527

Vertaillaan tdhan neuroverkkoon eri optimointialgoritmeja samoin kuin Mnist-
aineiston kanssa. Kaytetdadn vertailun algoritmeissa samoja parametreja. Nyt saa-
daan kolmen ajon keskiarvoiksi seuraavat arvot.
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Algoritmi | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus
SGM 0.3397 0.8480 0.3502 0.8406
Momentti 0.2986 0.8700 0.3322 0.8481
Nesterov 0.3048 0.8668 0.3333 0.8490
AdaGrad 0.2940 0.8730 0.3215 0.8535
AdaDelta 0.2736 0.8817 0.3240 0.8534
RMSProp 0.2475 0.8944 0.3273 0.8549
Adam 0.2336 0.9010 0.3339 0.8552

Yhden epookin opettaminen kesti kaikilla algoritmeilla keskiméarin 7-8 sekun-
tia. Tuloksista havaitaan, ettd stokastinen gradienttimenetelmé ei 16yda yhtéd hy-
vaad minimia kuin muut algoritmit, mika saattaa johtua huonosti valitusta oppimis-
nopeudesta. Muut algoritmit vaikuttavat padsevan suunnilleen samaan testijoukon
virheeseen. Erityisesti RMSProp- ja Adam-algoritmit padsevat huomattavasti mui-
ta pienempédn opetusvirheeseen. Ylisovitusta on siis voinut tapahtua. Seuraavassa
taulukossa on esitetty algoritmien parhaimpien testivirheiden keskiarvot ja epookit,
joilla paras testivirhe on keskiméarin saavutettu.

Algoritmi | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus | Epookki
SGM 0.3369 0.8485 0.3408 0.8450 19.33
Momentti 0.2997 0.8693 0.3290 0.8492 19.33
Nesterov 0.3022 0.8687 0.3287 0.8511 19.33
AdaGrad 0.2950 0.8719 0.3212 0.8540 19.33
AdaDelta 0.2819 0.8778 0.3223 0.8541 17.67
RMSProp 0.2629 0.8879 0.3207 0.8570 16
Adam 0.2595 0.8894 0.3216 0.8552 13

Adam-algoritmi vaikuttaa padsevan nopeimmin parhaaseen testivirheeseen. Kaik-
ki kehittyneemmét algoritmit padtyvét kuitenkin lopulta lahes samaan testivirhee-
seen. Seuraavassa kuvaajassa on esitetty Adam-algoritmilla opetetun neuroverkon
antamat ennusteet.

Oikea
arvo

Yhteensa

Ennuste
1 0
1815 562
473 4405
2288 4967

Y hteensa

2377

4878

Neuroverkko luokittelee 1815/2377 ~ 76.4 % peruutuksista oikein, kun taas peruut-
tamattomista varauksista verkko saa luokiteltua oikein 4405/4878 ~ 90.3 %. Tulos
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on kayttokelpoinen eli hotelli pystyisi neuroverkon avulla arvioimaan tulevien pe-
ruutuksien méaarad. Osion lopussa olevissa kuvaajissa esitetdén opetuksen tulokset
eri epookeilla.

Vertailu Keras-kirjaston kanssa
Kun opetetaan vastaava neuroverkko Keras-kirjastolla, saadaan oheiset tulokset.

Algoritmi | Opetusvirhe | Opetustarkkuus | Testivirhe | Testitarkkuus
SGM 0.3268 0.8553 0.3539 0.8354
Momentti 0.3045 0.8660 0.3309 0.8514
Nesterov 0.2927 0.8738 0.3326 0.8517
AdaGrad 0.2741 0.8763 0.3370 0.8487
AdaDelta 0.2783 0.8796 0.3252 0.8553
RMSProp 0.2599 0.8879 0.3211 0.8594
Adam 0.2341 0.8983 0.3204 0.8580

Havaitaan jélleen, ettd Keras-kirjastolla saadut tulokset ovat ldhelld Javascript-
toteutuksen antamia tuloksia. Opetusvirhe on kaikilla algoritmeilla hieman pie-
nempi. Yhden epookin opettaminen kesti kaikilla algoritmeilla noin 0.7 sekuntia
eli Keras-toteutus oli tdménkin aineiston kanssa noin 10 kertaa nopeampi.
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7 Johtopaatokset

Tassé tutkielmassa esiteltiin neuroverkkojen taustalla olevat matemaattiset mallit,
joiden avulla ratkaistiin yksinkertainen XOR-ongelma. Liséksi esiteltiin neuroverk-
kojen opettamisessa yleisimmin kiytettyja optimointialgoritmeja ja sovellettiin niité
luokitteluongelmiin.

Luokitteluongelmien ratkaisemisessa kéytettiin itse tehtya toteutusta neurover-
kosta. Tuloksista havaittiin, ettd ne vastaavat hyvin Keras-kirjastolla saatuja tulok-
sia. Javascript-toteutuksen suorituskyky oli hyvd, mutta kuitenkin noin 10 kertaa
hitaampi kuin Keras-kirjastolla. Toteutusta on mahdollista optimoida lisd&, mutta
valmiiden kirjastojen kayttdminen on huomattavasti jarkevampéaa.

Kaésinkirjoitettujen numeroiden luokittelussa paastiin hyvéaan, lahes 98 %, testi-
joukon tarkkuuteen. Parhaimmat tulokset saatiin RMSProp- ja Adam-algoritmeilla
ja huonoimmat stokastisella gradienttimenetelmalld. Parhaiten suoriutuvilla algo-
ritmeilla oli havaittavissa lievdé ylisovitusta. Algoritmien véililla ei havaittu eroja
suorituskyvyissa.

Hotellivarauksien peruuntumisten ennustamisessa saatiin kelvollisia tuloksia. Va-
raukset luokiteltiin oikein melkein 86 % tarkkuudella. Optimointialgoritmien véliset
erot olivat tdman aineiston kanssa samaa luokkaa kuin numeroiden tunnistuksessa.
Kaikkien algoritmien kohdalla havaittiin ylisovittamista, joten suuremmasta aineis-
tosta olisi hyotya paremman tuloksen saamiseksi.

Usein sanotaan, ettd koneoppimisessa ei ole ilmaisia lounaita (No Free Lunch
theorem), miké tarkoittaa sitd ettei yksikddn menetelmé tai algoritmi ole kaikis-
sa tilanteissa muita parempi. Koneoppimismenetelmét ja niissé kiytetyt parametrit
taytyy aina valita tapauskohtaisesti, jotta saadaan paras mahdollinen lopputulos.
Téasséd tutkielmassa sovellettiin valittuihin aineistoihin neuroverkkoa, mutta muilla
koneoppimismenetelmilld voitaisiin saada vield parempia tuloksia. Vaikuttaisi kui-
tenkin sille, ettd neuroverkkojen optimoinnissa kannattaa useimmiten kiyttaa jota-
kin kehittyneempéaé algoritmia, kuten RMSProp-, Adam- tai AdaGrad-algoritmia.
Muut algoritmit voivat toimia joissain tapauksissa hyvin, mutta ne todennékoisesti
vaativat enemmaén parametrien manuaalista sadtamista. Algoritmin valinnalla ei ole
yhta suurta merkitysté, jos neuroverkko ylisovittaa.
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