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Tamé tutkielma késittelee ns. Sturmin sanoja, dédrettomiéd ja jaksottomia bin&a-
risanoja, jotka ovat mahdollisimman yksinkertaisia. Sturmin sanat ovat erityisesti
1990-luvulta ldhtien olleet suosittu sanojen kombinatoriikan tutkimuskohde, mutta
naihin sanoihin liittyvid tuloksia esiintyy harvakseltaan aikaisemminkin, aikaisim-
millaan 1770-luvulla. Sturmin sanojen tutkimuksen erés péadpiirre on sanoille 16y-
dettyjen luonnehdintojen eli ekvivalenttien méaaritelmien yllattavan suuri masra.

Tutkielma esittdd tdsmentden alusta alkaen Sturmin sanojen perusteorian ja téy-
delliset todistukset valitulle kuudelle luonnehdinnalle. Esitettédviin luonnehdintoi-
hin lukeutuvat niin klassiset luonnehdinnat mekaanisina sanoina ja tasapainotet-
tuina sanoina kuin muutamat uudemmat luonnehdinnat, esimerkkina luonnehdinta
palindromikompleksisuuden avulla. Tutkielmassa todistettavat luonnehdinnat eivét
kata kaikkia tunnettuja luonnehdintoja, vaan tutkielmaan on valittu mainitut klas-
siset seké niiden kanssa sopivan kokonaisuuden muodostavat luonnehdinnat. Liséksi
osoitetaan hieman perustuloksia Sturmin morfismeista. Tutkielma on kattava joh-
datus Sturmin sanojen teoriaan suomeksi. Esitietoja ei tutkielman lukemiseksi juuri
tarvita.

Asiasanat: Sturmin sanat, darettémét sanat, Sturmin morfismit, sanojen kombina-
toriikka
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1 Johdanto

Tamaé tutkielma késittelee nk. Sturmin sanoja. Sturmin sanat ovat &daretto-
mié bindérisanoja, joilla on se erityinen ominaisuus, etté niilla on tdsmélleen
n + 1 erilaista tekijaa, joiden pituus on n, kaikilla n > 0. Tutkielmassa tul-
laan osoittamaan, ettd tdméa méaaritelma tarkoittaa, ettd Sturmin sanat ovat
mahdollisimman yksinkertaisia jaksottomia ja &arettomié bindérisanoja.

Sturmin sanoille on olemassa himmaéstyttédvan monia ekvivalentteja méaa-
ritelmié eli luonnehdintoja. Luonnehdintojen méaran lisdksi on mielenkiin-
toista miten erilaisia luonnehdinnat ovat. Esimerkkejé luonnehdinnoista ovat
edeltévissé kappaleessa annettu médritelméd ja tasosuoran diskretisoinnin
tulkinta darettoméand sanana (ks. luku 5). Ei ole aluksi selvéd, ettd nailld
asioilla olisi mitdén yhteytta.

Téssé tutkielmassa esitetddn kuusi luonnehdintaa Sturmin sanoille, seka
néiden sanojen perusominaisuudet. Namé luonnehdinnat kattavat kaikki hy-
vin tunnetut ja klassiset sekd muutamat uudemmat luonnehdinnat. Suuri osa
esitettédvistd luonnehdinnoista koskee jonkinlaista kompleksisuutta: vaikkapa
erilaisten samanpituisten tekijoiden lukumaéraa tai erilaisten tietynpituisten
palindromitekijoiden maarasa. Tutkielma ei pyri tyhjentéavésti kisitteleméaan
kaikkia Sturmin sanojen ekvivalentteja méaritelmié, vaan kattavasti esitté-
mééin valitut kuusi luonnehdintaa. Melkeinpé jokikinen véite todistetaan ko-
konaan ja tdsmaéllisesti. Tutkielma kuuluu ns. sanojen kombinatoriikan alalle,
mutta tdmén aiheen tuntemus ei ole tutkielman lukemiseksi valttamatonta.
Tuntemus on toki eduksi, mutta kaikki aivan perusteista lahtien esitetaan.

Sturmin sanat ovat kiinnostavia itsessdénkin, mutta niilld on my6s sovel-
luksia. Ne liittyvét esimerkiksi fysiikkaan ns. kvasikristallien kautta [Ber96|.
Lisdksi sanoilla on yhteys irrationaalisten lukujen ketjumurtolukuesityksiin
ja siten lukuteoriaan myOohemmin esiteltdvien mekaanisten sanojen kautta
[Cri+93] |Ber96]. Téssa tyossé ei tutkita sovelluksia, vaan pysytellddn puh-
taasti sanojen kombinatoriikan teoriassa.

Luvuissa 2 ja 3 esitetddn tutkielman kannalta tarpeelliset sanojen kombi-
natoriikan peruskasitteet. Erityisesti kiinnitetd&in huomiota darettomiin sa-
noihin — jollaisia Sturmin sanat ovat — ja osoitetaan yhteys ns. kompleksi-
suusfunktion ja dérettomén sanan jaksollisuuden valilla.

Luvussa 4 maéaéaritellidn Sturmin sanat, sekd johdetaan niiden térkeité

ominaisuuksia. Tuloksiin kuuluu muun muassa se seikka, ettd Sturmin sa-



nat ovat jaksottomia. Lisdksi tutkitaan tunnettua Fibonaccin sanaa, ja osoi-
tetaan, ettd se on Sturmin sana. Lopuksi esitetdén luonnehdinta Sturmin
sanoille tasapainoisuuden avulla.

Seuraava luku késittelee mekaanisia sanoja, jotka ovat tasosuorien diskre-
tisointeja. Téssé luvussa osoitetaan, ettd Sturmin sanat ovat irrationaalisia
mekaanisia sanoja — myoskin klassinen tulos. My6s mekaanisia sanoja voi-
daan tarkastella useasta eri ndkokulmasta, ja néaistd vaihtoehtoisista nako-
kulmista tarkastellaan lyhyesti leikkaussanoja. Lisdksi mekaanisten sanojen
teoriaa sovelletaan ns. Sturmin morfismeihin.

Luvussa 6 tutkitaan ketjuja, joiden avulla esitetddn jélleen uusi luon-
nehdinta ketjutasapainoisuuden ja erdénlaisen ketjukompleksisuuden avulla.
Esitetyt tulokset ovat analogisia useiden luvun 4 tulosten kanssa.

Ketjukompleksisuuden jéalkeen luvussa 7 tarkastellaan jélleen erilaista
nékokulmaa Sturmin sanoihin, palindromikompleksisuutta. Osoitetaan, et-
td Sturmin sanoissa esiintyvien palindromien lukumééra luonnehtii Sturmin
sanat taysin. Lisdksi todistetaan yleisluontoisempia sanojen kombinatoriikan
tuloksia konjugaateista ja sanojen kommutoinnista.

Seuraavassa luvussa esitetdan viimeinen tutkielmaan otettu Sturmin sa-
nojen luonnehdinta. Luvussa pohditaan kysymysta siitd kuinka pitké on ly-
hin sellainen Sturmin sanan tekijé, joka siséltda tekijoindan kaikki n-pituiset
ko. Sturmin sanan tekijiat. Vastaus on yksinkertainen: 2n. Hieman yllattden
osoitetaan, ettd tdmé ominaisuus madrittdd Sturmin sanat téydellisesti.

Luvussa 9 kootaan yhteen aiemmin todistetut luonnehdinnat ja térkeét
tulokset. Lisdksi esitellddan lyhyesti muita luonnehdintoja, joita ei tutkiel-
massa muuten késitella.

Nimensé mukaisesti viimeinen luku kertoo lyhyehkosti Sturmin sanojen
historiasta.

Lukuja ei ole vilttaméatonta lukea jarjestyksessd. Lukujen 2—4 tulokset ja
maéritelmét ovat valttaméattomia kaikille myéhemmille luvuille, mutta luvut

5-8 voi lukea missé jarjestyksessé tahansa.



2 Peruskasitteita

Téassé luvussa esitetdén tarvittavat sanojen kombinatoriikan peruskasitteet
ja perusominaisuudet. Esitettavit asiat kdydaan lapi lyhyehkosti, jopa in-
tuitiivisesti. Perinpohjaista késittelya kaipaava lukija voi etsid mielenrauhaa

alan perusteoksista [Lot83| ja [Lot02].

2.1 Sanat

Téssé tutkielmassa luonnollisten lukujen joukko on N = {1,2,3, ...}, lisdksi
merkitddn No = NU {0}.

Aakkosto on epatyhja darellinen joukko symboleja, joita kutsutaan aak-
kosiksi. Aakkostoa merkitdin usein kirjaimella A, ja jatkossa joukko A ym-
mérretddn aakkostoksi mikali ei toisin mainita. Sana yli aakkoston A on sen
aakkosista muodostettu dérellinen merkkijono. Sanaksi kisitetddn myos tyh-
jd sana, jota merkitddn symbolilla €. Kaksi sanaa ovat yhté suuret, mikali
ne koostuvat samoista aakkosista samassa jarjestyksessia. Kaikkien sanojen
joukkoa yli aakkoston A merkitdin A*. Lisiksi merkitdin AT = A*\ {e}. Sa-
nan w pituus |w| kertoo sen muodostavien aakkosten lukumédran. Sana e on
se yksikésitteinen sana, jonka pituus on 0. Merkinté |w|, tarkoittaa aakkosen
a esiintymien lukumé&drid sanassa w.

Sanoille méaritellddn luonteva operaatio — sanojen yhdistdminen. Sa-
nat u ja v yhdistetdédn kirjoittamalla niiden aakkoset peridkkéin: uwwv. Yh-
distdmisoperaatio on ilmeisesti assosiatiivinen. Sanaa uv kutsutaan sano-
jen u ja v tuloksi, ja tdstd tulosta puhuttaessa kiytetddnkin usein ker-
tolaskun yhteydesté tuttuja ja luontevia ilmaisuja ja merkintoja. Esimer-
kiksi merkitdin ww = w?. Merkinnilld w* tarkoitetaan sanan w potens-
sien joukkoa {w™ : n € Np}. Lisdksi merkitdén wP = {wu : u € P} ja
PQ ={uv:u € P,v € Q}, kun w on sana ja P ja @) sanajoukkoja.

Sana w on sanan x tekijd, jos voidaan kirjoittaa x = uwwv joillain sanoilla
u ja v. Sanan x kaikkien tekijoiden joukkoa, tekijajoukkoa, merkitdan F(x).
Joukon %, (x) maéritelladn koostuvan sanan z sellaisista tekijoista, joiden
pituus on n. Joukon F,(z) sanoja kutsutaan sanan x n-tekijoiksi.

Sana w on sanan x prefiksi (suffiksi), mikili voidaan kirjoittaa = = wu
(r = ww) jollain sanalla u. Joskus merkitddn w < x, kun w on sanan x

prefiksi. Prefiksi (suffiksi) on aito, jos w # x. Aidosta prefiksistd w voidaan



kéyttad merkintdd w < z. Sana w on n-prefiksi, jos sana w on prefiksi ja sen
pituus on n. Vastaavasti méaaritellaan n-suffiksi.

Sanoilla on erityisen térkea jaollisuusominaisuus. Sen mukaan jos on voi-
massa yhtalo

)

xy=2a'y
joillain x,2’,y,y’ € A*, niin joko on olemassa sellainen ¢t € A*, etta x = 2t
(jolloin ty = %), tai on olemassa sellainen s € A*, ettd 2’ = zs (jolloin
y = sy'). Ensimmaista tapausta kuvastaa alla oleva kuva, josta nahdaéankin,

ettéd asia on melkeinpé itsestdan selva.

Olkoon w = ajas---an,a; € A. Sanan w peilaus on sana W = a,- - - 4201
— ts. peilaus w koostuu sanan w aakkosista kddnnettyna pidinvastaiseen jar-
jestykseen. Toisinaan kaytetdan merkintda w™, esimerkiksi ilmaisemaan seu-
raava tosiseikka:

(uv)™ = vu.
Jos on voimassa, ettd w = w, niin sanaa w kutsutaan palindromiksi.

Olkoot A ja B aakkostoja. Kuvausta ¢ : A* — B* kutsutaan morfis-
miksi, jos kaikilla u,v € A* on voimassa, ettd ¥ (uv) = 1 (u)y(v). Huo-
maa, ettd valttamattd ¢ (e) = e, silld kuvauksen morfisuudesta seuraa, etté
P(e) = ¢Y(ee) = ¥(e)y(e), mikd on voimassa vain, jos [1(e)] = 0 eli P(e) = e.
Selvésti morfismi ¥ : A* — B* maardytyy tdysin jo aakkosten a € A kuvista
¥ (a). Morfismit monesti médritelld&nkin antamalla vain aakkoston alkioi-
den kuvat. Morfismia v kutsutaan lyhentimdttémdksi mikili ¢(A*) C BT,
Toisin sanoen lyhentam&aton morfismi ei hévitd aakkosia. Siispa lyhentamét-

tomaélle morfismille ¢ on voimassa |¢(w)| > |w]| kaikilla w € A*. Morfismin
¥ peilaus 1 médritellizn kaavalla ¢ (u) = (1h(u))™.

2.2 Adrettdmit sanat

Aakkoston A aakkosista muodostettu jono ajas--- on oikealle ddretin sana.

Niiden joukkoa merkitddan A“. Joukko A“ muodostuu siis aakkosjonoista,



jotka voidaan indeksoida luonnollisilla luvuilla. Vastaavasti méaéritellaan va-
semmalle dédrettomat sanat - - - asaq, joiden joukkoa merkitadn “A. Kaksipuo-
leisesti darettomét sanat - - - a;a;41- -+ indeksoidaan kokonaislukujen avulla,
ja niiden joukkoa merkitdin A%. Jatkossa tarkastellaan pisiasiassa oikeal-
le ddrettomié sanoja, ja sovitaan, ettd kun puhutaan ddrettomistéd sanoista,
niin tarkoitetaan juuri oikealle dérettomié sanoja.

Adsrellisten sanojen yhteydessi esitellyt kiisitteet laajenevat pitkélti luon-
tevalla tavalla koskemaan &#rettomid sanoja. Erona on, ettd tulo uv ei ole
médritelty, kun u,v € A“ tai u € A, v € A*. Tésta seuraa, ettd vain dérel-
linen sana voi olla dédrettomén sanan prefiksi, ja vain &dretén sana voi olla
Adrettomin sanan suffiksi. Adrettoméin sanan #drelliset tekijit ovat joukon
A* alkioita. A#rettomét sanat = ajas--- ja y = biba---, ai,b; € A, ovat
erisuuret, jos on olemassa sellainen luku n € N ettéd a, # b,. Sovitaan, etti
|x| = oo, kun x on Adreton.

Otetaan kayttoon merkintd 2% tarkoittamaan sanaa, joka saadaan tois-
tamalla sanaa z direttomén monta kertaa: zzz--- Aéretén sana x on jak-
sollinen, jos voidaan kirjoittaa z = y* jollain y € AT. Sana z on lopulta
jaksollinen (tai asymptoottisesti jaksollinen), jos x on muotoa uy® joillain
u € A* jay € A", Jokainen jaksollinen diretén sana on myos lopulta jaksol-
linen. Mikéli on tarpeen korostaa eroa jaksollisen ja lopulta jaksollisen sanan
valilla, voidaan sanan jaksollinen sijaan kdyttda ilmaisua tdysin jaksollinen.
Sana y on sanan x jakso, ja sanan y pituutta |y| kutsutaan jaksonpituudeks.
Sana x on jaksoton, mikéli se ei ole lopulta jaksollinen.

Lyhentdmé&ton morfismi ¢ : A* — B* laajenee luonnollisella tavalla ku-
vaukseksi AY — B¥: ¢(ajaz---) = ¥(a1)y(az) - - Néin saatua laajennusta
kutsutaan my6s morfismiksi ja sitd merkitddn samoin symbolilla 1.

Olkoon (uy)32, jono &érellisid sanoja yli aakkoston A. Sanotaan, etté
jono (uy,) suppenee kohti daretonté sanaa x, jos jokaista sanan x prefiksia y
kohti on olemassa sellainen luku ng € N, etté y < u, kaikilla n > ng. Sanaa x
kutsutaan sanajonon (u,) raja-arvoksi, ja talloin merkitddn z = lim,, o0 Uy,

Sanajono (u,) on suppeneva, jos se suppenee jotakin sanaa kohti.

Lemma 2.1. Olkoon (uy)22, suppeneva jono ddrellisii sanoja. TdllGin jo-

non raja-arvo on yksikdsitteinen.

Todistus. Tehda#n vastaoletus, ettd sanajonolla (uy,) on kaksi erisuurta raja-

arvoa x ja y. Voidaan kirjoittaa z = waz’ ja y = uby’, missi u on sanojen x



ja y pisin yhteinen prefiksi ja a ja b ovat erisuuria aakkosia. Suppenemisen
maéritelmén nojalla on olemassa sellaiset luvut ng,n; € N, ettd ua < u,, kun
n > ng, ja ub < uy,, kun n > ny. Siis, kun n > max{ng, n1 }, niin ua, ub < u,.

Koska |ua| = |ubl, niin on oltava, ettd a = b, miké on ristiriita. O

Esimerkki 2.2. Maaritellddn u, = o"b". Talloin sanajono (u,)5 ; suppe-

nee kohti sanaa a“, miké on ilmeistd suppenemisen maéritelman nojalla.

Aédrettomén sanan rakentaminen toistamalla jotakin morfismia on luon-

teva ajatus. Seuraava lemma kertoo milloin néin voi tehda.

Lemma 2.3. Olkoon ¢ : A* — A* sellainen lyhentdmdaton morfismi, ettd
P(a) = as jollain a € A ja s € AT. Mddritellain sanajonot (uy)Se, ja

(vn)$2 seuraavasti:
up, = ¢"(a), v = Y"(8).
Talloin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:
(i) Un+1 = upvn,
(i) Upt1 = avovive: - - Uy,
(i) ddreton sana x = asy(s)Y?(s)---Y"(s)--- on jonon (u,) raja-arvo,
(iv) sana x on morfismin 1 yksikdsitteinen aakkosella a alkava kiintopiste.

Todistus. (i) Suoraan laskemalla saadaan, ettd

uns1 = ¥ (@) = 9" (¥(a)) = ¢"(as) = " (@)9" (s) = unvn.

(ii) Vaite on voimassa tapauksessa n = 0. Kayttden induktiota ja kohtaa
(i) saadaan, etta u,11 = Upvy = AVYVIVL * * Up—1Vp.

(4ii) Tamé seuraa valittoméasti kohdasta (47) suppenemisen méaéritelman
nojalla.

(iv) Koska ©(up) = upt1 ja o = lim, o0 Uy, niin () = z. Olkoon y
my6s aakkosella a alkava morfismin 1 kiintopiste. Nyt edeltdvédn tapaan
as(s)?(s)---p"(s) < Y™ (y). Koska toisaalta 1" (y) = y, niin sanoilla = ja

y on mielivaltaisen pitkd yhteinen prefiksi. Siis © = y. O

T&ahan tapaan morfismin avulla muodostettua &daretontd sanaa kutsutaan

morfiseksi sanaksi, ja edeltdvin merkinnéin kirjoitetaan x = ¢*(a).



Esimerkki 2.4. Tarkastellaan sanoja yli aakkoston {0,1}. Mé&éaritellddn

morfismi

0 — 01,
1~ 10.

Morfismin p avulla saadaan morfinen sana ¢t = p*(0). Sen alku menee seu-

raavasti:
t =01101001100101101001011001101001 - - -

Sana t on kuuluisa Thuen—Morsen sana; yleisesti katsotaan, ettd Axel Thuen
tutkimukset muun muassa sanan t parissa 1900-luvun alussa panivat alulle
matematiikan haaran, jota kutsutaan sanojen kombinatoriikaksi. Marston
Morse 10ysi sanan ¢ riippumattomasti myohemmin. Sanan ominaisuuksiin
kuuluu muun muassa se, etté se ei sisélld tekijdnddn minkdéan tekijansad w

kuutiota w?. Lisitietoa sanasta on teoksen [Lot83] luvussa 2.



3 Kompleksisuusfunktio ja jaksollisuus

Téassé luvussa tutkitaan pian madriteltaviaa kompleksisuusfunktiota ja sen
yhteyttd &darettomien sanojen jaksollisuuteen. Tulokset ovat myohemmin
hy6dyksi, kun tutkitaan Sturmin sanoja. Paddtulos on lause 3.7. Tulokset
perustuvat artikkeleihin [CH73] ja [MH38|.

Maaritelma 3.1. Kompleksisuusfunktio P kertoo kuinka monta erilaista

n-tekijdd sanassa on kutakin lukua n > 0 kohti. Tarkemmin ilmaistuna
missé x on miké tahansa dérellinen tai ddreton sana.

lmeisesti P(x,0) = 1 ja P(z,m) = 0, kun m > |z|. Luku P(z,1)
ilmaisee sanassa x esiintyvien aakkosten lukumé&arén. Lisdksi jos = on
ddreton sana, niin P(x,n) < P(x,n + 1) kaikilla n > 0, silld kuta-
kin tekijad voidaan aina laajentaa oikealle. Voimassa on myo0s epayhtald
P(w,n+m) < P(w,n)P(w,m), sillda kukin (n + m)-tekija muodostuu pe-
rakkdin laitetuista n- ja m-tekijastéa, ja ndin erilaisia kombinaatioita saadaan
korkeintaan P(w, n)P(w, m) kappaletta.

Kun on kirjoitettu @ = ajas - - - ap, missé a; € A, niin merkitaéan [i, j], =
a;@iq1- - aj—1aj, jos 1 < i < j < |z|. Sanan x ollessa asiayhteydestd selvi
alaindeksi z voidaan jéttéa pois.

Olkoon X epityhjd joukko sanoja. Sanan u € X (oikea) laajennus on
sana ua € X, missé a on mika tahansa aakkonen. Mikéli sanalla u on yksiké-
sitteinen laajennus joukossa X, niin sanaa u kutsutaan jakaeutumattomaksi
(engl. conservative). Mikéli laajennuksia on useampia, on sana u (oikealta)
jakautuva (engl. right special). Puhuttaessa sanan z jakautuvista ja jakau-

tumattomista tekijoistd valitaan X = F(x).

Lemma 3.2. Olkoon x ddreton sana. Jos P(x,n) = P(xz,n + 1) jollain
n > 1, niin sana x on lopulta jaksollinen. Erityisesti sanan x jaksonpituus

6 < P(x,n).

Todistus. Oletetaan, ettd P(z,n) = P(xz,n + 1). Kirjoitetaan x = ajas- - -,

a; € A, ja merkitddn m = P(z,n). Sanalla x on siis m erilaista n-tekijéaé.
Sanan x n-tekijat ovat jakautumattomia. Nimittdin mikali jokin n-tekija

olisi jakautuva, niin sanalla x olisi ainakin m + 1 kappaletta (n + 1)-tekijoita

eli P(x,n+1) > P(x,n), mikd on vastoin oletusta.



Tarkastellaan sitten n-tekijoita [j + 1,7 + n], 7 > 0. Koska sanalla x on

vain m erilaista n-tekijaé, niin jollakin £ > 0 on voimassa, etta
k+1Lk+nl=Fk+1+60,k+n+0] (3.1)
jollakin 0 < 6 < m. Néaytetaédn sitten induktiolla, ettd
apy] = ap+i+o kaikilla [ > 1. (3.2)

Yhtalo (3.2) on voimassa luvuille I = 1,2,...,n yhtdlén (3.1) nojalla. Ole-
tetaan sitten, ettd yhtélo (3.2) on voimassa, kun [ = 1,2, ...t > n. Tarkas-
tellaan niitd n-tekijoitd u ja v, jotka loppuvat vastaavasti aakkosiin agy ja
ap+t+9- Induktio-oletuksen nojalla v = v. Aiemmin todetun nojalla n-tekijat
u ja v ovat jakautumattomia, joten niitd seuraa sama aakkonen. Siis yhtalo
(3.2) on voimassa myos tapauksessa | =t + 1.

Jos k =0, niin z = 2z¥, missd z = [1,]. Muutoin yhtal6 (3.2) ilmaisee,
ettd © = yz*, missd y = [1,k] ja z = [k + 1,k + 6]. Sana x on siis lopulta

jaksollinen jaksonpituutenaan |z| =0 < m = P(z,n). O

Seuraus 3.3. Jos x on ddreton ja jaksoton sana, niin P(x,n) < P(x,n+1)
kaikilla n > 1. O

Huomautus 3.4. Seurauksen epayhtilo on tarkka siind mielessé, ettd kuten
myShemmin tullaan ndkem&adn, niin Sturmin sanan x kompleksisuusfunktio

on P(x,n) = n+ 1. Toisin sanoen P(xz,n+ 1) = P(z,n) + 1.
Muokaten hieman lemman 3.2 argumenttia saadaan seuraava tulos.

Lemma 3.5. Olkoot x ddreton sana ja n > 1. Olkoon m sanan x jakautu-
mattomien n-tekijoiden lukumddrd. Jos sanalla x on (n + m)-tekiji, jonka
kaikki n-tekijdt ovat jakautumattomia sanan x tekijoing, niin sana x on lo-

pulta jaksollinen.

Todistus. Olkoon w = aias: -+ Gpym, Missé a; € A, sanan x sellainen tekiji,
jonka kaikki n-tekijat ovat jakautumattomia, kun niitd tarkastellaan sanan
x tekijoind. Merkitdan r; = [i + 1,7 + njy, (1 =0,...,m). Koska n-tekijoita
r; on m + 1 kappaletta ja jakautumattomia n-tekijoéita vain m kappaletta,
niin lokeroperiaatteen mukaan joillain £ ja 6, 0 < k < m,0 < 8 < m on

voimassa, etta
rk=[k+1LEk+nle=[Fk+14+0k+n+0lu=ro.

Todistuksen loppuosa menee kuten lemman 3.2 todistuksessa. ]



Huomautus 3.6. Huomaa, ettd symmetrian vuoksi lemmoja 3.2 ja 3.5 vas-
taavat analogiset tulokset saadaan vasemmalta dérettomille sanoille. Tulok-
set ovat voimassa my0Os kaksipuolisesti adrettomille sanoille, tosin silla ero-
tuksella, etté sanoista tulee taysin jaksollisia. Lisdksi jakautumattomien teki-
jOiden sijasta pitdd puhua kaksipuolisesti jakautumattomista tekijoisté, jot-
ka maaritelldan ilmeiselld tavalla. Todistus menee periaatteessa soveltamalla
lemman 3.2 induktiotodistusta seké oikealle ettd vasemmalle. TAmé& on to-

distettu tédsmaéllisesti artikkelin [MH38| lauseessa 7.3. O
Lause 3.7. Olkoon z ddareton sana. Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

(i) Sana x on lopulta jaksollinen,
(ii) P(x,n) =P(z,n+ 1) jollainn > 1,

(i1i)) P(x,n) < n+k —1 jollain n > 1, missi k on sanassa x esiintyvien

aakkosten lukumddrd,
(tv) P(x,n) on rajoitettu.

Todistus. (i) = (iv) Oletetaan, ettd sana x on lopulta jaksollinen. T&ll6in
voidaan kirjoittaa x = uv® joillain sanoilla u ja v. Merkitddn p = |uv| ja
q = |v|. Olkoon n > p. Sanan x tekijat [1 +r,n + 7], (r = 0,...,p — 1)
ovat n-tekijoitd, ja niitd on korkeintaan p erilaista. Koska sana x on lopulta
jaksollinen, niin [p+r+kq,p+r+n—1+kql=[p—q+r,p—q+r+n—1]
kaikilla & > 0 ja 0 < r < q. Taten P(z,n) < p. P(z,n) on siis rajoitettu.

(iv) = (iii) Oletetaan, ettd P(x,n) on rajoitettu. Valitsemalla sopivan
suuri luku n saadaan ehto (#:7) voimaan.

(ii) = (i7) Oletetaan, ettd m on pienin sellainen luku, ettd P(x,m) <
m + k — 1. Tehd&én vastaoletus, ettd (4i) ei ole voimassa, eli ettd P(z,n +
1) > P(x,n) kaikilla n > 1. T&lloin

-~

i >1

Plz,m) =Y (P(x,i) — P(z,i—1)) + Pl,1)
=2

>m—14+Px,1)=m+k—1,

miké on ristiriita. Siis (i7) on voimassa.

(i) = (i) Seuraa lemmasta 3.2. O
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4 Sturmin sanat

4.1 Mairitelma ja alkeisominaisuuksia

Masritelmé 4.1. Adreton sana x on Sturmin sana, jos P(x,n) = n + 1
kaikilla n > 0.

Ei ole tietenkddn selvad, etta téllaisia sanoja on edes olemassa. Niiden
olemassaolo todistetaan aivan tuota pikaa seuraavassa aliluvussa.

Sturmin sana x on aina bin#érisana, silld siind on P(x, 1) = 2 aakkosta.
Tasté eteenpéin kasitellaan melkeinpa jatkuvasti bindédrisanoja, joten jatkos-
sa tutkielman loppuun asti oletetaan, ettd kaikki sanat ovat binaérisanoja
yli aakkoston {0,1}.

Edella on erds tapa maaritelld Sturmin sanat. MyShemmin tullaan na-
kemaédn, ettd Sturmin sanoille on useita vaihtoehtoisia méaaritelmia eli luon-
nehdintoja. Jatkossa maéritelmand kiytetdan aina ylla olevaa luonnehdin-
taa. Méaritelmén pohjalta on ilmeistd, ettd sana x on Sturmin sana, jos ja
vain jos sen tietynpituisten tekijoiden joukossa on tdasmdlleen yksi jakautuva
tekijd.

Bindéarisanojen yhteydessa on kitevaéd méaritella vaihto-operaatio ™, joka
vaihtaa aakkosen aakkoston toiseksi aakkoseksi: 0 = 1 ja 1 = 0. Operaatio
laajenee luontevasti morfismiksi: uv = 40.

Lauseen 3.7 valossa Sturmin sanat ovat aivan jaksollisuuden ja jaksotto-
muuden rajalla. Mikali Sturmin sanan tekijajoukko olisi vahéankin yksinker-
taisempi, niin olisi sana jaksollinen. Kun kirjallisuudessa puhutaan — hieman
intuitiivisesti — ettd Sturmin sanoilla on minimaalinen kompleksisuus, tar-

koitetaan juuri tétd. On siis osoitettu seuraava tulos.
Seuraus 4.2. Sturmin sanat ovat joksottomia. ]

Adretontd sanaa kutsutaan toistavaksi, jos sen jokainen tekijé esiintyy siini

aarettoméan monesti.
Lemma 4.3. Sturmin sanat ovat toistavia.

Todistus. Olkoon x Sturmin sana. Merkitdén x = ajag- -+, missé a; € {0, 1}.
Tehdéén vastaoletus, ettd n-tekija w esiintyisi sanassa x vain aérellisen mon-
ta kertaa. Taten on olemassa sellainen luku ¢ > 1, ettd sanalla y = a;a;41- -

ei ole tekijand sanaa w. Néin ollen P(y,n) < n, jolloin lauseen 3.7 mukaan
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y on lopulta jaksollinen. Siis my6s sana x on lopulta jaksollinen, miki on
ristiriita. O
Seuraus 4.4. Sturmin sanan suffiksit ovat Sturmin sanoja.

Todistus. Olkoon x Sturmin sana ja sana y sen suffiksi. Lemman 4.3 mukaan
sana x on toistava, joten sen kaikki tekijat esiintyvat myos sanassa y. Téaten

my6s P(y,n) = n+ 1 kaikilla n > 0. Sana y on siis Sturmin sana. O

Esimerkki 4.5. Esimerkissi 2.4 esitelty Thuen—Morsen sana t ei ole Sturmin
sana. Nimittdin sanan ¢ muodosta ndhdaén, ettd Fa(t) = {00,01,10,11},
joten P(t,2) =4 # 3.

4.2 Fibonaccin sana

Ei ole valittomaésti selvédd, ettd Sturmin sanoja on edes olemassa. Maéaritel-
ld4n nk. Fibonaccin sana, joka osoittautuu Sturmin sanaksi.

Maaéritelladn morfismi ¢ seuraavasti:

- 001,
v 1—0.

Fibonaccin sana f saadaan toistamalla morfismia ¢: f = ¢*(0) (ks. lemma

2.3). Sen alku menee seuraavasti
f =0100101001001010010100100101001001- - -

Fibonaccin sana on siis raja-arvo lim, o fr, missa f, = ¢"(0). Sanajonon

(fn) sanat voidaan ilmaista myos seuraavasti:

f—l =1, fO =0, fn+2 = fn+1fn~ (4'1>

Kaava seuraa induktiolla laskelmasta fn1o = ©(fnt1) = @(fufn-1) =

fn—i—lfn-

Todistetaan seuraavaksi, ettd Fibonaccin sana on Sturmin sana. Todistus

on suoraviivainen, mutta pitkdhko. Todistetaan ensin avuksi kaksi lemmaa.

Lemma 4.6. Olkoon w mikd tahansa sana. Morfismi ¢ toteuttaa relaation
P (@)0 = 03(u). (4.2)
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Todistus. Laskemalla ndhd&dn, etté relaatio on voimassa, kun v = 0, 1. To-
distetaan vaite induktiolla sanan u pituuden suhteen. Oletetaan, etté relaatio

on voimassa sanalle u. Laskemalla saadaan

2((0u)™)0 = p(@)(0)0 = (@010 = 03()10
— 0(0Lp(u))™ = 0((0) ()™ = 05(0u),

missé kolmas yhtasuuruus seuraa induktiohypoteesista. Tarkastelu menee

vastaavasti sanalle 1u. O

Madéritelladn sanajonot (gn) ja (t,) seuraavasti:

£, josn =2, 01, jos n on pariton,
gn = n =
fn_s - fifo, josm >3, 10, jos n on parillinen.

Tarkastellaan sanaa ¢(t,), kun n on pariton. Saadaan, ettd p(t,) = ¢(01) =
010 = 0t,,+1. Vastaavasti kily my6s, kun n on parillinen. Kéyttden tata tie-
toa, ettd ¢(t,) = Ot,11, ja relaatiota (4.2) saadaan, ettd kaikilla n > 0 on

voimassa

(4.2)

‘P(]?ntn) = @(ﬁ)%p(tn) = @(ﬁz)Othrl = 00(fu)tnt1 = OﬁLJrlthrL (4.3)

Laskemalla ndhdédan, ettda kun n > 3, niin

©(9n)0 = ©(fn3--- f1f0)0 = fn—2--- f2f10 = gny1. (4.4)

Tapauksessa n = 2 saadaan sama tulos suoralla laskulla.

Lemma 4.7. Sanajonon (f,) sanat toteuttavat relaation

fn+2 = gnfn ﬁztna (4.5)
kun n > 2.

Todistus. Todistetaan viite kdyttden induktiota luvun n suhteen. Relaa-
tio on selvdsti voimassa, kun n = 2,3, silld f; = £(010)(010)10 ja
f5 =0(10010)(10010)01. Nyt

Forz = @(Far1) = 0(gn-1Fn1Fr1tn-1) "= 0(gn-1)0(Fa-1)0Futn

(4.2)

= 0(gn-1)03(fa1) fatn = @(ga-1)0Fufutn =" gufofatn. 0
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Lemma 4.8. Fibonaccin sana on Sturmin sana.

Todistus. Morfismin ¢ madrittelystd ndhdéén, ettd sana f on sanojen 0 ja
01 tulo, eikd nédiden sanojen tulona voida selvéstikd&dn muodostaa sanaa 11.
Kirjoittamalla auki sanan f esitystd ndhdéén, etté silld on tekijoind sanat 00
ja 10. Taten P(f,2) = 3. Sana 000 ei my6skiaan ole Fibonaccin sanan tekijé,
silld muutoin olisi voimassa 000 < ¢(z) jollakin x € F(f), jolloin morfismin
 maérittelyn nojalla on oltava, ettd 11 < x, mikd on mahdotonta.

Kuten on aiemmin mainittu, riittdd osoittaa, ettd sanalla f on tietynpi-

tuisten tekijoidensa joukossa tdsmalleen yksi tekijé, joka on jakautuva.

Vaite: Kun x on mikd tahansa sana, niin jompikumpi sanoista 0z0 ja 1z1
ei ole sanan f tekija.

Todistus. Viite pitda edeltdvan nojalla paikkansa, kun x = ¢ tai kun
x = 0,1. Oletetaan sitten, ettd x on lyhin sellainen sana, ettd véite ei
ole voimassa, eli ettd 020,121 € F(f). Koska 11 ¢ #(f), niin z = 0y0
jollain sanalla y. Siis 00y00, 10y01 € F(f). Koska sana f on sanojen 0 ja
01 tulo, niin edellisestd nédhdadn, ettd on oltava olemassa sellainen sana
z € F(f), ettd ¢(z) = Oy. Laskemalla saadaan, ettd sanat ¢(1z1) = 00y0 ja
©(020) = 010y01 ovat sana f tekijoitd, joten 020,121 € F(f). Tamé& on ris-

tiriidassa sanan x minimaalisuuden kanssa, silld |z| < |¢(z)| = [0y| < |z|. O

Oletetaan sitten, ettd samanpituiset ja erisuuret sanan f tekijit u ja v ovat
molemmat jakautuvia. Olkoon w sanojen w ja v pisin yhteinen suffiksi. Tal-
16in 0w0, Owl, 1w0, 1wl € F(f), mikd on ristiriidassa edeltavin véitteen
kanssa. Sanalla f on siis korkeintaan yksi tietynpituinen jakautuva tekija.

Néytetdan sitten, ettd sanalla f on ainakin yksi tietynpituinen jakautuva
tekija.

Kun luku n on pariton, niin sanan f, viimeinen aakkonen on 1. Kun lu-
ku n on parillinen, niin viimeinen aakkonen on 0. Tdmé& johtuu morfismin ¢
médrittelysta ja siitd, ettd f; = 01. Néin ollen sanan f; ensimmaéinen aakko-
nen on eri kuin sanan ¢,. Relaatioon (4.5) sovellettuna tdmé osoittaa, etté
sana ﬁl on jakautuva, kun n > 2 (ensimmaéinen sana f; laajenee eri taval-
la kuin jalkimmaéinen). Koska jakautuvan sanan suffiksitkin ovat jakautuvia,

niin sanassa f on minki tahansa pituisia jakautuvia tekijoité. O
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4.3 Tasapainotetut sanat

Tassa aliluvussa tutkitaan ns. tasapainotettujen sanojen perusominaisuuk-
sia seuraavassa aliluvussa esiteltdvaa Sturmin sanojen luonnehdintaa varten.
Tulokset perustuvat artikkeliin [CH73].

Sanan x korkeus h(z) kertoo montako aakkosta 1 siiné esiintyy. Toisin sanoen
h(z) = |z|1. Muissa yhteyksissd korkeutta nimitetdén usein painoksi, mutta
myShemmin mekaanisten sanojen yhteydessa talla luvulla on selva tulkinta

korkeutena.

Maaritelma 4.9. Olkoot x ja y samanpituisia sanoja. Lukua

6(z,y) = [h(x) — h(y)].
kutsutaan sanojen x ja y etdisyydeksi.

Maaritelma 4.10. Sanajoukko X on tasapainotettu, jos kaikille samanpi-

tuisille sanoille z,y € X on voimassa ehto
d(z,y) <1

Sana (ehki dédreton) on tasapainotettu, mikili sen tekijdjoukko on tasapai-

notettu.

Huomaa, ettd jos ||z|1 —|y|1| < 1, niin myo6s ||z]o—|y|o| < 1. Joukko sano-
ja on tekijisuljettu, jos se sisaltda kaikkien sanojensa kaikki tekijat. Huomaa,

ettd olipa x dérellinen tai ddreton sana, niin joukko #(x) on tekijasuljettu.

Lemma 4.11. Olkoon X tekijdsuljettu joukko sanoja. Jos X on tasapaino-
tettu, niin | X N{0,1}"| < n+ 1 kaikilla n > 0.

Todistus. Vaite on selva tapauksissa n = 0,1. Tapaus n = 2 on my0s selvé:
X ei voi siséltdd sanoja 00 ja 11 samanaikaisesti, silla 6(00,11) = 2.
Tehdédan vastaoletus, ettd n > 3 on pienin sellainen luku, jolla vaite ei
ole voimassa. Merkitiin Y = X N{0,1}" ' ja Z = XN {0,1}". Nyt |[Y| <n
luvun 7 minimaalisuuden nojalla, ja |Z] > n + 2.
Koska X on tekijasuljettu, niin jokaisen sanan z € Z (n — 1)-suffiksi
kuuluu joukkoon Y. Voidaan siis méaaritelld kuvaus o : Z — Y, joka kuvaa

sanan z itsensd (n — 1)-suffiksiksi. Jos « on injektio, niin |Y| > |Z| > n+ 2,
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mikd on mahdotonta. Siis joillakin z, 2’ € Z, a(z) = a(z’). Jos vain kahdella
sanalla on sama kuva, niin |Y| > |Z] — 1 > n + 1, mikd on vieldkin risti-
riita. Toisaalta korkeintaan kahdella sanalla joukossa Z on sama kuva, silla
aakkosto koostuu vain kahdesta symbolista. Nain ollen on olemassa sellaiset
sanat y,7y’ € Y,y # v/, etti kaikki nelji sanaa Oy, 1y,0y/, 1y € Z.

Edelleen koska X on tekijasuljettu ja y # 9/, niin on olemassa sellaiset
sanat z,u,v € X ja aakkonen ¢, ettd y = zcu ja y' = xév (x on sanojen y
ja y' pisin yhteinen prefiksi, sana x on mahdollisesti tyhji). Oletetaan, etta
¢ =0, tapaus ¢ = 1 on symmetrinen. Nyt Oy = 0z0u ja 3y’ = 1z1v eli joukko
X sisaltad sanat 020 ja 1zl. Joukko X ei olekaan tasapainotettu. Tamé on

ristiriita. O

Lemma 4.12. Olkoon X tekijdsuljettu joukko sanoja. Joukko X ei ole tasa-
painotettu, jos ja vain jos on olemassa sellainen yksikdasitteinen palindromi

w (kenties tyhji sana), ettd Ow0, 1wl € X.

Todistus. Jos vaitetynlainen palindromi w on olemassa, niin joukko X ei
selvastikdan ole tasapainotettu.

Oletetaan sitten, ettd joukko X ei ole tasapainotettu. Olkoot u,v € X
lyhimmaét sellaiset samanpituiset sanat, ettd d(u,v) > 2. Merkitddn n =
|u| = |v|. Selvésti on oltava, ettd n > 2. Kirjoitetaan u = ax ja v = by, missé
a ja b ovat aakkosia. T&lloin a # b. Nimittdin jos a = b, niin 6(x,y) > 2,
mikéd on ristiriidassa luvun n minimaalisuuden kanssa. Samoin osoitetaan,
ettd sanojen u ja v viimeiset aakkoset eivit ole samat. Rajoituksetta voidaan
olettaa, ettd a = 0 ja b = 1. Nyt voidaan kirjoittaa u = OQwcu’ ja v = lwév'
joillakin sanoilla w,u/,v" ja aakkosella c. Jos ¢ = 1, niin §(u/,v") = §(u,v),
mikéd luvun n minimaalisuuden vuoksi on mahdotonta. Siispa ¢ = 0. Jalleen
minimaalisuuden nojalla on oltava, etta u’ = v’ = ¢ eli u = Ow0 ja v = 1wl.

Oletetaan sitten, ettd sana w ei ole palindromi. T&lloin sanalla w on
prefiksiné sellainen sana za, missd a on aakkonen, ettd sana @z on sanan w
suffiksi. Néin ollen saadaan sanalle u aito prefiksi 0za ja sanalle v aito suffiksi
azl. Jos a = 0, niin 6(0za,azl) = 6(020, 121) = 2, mik4 on jéilleen ristiriita.
Siispd a = 1. Talloin kuitenkin u = 0z1u” ja v = v”120, jolloin é(u”,v") =
d(u,v), mikd on vield kerran ristiriitaista. Sana w on siis palindromi.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa sellainen palindromi s, s # w, |s| =

|w], ettd 0s0,1s1 € X. Kirjoitetaan w = taw’ ja s = tbs’, joillain sanoilla
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w’, s’ ja aakkosille a ja b, a # b. Jos a =1 ja b =0, niin 0¢0,1¢1 € X. Tama

on ristiriita, silld |¢| < |w|. Tdten palindromi w on yksikésitteinen. O

4.4 Luonnehdinta Sturmin sanoille tasapainoisuuden avulla

Tasséa aliluvussa annetaan toinen luonnehdinta Sturmin sanoille. Tama luon-
nehdinta on néhtavissé artikkelien [MH40] ja [CH73| tuloksista. Téssé esi-
tettévit perustelut mukailevat kirjaa [Lot02].

Seuraava luonnehdinta on erittdin tiarked, ja jatkossa oletetaan, ettd tdméa

tulos on tunnettu vaikkei seuraavaan lauseeseen suoraan viitatakaan.

Lause 4.13. Olkoon x ddretén sana. Tdlloin sana x on Sturmin sana, jos

ja vain jos sana x on tasapainotettu ja jaksoton.

Todistus. (<=) Oletetaan, ettd sana z on tasapainotettu ja jaksoton.
Lauseen 3.7 kohdan (44) mukaan P(x,n) > n + 1. Toisaalta lemman 4.11
mukaan P(x,n) < n+ 1. Siis P(z,n) = n + 1 eli sana x on Sturmin sana.
(=) Oletetaan, ettd sana x on Sturmin sana. Koska Sturmin sanat
ovat jaksottomia, riittda osoittaa, ettd sana x on tasapainotettu. Tehd&aan
vastaoletus, ettd sana z ei ole tasapainotettu. Lemman 4.12 mukaan on
olemassa sellainen palindromi w, ettd sanat Qw0,lwl € F(x). TAméa tar-
koittaa, ettd tekijd w on jakautuva. Merkitdan n = |w| + 1. Koska sana = on
Sturmin sana, niin sanalla z on yksikésitteinen jakautuva n-tekijé, jonka on
oltava joko sana Ow tai lw. Oletetaan, ettd tekija Ow on jakautuva. Toinen
tapaus, jossa sana lw on jakautuva todistetaan samoin. Koska tekija Qw
on jakautuva, niin sana lw ei ole. Téten Owl € F(x) ja 1lw0 ¢ F(x). Siis
kaikkia sanan lw esiintymia seuraa aakkonen 1. Olkoon v sellainen sana,

jonka pituus on n — 1, ja u = lwlv € F(x). Huomaa, ettd |u| = 2n.

Viite: Sanan u n-tekijit ovat jakautumattomia (sanan x tekijoind).

Todistus. Koska sanalla o on tédsmélleen yksi jakautuva n-tekija Ow, niin
riittda osoittaa, ettd Ow ei ole sanan wu tekija. Jos w = ¢, niin myos v = ¢,
jolloin on selvéa, ettei Ow = 0 ole sanan u = 11 tekija. Oletetaan sitten,
ettd w # €. Tehdddn vastaoletus, ettd sana Ow on sanan u tekija. Koska
|0w| = |1v| = n, niin valttAmatta sanat wlv ja Ow ovat sanan u tekijoind

péalekkaiset. Voidaan siis kirjoittaa, ettd w = s0t,v = yz ja w = tly joillain
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sanoilla ¢,y ja z. Tilannetta selkeyttaé seuraava kuva:

U

1| w ‘1| v
w

1‘ S 0 t ‘1‘ Y z

Koska sana w on palindromi, niin w = @ = t05. Siis w = t05 = t1y. Téten
t = t, ja sanalla w on kaksi erisuurta samanpituista prefiksié t0 ja ¢1, mika

on ristiriita. OJ

Lemman 3.5 mukaan edeltévésté viitteestd seuraa, ettd sana x on lopulta

jaksollinen, mik4 on ristiriita. O
Todistetaan vield lemman 4.11 sovelluksena seuraava lause.

Lause 4.14. Sturmin sanan z tekijijoukko F(x) on peilauksen suhteen sul-

Jettu.

Todistus. Merkitéin F(z) = {0 : w € F(z)}. Joukko X = F(z) U F(z) on
tasapainotettu, koska joukko #(z) on tasapainotettu. Lisidksi se on selvésti
tekijasuljettu. Lemman 4.11 mukaan | X N A”| < n+ 1 kaikille n > 0. Koska
|F(z) N A" = n+ 1, niin X = F(z). Siispi F(z) = F(x). O

Huomautus 4.15. Néaytetaén, ettéd lauseen 4.13 tulos ei ole yleisesti voimas-
sa kaksipuolisesti darettomille sanoille. Olkoon & = ---a_jagaias - -+ kaksi-
puolisesti ddretdn sana, jolle a; = 1 kun ¢ < 0 ja a; = 0, kun ¢ > 1. On help-
poa nihdé, ettd F,(z) = {1%0" % : k =0,1,...,n}. Siispd P(z,n) =n + 1.
Kuitenkin esimerkiksi 00,11 € F(x), joten sana x ei ole tasapainotettu.

Lisétietoja kaksipuolisesti dérettomisté sanoista z, joille P(x,n) = n+1,
on artikkelissa [CHT73].

18



5 Mekaaniset sanat

Téassa luvussa naytetddn miten Sturmin sanoja voidaan luonnehtia ns. me-
kaanisina sanoina. Mekaaninen sana on tasosuoran diskretisointi, kuten ali-
luvussa 5.2 nahdédén. Tarkastelut mukailevat kirjaa [Lot02|. Luonnehdintaa

varten tutkitaan ensimmaiseksi sanan kaltevuuden kasitetta.

5.1 Sanan kaltevuus

Maaritelmé 5.1. Olkoon z epétyhja sana. Lukua 7(z) = h(z)/|z| kutsu-

taan sanan x kaltevuudeksi.

Seuraava kaava on usein tarpeellinen.

el
|zy|

m(x) + M7T(y)

|zy|

1
m(zy) = @h(wy)

Lause 5.2. Olkoon X tekijisuljettu joukko sanoja. Sanajoukko X on tasa-

(h(z) + h(y))

eyl

painotettu, jos ja vain jos

h(@) |yl — h(y)la]] < |z|+ [yl — syt(lzl, ly]) (5.1)
kaikilla x,y € X.

Todistus. (<=) Oletetaan, etté epayhtilo (5.1) on voimassa. Olkoot z,y € X
samanpituiset sanat. Tapaus x = y = ¢ on selvid. Oletetaan, ettd sanat x ja

y ovat epatyhjid, ja merkitédén [ = |z| = |y|. Oletuksen mukaan
(@)l = h(yl < T+1—syt(l,1) =1,

miké on ekvivalenttia sen kanssa, ettd |h(z) — h(y)| < 1. Joukko X on siis
tasapainotettu.

(=) Oletetaan, ettd joukko X on tasapainotettu. Osoitetaan viite in-
duktiolla luvun |z|+|y| suhteen. Viite on selvésti voimassa, kun |z|+|y| < 2.
Oletetaan sitten, etti viite on voimassa kaikilla u,v € X, kun |u| + |v| < k.
Olkoot z,y € X sellaiset sanat, ettd |z|+|y| = k+1. Jos |z| = |y|, niin epéyh-
téalo (5.1) on voimassa, silld joukko X on tasapainotettu. Oletetaan sitten,
ettd |z| > |y|, ja merkitddn x = zt, missé |z| = |y|. Talloin h(x) = h(z)+h(t)
ja Je] = [2] + [¢]. Nyt
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(h(@) |y — h(y)|z|| = [(R(=)|y] — h(y)]2]) + (R(@E)]y] — A(y)IE)]
= |(h(z) = h(y)I2| + (R(O) |y — h(y)[t])]
< [(h(z) = k() ||l + R (@) |y| — h(y)[t]]
< lz[ + [h(®)|y] — h(y)[t]]
< lz[ + |yl + [t] = syt(lyl, [t])
= |z + [yl + [t| — syt(|yl, [y] + [¢])
= lz[ + [y| — syt(lyl, |z]),

misséd ensimméinen arvio tulee kolmioepayhtélosté, toinen siitéd ettd jouk-
ko X on tasapainotettu ja |y| = |z| ja kolmas arvio induktio-oletuksesta.

Epéyht&lo (5.1) on siis voimassa. O

Seuraus 5.3. Olkoon X tekijisuljettu joukko sanoja. Sanajoukko X on ta-
sapainotettu, jos ja vain jos
1 1

m(x) —7(y)| < BT

] (5.2)

kaikilla z,y € X \ {e}.

Todistus. (<=) Oletetaan, ettd epayhtélo (5.2) on voimassa. Olkoot z,y €

X \ {€} samanpituiset sanat. Talloin oletuksen nojalla

m(@) —mWl = |77~ | <t o

h(x) h(y)‘ 1 1
2l =[] el el

miké on ekvivalenttia sen kanssa, ettd |h(x) — h(y)| < 2. Joukko X on siis
tasapainotettu.

(=) Oletetaan, etté joukko X on tasapainotettu. Olkoot z,y € X \{e}.
Jakamalla epéyht&lo (5.1) puolittain luvulla |z||y| saadaan epéyhtélo

11 syt |y])
Im(z) —7(y)| < =+ = — 7>
Jz[ "yl |||y

josta epéayhtélo (5.2) seuraa. O

Seuraus 5.4. Olkoon x ddreton ja tasapainotettu sana. Olkoon x, sanan x

n-prefiksi. Talloin lukujono (m(xy,))0, suppenee.
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Todistus. Epayhtalo (5.2) osoittaa, ettd jono (m(x,)) on Cauchyn jono, téten

jono suppenee. ]

Kaytetddn edeltdvin seurauksen merkintéjd. Seurauksen nojalla on miele-

kasta puhua sanan x kaltevuudesta.

Maaritelma 5.5. Sanan x kaltevuus on raja-arvo

a= nh_}n;() 7(Zp).
Esimerkki 5.6. Lasketaan Fibonaccin sanan kaltevuus. Olkoon (F,)9°,
Fibonaccin lukujono: 0,1,1,2,3,5,... Ensinndkin kaavoista (4.1) néh-
dddn induktion avulla, ettd |f,| = F,4+2. Toiseksi induktion, kaavan
h(zy) = h(x) + h(y) ja kaavojen (4.1) avulla saadaan, ettd h(f,) = F,.

Lisaksi muistetaan tunnettu kaava:
7.7l =N

-7
Fn: )

missd 7 = (1 ++/5)/2 ja 7 = (1 — v/5)/2. Témé kaava seuraa mm. teoksen
[And89| lauseesta 4.1. Téten

F, =7 1-(F)" oo
m(fn) = Foio T2 _gnf2 T 72 (1 — (i)"”) —

3

1
T2’
Fibonaccin sanan kaltevuus on siis 1/72.

Seuraava lemma kertoo, etté raja-arvon laskemiseksi voidaan n-prefiksien

T, sijaan kiyttad mitd tahansa muitakin tekijoité.

Lemma 5.7. Olkoon x ddretin tasapainotettu sana, jonka kaltevuus on .
Tdlloin jokaiselle sanan x epdtyhjalle tekijille u on votmassa
1
IT(u) —al < —. (5.3)
|ul
Todistus. Olkoon € > 0. Tarkastellaan sanan x n-prefiksié z,. Télléin on

olemassa sellainen luku ng, ettd kun n > ng, niin
|T(xn) — o] <e.

Kéyttaen epayhtiloa (5.2) saadaan

m(u) — af = [r(u) = m(2n) + 7(2n) — af <[m(u) = 7(z0)| + |7(2n) —
1 1 1 1
<—4+—de=—+=+ec
ul  |n] lul ~n
Kun n — oo, niin € — 0, jolloin viitetty epayhtalo seuraa. O

21



Seuraus 5.8. Olkoot merkinndt kuten edeltdvdssda lemmassa. Talloin on voi-

massa joko

alul =1 < h(u) < alu| +1  katkilla uw € F(z) tai (5.4)
alul =1 < h(u) < alu| +1  kaikilla u € F(z). (5.5)

Todistus. Huomaa, etté viite on voimassa, jos u = €. Oletetaan, ettd sana u

on epityhja. Muokkaamalla epayhtélod (5.3) saadaan, etta
alul =1 < h(u) < alu| + 1.

Jos jompikumpi epayhtédloista (5.4) tai (5.5) ei pitdisi paikkaansa, niin olisi
olemassa sellaiset sanan x tekijat u ja v, ettd aju| — 1 = h(u) ja afv| +1 =
h(v). Talloin |m(u) —m(v)| = 1/|u|+1/|v|, miké on ristiriita epayhtalon (5.2)

kanssa. O

Lause 5.9. Olkoon x ddretén tasapainotettu sana. Sanan x kaltevuus o on

rationaaliluku, jos ja vain jos sana x on lopulta jaksollinen.

Todistus. (<=) Oletetaan, ettd x = uy® joillain sanoilla u ja y. Nyt kaikilla

n > 0 on voimassa, etta

h(u) + nh(y)‘

ny __
) = T alyl

Téaten m(uy™) — 7(y), kun n — co. Sanan z kaltevuus on siis 7(y), joka on
rationaaliluku.

(=) Oletetaan, etté kaltevuus « on rationaaliluku p/q, missé kokonais-
luvut p ja q ovat suhteellisia alkulukuja. Oletetaan sitten, ettd yhtéloista
(5.4) ja (5.5) on voimassa (5.4). Toinen tapaus todistetaan symmetrises-
ti. Yhtdlon (5.4) nojalla sanan z minkid tahansa g¢-tekijan korkeus on p tai
p + 1. Sanalla z voi olla vain &érellisen monta g¢-tekijaa, joiden korkeus on
p-+ 1. Nimittéin jos ndin ei ole, niin valitsemalla riittdvan pitka tekija z, saa-
daan sanalle x tekijd uzv, missd |u| = |[v| = ¢ ja |h(u)| = |h(v)] = p + 1.

Talloin kiyttaen epayhtilod (5.4) saadaan, ettd
24 2p+ h(z) = h(uzv) <1+ aq+ al|z|+ag =14 2p + alz|,

joten h(z) < alz| — 1, mikd on ristiriita epayhtdlon (5.4) kanssa. Koska

sellaisia g-tekijoita, joiden korkeus on p 4 1, esiintyy vain &irellisen monta,
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niin voidaan kirjoittaa, ettd x = ty, missé y on sellainen &4retén sana, jonka
kaikkien g¢-tekijoiden korkeus on p. Tarkastellaan sitten sanan y (¢ + 1)-
tekijdd awb, missa a ja b ovat aakkosia. Koska h(aw) = h(wb) = p, niin on
oltava, ettd a = b. Tama4 tarkoittaa, ettd sana y on jaksollinen, ja ettd sen

jaksonpituus on ¢. Téten sana x on lopulta jaksollinen. O

5.2 Mekaaniset sanat

Todistetaan ensin muutamia perusasioita lattia- ja kattofunktiosta.

Lemma 5.10. Olkoot « ja 8 reaalilukuja. Tdilloin o] < |a+ 8] — 8] <
Lo +1ja [a] =1 <[a+ ] —[B] < fal.

Todistus. Jos B € Z, niin vaite on selvd. Oletetaan sitten, ettd luku S ei
ole kokonaisluku, jolloin o = |a] + e ja f = |f] +€, missd 0 < e < 1 ja
0 < &’ < 1. Oletetaan ensin, ettd € + & < 1. Talloin |a + 8] = [|a) + e+
18] +¢€'] = |a]+ B8] ja [a+ B] = |a] + | 8] +1, joka on tapauksessa e = 0
yhtésuuri kuin [a]| + [] ja muutoin yhtasuuri kuin [a] + [3] — 1. Jos taas
e+¢’ > 1, niin |a+8] = |a]+ 8] +1ja [a+ 5] = [a] +[F]. Vahentamalld

saaduista yhtaloistd puolittain vastaavasti | 3] ja [F] véite seuraa. O

Lemma 5.11. Olkoot o ja B reaalilukuja. Talloin

a-f-1<|a]-[f]<a-p+1 ja (5.6)
a—pf-1<|a]-[f]<a—-pF+1.

Todistus. Kirjoitetaan o« = |a] + ¢ ja = |B] + &', missd 0 < e, < 1.
Koska —1 <e—¢' < 1,niin |a] — |B] < o) = |f]+e—'+1=a—-F+1
ja la) = |B] > |la) = |B] —14e—¢ =a— - 1. Samat arviot kelpaavat

my6s kattofunktion tapauksessa. O

Olkoot annettuna kaksi reaalilukua « ja p, 0 < a < 1, 0 < p < 1. Jatkossa
mekaanisten sanojen yhteydessa lukujen « ja p oletetaan toteuttavan nama
ehdot ellei toisin mainita. Maéritelladn alempi mekaaninen sana s(a, p) ja

ylempi mekaaninen sana s'(a, p) muodostamalla jonot Ny — {0, 1} kaavoilla

s(a,p)(n) = la(n+1) +p|] — an+p] ja
s'(a, p)(n) = [a(n+ 1) + p] — [an + p].
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Lemman 5.10 nojalla todellakin s(a, p)(n), s'(a, p)(n) € {0, 1} kaikillan > 0.

Lukua o kutsutaan sanojen s(a, p) ja s'(«a, p) kaltevuudeksi ja lukua p
nédiden sanojen leikkauspisteeksi. Olkoon [ yhtdlon y = ax + p madrdama
tasosuora. Alempi ja ylempi mekaaninen sana voidaan kumpikin tulkita
suoran [ diskretisoinniksi. Tarkastellaan pisteitd P,, joiden koordinaatit
ovat kokonaislukuja, ja jotka ovat vélittoméasti suoran [ alapuolella. Pisteet
saadaan ilmeisesti kaavasta P, = (n,|an + p|). Vastaavasti valittomésti
suoran [ ylapuolella olevat pisteet P, joiden koordinaatit ovat kokonaislu-
kuja, saadaan kaavasta P, = (n,[an + p]). Néin ollen jos pisteiden P, ja
P11 vilille (ja vastaavasti pisteiden Pj, ja P); vilille) piirretdén viiva,
niin viiva on vaakasuora mikéli s(a, p)(n) = 0 ja vino, jos s(«,p)(n) = 1.

Tilannetta selventda seuraava kuva.

Y
S

Kuvasta selkenee miksi lukua h(z) kutsutaan sanan z korkeudeksi. Kuvan
sanan 0010010001 korkeus on 3, ja kuten kuvasta ndhdaén, niin sekd alem-
paa ettéd ylempéd mekaanista sanaa vastaavien murtoviivojen korkeus kasvaa
yvhdelld kuvan esittdmalla vélilla kolme kertaa.

Tutkitaan sitten milloin s(a, p) # §'(«, p). Mééritelmien pohjalta on il-
meistd, ettd s(0,p) = $'(0,p) = 0¥ ja s(1,p) = §'(1,p) = 1¥. Seuraavassa
lemmassa tarkastellaan tapausta 0 < o < 1. Kéytetdan lemman vaitteessa

edeltévid merkintoja.

Lemma 5.12. Oletetaan, ettd 0 < o < 1. Olkoot s(«, p) ja s'(c, p) suoraa |
vastaavat mekaaniset sanat. Jos suoralla I on kokonaislukupiste (n,an + p),
niin s(a, p)(n) # §'(a, p)(n) ja s(a, p)(n+ 1) # s'(a, p)(n + 1). Erityisesti
jos luku o on irrationaalinen, niin ndmd sanat eroavat korkeintaan tekijalld,

jonka pituus on 1 tai 2.
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Todistus. Todistusta selkeyttdd huomattavasti jaljempéana oleva kuva tilan-
teesta, jossa suoralla [ on kokonaislukupiste.

Ensinnékin yhtalo 1+ [an + p| = [an + p| on voimassa, jos ja vain jos
luku an + p ei ole kokonaisluku. Oletetaan, ettd an + p on kokonaisluku
jollakin n > 0. Télléin a(n + 1) 4 p ei ole kokonaisluku, silld muutoin olisi,
ettd a« = 1. Néin ollen |a(n+1)+p]| # [a(n+1)+p], jasiis 0 = s(a, p)(n) #
§'(a, p)(n) = 1. Samoin péattelemalld nahddén, ettd myos 1 = s(a, p)(n —
1) # §'(a,p)(n — 1) = 0, kunhan n > 1. Siis mekaaniset sanat s(«, p) ja
§'(av, p) eroavat suoran [ kokonaislukupisteitd vastaavissa kohdissa.

Oletetaan, ettéd luku « on irrationaalinen. Télloin suoralla [ on korkein-
taan yksi kokonaislukupiste, muutoinhan kulmakertoimeksi saataisiin ratio-
naaliluku. Jos a(n + 1) 4+ p on kokonaisluku jollakin n > 0, niin edeltévin
mukaan sanat s(a, p) ja s'(«, p) eroavat tekijilld, jonka pituus on 2. Jos taas
p = 0, niin ndm4 sanat eroavat vain ensimmaéiseltd aakkoseltaan eli tekijalla,

jonka pituus on 1. O

Mekaanista sanaa kutsutaan irrationaalisekst, jos luku « on irrationaalinen.
Muutoin sana on rationaalinen.

Alla olevassa kuvassa on suora, jonka kulmakerroin on rationaalinen, ja
vastaavat mekaaniset sanat. Kuvan ylareunassa on ylempi mekaaninen sana

ja alareunassa alempi.

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

L

Kuvan perusteella vaikuttaisi siltd, ettd jos kaltevuus a on rationaaliluku,
niin vastaavat mekaaniset sanat ovat lopulta jaksollisia. Taten vaikuttaisi

luontevalta ajatella, ettd kaltevuuden ollessa irrationaalinen, vastaavat me-
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kaaniset sanat ovat jaksottomia. Néin todella onkin, ja tdmé& tosiseikka to-
distetaan lemmassa 5.18.

Tarkastellaan vield erityistapausta 0 < a < 1, p = 0. Téllgin selvésti
s(,0)(0) = |a] =0 ja s'(a,0)(0) = [a] = 1. Jos luku « on irrationaalinen,
niin talloin s(a, 0) = Ocy ja §'(a, 0) = 1e,, silld suoralla [ ei ole muita koko-
naislukupisteitd. Téassé sanaa ¢, kutsutaan luvun a karakteristiseksi sanaksi.
Karakteristisia sanoja ei kisitelld tarkemmin téssé tutkielmassa. Lisétietoja
niistd 10ytad esimerkiksi kirjasta [AS03], jossa on myos hyvéa kirjallisuusluet-

telo.

Huomautus 5.13. Aiemmin rajoituttiin tarkastelemaan tapauksia, joissa
0 <a<1ja0 < p <1 Tama rajoitus on kuitenkin nédenndinen ja se
tehtiin yksinkertaisuuden vuoksi. Yleisemmét tapaukset voidaan palauttaa
rajoitettuun tapaukseen.

Ensinnékin koska |z + k| = |z] + k ja [z + k] = [z] + k, kun k on
kokonaisluku, niin voidaan olettaa, ettd 0 < p < 1. Oletetaan sitten, ettd
reaaliluvulle o on asetettu vain rajoitus @ > 0. Nyt lemman 5.10 mukaan
s(a, p),s'(a,p) € {|la),1 + [«]}*. Siis sanat s(«,p) ja s'(a, p) ovat edel-
leen binédarisanoja, mutta kenties yli eri aakkoston. Tama aakkosto saadaan

palautettua aakkostoksi {0, 1} kaavoilla

s(a,p)(n) = la(n+1) +p] = an+p] - [a] ja
s'(a, p)(n) = [a(n+ 1) + p] — [an + p] — |a].

Nain ollen voidaan tehd& oletus, ettd 0 < o < 1.

5.3 Leikkaussanat

Tassa luvussa esitetdan toisenlainen tulkinta mekaanisille sanoille leikkaussa-
nojen avulla. Koska aihe on hieman sivupolulla Sturmin sanoista, niin kaikkia
vaitteita ei perustella aivan tasmaéllisesti, vaan vedotaan lukijan geometriseen
intuitioon. Téma4 aliluku seuraa ja tarkentaa kirjan [Lot02]| leikkaussanoja
késittelevaian kohtaa. Liséé leikkaussanoista voi lukea artikkelista [Cri+93|.

Tarkastellaan jélleen tasosuoraa [, jonka méaérittda yhtalo y = Bz + p,
mutta oletetaan nyt vain, ettd S > 0, oletus 0 < p < 1 pidetédén edelleen voi-
massa. Hila on tassd yhteydessé sellaisten suorien joukko tasossa, jotka ovat

vaaka- tai pystysuoria ja joiden x- ja y-akselin leikkauspisteiden koordinaatit
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ovat kokonaislukuja. Hilapisteet ovat ndiden suorien leikkauspisteet. Tarkas-
tellaan sitten suoran [ leikkauspisteita hilan sellaisten pisteiden kanssa, joiden
koordinaatit ovat epéanegatiivisia. Toisin sanoen téllaiset pisteet sijaitsevat
ensimmaéisessé neljainneksesséa. Néin saadaan jono Qg, @1, Q2 . . . leikkauspis-
teitd. Nimetdédn sitten ndmé leikkauspisteet. Leikkauspistettd @, = (zn, yn)
kutsutaan vaakasuoraksi, jos luku y, on kokonaisluku. Vastaavasti leikkaus-
piste @, on pystysuora, jos luku x, on kokonaisluku. Saattaa myos olla,
ettd kumpikin luvuista =, ja y, on kokonaisluku. Téssd tapauksessa lisa-
taan jonoon (@) ennen pistettd @, pisteen @, kopio @,—1, numeroidaan
jono uudelleen ja sovitaan, ettd piste ,,—1 on vaakasuora ja piste @y, pysty-
suora. Valinta voidaan toki tehdé toisinkin péin, mutta olennaista on, etta
aina valitaan samoin. T#t4 valintaa kutsutaan valinnaksi A ja toista valintaa
valinnaksi B.

Leikkaussanatkin ymmértad helpoiten kuvasta. Alla olevassa kuvassa va-
semmalla on leikkaussana ja oikealla vastaava mekaaninen sana. Tarkemmin

kuvan merkitykseen padstédan jéljempéané.

o - .
! R
| 4
M ;
| ,’
| .
Jo| Q2 J} .
T .
| 4
| ,'
Jo Jil /@1 J(/) Ji ’
. =
I R
QO ,/,
/ Iy I I(/) Ii

Jonosta (@) saadaan muodostettua déreton sana kidymaélld 1&pi jono
(Qn) ja kirjoittamalla symbolin 0 jokaista pystysuoraa leikkauspistetté kohti
ja symbolin 1 jokaista vaakasuoraa leikkauspistettd kohden. Talla tavalla saa-
tua sanaa K(f3, p) kutsutaan alemmaksi leikkaussanaksi. Tekemélla edellises-
sa kappaleessa mainittu valinta toisin saadaan samalla menettelylla ylempi
leikkaussana K'(B, p).

Nyt ndhdéan, ettd sellaiset tapaukset, joissa p > 0, voidaan palauttaa

tapauksiin, joissa 0 < p < 1. Oletetaan, ettd p > 1. On ilmeisté, ettd suoran
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y = Bx + p—1 leikkauspiste on vaakasuora, jos ja vain jos suoran y = Sz +p
leikkauspiste on vaakasuora. Téten kumpaakin suoraa vastaavat leikkaussa-
nat ovat yhté suuret.

Osoitetaan sitten, ettd leikkaussanat ovat mekaanisia sanoja. Muodos-
tetaan jokaista leikkauspistetta @, = (zn,yn) kohden kokonaislukupiste
I, = (up,vy): jos leikkauspiste @, on pystysuora, niin piste I,, on leikkaus-
pisteen @, alapuolella oleva hilapiste, ja jos leikkauspiste (), on vaakasuora,
niin piste I,, on se hilapiste, johon paaddytdaan liikkkumalla alas ja oikealle.

Tarkemmin sanottuna

([zn],yn — 1), jos @, on vaakasuora,
I, = (Um Un) = ‘
(zn, [ynl), jos @, on pystysuora.
Vastaavaan tapaan mééritelladn kokonaislukupisteet J, = (ul,,v},) suoran [

n»-n

ylédpuolelle (ks. kuva):

Tnl,Yn), jos on vaakasuora,
Jn — (’LL/ ”U/) — (L ’VLJ y’l’b) .] Qn

nr-n

(n = 1,[ga]), j05 Qu on pystysuora.

Lemma 5.14. Jos on tehty valinta A, niin u,, + v, = n kaikilla n > 0. Jos

taas on tehty valinta B, niin u), + v}, = n kaikilla n > 0.

Todistus. Jos on tehty valinta A ja piste @, ei ole koko-

naislukupiste, niin aina siirryttidessa pisteesta I, pisteeseen 82?

I, 41 tasmailleen toinen koordinaateista kasvaa yhdella. Sa- "

notaan, etté pisteet I, ja I, 41 eroavat yhdelld. Samoin kiy Ina 1,

pisteille J,,, jos tehdédin valinta B. Qi
Oletetaan sitten, ettd on tehty valinta A ja ettd @, on @n e

kokonaislukupiste. Olkoon @, +1 pisteen @, kopio. Piste @,

on siis vaakasuora ja piste @Qn+1 pystysuora. Ensinndkin I

pisteet I, ja I,4+1 eroavat yhdelld, mikd nadhd&dén pisteet /

I, maarittelevistd kaavoista. Pitda siis osoittaa vain, etté / In—1

pisteet I, ja I,,_1 eroavat yhdelld. Jos piste Q,,—1 on pystysuora, niin 4,1 <
Yn ja titen vp —vn—1 = Yp — 1L = [Yn—1] = [Yn-1] — [Yn-1] = 0 ja u, —
Up—1 = Ty, — Tp—1 = Tp, — (zyp, — 1) = 1. Jos piste @,,—1 on vaakasuora, niin
Yn = Yn—1+ Ljatiten v, —vp—1=yp —1— (Yn—1 — 1) =1l jau, — up—1 =

Ty — [Tn—1]| = Ty, — x,, = 0. Siis pisteet I, ja I, eroavat yhdella.
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Koska ug + vg = 0 ja pisteet I, ja 1,41 eroavat yhdella kaikilla n > 0,
niin paatelladn, ettad w, + v, = n kaikilla n > 0.

Samanlaisin padttelyin ndhdéén, ettd valinnan B tapauksessa u,,+v), = n
kaikilla n > 0.

Huomaa, etté jos tehdéén valinta B, niin ei ole voimassa, etta u,+v, =n
kaikilla n > 0. Té&ll6in kokonaislukupisteen @, kohdalla pisteet I, ja Iy1
menevat vadradn jarjestykseen, ja esimerkiksi pisteet I, ja I,_1 eroavat
kahdella. Samoin jos tehdédén valinta A, niin pisteet I ja I, menevit

vaaraan jarjestykseen. O

Oletetaan, ettd @, = 1. Jos mySs ()41 on vaakasuora, niin v,+1 = v, + 1.
Jos Qn41 on pystysuora, niin myos v,+1 = v, + 1. Samoin ndytetddn, ettéd

jos @Qn = 0, niin vy 1 = v,. Téten
K(B,p)(n) = vnt1 —vn = 1+ up — Uny1,

missd jalkimmainen yhtdsuuruus néytetddn samankaltaisilla pikku paatte-

lyilla. Vastaavasti pisteille J,, péatee:
K'(B,p)(n) = vnyq — v = 14Uy, — Uy

Lemma 5.15. Oletetaan, ettd on tehty valinta A. Talloin leikkauspiste Qy,

on pystysuora, jos ja vain jos
U < PBup +p < 14 vy, (5.7)
ja leikkauspiste @), on vaakasuora, jos ja vain jos
1+ov, <Pu,+p<1l4+p8+uv,. (5.8)

Todistus. Todistuksen vaiheita selkeyttéaé oheinen kuva. Jos

leikkauspiste @, on pystysuora, niin epayhtalot (5.7) seu-

raavat suoraan pisteiden I,, = (uy,v,) méadritelméasta. Ole-

tetaan sitten, ettd leikkauspiste @, = (2n,yn) on vaaka- Qn

suora. Télloin luku z,, kuuluu vilille ([z,] — 1, [x,]]. Jos ;

Ty = [zp], niin fu, + p = Bz, + p = yp = v, + 1. Toi-
saalta koska B([z,] — 1) 4+ p < yn, niin Bu, + p = Bl +p < 1+ 5+ vy,
Epéyhtélot (5.8) ovat siis voimassa.

Koska epayhtalot (5.7) ja (5.8) ovat toisensa poissulkevia, niin myos kién-

teiset vaitteet ovat voimassa. O]
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Lemma 5.16. Oletetaan, ettd on tehty valinta B. Tadlldin leikkauspiste Qp

on pystysuora, jos ja vain jos
U — 1= B < Buy, +p <wp, — 6. (5.9)
ja leikkauspiste @), on vaakasuora, jos ja vain jos
vl, — B < Bul, + p < vl,. (5.10)

Todistus. Jéalleen oheiset kuvat selkeyttavit todistusta. S

Oletetaan, ettd leikkauspiste @, = (xn,yn) on pysty- |/

suora. Talloin luku y, on valilla ([y,] — 1, yn]]. Jos

Yn = |yn], niin yhtdlostd Bz, + p = vy, seuraa, et-
ti v, =B = yp — B = Blan — 1) +p = Bu, + p.
Samoin yhtalostd Bz, + p > [yn] — 1 seuraa, ettd
Bu, +p=B@n—1)+p>[yp]l -1 -8=v,-1-0.
Nahd&dén, ettd epayhtilot (5.9) ovat voimassa. /Zgn

Oletetaan sitten, etta leikkauspiste @), on vaakasuora.
Talloin luku z, on valilla [|x,, |, [zn] + 1). Jos z, = |25 ],
niin Su,, + p = Bry + p = yn = v),. Lopuksi yhtalosta y, < B(|zn| +1) +p
seuraa, ettd v, — 8 =y, — B < Blazn] + p = Buy, + p. Nain myds epayhtalot
(5.10) nahd&én tosiksi.

Koska epayhtélot (5.9) ja (5.10) ovat toisensa poissulkevia, niin myos

kdanteiset vaitteet ovat voimassa. O

Oletetaan sitten, ettéd ollaan tehty valinta A. Tarkastellaan sitten tason trans-
formaatiota (z,y) — (z+y,y). Laskemalla ndhdaén, ettd transformaatio ku-
vaa suoran y = Sz + p suoraksi y = 5/(1 + B)x + p/(1 + ). Koska lemman
5.14 mukaan wu,, + v, = n kaikilla n > 0, niin piste I,, = (up, v,) kuvautuu
pisteeksi I! = (n,vy,).

Osoitetaan viela, etta

| B p
vn_LJrﬁnJrHﬁJ. (5.11)

Kirjoittamalla u, = n — v, ja muokkaamalla suoraviivaisesti epayhtaloistéa
(5.7) saadaan, ettd

B p
vy < n+
" 145 1+8

1
< —
U"+1+B
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ja epayhtéloista (5.8) seuraa samaan tapaan, etté

1 B p
< n + <14+wv,.
148~ 148 1+ 8 "

Koska 1/(14/3) > 0, niin johdetut epayhtalot osoittavat, ettd yhtélo (5.11) on
voimassa olipa vastaava leikkauspiste @),, vaakasuora tai pystysuora. Taméa
osoittaa, ettd pisteet I], ovat aivan suoran y = /(1 + B)x + p/(1 + B)
alapuolella olevat kokonaislukupisteet.

Tarkastellaan mekaanista sanaa s = s(5/(1 4+ ), p/(1 4+ B)). Oletetaan
sitten, ettd K (3, p)(n) = 1. Talldin leikkauspiste @, = (zn,yn) on vaaka-

suora ja v, = y, — 1. Olipa leikkauspiste Q),,+1 vaakasuora tai pystysuora,

Un +

niin v,41 = v, + 1. Téten s(n) = vp41 — v, = 1 = K(B,p)(n). Jos taas
leikkauspiste @, on pystysuora, niin vilttdmattd v,+1 = v,. Talléin myo6s
s(n) = vpy1 — vy, = 0= K (B, p)(n). Taten paatellddn, ettd sana K (8, p) on
yhté suuri mekaanisen sanan s kanssa.

Jos taas on tehty valinta B, niin piste J, kuvautuu lemman 5.14 nojalla
pisteeksi J! = (n,v),). Aivan kuten edelld voidaan muokkaamalla suoravii-
vaisesti epayhtéloita (5.9) ja (5.10) osoittaa, ettd

;o B 14
Un = [1+/B”+1+5]

Kéyttéden samaa transformaatiota (z,y) — (x + y,y) padtellddn edeltdvin
kaltaisilla pikku askelilla, etti K'(3,p) = s'(8/(1 + B), p/(1 + B)).

Koska transformaatio (x,y) — (z +y,y) on bijektiivinen lineaarikuvaus,
niin mekaaniset sanat voidaan kasittaa leikkaussanoina. Pdatelldan, etta leik-

kaussanat ovat vain toinen tapa késitelld mekaanisia sanoja.

5.4 Mekaaniset sanat ja Sturmin sanat

Tassé aliluvussa todistetaan, ettd Sturmin sanoilla on luonnehdinta mekaa-
nisina sanoina. Aiemmat Sturmin sanojen mééritelmét eivét ole antaneet ta-
paa rakentaa Sturmin sanoja. Téssé aliluvussa ndhd&an, etta Sturmin sanoja
voidaan yksinkertaisesti rakentaa irrationaalilukuja hyodyntéden. Pédatulos on
lause 5.17, jonka todistivat Morse ja Hedlund artikkelissaan [MH40].

Lause 5.17. Adretén sana x on Sturmin sana, jos ja vain jos se on irratio-

naalinen mekaaninen sana.
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Todistus. Alla olevien lemmojen 5.18 ja 5.19 mukaan sana z on irrationaa-
linen mekaaninen sana, jos ja vain jos sana x on tasapainotettu ja jaksoton.

Viite seuraa nyt lauseesta 4.13. O

Lemma 5.18. Olkoon x mekaaninen sana, jonka kaltevuus on a. Tdlldin
sana x on tasapainotettu, ja sen kaltevuus on « (ts. a = limy, o0 7(xy), ks.
madritelma 5.5 s. 21). Jos luku a on rationaalinen, niin sana x on tiysin

jaksollinen. Luvun « ollessa irrationaalinen sana x on jaksoton.

Todistus. Olkoon z alempi mekaaninen sana. Todistus menee samoin ylem-
mélle mekaaniselle sanalle. Sanan = m-tekijan u = [n,n + m — 1] korkeus
saadaan laskemalla korkeusero. Siis h(u) = |a(n +m) + p|] — [an + p].
Kéyttaen epayhtilod (5.6) saadaan, ettd

alul — 1 < h(u) < alu| + 1. (5.12)

Koska véleilld (a|u| —1, [o|ul]) ja (|a|u|] +1, au|+1) ei ole kokonaislukuja,

niin yhtéalostd (5.12) seuraa, ettéd
leful | < h(u) <1+ [aful].

Téten korkeus h(u) voi saada vain periakkiiset arvot |alu|| tai 1+ |[aful].
Siis sanan z tietynpituisten tekijoiden korkeudet eroavat korkeintaan yhdella.
Toisin sanoen sana x on tasapainotettu.

Yhtalosta (5.12) saadaan jakamalla puolittain luvulla |u| ja muokkaamal-

la, etté

joten kun |u| — oo, niin 7(u) — «. Siis luku « on tasapainotetun sanan x
kaltevuus médritelméan 5.5 mielessé.

Jos luku a on irrationaalinen, niin lauseen 5.9 mukaan sana x on jaksoton.
Oletetaan sitten, ettd « on rationaalinen, ja kirjoitetaan o = p/q, missd
kokonaisluvut p ja ¢ ovat suhteellisia alkulukuja. Nyt |a(n+q)+p| = [an+
p+p] =p+ |an+ p] kaikilla n > 0. Kéyttéden tatd saadaan, ettd

s(a,p)(n+q) = la(n+q+1) +p] = [a(n+¢) + p]
=p+laln+1)+p| —p—lan+p] = s(a, p)(n)

kaikilla n > 0. Sana z on siis téysin jaksollinen jaksonpituutenaan g. O
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Lemma 5.19. Olkoon x ddreton tasapainotettu sana. Jos sana x on jakso-
ton, niin sana x on irrationaalinen mekaaninen sana. Jos sana x on tdysin

jaksollinen, niin sana x on rationaalinen mekaaninen sana.

Todistus. Koska sana x on tasapainotettu, niin maéaaritelmén 5.5 mielessa

silld on kaltevuus «. Olkoon luku h,, sanan x n-prefiksin korkeus.

Viite: Olkoon 7 miké tahansa reaaliluku. Téll6in joko h, < |an+7] kaikilla
n >0 tai h, > |an + 7] kaikilla n > 0.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd on olemassa sellainen reaaliluku 7, etta
kumpikaan vaitteen tapauksista ei ole voimassa. Télloin on olemassa sellaiset
luvut n > 0 ja n + k, ettd h, < |an+ 7| ja hyyp > [a(n+ k) + 7] (tai on
voimassa symmetrinen tapaus h, > [an + 7] ja hpip < |a(n + k) + 7).
Huomaa, ettd sellaisia tapauksia todella on, joissa h, < |an + 7]. Muutoin
olisi voimassa, ettd h; > |at + 7] kaikilla ¢ > 0, mutta oletettiin, ettd néin

ei ole. Kdyttiden vastaoletusta ja epayhtiloa (5.6) saadaan, etta
(5.6)
hpsk —hn > la(n+ k) + 7] — lan+ 7] +2 > 1+ ak,
josta saadaan jakamalla puolittain luvulla £ ja muokkaamalla, ettéa

1
W([n+1,n+k]x)_a> %,

miké on ristiriita epayhtdlon (5.3) kanssa. O

Olkoon S = {7 : hy, < |an + 7] kaikilla n > 0}. Koska h,, > 0, niin joukko
S on alhaalta rajoitettu. Asetetaan p = inf S. Epéyhtilon (5.3) mukaan
hn < an + 1, joten h, < |an + 1]. Taten 1 € S, jolloin p < 1. Luvun «
ollessa irrationaalinen on voimassa, ettd p < 1, silld muutoin epayhtalossa
(5.3) olisi voimassa yhtésuuruus, mikd on mahdotonta.

Osoitetaan, ettd kaikilla n > 0 on voimassa
hn <an+p < hy+ 1. (5.13)

Muutoin on olemassa sellainen k > 0, ettd hy + 1 < ak + p. Kirjoitetaan
0 =hr+1—ak. Talloin o < p ja ak + 0 = hi + 1 > hi. Edella todistetun
véitteen mukaan h, < |an + o] kaikilla n > 0. Siis o € S, jolloin p < o,

miké on mahdotonta. Tadma ristiriita nayttad epayhtdlon (5.13) todeksi.
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1° Oletetaan, etté sana x on jaksoton. Talloin lauseen 5.9 nojalla « on irra-
tionaaliluku. Téaten luku an + p on kokonaisluku korkeintaan yhdelld luvun
n arvolla.

Oletetaan ensin, ettd h, = |an + p| kaikilla n > 0. Jos hy+1 = hy, niin
sanassa = on indeksin n + 1 kohdalla symboli 0 = |a(n+1) + p| — [an+p].
Samoin jos hp+1 = hy + 1, niin indeksin n + 1 kohdalla on aakkonen 1 =
la(n+1) 4+ p| — lan+ p]. Téten z = s(a, p) (huomaa mekaanisten sanojen
indeksointi nollasta alkaen).

Epéyhtalon (5.13) mukaan toinen mahdollisuus on, ettd h, = |an + p|
kaikilla paitsi yhdelld luvun n arvolla k. T&lloin siis hy + 1 = ak + p, ja
taten h, = [an + p — 1] kaikilla n > 0. Toisin sanoen x = s'(a, p — 1).

Kaikenkaikkiaan sana x on irrationaalinen mekaaninen sana.

2° Oletetaan sitten, ettd sana x on tdysin jaksollinen. Kirjoitetaan x = u®
jollain sanalla u. Merkitaéan sanan x jaksonpituutta ¢ = |u|. Télloin kaltevuus
a = lim,, oo m(u") = p/q, misséd p = h(u) = hy. Mikili luku an + p ei ole
milloinkaan kokonaisluku, niin — kuten kohdassa 1° — = = s(«, p). Huomaa,
ettd tdmé riippuu voimakkaasti luvusta p.

Oletetaan sitten, ettd hy = ak+ p jollakin k > 0. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd h, = |an + p| kaikilla n > 0. Tasta seuraa, ettd x = s(«, p). Tehddan
vastaoletus, ettd viite ei ole voimassa. T&llin epéyhtdlon (5.13) mukaan
hi +1=at + p jollakin t. Koska a(t +q)+p=at+aqg+p=at+p+p=
14 h¢ +p = hiyq+ 1, niin voidaan olettaa, ettd k <t < k + ¢. Tarkastellaan

sitten sanoja y = [k + 1,t] jaz = [t + 1,k + ¢|z. Nyt

hy — hg 1 1 1
= = —(at+p—1—ak—p)=—(ay - 1) =a——.
t—k |yl [yl [yl

Samaan tapaan laskemalla kdyttéen tietoa, ettd hiiq = hy +p = hy + ag,

m(y)

saadaan, ettd m(z) = a + 1/|z|. Taten

IR RE
mikd on ristiriita epéayhtélon (5.2) kanssa. Kuten edelld mainittiin, tdméa
ristiriita osoittaa, ettd = = s(a, p).

Saman tapaan osoitetaan, ettd jos 1+ hy = ak+ p jollakin luvulla £, niin
hn = [an + p| kaikilla n > 0. Téssé tapauksessa = = s'(«, p).

Kaikenkaikkiaan sana x on rationaalinen mekaaninen sana. O
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Huomautus 5.20. Edelld ndhtiin, ettd tasapainotettu ja &dreton sana, jo-
ka on jaksoton tai jaksollinen, on aina myos mekaaninen sana. Kaikki tasa-
painotetut ja ddrettomat sanat eivit kuitenkaan ole mekaanisia. Tarkastel-
laan déretonta sanaa x = 01*. Sana x on tasapainotettu, silld kutakin luon-
nollista lukua n kohti sen n-tekijit ovat 17 ja 01"~!, ja niiden tekijoiden
etdisyys on yksi. Sanan x kaltevuus on tietenkin 1. Kuitenkin vélttadmatta

s(1,p) = (1, p) = 1% kaikilla p € R. Sana z ei siis ole mekaaninen.

Huomautus 5.21. Osoitetaan, ettd mekaanisten sanojen suffiksit ovat myos
mekaanisia sanoja. Olkoon suora | = ax + p mekaanista sanaa s vastaava
suora. Tekemélla suoran méadrittavaan lausekkeeseen sijoituksen x = x + 1
saadaan suora I’ = ax+a+p, joka siirtdé suoran [ pisteiden z-koordinaatteja
yvhden yksikon vasemmalle. Muunnos sailyttéaa kuitenkin suoran [ ylé- ja ala-
puolella olevien kokonaislukupisteiden korkeuserot (luku a+ p voidaan myos-
kin vapaasti redusoida vilille [0, 1)). Téten suora I’ maarad muutoin saman
mekaanisen sanan kuin suora ! ensimmaisté aakkosta lukuun ottamatta, jo-
ka siis hdvida. Niin ollen suora !’ miirai sanan s sellaisen suffiksin s’, etté
s = as’ jollain aakkosella a. Toistamalla menettelyd nahdéiédn, ettd kaikki
sanan s suffiksit ovat mekaanisia sanoja.

Huomaa my®os, ettd mikéli luku « on irrationaalinen, niin my0s sanan s
suffiksien kaltevuus on irrationaalinen. Toisin sanoen Sturmin sanan suffiksit

ovat Sturmin sanoja. Tamé antaa toisen todistuksen seuraukselle 4.4.

Mekaaniset sanat antavat ndppéran tavan rakentaa Sturmin sanoja. So-
velletaan seuraavaksi mekaanisia sanoja ja osoitetaan, etté tiettyd adrellista
tasapainotettua sanaa kohti on olemassa sellainen Sturmin sana, jonka pre-

fiksi kyseessé oleva sana on.

Lemma 5.22. Adrellinen sana w on jonkin Sturmin sanan tekijd, jos ja

vain jos sana w on tasapainotettu.

Todistus. Selvisti Sturmin sanan tekijdt ovat tasapainotettuja. Oletetaan

sitten, ettd sana w on tasapainotettu. Maaritelladn luvut

o/:rnax{ﬂ(u)—‘i‘} ja a”zmm{ﬂ(uﬂl}’

Jul

missd minimi ja maksimi otetaan yli kaikkien sanan w epétyhjien tekijoiden

35



u. Koska sana w on tasapainotettu, niin epayhtélostéa (5.2) saadaan, ettd

m(u) — — < 7(v) + 1

1

[ul
kaikille epétyhjille sanan w tekijdille u ja v. Tasta seuraa, ettd of < o”.
Valitaan sitten sellainen irrationaaliluku «, etta o < a < a”.

Luvun « valinnan nojalla kaikille sanan w tekijoille u péatee epayhtalo

1 1
m(u) — — <a<mz(u)+ —,
Jul Jul
josta seuraa, etta
1
|m(u) —al < Tl (5.14)

Olkoon w,, sanan w n-prefiksi. Valitsemalla p,, = h(w,) — an saadaan, etta
h(wy) = an + p,. Kun m > n, niin kirjoittamalla w,, = w,u jollain sanalla
u saadaan, ettd h(w.n,) — h(w,) = h(u) = a(m —n) 4+ (pm — pn). Kéyttden
epayhtélod (5.14) saadaan, etté

[om = pn| = |h(u) — a(m —n)| = [ul[r(u) —af <1.

Asetetaan p = max{p, : 1 < n < |w|}. Nyt kiyttden edeltdvid epiayhtalod

nahdaén, etta
na+p > h(w,) =na+p+ (pn —p) > na+p—1.

Téaten h(w,) = |an + p]. Koska tdmé on voimassa kaikille 1 < n < |w|, niin

sana w on Sturmin sanan s(a, p) prefiksi. O

5.5 Sovellus Sturmin morfismeihin

Tassé aliluvussa sovelletaan edelld todistettuja mekaanisten sanojen omi-
naisuuksia ja osoitetaan, ettd jaljempénd méaaritellyt térkedt morfismit
E ¢ ja @ ovat niin sanottuja Sturmin morfismeja. Oikeastaan osoitetaan
enemmén: etsitiin mekaanisten sanojen xz = s(«, p) ja y = s'(a, p) kuvien
E(z), E(y),¢(x),o(y), o(x) ja @(y) kaltevuuksille ja leikkauspisteille kaavat.
Kaikki esitetyt tulokset todisti ensimmaéisend Parvaix artikkelissaan [Par97]
vuonna 1997. Todistukset mukailevat kirjaa [Lot02].

Téssé aliluvussa oletetaan, ettd kaikki morfismit ovat aakkostolta {0, 1} aak-
kostolle {0,1}.
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Maaritelma 5.23. Morfismi f on Sturmin morfismi, jos sana f(x) on Stur-

min sana kaikilla Sturmin sanoilla z.

Maaritellaan sitten seuraavat morfismit:

0—1 0+— 01 -~ 0~10

E: ;P , P
1—0 1—0 1~0.

Huomaa, ettd morfismia ¢ kiytettiin Fibonaccin sanan méérittelyssé, ja ettéd

téassa morfismi @ ei ole sama kuvaus kuin morfismin ¢ peilaus (morfismin )

peilaus méaériteltiin kaavalla {/;(u) = ((u))™).

Morfismien F, ¢ ja ¢ avulla maaritelladn morfismit G, G,D ja D seuraa-

vasti:
0—0 ~ 0—0
G=pokE: , G=pokE: ,
1—01 110
0+— 10 ~ ~ 0~—01
D=Foyp: , D=Fogp: .
1—1 1—1

Huomaa, ettéd koska E? = id, niingo:GoEonDjagZzéoE:Eof).

Lemma 5.24. Morfismille E on voimassa, etti E(s(a,p)) =5 (1—a,1—p)
ja E(Sl(a,p)) = 8(1 -, 1- p)

Todistus. Ensinndkin —[—z] = |z| kaikilla z € R. Nimittdin —z < [—z],
joten —[—x] < x. Koska vélilla (—z, [—x]) el ole kokonaislukuja, niin myos-
kidan valilla (—[—x],x) ei ole. Taten —[—z] = |x].

Olkoon n > 0. Kayttden edelld johdettua kaavaa saadaan, ettd

sl—a,1=p)n)=[1-a)n+1)+1—p|—[(1—a)n+1—0p]
=n+l—-an+1)+1—p]|—[n—an+1-p]
=1 (~[~a(n+1) - gl + [~an — p])
— 1~ (la(n+1)+p] - [an+p))
— 1 - 5(a, p)(n).

Toisin sanoen s'(1—a, 1—p)(n) = 0 silloin ja vain silloin, kun s(«, p)(n) = 1.
Ensimmainen yhtdsuuruus seuraa, silld juuri tdma on morfismin F vaikutus.

Jalkimmainen véite on symmetrinen. O
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Lemma 5.25. Olkoon 0 < o < 1. Jos 0 < p < 1, nun

Glstanp) = (oo s ) Glstam) =5 (152452) o

o(s(a,p)) =5 @:Z;:Z) '

Jos taas 0 < p < 1, niin
G (ap) =5 (o L) G ) = (o PTY)
’ 14a’l+a)’ ’ 140’1+«

el =5 (30 5=2).

Todistus. Olkoon s = agay---,a; € A, ddreton sana. Sanotaan, ettd lu-

ku n osoittaa aakkosen 1 k:nnen esiintymén, mikali h(ag---a,) = k ja
h(ao---anfl) =k—1.
Jos s = s(a, p) ja 0 < p < 1, niin tdméa merkitsee, ettd

la(n+1)+p| =k ja |an+p|=k—-1 (5.15)

Koska o < 1, niin tdmé on ekvivalenttia sen kanssa, ettd an+p < k < a(n+

1) + p. Tamé puolestaan nahdain yksinkertaisilla muokkauksilla ekvivalen-

tiksi seuraavan yhtalon kanssa:

n:{k_p—l-‘. (5.16)

a

Vastaavaan tapaan jos s = s'(«, p) ja 0 < p < 1, niin
[a(n+1)+pl=k+1 jafan+p| =k, (5.17)

joka on ekvivalenttia sen kanssa, etta

n = V“;pJ . (5.18)

Olkoon G(s(a,p)) = boby---,b; € A. Osoittakoon luku n aakkosen 1
k:nnen esiintymén. Koska G(1) = 01, niin G(ag - - - an) = boby - - - bp4x. Téten

luku, joka osoittaa aakkosen 1 k:nnen esiintymén sanassa G(s(a, p)) on

E_ P
n+k:{aaa_q.
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Tamé osoitetaan suoralla laskulla. Kéaymalla ylla oleva ekvivalenssi (5.15)

<= (5.16) toiseen suuntaan tama osoittaa, ettd G(s(a, p)) = s(

_a P
1+a’ 1+«

_a AE,)
1+a’ 1+a/°
Vastaavasti néytetdan, etta G(s'(a,p)) = §/( ) ekvivalenssia
(5.17) <= (5.18) kayttden.

Osoitetaan sitten, ettd mille tahansa dérettomélle sanalle  on voimassa,

etta

G(z) = 0G(). (5.19)
Osoitetaan, etti kaava G(w)0 = 0G(w) on voimassa &drellisille sanoille
w. Kaava (5.19) seuraa téstd. Ensinndkin tdmé kaava pétee jos w = 0
tai w = 1. Oletetaan sitten, ettd kaava on voimassa sanalle w. Nyt
Gw1)0 = G(w)010 = 0G(w)10 = 0G(wl). Samoin G(w0)0 = 0G(w0).
Viite seuraa induktiolla.
Jos mekaaninen sana s(«, p) alkaa aakkosella 0, niin s(«, p) = 0t, missi
t = s(a, a+p). Soveltamalla tiata edelld johdettuun kaavaan (5.19) ndhdéan,
etti G(s(a, p)) = s(ﬁ,%), kun 0 < p < 1. Symmetrisesti osoitetaan
kaava ylemmaille mekaanisella sanalla s'(«, p).
Koska ¢ = G'o E, niin edeltévien kaavojen ja lemman 5.24 avulla saadaan
laskettua, ettd p(s(a, p)) = G(s'(1—a, 1—p)) = '(3=2, %) jap(s'(a,p)) =
G(s(1 —a,1 —p)) = s(3=2, =), O

2—a’ 2—«

Lemma 5.26. Olkoon 0 < o < 1. Jos 0 < p < 1, nun

Dlstanp) = (720 5 E) . Dot =5 (52migls)

2—a’ 2—a

l—-a 2—-—a—-p
2—a’ 2—a )’

st =

Jos taas 0 < p < 1, nin

D) =+ (o 5ot} D) = (o gy ) o

2—a’
- l—a 2—a—p
/ o

B = (500 25220

Todistus. Koska G o E = @ o E? = @, niin edellisen lemman kaa-
voihin sijoittamalla saadaan suoraan, ettd @(s(a,p)) = s (%:—g, 2;3;”).
o(s'(a,p)) = ¢ (%:—g, 2;3;”). Edelleen koska D = Eopja D = E o §,
niin suoralla laskulla saadaan viitteen kaavat. O
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Seuraus 5.27. Morfismit E, ¢, o, G, CNJ, D ja D ovat Sturmin morfismeja.

Todistus. Olkoon z Sturmin sana. Lauseen 5.17 mukaan sanan z kalte-
vuus « on irrationaalinen. Lemmojen 5.24, 5.25 ja 5.26 mukaan morfismit
E 0,0 G, é’, D ja D kuvaavat sanan z irrationaaliseksi mekaaniseksi sanak-

si, joka on jélleen lauseen 5.17 mukaan Sturmin sana. O

Huomautus 5.28. Itse asiassa on voimassa vahvempikin tulos: morfismi f
on Sturmin morfismi, jos ja vain jos f € {E, ¢, ¢}* (morfismien E, ¢ ja ¢ mi-
ki tahansa yhdiste voidaan tulkita sanaksi yli aakkoston {E, ¢, ¢}). Toiseen
suuntaan tulos on helppo: seurauksen 5.27 mukaan kahden Sturmin morfis-
min yhdiste on ilmeisesti Sturmin morfismi. K&4nteinen viite on todistettu
mm. teoksen |Lot02] lauseessa 2.3.7.

Tuloksen osoittivat ensimmaéisind Mignosi ja Séébold vuonna 1993 artik-
kelissaan [MS93]. Tamén tuloksen ja lemmojen 5.24, 5.25 ja 5.26 kaavojen
perusteella mille tahansa Sturmin morfismille voidaan periaatteessa laskea

vastaavan tyyppiset kaavat.

Huomautus 5.29. Mainitaan lyhyesti toinen artikkelissa [MS93] todistettu
kiinnostava tulos.

Sanotaan, ettd morfismi f generoi sanan x € {0,1}*, jos on olemassa
sellainen n > 1, ettd x = (f™)“(a), missd a € {0,1}. Mignosin ja Séé-
boldin tulos on, ettd morfismi f generoi Sturmin sanan, jos ja vain jos
f € {03} \ ({EY U{G,G}* U{D,D}*).

Tam4a on erityisen kiinnostavaa siksi, ettd tdhén asti tutkielman ainut
konkreettinen Sturmin sana on ollut Fibonaccin sana. Esitetyn tuloksen avul-

la on nyt helppo generoida Sturmin sanoja. Esimerkiksi morfismi

0~ 01,

—@p?oFEowpokE:
v=v 4 1~ 01010

generoi Sturmin sanan
¥*(0) = 0101010010101001010100101010100101 - - - ,

silli selviisti ¥ € {E, ¢, a}* \ {E}Y U{G,G}" U{D,D}").
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6 Ketjut

Téassé luvussa tutkitaan nk. ketjuja, joiden avulla esitetéén jalleen erilai-
nen luonnehdinta Sturmin sanoille. Luvun péétulos on tdmé luonnehdinta
lauseessa 6.18 (s. 52), jonka todistamiseksi tarvitaan useita aputuloksia.
Tulokset ovat entuudestaan tunnettuja, mutta tutkielman kirjoittajan
tietojen mukaan niité ei ole kootusti esitetty aivan samassa muodossa kuin
tdssa tutkielmassa. Erityisesti on annettu uusia késitteitd kuten ketjujouk-
ko ja ketjusuljettu. Késitteiden valintaa inspiroivat teoksen [Lot02] tasapai-

notettujen sanojen yhteydessa esitellyt kisitteet. Tulokset perustuvat viime
kidessd artikkelien [MH40], [CH73] ja [Ric99] lauseisiin ja lemmoihin.

Maaritelmé 6.1. Sanaa, joka alkaa ja paittyy aakkosella 0 ja sisdltda tés-
malleen n kertaa aakkosen 0 kutsutaan n-ketjuksi. Toisin sanoen n-ketju
w € 0{0,1}* N {0,1}*0 ja |w|op = n Sana ketju tarkoittaa jotakin n-ketjua.

Huomaa, ettd ketjut ovat muotoa O0w;0ws0 - - - Owy0, missé sanat w; (ken-
ties tyhjid) muodostuvat kokonaan aakkosesta 1.

Morse ja Hedlund tutkivat artikkelissaan [MH38| myos ketjuja, mutta
tassd madritellyt n-ketjut olivat heidén késitteistonsa mukaan (n+1)-ketjuja
— heille luku n merkitsi sanojen w; lukuméaéaraa. Heidédn tuloksensa on siis
helppo palauttaa téassé tutkielmassa kaytetylle kielelle, joka mukailee artik-
kelin [Ric99] sanastoa.

Olkoon z déarellinen tai &dreton sana. Méaaritellidn seuraavat joukot:

Xp(z) = {w e F(x)N0{0,1}* N {0,1}70 : |w|o = n},
Yo(z) ={w e Flx)Nn1{0,1}* N {0,1}*1 : |w|; = n}.

Mikali sekaannuksen vaaraa ei ole kirjoitetaan lyhyesti X,, ja Y,, merkintojen
X, (z) ja Y, (x) sijaan. Huomaa, ettd joukon X, alkiot ovat n-ketjuja.

Joukot Y, esitelldén téssé lyhyesti, ja liséksi tutkitaan niiden koon yh-
teytta sanan jaksollisuuteen. Useissa jéljempéané seuraavissa lemmoissa kési-
telladn vain ketjuja, mutta lopuksi nahdaén, etta joukoilla Y,, on tarkea rooli
juuri Sturmin sanoja luonnehdittaessa.

Olkoon z &aretén sana. Jos sana w kuuluu joukkoon X, niin sanassa
w1*0 on n + 1 kappaletta aakkosia 0, ja se alkaa ja paittyy aakkosella 0.
Téten mikdli aakkonen 0 esiintyy sanassa x ddrettoméan usein (kuten vaikka-

pa Sturmin sanojen tapauksessa), niin joukon X, alkiot voidaan laajentaa
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oikealle joukon X, alkioiksi. Téaten |X,| < |X,11], ja erityisesti luku | X,
on kasvava luvun n funktiona. Vastaavasti jos symboli 1 esiintyy sanassa x
adrettoméan usein, niin joukon Y, alkiot voidaan laajentaa joukon Y, al-
kioiksi. Lisdksi huomataan, ettd kullakin joukon X, 41 sanalla on suffiksina
joukon X, sana, ja analoginen havainto pétee joukon Y, alkioille.
Osoitetaan sitten yhteys dédrettomien sanojen jaksollisuuden ja joukkojen

X, ja Y, koon vililld. Huomaa analogisuus lauseen 3.7 kanssa.

Lause 6.2. Olkoon x ddreton sana. Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
(i) Sana x on lopulta jaksollinen,
(ii) | Xn| = | Xnt1] jollain n > 1,

(i11) | Xn| < n+k — 2 jollain n > 1, missi k on sanassa x esiintyvien

aakkosten lukumddrd,
(v) | Xy| on rajoitettu.
Vastaava tulos pdtee joukoille Y, .

Todistus. Jos aakkonen 0 ei esiinny darettoméan usein sanassa z, niin voidaan
kirjoittaa = = wl*. Télléin |X,| = 0 kaikilla n > |ul, joten viite on selva.
Oletetaan sitten, ettd aakkonen 0 esiintyy sanassa x ddrettomaén usein.

(1) = (iv) Oletetaan, etté sana x on lopulta jaksollinen. Merkitddn x =
uv®. Olkoon n > |uv|. Koska sana x on lopulta jaksollinen, niin |X,,| < |uv|
eli | X,| on rajoitettu.

(tv) = (ii7) Oletetaan, ettéd | X, | on rajoitettu. Viitetta edeltdvien huo-
mioiden nojalla luku | X,,| ei vahene. Ehto (ii) saadaan siis voimaan valitse-
malla sopivan suuri luku n.

(191) = (it) Jos = = 0¥, niin véite on selvi. Oletetaan sitten, ettd
1 € F(x). Oletetaan, ettd m on pienin sellainen luku, ettd | X,,| < m+k—2.
Tehdddn vastaoletus, ettéd (i) el ole voimassa, eli ettd | X, 11| > | X,,| kaikilla

n > 1. Télléin

m
Xl = 7 (X3l — 1 X)) + X3
‘ ~————

1=2

>1

>m—1+k—1=m+k—2,
miké on ristiriita. Siis (4¢) on voimassa.
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(11) = (i) Oletetaan, ettd |X,,| = k = |Xm41] jollakin m > 1. Kos-
ka symboli 0 esiintyy sanassa z &dérettOmén usein, niin & > 1. Nyt jou-
kon X, sanat voidaan laajentaa oikealle joukon X, ; sanoiksi. Merkitdan
Xn =A{z1,22,.. ., 2} ja Xpy1 = {y1,92,...,yk} Koska |X,| = | X1/, niin
jokaista sanaa z; kohti on olemassa yksikésitteinen sellainen sana c;, ettéd
y; = x;¢; (numeroidaan sanat y; sopivasti). Huomaa, etta jotkin sanoista c¢;
voivat olla samoja. Merkitdan nédiden sanojen ¢; joukkoa C'. Toisaalta jokai-
sella sanalla y; on suffiksina jokin joukon X, sana. Néin ollen jokaista sanaa
y; kohden on olemassa sellainen sana d;, ettd y; = d;x; jollakin sanalla x;.

Koska jokaista sanaa x; seuraa aina sana ¢;, niin voidaan muodostaa jono

/ / / /1
Yis YiC1, YiC1Cg, YiC1CoCs3, - - -y

missé sanat ¢; € C. Sanalle z saadaan siis esimerkiksi suffiksi y1¢jc5 - -
Koska joukko C' on &irellinen, niin jossain vaiheessa sana ¢jc,--- alkaa

toistaa itseddn syklisesti. Sana x on siis lopulta jaksollinen.

Argumentit toimivat joukolle Y;,, kun vaihdetaan aakkosten 0 ja 1 roolit. [
Seuraus 6.3. Jos x on ddreton ja jaksoton sana, niin |X,| < |X,41| ja
|Yo| < |Yigi| kaikilla n > 1. O
6.1 Ketjujen yhteys tasapainoisuuteen

Téasséa aliluvussa tutkitaan ns. ketjutasapainoisuuden kisitettd ja sen yh-

teyttd aiemmin médriteltyyn tasapainoisuuden kasitteeseen.

Sanajoukkoa X kutsutaan ketjujoukoksi, jos sen kaikki sanat ovat ketjuja.
Laajennetaan sitten aliluvussa 4.3 esitettyé etdisyyskésitettd. Olkoot = ja y

sanoja — kenties eripituisia. Sanojen x ja y etdisyys on luku

Az, y) = [h(z) = h(y)-

Sekaannuksen estdmiseksi téassi kiyytetdan symbolia A merkin ¢ sijaan. Myos
tasté laajennetusta kisitteestd kiytetddn nimitysté etéisyys, vaikka se ei endé

yvhta luontevaa olekaan.

Maairitelma 6.4. Ketjujoukko X on ketjutasapainotettu, jos kaikille joukon
X n-ketjuille z ja y on voimassa, ettd A(x,y) < 1 kaikilla n > 0.
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Sanalla z sanotaan olevan ominaisuus Bccp(x) (engl. Balanced Chain
Condition), jos ketjujoukko F(x) N X, (z) on ketjutasapainotettu. Jos tdméa
ominaisuus on voimassa kaikilla n > 0, niin kirjoitetaan, ettd sanalla x on
ominaisuus Bec(z). Vaihtoehtoisesti voidaan tdlloin sanoa, ettéd sana z on
ketjutasapainotettu.

Sanajoukko X on ketjusuljettu, jos jokainen w € X, joka ei ole ketju,
voidaan laajentaa joksikin joukon X ketjuksi. T&lloin, jos esimerkiksi sana
w € X alkaa ja paattyy aakkosella 1, niin 01*w1*0 N X # 0.

Tutkitaan sitten miten tdmé ketjutasapainoisuuden késite liittyy aiem-
min esitettyyn tasapainoisuuden késitteeseen. Merkitdéan seuraavaa lemmaa

varten, ettd B, = {x € X : |z| =n} ja C, = {r € X : x on n-ketju}.

Lemma 6.5. Olkoon X epdtyhjd, tekijisuljettu ja ketjusuljettu joukko. Ol-
koon k > 0. Jos joukko Uf:[) G on ketjutasapainotettu, niin joukko Uf:o B;

on tasapainotettu.

Todistus. Oletetaan, ettd joukko Uf:o G; on ketjutasapainotettu. Joukot By
ja Bi ovat selvisti tasapainotettuja. Tehd&ddn sitten vastaoletus, ettd joukot
B; ovat tasapainotettuja, kun 0 < ¢ < m + 1, ja ettd joukko B,,12 ei ole
tasapainotettu, missd 2 < m + 2 < k. Soveltamalla lemmaa 4.12 joukkoon
Y = U?Qf B; — joka on tekijasuljettu — ndhdéan, ettd on olemassa sellainen
sana w, ettd Ow0, lwl € Y ja |w| = m. Sana Ow0 on r-ketju, missd r = m —
h(w)+2. Koska joukko X on ketjusuljettu, niin sana 1wl laajenee r-ketjuksi
u. Nyt r =m — h(w) +2 <m+ 2 < k, mutta

A(0w0,u) > A(0w0, lwl) = 2,
mika on ristiriita sen kanssa, ettd joukko C. on ketjutasapainotettu. O

Seuraus 6.6. Olkoon X epdtyhja tekijisuljettu ja ketjusuljettu joukko. Jos

joukko X on ketjutasapainotettu, niin joukko X on tasapainotettu. ]

Muotoillaan edellinen lemma ja seuraus sanojen tekijijoukoille. Adrettomén
sanan tekijajoukko on ketjusuljettu, jos esimerkiksi sana alkaa aakkosella 0

ja aakkonen 0 esiintyy siinéd dadrettomén usein.

Lemma 6.7. Olkoon x sana, jonka tekijijoukko on ketjusuljettu. Jos sanalla
x on ominaisuus Beei(x) kaikilla 0 < i < k < |z|, niin joukko Fi(x) on
tasapainotettu kaikilla 0 < i < k. O
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Seuraus 6.8. Olkoon x ddrellinen tai ddreton sana, jonka tekijdjoukko on
ketjusuljettu. Jos sanan x tekijdjoukko on ketjutasapainotettu, niin sana x

on tasapainotettu. ]

Huomaa, etté edellisessé seurauksessa ei ole valttamétonté, ettd sanan x te-
kijéjoukko olisi ketjusuljettu. Esimerkiksi sana 11010 on ketjutasapainotettu
ja tasapainotettu, mutta se ei ole ketjusuljettu. Toisaalta ketjutasapainotettu
sana, joka ei ole ketjusuljettu, ei valttamatta ole tasapainotettu. Esimerkiksi
kelpaa sana 110100, joka ei ole tasapainotettu, silld §(11,00) = 2.

Tutkitaan sitten miten edellisen seurauksen vaite voidaan kaantaa.

Lemma 6.9. Olkoon x ddrellinen tai ddreton sana. Jos sana x on tasapai-

notettu, niin sana x on myos ketjutasapainotettu.

Todistus. Osoitetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Selvésti Becg(x) ja
Beey (x) ovat voimassa. Olkoot sanan x tekijat u ja v erisuuria 2-ketjuja. Ne
ovat muotoa u = 01°0 ja v = 0170, missd ¢ < j. Tehdddn vastaoletus, etti
A(u,v) > 2. Talloin j—i > 2. Koska i < j, niin on olemassa sellainen sanan x
j-tekiji w, ettd sana u on sanan w tekiji. Koska |w| = j ja u = 01'0 € F(w),
niin hA(w) < j — 2 = h(v) — 2, mistd seuraa, ettd |h(w) — h(v)| = d0(w,v) >
2. Tama on mahdotonta, silld sana x on tasapainotettu. Paatellaan, etta
Bceeo(x) on voimassa.

Oletetaan sitten, ettd Becg(z) on voimassa kaikilla k < n, missd n > 2.
Olkoot u = 019101920 ---01%%0 ja v = 01°101%20---01°0 kaksi erisuurta
(n + 1)-ketjua. Merkitdin u' = 01920---01%0 ja v’ = 01°20---01°~0, ts.
sanat v’ ja v’ ovat sanojen u ja v suffikseja ja n-ketjuja. Induktio-oletuksen
perusteella A(u’,v') <1 ja A(01%10,01°10) < 1. Téten

Au,v) < A, v') + A(01%10,01°10) < 2.

Tehdéén vastaoletus, ettd A(u,v) = 2. Edeltdvin epayhtélon nojalla tdméa
tarkoittaa, ettd A(01910,01%10) = 1, joten |a; — by| = 1. Oletetaan, etti
by = aj + 1. Samoin ||u/| — [v'|| = 1. Nyt on oltava, ettd |v/| = |u/| + 1.
Muutoin |u/| = [v'| + 1, jolloin h(v') = h(v') + 1. Téalléin A(u,v) = 0,

mikd on vastoin oletusta. Tarkastellaan sitten sanoja y = 01*10---01%"0

ja y = 1°10.--01%». Edeltivien tarkastelujen perusteella |y| = |¢/|, mutta
d(y,v") = 2, mikd on mahdotonta, silli sana x on tasapainotettu. T#ten
A(u,v) <1, mikd ndyttad, ettd Beep41(x) on voimassa. O
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Seuraus 6.8 ja lemma 6.9 antavat seuraavan tuloksen. Tulos on hieman yll&t-
tavé, silla ketjutasapainoisuus vaikuttaa heikommalta ominaisuudelta kuin

tasapainoisuus.

Seuraus 6.10. Olkoon x ddrellinen tai ddreton ketjusuljettu sana. Tédlloin

sana x on tasapainotettu, jos ja vain jos sana x on ketjutasapainotettu. [

Osoitetaan sitten lemman 4.11 seki véitteen ettd todistuksen kanssa analo-

ginen tulos ketjuille.

Lemma 6.11. Olkoon x ddreton, ketjusuljettu sana. Jos sana x on ketjuta-

sapainotettu, niin | X, (x)| < n ja |Y,(x)| < n kaikilla n > 0.

Todistus. Osoitetaan, ettid | X, (z)| < n kaikilla n > 0. Viitteen toinen kohta
todistetaan samaan tapaan, kun muistetaan, ettd seurauksen 6.10 mukaan
sana x on tasapainotettu.

Vaiite on selva tapauksissa n = 0,1. Joukossa X5 voi olla korkeintaan
kaksi 2-ketjua, silli ehdosta A(01%0,0170) < 1 seuraa, etti |i—j| < 1. Tapaus
n = 2 on siis selva.

Oletetaan sitten, ettd n > 3 on pienin luku, jolla viite ei ole voimassa.
Tama tarkoittaa, ettd X,,—1 <n —1ja X, > n+ 1. Jokaisella n-ketjulla on
suffiksina (n — 1)-ketju. Voidaan siis madritelld kuvaus o : X;,, — X,,_1, joka
kuvaa n-ketjun suffiksikseen, joka on (n—1)-ketju. Jos kuvaus « olisi injektio,
niin |X,,—1| > |X,| > n + 1, mikd on mahdotonta. Liséksi korkeintaan kaksi
n-ketjua voi kuvautua samaksi (n — 1)-ketjuksi. Muutoinhan olisi olemassa
sellainen (n — 1)-ketju w ja sellaiset kokonaisluvut 4,5 ja k, i < j < k, etté
01'w, 019w, 01%w € X,,. Talloin tosin A(01*w,01%w) > 2, mikd on vastoin
oletusta, ettd sana x on ketjutasapainotettu. Jotta ehto |a(X,)| < n —1
saataisiin voimaan, on oltava olemassa sellaiset erisuuret (n — 1)-ketjut u
ja v, ettd 01w, 01w, 01"3v,01™v € X, missd r1 # 19 ja r3 # rq. Koska
véite on voimassa, kun n = 2, ja r; # ro, niin Xy = {01"10,01™20}. Samasta
syysta voidaan olettaa, ettd r3 =71 ja rq4 = ro.

Sana u ei voi olla sanan v prefiksi, koska sanat ovat molemmat n-ketjuja ja
erisuuria. Téten voidaan kirjoittaa u = xcu’ ja v = xév’, missid o on sanojen
u ja v pisin yhteinen prefiksi ja ¢ aakkonen. Oletetaan, ettd ¢ = 0, tapaus
¢ = 1 on symmetrinen. Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd r; < r4 (toinen

tapaus on r2 < r3). Koska sana = on ketjutasapainotettu, niin 4 = r1+1. Nyt
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5(01™20,1™x1) = 2, mika on ristiriita sen kanssa, ettd sana x on seurauksen

6.10 mukaan tasapainotettu. Ta4ma ristiriita todistaa viitteen. ]

6.2 Sturmin sanojen luonnehdinta ketjujen avulla

Vuonna 1999 Richomme julkaisi jélleen uuden luonnehdinnan Sturmin sa-
noille artikkelissaan [Ric99|. Téssé aliluvussa todistetaan tdma luonnehdin-
ta seké siihen liittyva toinen — lauseen 4.13 kanssa analoginen — luonnehdinta
ketjutasapainoisuuden avulla. Pddtulos on lause 6.18.

Aivan ensimmaiseksi tutkitaan tarkemmin Sturmin sanojen muotoa.

Lemma 6.12. Olkoon x Sturmin sana. Tdlloin on olemassa sellaiset luvut
n jam, et 01700 F(x) = {010,010} ja 1010 F(z) = {10™1, 107411},

Todistus. Olkoon m > 0 pienin sellainen luku, ettd 010 € F(z). Oletetaan,
ettd 01°0 € F(z) jollain ¢ > 0. Télléin ¢t < n + 1. Nimittédin jos t > n + 1,
niin 1"*2 € F(x), jolloin 6(0170,1"*2) = 2, miki on ristiriita, silli sana x
on tasapainotettu.

Oletetaan, ettd n = 0. Koska molemmat aakkoset esiintyvit sanassa x
dérettomén usein, niin 01°0 € #(x) jollain ¢ > 1. Toisaalta edeltivin nojalla
t < n+ 1= 1. Viite on siis voimassa tapauksessa n = 0. Oletetaan sitten,
ettd n > 0. Télloin 00 ¢ F(x). Nimittédin jos 00 € F(z) ja n = 1, niin seuraa
ristiriita luvun n minimaalisuuden kanssa. Jos taas n > 1, niin 00 ¢ F(x),
silli sana x on tasapainotettu. Niin ollen tekijiai 01™0 seuraa aina tekija 1%0,
ja todistuksen alun nojalla ¢ < n + 1. Tehd#éin vastaoletus, ettd 017110 ¢
F(x). Tallin ¢ < n, ja luvun n minimaalisuuden vuoksi ¢ = n. Siis sanalla x
on suffiksi (1™0)“, mikd on mahdotonta, silld sana x on jaksoton. Péétellaan,
ettd véite on voimassa myos, kun n > 0.

Luvun m olemassaolo paatellain samaan tapaan. O

Huomaa miten lemman viitteen luvut n ja m suhtautuvat toisiinsa. Jos
n > 1, niin 11 € F(x), jolloin 00 ¢ F(x), silld sana = on tasapainotettu.
Talléin on oltava, ettd m = 0. Samoin jos m > 1, niin n = 0. Toisaalta jos
n =m = 0, niin 00,11 € F(x), mikd on mahdotonta. Pditellaan, etta aina
toinen luvuista n ja m on 0 ja toinen suurempi tai yhta suuri kuin 1.
Edeltavasta lemmasta saadaan helposti seurauksena tieto siitd minkalai-

nen Sturmin sanojen muoto on.
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Seuraus 6.13. Olkoon x Sturmin sana. Tilloin x € 1F . {017, 01"},
missé m > 0 ja 0 < k < n+ 1. Erityisesti Sturmin sanan tekijijoukko on

ketjusuljettu.

Todistus. Tiedetddn, ettd aakkonen 0 esiintyy Sturmin sanassa x aédretto-
mén usein. Téman tiedon ja edeltdvdn lemman 6.12 avulla n&dhdaan, etta
ensimmaéisen symbolin 0 esiintymisen jalkeen sanan x loppuosa koostuu vain
sanoista 01" ja 01"*!. Ennen ensimmaéist symbolia 0 esiintyy mahdollisesti
k kappaletta aakkosia 1. Siispd x € 1% - {017,01"*1}*. Jos k > n + 2, niin
§(172,01™0) = 2, miki on ristiriita, silli sana = on tasapainotettu. Titen
paatellaan, ettda 0 < k <n+ 1.

Olkoon u miké tahansa sanan z tekijé, joka esiintyy ensimmaéisen aak-
kosen 0 jalkeen. Tekija u voidaan laajentaa ketjuksi valitsemalla se ketju,
joka alkaa ensimméisestd aakkosesta 0 ja paattyy ensimmaéiseen aakkoseen
0 tekijan u jonkin esiintymén jalkeen. Toisaalta sanan x ennen aakkosta 0

esiintyvit symboleista 1 koostuvat tekijit laajenevat ketjuksi 017+10. Niin

ollen sanan x tekijajoukko on ketjusuljettu. O
Lemma 6.14. Olkoon x Sturmin sana. Tdlloin | X,| = |Yn| = n kaikilla
n > 0.

Todistus. Ensinnékin koska Sturmin sanat ovat jaksottomia, niin lauseesta
6.2 seuraa, ettd |X,| > n ja |Y,| > n kaikilla n > 0. Toisaalta tiedetéén,
ettd Sturmin sanat ovat tasapainotettuja. Nain ollen lemma 6.9 kertoo, etta
sana x on ketjutasapainotettu. Edeltdvin seurauksen 6.13 mukaan sanan x
tekijajoukko on ketjusuljettu. Téaten voidaan soveltaa lemmaa 6.11, jolloin
saadaan, ettd | X,| < n ja |Y,| <n kaikilla n > 0. O

Tulos voidaan todistaa myos kayttdmattd lemmaa 6.11, vaikkakin saman-

tyyppisia argumentteja tarvitaan silti.

Toinen todistus lemmalle 6.14. Osoitetaan, ettd |X,| = n kaikilla n > 0.
Joukolle Y,, perustelut menevit samaan tapaan. Ensinnakin Xg = 0 ja
X1 = {0}, joten viite on voimassa tapauksissa n = 0,1. Oletetaan sit-
ten, ettd véite on voimassa luvulle n > 1. Koska sana = on jaksoton, niin
lauseen 6.2 nojalla |X,+1| > n + 1. Muista, ettd joukon X,, sanat voi-
daan laajentaa joukon X,i; sanoiksi. Oletetaan sitten, ettd kaksi erisuur-

ta sanaa w,v € X, laajenevat kumpikin ainakin kahdeksi joukon X, ;
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sanaksi. Lemman 6.12 mukaan on olemassa sellainen kokonaisluku k, etta
01*0 N F(x) = {01*0,01%+10}. Sanojen u ja v laajennuksien joukkoon X, 1

on slis oltava sanat
u1*0, w1¥10, v1%0 ja v1*+10. (6.1)

Olkoon z sanojen u ja v pisin yhteinen suffiksi. Suffiksia z edeltdd sanassa u
aakkonen a, jolloin suffiksia z edeltdé sanassa v aakkonen a. Soveltamalla téa-
té sopiviin tekijoihin (6.1) ndhdédin, ettd valttamittd 02150, 12151 € F(x),
miké on ristiriita sen kanssa, ettd sana x on tasapainotettu. Taméa osoittaa,
ettd korkeintaan yksi joukon X,, sana laajenee kahdeksi joukon X, 41 sanaksi,

eli [ Xp+1] <n+ 1. Taten |X,,4+1| = n + 1, ja véite seuraa induktiolla. O

Olkoon z aéreton sana. Vain toinen ehdoista | X, | = n ja |Y,| = n ei riita
tekeméddn sanasta x Sturmin sanaa. Tarkastellaan esimerkkind Fibonaccin
sanaa f = 01001010--- Sana 00f ei ole Sturmin sana, sillé sill& on tekijoina
sanat 000 ja 101. Kuitenkin kaikilla n > 0 on voimassa, etté |Y,(00f)| = n,
silld selvastikin Y, (f) = Y,(00f). Joukot X, eivat myoskddn ole erityisa-
semassa, mikd nadhdadn soveltamalla samankaltaista argumenttia sanaan f ,
joka on myos Sturmin sana (ks. seuraus 5.27, f= E(f)).

Huomaa, etté jos ddrettomaélle sanalle  on voimassa, ettd | X,| = |Y,| =
n kaikilla n > 0, niin aakkoset 0 ja 1 esiintyvit siind &arettémén usein.
Nimittdin jos esimerkiksi aakkonen 0 esiintyy vain k£ kertaa sanassa x, niin
| Xk41] = 0.

Lemma 6.15. Olkoon x sellainen ddreton sana, etti |X,| = |Yn| = n kaikilla
n > 0. Tdlloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m > 0 ja k,0 < k < m+1,
ettd x € 1% . {01™, 011},

Todistus. Koska |X2| = 2, niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut n ja m,
n < m, ettd 01*0 N F(x) = {01"0,01™0}. Lisdksi koska |X3| = 3, niin

tasmaélleen kolme seuraavista sanoista on sanan x tekija:
wyp = 01"01"0, we = 01010, w3 = 01"01™0 ja wy = 01™01"0.

Valttamatta sanat ws ja wy ovat sanan x tekijoita. Nimittédin jos esimerkiksi
sana ws ¢ F(z), niin koska 01"0 € F(x), niin

w e 170(1™0)*(1"0)* - {(1"0)~, 1¢},
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miké tarkoittaa, ettd sana x on lopulta jaksollinen. Tama on mahdotonta
lauseen 6.2 nojalla. Vastaavasti ndytetadn, ettd valttaméatta wy € F(x).
Jos m = n + 1, niin véite on selvi. Oletetaan sitten, ettd n = m + 2 + p,

missd p > 0. Talléin voidaan kirjoittaa

ws = 01P1%21™01™0 ja
wy = 01™01™121P0.

Lisiiksi on olemassa sellainen kokonaisluku j > 0, ettd w30/1 € F(x). Jos

m # 0, niin sanat
101™071, 11™1, 11901™ 791 € Yo,

misséd 0 < ¢ < m. Antamalla luvun ¢ kiydé kaikki mahdolliset arvonsa saa-
daan, ettd |Y,,12| > m + 3, miki on ristiriita. Oletetaan sitten, ettd m = 0.
Talloin 11 € F(z). Koska |Yz| = 2, niin on olemassa sellainen kokonaislu-
ku k, ettd Yo = {11,10¥1}. Koska kumpikin aakkonen esiintyy sanassa x
Adrettomin usein, niin saadaan, ettd z = u(1%a*)* jollain sanalla u. TAma
on ristiriita, silla sana x on jaksoton. Ristiriitojen perusteella ndhdéan, ettéa
m=n+ 1.

Sanan x muodosta nédhdain, ettd on olemassa sellainen luku k > 0, etta
1¥ < 2. Osoitetaan, etté k < n+ 1. Tehd&in vastaoletus, ettd k > n+ 2. Jos
n # 0, niin lukemalla sanan alusta erilaisia joukon Y, o tekijoéitd ndhd&én,
ettd |Yy,| > n+3, mikd on mahdotonta. Jos taas m = 0, niin kuten aiemmin,
nihdiin, ettd Yo = {11, 1a*1} jollain luvulla k& > 0, jolloin 2 = u(10¥)*, mika

my6skdan ei ole mahdollista. O

Huomaa, ett# joukon 1%-{01", 0171 1¢ kaikki sanat eivit ole Sturmin sanoja.
Esimerkiksi, kun n = 1, niin voidaan konstruoida &aretén sana w, jolla on
tekijoind sanat 0(10)* ja 0(110)211. T&llsin kuitenkin 6(0(10)%,0(110)211) =
2, joten sana w ei ole Sturmin sana.

Seuraava lemma on vain toisenlainen versio lemmasta 6.15. Sen todistus
menee samoin, kunhan vaihdetaan aakkosten 0 ja 1 roolit, sekéd joukkojen
X, ja 'Y, roolit.

Lemma 6.16. Olkoon x sellainen ddreton sana, etti|X,| = |Y,| = n kaikilla
n > 0. Tdlloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m > 0 ja k,0 < k < m—+1,
ettd w € OF - {10™, 10m+1}. O
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Ennen seuraavan lemman todistusta tarkastellaan miten morfismit (Eop)* ja
(Eo®)* kiyttaytyvit. Ensinnikin (Eop)(1) = 1, joten my6s (Eop)*(1) =
Toiseksi (F o ¢)(0) = 10. Induktion avulla saadaan, ettd (E o ¢)*(0 )
(E o ¢)(1¥710) = 1¥0. Samoin tapaan niytetisn, ettd (F o $)*(0) = 01% j
(Eo@)F(1)=1.

Todistuksessa merkinté 1% f(u) tarkoittaa sitd, ettd sanan f(u) alusta

poistetaan k kappaletta aakkosia 1.

Lemma 6.17. Olkoon x sellainen ddreton sana, etti |Xy| = |Yn| = n kaikilla
n > 0. Tdlléin on olemassa sellainen Sturmin sana s ja sellainen Sturmin

morfismi f, ettd x = f(s). Erityisesti sana x on Sturmin sana.

Todistus. Lemman 6.15 mukaan z € 1% - {01™,01™+1}* missi m > 0 ja

0<k<m+1.

Tapaus 1°. Oletetaan, ettd k < m + 1. Muotoiltuna toisin edeltdva tar-
koittaa, ettd = < {1%01™~k+1 1k01™~*} Titen sana x voidaan tul-
kita sanaksi yli aakkoston {101™~**+1 1k01™m~F*}  Tarkemmin ilmaistu-
na on olemassa sellainen &&reton sana z ja sellainen morfismi f, ettd
r = f(2) ja f(0) = 1%01™F ja f(1) = 1%01™ *+1, Itse asiassa morfismi
f=(Eop)" *o(Eop)FopoE. Todistusta edeltivien laskelmien perusteella
esimerkiksi f(0) = ((Fo@)™ ¥ o(Eop)k)(0) = (Eop)™F(1%0) = 1k01m~*.

Olkoon n > 0. Mééritelldan kuvaus g : Fn(z) — Xp41(z) kaavalla
g(u) = 17%f(u)1%0. Huomaa, ettd sanat g(u) todella ovat (n + 1)-ketjuja:
sanaa f(u) seuraa sanassa x vilttimittd tekija 170, joten todellakin
g(u) € X,41. Kuvaus ¢ on siis hyvinmaééritelty. Koska jokaista (n + 1)-
ketjua v kohti voidaan valita sellainen u € %,(z), ettd v = g(u), niin on
kuvaus g surjektio. Kuvaus ¢ on myos injektio, silld kuvaus f on injektio.
Néin ollen |, (2)] = | Xn+41(z)| = n+ 1. Sana z on siis Sturmin sana. Seu-
rauksen 5.27 mukaan kuvaus f on Sturmin morfismien yhdisteend Sturmin

morfismi. Tdten my6s sana x on Sturmin sana.

Tapaus 2°. Oletetaan, ettd k = m + 1. Nyt z € {1™0,1™+10}*. Kuten
edellisessé kohdassa, on olemassa sellainen ddreton sana z, ettd = = f(z2),
missd f on morfismi, jolle f(0) = 1™0 ja f(1) = 1™*10. Samaan tapaan kuin
edelld ndhdadn, ettd f = (E o @)™ o ¢ o E. Téssékin tapauksessa morfismi

f on Sturmin morfismi. Olkoot n > 0 ja u sanan z n-tekiji. Maaritellaén
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jalleen kuvaus g : F,(z) — Xp41 asettamalla, ettd g(u) = 17" f(u)0, jos
sana u alkaa aakkosella 0 ja g(u) = 1771 f(u)0, jos sana u alkaa aakkosella
1. Kuten edelld joukkojen 7, (z) ja X,4+1(z) sanat vastaavat bijektiivisesti

toisiaan. Nain ollen my06s téssd tapauksessa sana x on Sturmin sana. O
Lause 6.18. Olkoon x ddreton sana. Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

(i) sana x on Sturmin sana,

(i) sana x on tasapainotettu ja jaksoton,

(11i) sana x on ketjusuljettu, ketjutasapainotettu ja jaksoton,

() | Xn| = |Yn| = n kaikilla n > 0.

Todistus. Lause 4.13 osoittaa, ettd kohdat (i) ja (ii) ovat ekvivalentit.

Seurauksen 6.13 mukaan Sturmin sanan tekijajoukko on ketjusuljettu.
Téaten seuraus 6.10 ja edeltdvi osa todistusta osoittavat, ettd kohdat (i) ja
(7i7) ovat ekvivalentit.

Ekvivalenssin (i) <= (iv) nédyttévit lemmat 6.14 ja 6.17. O

Osoitetaan lauseen seurauksena pikku tulos. Seuraavassa viitteessa luvut k

ja m ovat lemman 6.13 antamat luvut.

Seuraus 6.19. Olkoon z € 1% - {01™,01™ 1} Sturmin sana. Merkitdiin y =
17*2. Tdlloin myés sanat u = 1y, 0 < t < m+1 jav = 01™ 1y ovat Sturmin

sanoja. Erityisesti ainakin toinen sanoista Ox ja 1lx on Sturmin sana.

Todistus. Ensinnékin lemman 4.3 mukaan sanan z suffiksina sana y on Stur-
min sana. Sanat u ovat ketjusuljettuja, silld sanan y eteen liséttiin korkein-
taan m + 1 kappaletta aakkosia 1, jolloin lisdtty osa voidaan laajentaa jom-
maksi kummaksi 2-ketjuista 010 ja 01™110. On selvii, ettd sanoissa u ja
y on samat ketjut. Tédten sana u on ketjutasapainotettu, koska sana y on.
Lisdksi sanat u ovat tietenkin jaksottomia, silld sana y on jaksoton. Né&in
ollen lauseen 6.18 mukaan sanat w ovat Sturmin sanoja. Samoin sana y on
ketjusuljettu, ketjutasapainotettu ja jaksoton eli Sturmin sana.

Viimeinen viite seuraa siitd, ettd jos m > 1 ja kK < m, niin sana lx on
edeltdvén nojalla Sturmin sana. Jos taas k = m, niin molemmat sanoista Ox
ja lz ovat Sturmin sanoja — ts. sana = on karakteristinen sana (ks. s. 26).

Lopuksi jos K = m + 1, niin sana 0z on Sturmin sana. O
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7 Palindromikompleksisuus

Téassa luvussa esitetdén luonnehdinta Sturmin sanoille palindromien avul-
la. Tuloksen esittivét ensi kertaa Droubay ja Pirillo artikkelissaan [DP99|

vuonna 1999. Maéritelldén ensiksi tarvittavia késitteitd ja merkintoja.

7.1 Lisatietoja sanoista

Téassé aliluvussa esitettévit asiat ovat sanojen kombinatoriikan tunnettuja
perustuloksia; lisdtietoa 10ytyy mm. kirjan [Lot83| ensimmaéisestd luvusta.
Koska ndmé tulokset ovat yleispéatevié, niin tdmén aliluvun ajan oletetaan,
ettd aakkosto on mielivaltainen.

Sanotaan, ettd sanat x ja y ovat toistensa konjugaatteja, jos on olemassa
sellaiset sanat u ja v, ettd © = wv ja y = vu. Néin saatu konjugaattirelaatio
on ekvivalenssirelaatio, ja sanan w ekvivalenssiluokkaa tdmén relaation suh-
teen merkitain I'(w). Saattaa olla helpompi ajatella, ettd konjugaattiluok-
ka I'(w) muodostuu edustajan w syklisistd permutaatioista. Toisin sanoen

INw) = {7"(w) : 0 <n < |w|}, missé kuvaus v on médritelty seuraavasti:

C(e) =¢,
v
v(au) = ua,
missé a on aakkonen.
Lemma 7.1. Olkoot v mikd tahansa ddrellinen sana ja r = |v|. Sanan v¥

r-tekijit muodostavat sanan v kaikki konjugaatit.

Todistus. Riittdé tarkastella sanaa v2, silld pituu-

By B
tensa vuoksi kukin r-tekija on sanan v? tekiji. Sa- R |
.
na v? sisiltid tekijoindéin selvisti kaikki sanan v v v

konjugaatit. Osoitetaan vield, ettéd jokainen r-tekija on sanan v konjugaatti.
Olkoon u sanan v? r-tekija. Talloin voidaan kirjoittaa v? = a6, missi
v=af =70 jau=py Nyt ||=r—|y|=r—(r—1d]) = 0] joten 8 =4,

ja tédten v = . Siis u on sanan v konjugaatti. O

Lemma 7.2. Olkoot v miki tahansa ddrellinen sana ja r = |v|. Talldin
sanan v¥ sellaiset tekijit u, joiden pituus on |u| > r, ovat jakautumattomia

(sanan v* tekijoing).
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Todistus. Todistetaan viite ensin r-tekijélle u. Oletetaan, ettd tekijalla
on kaksi oikeaa laajennusta ua ja ua, missid a on aakkonen. Merkitsemélla
u = bu/, missa b on aakkonen, saadaan kaksi r-tekijaa u'a ja u'a. Edellisen
lemman mukaan u'a,u’a € T'(v). TAmé on ristiriita, silld ndissi sanoissa on
eri méérd aakkosia a, mutta luokan I'(v) sanoissa on oltava sama mé&éra
aakkosia a, silla kuvaus v muuttaa vain aakkosten jérjestysta. Tekija u on
siis jakautumaton.

Olkoon sitten y tekijé, jonka pituus |y| > r. Jos tekija y on jakautuva, niin

my0s sen r-suffiksi on jakautuva, miké on edeltdvin mukaan mahdotonta. [

Maaritelma 7.3. Sana w on primititvinen, jos se ei ole minkddn toisen

sanan potenssi. Siis ehdosta w € z* seuraa, ettd w = z, kun w # ¢.

Lemma 7.4. Olkoon x sana. Jos on olemassa sellainen epdprimitiivinen

sana y, ettiy € I'(x), niin mydskddin sana x ei ole primitiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd y = 2" € I'(x), jollain n > 2. Kirjoitetaan sitten

zn

= aiaz---ap, missd a; € A. Tamai tarkoittaa, ettd a; = aj, kun i = j
(mod |z|) jai,j < |y|. T&té seikkaa ei muuta sanan z" kuvaaminen syklisella
permutaatiolla ~. Siis kaikki sanan y = 2™ konjugaatit — erityisesti sana x —

ovat muotoa w" jollain sanalla w. Sana x on siis epaprimitiivinen. O

Lemma 7.5. Sanat u ja v kommutoivat (ts. uv = vu), jos ja vain jos on

olemassa sellainen sana y, ettd u,v € y*.

Todistus. (<=) Jos on olemassa sellainen sana y, ettd u,v € y*, niin sanat
u ja v selvisti kommutoivat.

(=) Oletetaan, ettd sanan u ja v kommutoivat. Osoitetaan véite in-
duktiolla luvun |u| + |v| subteen. Jos |u| = |v| = 1, niin véiite on selvé.
Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd |u| > |v|. Talloin on olemassa sellainen
sana w, ettd u = vw. Jos w = €, niin vaite on jalleen selvd. Oletetaan, et-
td w # . Nyt wv = vwv = vu = vvw, josta seuraa, ettd wv = vw. Koska
|w|+ |v| < |u|+ |v], niin induktio-oletuksesta seuraa, ettd on olemassa sellai-
nen sana ¥, etti v = y" ja w = y™. Téllin v = vw = y™ ™. Siis u,v € y*,

misté véiite seuraa. OJ
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7.2 Sturmin sanat ja palindromikompleksisuus

Olkoon z miké tahansa sana. Sanan x kaikkien palindromitekijoéiden jouk-
koa merkitdin Pal(x). Lisdksi sellaisten palindromitekijoiden joukkoa, joiden
pituus on n, merkitdin Pal,(z). Kompleksisuusfunktion kanssa analoginen

palindromikompleksisuusfunktio H méaaritellain kaavalla
H(x,n) = |Pal,(x)|.

Funktio laskee sanan « tietynpituisten palindromitekijéiden lukumé&éaran. Sa-

notaan, ettd ddreton sana x toteuttaa ehdon Plc, (), jos on voimassa, etti

1, jos n on parillinen,
H(z,n) =

2, jos n on pariton.

Jos tdmé ehto on voimassa kaikilla n > 0, niin sanotaan, etté sana x toteut-
taa ehdon Ple(x).

Madéritellaédn sitten selkeyden vuoksi muutamia lyhenteitd. Olkoon x
adreton sana. Mikéli sanalla  on tdsmélleen yksi jakautuva n-tekijé, niin
sanotaan, ettd sanalla x on ominaisuus Spe (z). Sanotaan, ettd sanalla z
on ominaisuus Bal,(x), jos joukko F,(x) on tasapainotettu. Jos ehdosta
w € Fp(x) seuraa, ettd w € Fp(z), niin sanotaan, ettd sanalla z on omi-
naisuus Rev,,(x). Jos mééritellyt ehdot ovat voimassa kaikilla n > 0, niin

sanalla x on ominaisuudet Spe(z), Bal(z) ja Rev(x).

Todistetaan sitten Droubayn ja Pirillon lause. Se seuraa valittomasti véitettéa

seuraavista lemmoista 7.7 ja 7.8.

Lause 7.6. Adreton sana x on Sturmin sana, jos ja vain jos se toteuttaa
ehdon Ple(x). O

Aiempien tulosten perusteella voidaan jo helposti osoittaa, ettd jos x on
Sturmin sana, niin #(z,n) > 1, kun n on parillinen. Olkoon n parillinen
luku. Lauseen 4.14 mukaan F,(z) = ﬁ-’n(x) Koska luku P(x,n) =n+ 1 on
pariton, niin ainakin yksi n-tekiji kuvautuu peilauksessa itsekseen. Tama

tarkoittaa, ettd kyseinen sana on palindromi.
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Lemma 7.7. Jos z on Sturmin sana, niin se toteuttaa ehdon Ple(z).

Todistus. Ensinnédkin Paly(x) = {0,1} ja Paly(x) = {00} tai Palo(x) = {11}
(silld x on tasapainotettu). Véite on siis voimassa, kun n = 1, 2.

Olkoon n > 1. Méaéritelladn kuvaus vy, : Pal,2(z) — Paly(x), aua — u,
kun a on aakkonen. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus 7, on bijektio. Viite
seuraa, silla talloin H (z,n) = H(x,1) = 2, kun n on pariton, ja H(z,n) =
H(x,2) =1, kun n on parillinen.

Kuvaus v, on injektio, silld jos v,(w) = v, (w') = u ja w # w’, niin on
oltava, ettd w = Ou0 ja w’ = 1ul, mutta tdlloin sana x ei ole tasapainotettu,
mik4 on ristiriita.

Néytetaan sitten, ettd kuvaus v, on surjektio. Olkoon u € Pal, (). Kos-
ka Sturmin sanat ovat toistavia (ks. lemma 4.3), niin sanalla z on tekija bu,
misséd b on aakkonen. Oletetaan, ettd b = 0, tapaus b = 1 on symmetrinen.
Jos 0u0 € F(x), niin viite on selvé, silld 0u0 € Pal, o(x). Oletetaan, etta
Oul € F(x). Télloin Sturmin sanojen ominaisuuden Rev(x) (ks. lause 4.14)
nojalla (0ul)™ = 1u0 € F(z). Téten u on sanan x jakautuva n-tekiji. Olkoon
v sanan z jakautuva (n + 1)-tekiji. Sturmin sanan jakautuvalla tekijalla on
aina suffiksina kaikki lyhyemmét jakautuvat tekijat — muutoinhan olisi aina-
kin kaksi jakautuvaa tietynpituista tekijaa. Téaten v = cu jollain aakkosella
¢, ja koska v on jakautuva, niin ve = cuc € F(z). Siis cuc € Pal,io(z) ja

Yn(cuc) = u. Kuvaus =, on siis surjektio. O

Seuraava lemma osoittaa kidnteisen viitteen, ja ndyttaa, ettd ehdosta Ple(x)
seuraa suoraan myos Sturmin sanojen ominaisuudet Bal(x) ja Rev(z). Nama

ominaisuudet on aiemmin osoitettu eri tavoin, ks. lauseet 4.13 ja 4.14.

Lemma 7.8. Jos ddarettomdlld sanalla x on ominaisuus Ple(x), niin sana x

on Sturmin sana. Lisiksi ovat voimassa Bal(x) ja Rev(x).

Todistus. Olkoon x &ireton sana, joka toteuttaa ehdon Ple(z). Osoitetaan
induktiolla Tuvun n suhteen, ettd ehdot Spe (x), Bal,(z) ja Rev,(z) ovat
voimassa kaikilla n > 0. Téalloin viite seuraa.

Koska #(z,1) = 2, niin sanassa z on oltava kaksi aakkosta, 0 ja 1.
Téaten sana € on jakautuva. Lisdksi € on ainoa sana, jonka pituus on 0, ja se

on palindromi. Siis tapaus n = 0 on selvi. Oletetaan sitten, ettd n > 1.
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Tapaus 1°. Baly1(x)

Tehdddn vastaoletus luku n on pienin sellainen luku, ettd Bal,1(z) el ole
voimassa. Soveltamalla lemmaa 4.12 joukkoon X = U?IOI Fi(x) ndhdaan,
ettd on olemassa sellainen palindromi w, ettd Ow0, lwl € F,1(x). Siis ole-
tuksen nojalla on oltava, ettd Paly,1(x) = {Ow0, lwl}, mika tarkoittaa, etta
luku n + 1, ja tdten my6s luku n — 1, on pariton. Lisdksi huomataan, etta
tekija w on jakautuva.

Oletuksen nojalla ndhddén, ettd Pal,_1(x) = {w,t}, missd t on pa-
lindromi ja t # w. Koska t € F,_1(x), niin ta € F,(x) jollain aakkosella
a. Koska induktio-oletuksen mukaan Rev, (r) on voimassa, niin myos
(ta)~ = at € Fp(x). Koska tekijd w on jakautuva, niin tekija ¢ ei ole. Téten
siitéd, ettd at € F,(x) seuraa, ettd ata € F,11(x). Koska ata on myos pa-
lindromi ja w # t, niin H (z,n+1) = [{0w0, lwl, ata}| = 3, mika on ristiriita.

Tapaus 2°. Spe, (z)
Tehddén vastaoletus, ettd Spe +1(£U) ei ole voimassa. Télloin on olemassa
ainakin kaksi jakautuvaa (n-+1)-tekijaa tai tallaisia tekijoité ei ole yhtdkaan.

Olkoot u ja v kaksi erisuurta jakautuvaa (n + 1)-tekijaa. Olkoon sana w
sanojen u ja v pisin yhteinen suffiksi, jollain u = v/aw ja v = v'aw, missi a on
aakkonen. Koska u ja v ovat jakautuvia, niin sanalla z on tekijat awa ja awa.
Mutta talloin §(awa,awa) = 2, jolloin ehto Bal,,(r) ei olekaan voimassa
jollain m < n + 1. Tama4 ristiriita osoittaa, ettd jakautuvia (n + 1)-tekijoita
ei ole lainkaan. Té&lloin lauseen 3.7 mukaan sana x on lopulta jaksollinen.
Kirjoitetaan x = ty* joillain sanoilla t ja y, ja valitaan sanan x jaksonpituus
r = |y| lyhimmaéksi mahdolliseksi.

Oletetaan, ettd sanan x jaksonpituus r on parillinen. T&llgin luku s =
2|t|4+r on myos parillinen, ja oletuksen mukaan Pals(z) = {p}. Koska sana p
on palindromi, niin voidaan kirjoittaa p = ¢p,-¢, missd my6s p;,- on palindromi
ja |pr| = r. Huomaa, ettd nyt |c| = |t|. Taten luvun s valinnan nojalla sana
pr on sanan y* tekija. Koska sana p on palindromi, ja r on parillinen, niin
voidaan kirjoittaa p, = Zz jollakin sanalla z. Koska sana p, on sanan y“
tekija ja |pr| = r = |y, niin lemman 7.1 mukaan zz € I'(y). Sanan zz
konjugaattina myos palindromi zz € T'(y). Edelleen lemman 7.1 mukaan
sana zz on sanan y“ tekija. Koska p, on oletuksen mukaan yksikésitteinen

pituutta r oleva palindromi, niin on oltava, ettd zz = zZ, jolloin z = Zz. Taten
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koska zz € I'(y), niin lemman 7.4 mukaan sana y on epaprimitiivinen. TAmé&
on ristiriita sanan y minimaalisuuden kanssa.

Oletetaan sitten, ettéd jaksonpituus r on pariton. Talléin my6s luku
s = 2|t| 4+ r on pariton, ja Pals(x) = {p, q}. Kuten edelld, voidaan kirjoittaa,
ettd p = cp,C ja q = dqrcz missé p, ja g, ovat palindromeja, joiden pituus
on 7. Edelleen palindromit p, ja ¢, ovat sanan y* tekijoitd, joiden pituus
on r = |y, ja titen p,,q. € I'(y). Lemman 7.2 mukaan ndméi sanan y“
tekijat ovat jakautumattomia, joten jos p, = ¢, niin myos p = ¢, miké on
mahdotonta. Siis p, # ¢,, jolloin voidaan kirjoittaa, ettd p, = af ja ¢, = Ba
joillain sanoilla « ja 3. Koska r on pariton, niin a # [. Rajoituksetta
voidaan olettaa, ettd 0 < |a| < |B|. Talléin p, = af = aAa jollakin pa-
lindromilla A. My6s sana a« on palindromi. Taten Aaa = ¢, = ¢, = aaA.
Sanat aa ja A siis kommutoivat, joten sana ¢, ei ole primitiivinen (ks.
lemma 7.5). Koska ¢, on sanan y konjugaatti, niin myoskdén sana y ei ole
primitiivinen (ks. lemma 7.4), mikd on ristiriita sanan y minimaalisuuden

kanssa.

Tapaus 3°. Rev,, (x)
Koska induktio-oletuksen ja kohdan 2° nojalla Spem(m) on voimassa, kun
0 <m <n+1,niin P(x,n+ 1) =n + 2. Téten luku

n, jos m on parillinen,

| Fra1(z) \ Palyys ()| = {

n+ 1, jos nm on pariton

on aina parillinen. Poistamalla joukosta | F,+1(z) \ Pal,+1 ()| kaikki parit
{w,w} saadaan siis parillinen médrd (n + 1)-tekijoita w, joiden peilaukset
w ¢ Fny1(x). Tehdéddn sitten vastaoletus, ettd Rev,, () ei ole voimassa.
Téten on olemassa ainakin kaksi sellaista erisuurta sanaa wi, wy € Fpi1(z),
ettd wy, we ¢ Fni1(x). Koska n > 1, voidaan kirjoittaa, ettd wy = cad ja
wy = dfd joillain sanoilla « ja 8 ja aakkosilla ¢, ', d ja d'. Koska Rev,, (z)
on voimassa, niin ac, ¢@, Ad ja dB € Fn(x) ja téten sanat ws = daé
ja wy = d/Bd € Fn+1. Muutoinhan jos esimerkiksi da¢ ¢ %11, niin
dac = (cad)™ = w1 € Fpii1(z), mikd on mahdotonta. Néin ollen sanat
a ja 3 ovat jakautuvia, ja koska Spe  (x) on voimassa, niin a = B eli
a = f[. Kédymallda kaikki vaihtoehdot 1dpi saadaan viisi eri tapausta. En-
simméinen tapaus on ¢ = d,¢ = d, jolloin wy = dac = W, € Fpp1(z),

mikd on ristiriita. Muut nelja tapausta on lueteltu alla olevassa taulukossa.
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Jokaisessa néistd tapauksista saadaan kaksi sanaa, jotka ovat ristiriidassa

ehdon Bal,,1(x) kanssa, joka todistettiin kohdassa 1°.

c=c c=2¢
c=d | wi =cac | wy = cac
d=d | wy =éae | wy = éae
c=d w1 = cac | w3 = cac
d=d | wy = éaé | wy = cac
Kiaydian esimerkkini tapaus ¢ = ¢/,¢ = d,¢ = d'. Kéiyttden niitid yhta-

16itd saadaan, etti wy = dad = cad

d(cac, éac) = 2, miki ei ole mahdollista.
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cac ja wy =

dac¢ = éac, jolloin
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8 Luonnehdinta funktion R” avulla

Téassad luvussa tutkitaan Sturmin sanojen tapauksessa kysymystd "Miten
pitkd on lyhin sellainen sanan x tekijé, jolla on tekijoindédn kaikki sanan
x n-tekijat?”. Osoittautuu, ettd vastaus on yllattdvan yksinkertainen,
ja toisaalta, ettd vastaus luonnehtii Sturmin sanat téydellisesti. Luvun
pédtulos on lause 8.4, jonka Julien Cassaigne todisti vuonna 1998 artikkelis-

saan [Cas98|. Kéytetyt merkinnat seké kaikki tulokset ovat tasta artikkelista.

Ensimmaiseksi maaritelladn funktio, joka mittaa lyhimmén sellaisen sanan

x tekijin pituutta, jolla on tekijoindéan kaikki sanan z n-tekijat.
R"(z,n) = min{m : Jw € F(z) : Fn(z) = Fp(w)}.

Seuraavissa lemmoissa 8.1 ja 8.2 voidaan kiyttai aakkoston {0, 1} sijaan

mita tahansa aakkostoa A.

Lemma 8.1. Olkoon x ddreton sana. Tdalloin R"(x,n) > P(x,n) +n —1

kaikilla n > 0.

Todistus. Merkitddn © = ajas---, a; € A. Oletetaan, ettd indeksin ¢ koh-
dalla sanan = n-tekijét sijaitsevat mahdollisimman ldhella toisiaan (jossakin
jarjestyksessd). Erilaisia n-tekijoitd on r = P(x, n) kappaletta. Toisin sanoen
tekijat [i,i+n—1),[i+1,i+n—1+1],...,[i+(r—1),i+n—14 (r—1)]
kasittavat kaikki r n-tekijdaa. Niiden yhdessd muodostaman tekijan pituus on

n+r — 1, mikd on selvisti alaraja luvulle R”(z,n). O

Tutkitaan sitten funktion R” kiyttdytymista lopulta jaksollisten sanojen ta-

pauksessa.

Lemma 8.2. Olkoon x = uv® lopulta jaksollinen sana. Tdalloin R (x,n) <
|luv| +n — 1 kaikilla n > 0.

Todistus. Lauseen 3.7 todistuksen kohdasta (i) = (iv) nédhd&én, ettd sanan
x kaikki erilaiset n-tekijét esiintyvéat ainakin kerran prefiksissé, jonka pituus

on |uv| +mn — 1. Téstd véite seuraa. O

Misritelma 8.3. Adrettomin sanan z tekijad w kutsutaan vasemmalta

jakautuvaksi, jos Ow, lw € F(x).
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Muistetaan, ettd Sturmin sanan tekijajoukko on peilauksen suhteen sul-
jettu (ks. lause 4.14). Edeltavan méaarittelyn nojalla n-tekija w on vasemmal-
ta jakautuva, jos ja vain jos tekijd w on (oikealta) jakautuva. Liséksi tiede-
taddn, ettd Sturmin sanoilla on tdsmélleen yksi jakautuva n-tekija. Néin ollen
on osoitettu, ettd Sturmin sanoilla on tdsmélleen yksi vasemmalta jakautuva
n-tekija kaikilla n > 0.

Olkoon x &dreton sana. Jokaista sanan z n-tekijad w seuraa jokin aak-
konen a. Tekijalla wa on suffiksina n-tekija w’. Sanotaan, etta n-tekijaa w
seuraa n-tekija w’. Jos w on (oikealta) jakautuva, niin sitd seuraa useita eri
n-tekijoita (bindérisanojen tapauksessa kaksi). Vastaavasti jos n-tekija w on

oikealta jakautuva, niin sitd edeltdd useita eri n-tekijoité.

Lause 8.4. Olkoon x ddreton sana. Sana x on Sturmin sana, jos ja vain jos
R"(x,n) = 2n kaikilla n > 0.

Todistus. (<=) Oletetaan, ettd R”(z,n) = 2n kaikilla n > 0. Lemman 8.1
mukaan P(z,n) < n+ 1. Jos P(z,n) < n, niin lauseen 3.7 mukaan sana x
on lopulta jaksollinen. Kirjoitetaan x = wv®. Nyt lemmasta 8.2 seuraa, ettd
R"(xz,n) < |uv|+n—1, miki on ristiriidassa oletuksen R”(z,n) = 2n kanssa
suurilla luvun n arvoilla. Téten P(z,n) = n + 1 kaikilla n > 0. Sana x on
siis Sturmin sana.

(=) Oletetaan, ettd sana = = ajag---, a; € A, on Sturmin sana. Véi-
tettd edeltdvien huomautusten mukaan sanalla x on tdsmélleen yksi vasem-
malta jakautuva n-tekija u ja tdsmalleen yksi oikealta jakautuva n-tekija v.
Talléin on kaksi mahdollisuutta: joko u # v tai u = v.

Tarkastellaan jonoa, joka koostuu n-tekijoistd, jotka seuraavat jotakin
mielivaltaisesti valittua n-tekijad. Tamaé jono kiy lapi kaikki n-tekijat aéret-
tomén monta kertaa, silld sana x on toistava (ks. lemma 4.3). Tarkastellaan
sitten jonoa n-tekijoita kahden tekijan v peridkkaisen esiintymén vélilla. Tal-
laisia jonoja on kahta tyyppid P ja @, silla tekija v on jakautuva. Koska
jonoissa P ja @ esiintyy vain jakautumattomia n-tekijoitd, niin jonot méaa-
raytyvat yksikasitteisesti tekijan v ensimmaista esiintyméad seuraavasta aak-
kosesta. Koska tekijd u on vasemmalta jakautuva, niin sen on esiinnyttéva
molemmissa jonoista P ja ). Muutoin tekija u esiintyisi vain toisessa niisté,
ja se olisi vasemmalta jakautumaton. Lisdksi jonot P ja @) sisédltavat kaikki

sanan x n-tekijat tekijaa v lukuun ottamatta. Alla olevista kuvista ndhd&an
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millaista muotoa jonot ovat. Vasempi kuva ilmaisee tapauksen u # v ja oikea

tapauksen v = v.

Koska sana x on toistava, on mahdollista valita sellaiset perdkkiiset sanan v
esiintymét, ettd molemmat jonot P ja @ esiintyvit perdjalkeen. Tapauksessa
u # v valitaan jono, joka koostuu kuvan reitin v Bou = v 2 u mAdrddmista
n-tekijoistd poislukien ensimmaéinen n-tekija v ja viimeinen n-tekija u. Ta-
pauksessa u = v valitaan reitin u = v — u = v & u = v mEAraamit n-tekijat
jalleen poislukien ensimmaéinen ja viimeinen n-tekijé v. Tamé jono kiy tés-
mélleen kerran kaikki sanan x n-tekijat (jossakin jarjestyksessi). Koko valit-
tua jonoa vastaavan sanan z tekijén pituus on P(z,n)+n—1 = 2n. Néin ollen
R"(z,n) < 2n. Toisaalta lemman 8.1 nojalla R”(z,n) > P(z,n)+n—1 = 2n.
Siispa R (z,n) = 2n. O

Koska Sturmin sanoilla on n+1 erilaista n-tekijéé, niin edellinen tulos kertoo
itse asiassa, etté jossain vaiheessa Sturmin sanan n-tekijat esiintyvat kaikki
periakkain mahdollisimman tiiviisti jossain jarjestyksessa. Muillakin sanoilla
kuin Sturmin sanoilla on tdmé ominaisuus, ne ovatkin artikkelin [Cas9§|

tutkimusaihe.
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9 Yhteenveto ja lisatietoja

Kootaan vield yhteen todistetut luonnehdinnat. Alla oleva lause on kooste
lauseista 4.13 (s. 17), 6.18 (s. 52), 5.17 (s. 31), 7.6 (s. 55) ja 8.4 (s. 61).

Lause 9.1. Olkoon x ddreton sana. Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
(i) sana x on Sturmin sana,
(i) sana x on tasapainotettu ja jaksoton,
(1ii) sana x on ketjusuljettu, ketjutasapainotettu ja jaksoton,
() | Xn(x)| = |Yn(z)| = n kaikilla n > 0,
(v) sana x on irrationaalinen mekaaninen sana,

(vi) palindromikompleksisuusfunktio toteuttaa ehdon

1, josn on parillinen,
:"[(IL‘, TL) =

2, josn on pariton,

(vii) R"(x,n) = 2n kaikilla n > 0.

Kootaan yhteen vield tutkielmassa osoitetut kiintoisimmat Sturmin sa-

nojen perusominaisuudet.
Lemma 9.2 (ks. s. 11). Sturmin sanat ovat toistavia.
Seuraus 9.3 (ks. s. 12). Sturmin sanan suffiksit ovat Sturmin sanoja.

Lause 9.4 (ks. s. 18). Sturmin sanan x tekijijoukko F(x) on peilauksen

suhteen suljettu.

Seuraava tulos kertoi, ettd jokainen Sturmin sana on pitkalti sanojen 01™

ja 01"+ tulo jollakin n > 0.

Seuraus 9.5 (ks s. 48). Olkoon = Sturmin sana. Tdlldin on olemassa sel-

laiset n > 0700 <k <n+1, ettd x € 1% - {01™, 0171},
Aliluvussa 5.5 tutkittiin Sturmin morfismeja ja osoitettiin seuraava tulos.

Seuraus 9.6 (ks s. 40). Morfismit E, ¢, ¢, G, G,D ja D ovat Sturmin mor-

fismeja.
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Mainitaan vield kaksi luonnehdintaa, joita ei ole tutkielmassa muualla
mainittu. On syyté vield korostaa, ettd koko tutkielmassa esitetyt luonneh-
dinnat eivit kata kaikkia tunnettuja Sturmin sanojen luonnehdintoja. On
my6s todennakoisté, etté niitéd 1oydetddn tulevaisuudessa liséa.

Vuonna 2002 Fagnot ja Vuillon esittivat Sturmin sanojen luonnehdinnan
yleistetyn tasapainoisuuden avulla. Katsotaan sitten lyhyesti miten taméa
tulos kuuluu.

Seuraavassa lauseessa merkinté |w|,, tarkoittaa (epdtyhjén) sanan u esiin-

tymien lukumé&ardd sanassa w.

Lause 9.7 ([FV02]). Olkoon x jaksoton ja ddretéon sana. Sana x on Sturmin

sana, jos ja vain jos se toteuttaa ehdon
w| =[w'] = |lwl — W] < |ul
kaikilla sanan x tekijoilld w,w" ja u # €. O

Lause on helppo todistaa toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd déretdn ja jak-
soton sana x toteuttaa lauseen ehdon. Valitaan sellainen u, ettd |u| = 1.

Talloin ehdon mukaan
wl =] = [lwly = [w0'lu] = d(w,w') <1,

mik4 osoittaa, ettd sana x on Sturmin sana. Tdmé&n vuoksi ehtoa kutsutaan
yleistetyksi tasapainoisuudeksi.

Vuillon esitti vuonna 2001 artikkelissaan [VuiO1] jélleen uuden luonneh-
dinnan Sturmin sanoille. Katsotaan lyhyesti miten hdnen tuloksensa kuuluu.

Olkoon x aédreton sana. Joukko
z'(:v,w) = {il,ig, ce ,ik, . }

ilmaisee kohdat, joissa tekiji w esiintyy sanassa x. Toisin sanoen [ig, i +
|lw| — 1]z = w ja kyseessé on sanan w k:s esiintymé sanassa x. Jos sana = on

toistava, niin joukko i(x,w) on ddreton kaikilla sanan x tekijoilld w.

Maaritelma 9.8. Olkoon z &dédreton toistava sana. Merkitaan i(z, w) =

{i1,12,...}. Sanan z palautussanojen joukko yli sanan w on joukko

H(z,w) = {[ix,igr1 — 1z : k> 1}
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Maaritelmén idea valittyy parhaiten esimerkin avulla. Tarkastellaan sa-
naa x = (0100100001)“. Merkitéén sitten sanan 01 esiintymét, ts. maarite-

taan joukon i(x,01) luvut:
2 = (01001000010100100001).

Maéaritelmén mukaan sanan x palautussanajoukon yli sanan 01 muodostavat
sanat, jotka alkavat kustakin alleviivatusta aakkosesta ja paattyvat juuri
ennen seuraavaa alleviivattua aakkosta. Téaten H (z,01) = {010,01000, 01}.

Ennen Sturmin sanoja luonnehtivaa lausetta mainitaan miten palautus-

sanojen lukumaara liittyy sanan jaksollisuuteen.

Lause 9.9 ([VuiOl]). Toistava ddretén sana x on lopulta jaksollinen, jos ja

vain jos on olemassa sellainen sana w, ettd |H(x,w)| = 1. O

Lause 9.10 (|VuiO1]). Olkoon z ddreton sana. Sana x on Sturmin sana, jos

ja vain jos |H(x,w)| = 2 kaikilla epdtyhjilli sanan x tekijoilld w. O

Huomaa, etta jalleen kerran darettomén sanan jaksollisuutta mittaa tietyn-
lainen kompleksisuusfunktio, ja sanat joiden kohdalla ko. kompleksisuusfunk-

tio kiyttaytyy erittdin siististi ovat Sturmin sanoja.
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10 Historiaa lyhyesti

Ilmeisesti ensimméinen henkild, jonka tutkimuksista on 16ydetty viittauksia
Sturmin sanojen teoriaan, on Johann (Jean) Bernoulli IIT (1744-1807). Ber-
noulli pyrki (1772) médradméadn sddnnon, jonka mukaan voisi etsid luvun «
moninkertoja lahimpéné olevat kokonaisluvut vain yhteenlaskun avulla. Lu-
kua na 1dhin kokonaisluku on |na + %J, joten Bernoullin ongelma palautuu
modernein termein sanan s(«, %) tutkimiseen. Bernoulli esitti ilman todis-
tusta yhteyden sédnnon ja luvun a ketjumurtolukukehitelmén kanssa. A. A.
Markov (1856-1922) osoitti vuonna 1882 Bernoullin sd&nnot oikeiksi ja myos
laajensi niita. E. B. Christoffel (1829-1900) (vuosina 1875 ja 1888) ja H. J. S.
Smith (1826-1883) (vuonna 1876) loysivét toisistaan riippumatta vastaavia
tuloksia kuin Bernoulli sanalle s(c,0). [Ven70, s. 65-68] [AS03, s. 295-297|

Ensimmaéinen laaja artikkeli Sturmin sanoista on Marston Morsen
(1892-1977) ja Gustav Hedlundin (1904-1993) artikkeli "Symbolic Dynamics
II: Sturmian Trajectories” [MH40]. Sanojen kombinatoriikkaa ei tuolloin ny-
kymuodossaan ollut vielda olemassa, ja artikkeli onkin nk. dynaamisten sys-
teemien teoriaa. Morse ja Hedlund néyttévat yhteyden Sturmin sanojen ja
differentiaaliyhtélon y” + ¢(z)y = 0, missd ¢(z) on jatkuva ja jaksollinen
funktio, ratkaisujen nollakohtien vilille. Nimitys "Sturmian” on myos perai-
sin tésté artikkelista. Kirjoittavat antoivat nimen ranskalaisen matemaatikon
Jacques Charles Frangois Sturmin (1803-1855) mukaan; Sturm ei kuitenkaan
ilmeisesti tutkinut Sturmin sanoihin liittyvia asioita lainkaan [AS03, s. 295].
Artikkelissa esitetddn Sturmin sanojen konstruktio irrationaalisina mekaani-
sina sanoina, seké osoitetaan, etté sanat ovat seké tasapainotettuja etté ket-
jutasapainotettuja. Morsen ja Hedlundin kiyttdmaé Sturmin sanojen méaari-
telmé ei ole sama kuin téssa tutkielmassa. He maéarittelevat Sturmin sanojen
olevan sellaisia ketjutasapainotettuja (kenties kaksipuolisesti) ddrettomia sa-
noja, jotka ovat muotoa 01%101%20--- (tai kaksipuolisesti #frettomissi ta-
pauksessa - --01%001%101%20 - - - ). Tam3& madritelmé kattaa suuremman luo-
kan sanoja kuin tdméan tutkielman maaritelma. Madritelma on muuttunut
ajan myota: nykyadn Sturmin sanat ovat yksinomaan oikealle (tai jos silta
tuntuu niin vasemmalle) darettomia sanoja.

Seuraavat merkkijulkaisut Sturmin sanojen teoriassa ovat Ethan Covenin
(s. 1942) ja Hedlundin artikkelit "Sequences with Minimal Block Growth I
& 117 [CH73]| ja [CovT75] vuosina 1973 ja 1975. Naissé artikkeleissa tutkitaan
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(kaksipuolisesti) darettomia sanoja z, joille P(z,n) < n + 1, tai yleisem-
min P(z,n) = n + ¢ jollakin ¢ > 0 jostain rajasta n ldhtien. Ensimmaisessa
artikkelissa on modernimmat todistukset ketjutasapainoisuuden ja tasapai-
noisuuden yhteydelle ja sille, ettd Sturmin sanojen kompleksisuusfunktio on
n+ 1.

1970-luvulle mennessé karakteristisia sanoja (ks. s. 26) oli tutkittu jo
laajalti. Karakteristisista sanoista kiinnostunut lukija 16ytaa lisétietoja ja
mainiot viitteet kirjallisuuteen kirjasta [AS03].

Sanojen kombinatoriikan késitteet ovat oivallisia Sturmin sanojen tut-
kimuksessa. Sanojen kombinatoriikasta tuli suosittu ala viimeistddn kirjan
Combinatorics on Words [Lot83] myota 1980-luvulla. 1990-luvulle tultaessa
Sturmin sanojen tutkiminen oli voimakkaasti kdynnisséd, minkd huomaa jo
tdméan tutkielmankin viiteluettelosta. Klassisia luonnehdintoja lukuun otta-
matta tédssd tutkielmassa esitetyt luonnehdinnat ovat 1990-luvulta tai vain
aavistuksen sen jélkeen.

Sturmin sanoja tutkitaan edelleen paljon ja lisdksi Sturmin sanoja on py-
ritty yleistdmaéadn. Yleistyksissd on pyritty etsiméédn luokka sellaisia sanoja,
joissa on enemmén kuin kaksi aakkosta ja joilla on Sturmin sanojen tapaisia
erityisid ominaisuuksia. Tkéva kylld nayttad siltd, ettd useat Sturmin sano-
jen ominaisuudet eivéit yleisty, kuten esimerkiksi lauseen 9.1 kohdat (i7) ja
(v) |Ber02]. Yleistyksista mainittakoon Arnouxin-Rauzyn sanat ja ndmé sa-
nat yleistavét ns. episturmin sanat. Episturmin sanat ovat darettémié sanoja
yli mielivaltaisen aakkoston, joiden tekijdjoukko on suljettu peilauksen suh-
teen ja joilla on korkeintaan yksi jakautuva n-tekija kaikilla n > 0. Huomaa
yhtélédisyys Sturmin sanojen ominaisuuksiin. Esimerkki episturmin sanasta
on veikedsti nimetty Tribonaccin sana. Sana t maaritelladn yli aakkoston
{0,1,2} kaavoilla tg = 0,t1 = 01,9 = 0102,¢,43 = tpiotnt1tn. Se alkaa

seuraavasti:
t = 010201001020101020100102 - - -

Lisdtietoja Sturmin sanojen yleistyksistd on artikkeleissa [Ber02| ja [GJ09].
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