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Téassé tutkielmassa tarkastellaan opiskelijoiden tekemié virheitd ja niihin liittyvia
virhekasityksia ylioppilaskokeiden derivaatan sovellustehtévissa sekéd muita virheisiin
mahdollisesti vaikuttaneita tekijoita, kuten luetun ymmartamistd ja ongelmanrat-
kaisutaitoja. Liséksi esitelldén eri teorioita matemaattisen tiedon rakentumiselle ja
tarkastellaan ratkaisuissa esiintyvia virheita kyseisten teorioiden nakokulmista. Tar-
kastellut teoriat ovat konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto seké prosessi—objekti-
teoriat.

Tutkielma perustuu neljaéan derivaatan sovellustehtévaan ylioppilaskokeista vuosilta
2020-2022. Koetehtévat on laadittu vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman pohjal-
ta. Kutakin tehtédvaéd kohden analysoidaan sadan satunnaisen opiskelijan anonyymi
ratkaisu. Opiskelijoiden ratkaisut tehtéviin ovat osa Ylioppilastutkintolautakunnalta
saatua tutkimuskayttoon tarkoitettua korpusaineistoa. Aineistoon kuuluu opiskeli-
joiden ratkaisujen liséksi heidén saamansa pisteet kyseisista tehtavista seka kaikkien
kyseisen tehtévian tehneiden opiskelijoiden saamat pisteet. Tutkielman tavoitteena
on tunnistaa kussakin tehtédvéssd yleisimmin esiintyvia virheitd sekd tehtavan rat-
kaisun etta derivaatan ymmartdmisen kannalta ja pohtia mahdollisia syita virheiden
taustalla.

Tutkielman perusteella sanallisissa aédriarvotehtivissé funktion muodostaminen oli
monelle haastavampaa, kuin itse dédriarvojen etsiminen derivaatan avulla. Monet
kokelaat derivoivat mitd tahansa tehtdvinannossa mainittua yhtaloa, vaikka tarkoi-
tuksena oli muodostaa oma funktio. Monet eivat myoskdan derivoineet mitaén, vaan
taulukoivat eri arvoja tai kiayttivat muita puuttellisia perusteluja ratkaisussaan. Li-
séiksi yksi tehtdva mittasi tietoa derivaatan ja muutosnopeuden yhteydesti. Suurin
osa kyseisen tehtavin tehneista sadasta kokelaasta ei ymmaértéanyt, mitd funktion vé-
henemisnopeustarkoittaa. Seké sanallisissa dédriarvotehtévissa etta funktion vdhene-
misnopeutta tutkivassa tehtavassé luetun ymmartaminen ja ongelmanratkaisutaidot
olivat avainasemassa.

Asiasanat: Derivaatta, ddriarvotehtdva, muutosnopeus, virhe, virhekasitys, konsep-
tuaalinen tieto, proseduraalinen tieto, prosessi, objekti, APOS, sanallinen tehtévé,
matematiikan ylioppilaskoe
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1 Johdanto

Ylioppilastutkinnon sahkoistymisen myota matematiikan pitkén ja lyhyen oppimééa-
ran B-osioiden tehtévit ovat muuttuneet yhéa soveltavimmiksi, jotta tehtéavét eivat
olisi suoraan ratkaistavissa ohjelmistojen avulla (Rissanen, 2020). Aihe on puhutut-
tanut jo ennen sdhkéisia ylioppilaskokeita, ja muun muassa Heikki Karki kirjoitti
CAS-laskinten kédyttoonotosta vuonna 2013 kolumnissaan Skandaali muhii matema-
titkan yo-kokeissa — paras arvosana ilman osaamista (15.4.2013, Keskisuomalainen).
Tuolloin kaytossa oli vuoden 2003 lukion opetussuunnitelma ja esimerkiksi kurssin
MAAY, Derivaatta, kohdalla ainoa maininta sovellusongelmista oli tavoite “opiske-
lija osaa méarittda rationaalifunktion suurimman ja pienimmén arvon sovelluson-
gelmien yhteydessd” (Opetushallitus, 2003). Samoin matematiikan lyhyen oppimé&é-
rian kurssilla kurssilla MAB4, Matemaattinen analyysi, sovellustehtéviat mainitaan
vain muodossa "kurssin tavoitteena on, ettéd opiskelija oppii sovellusten yhteydessa
méarittdméadn polynomifunktion suurimman ja pienimmén arvon” (Opetushallitus,
2003). Teknologian kiytt6 on mainittu kyseisessd opetussuunnitelmassa vain kolmes-
ti: pitkin matematiikan yleisissé tavoitteissa (“opiskelija osaa kiyttad tarkoituksen-
mukaisia matemaattisia menetelmié, teknisid apuvilineita ja tietoldhteitd”), pitkén
matematiikan kurssilla MAA12, Numeerisia ja algebrallisia menetelmié (“opiskelija
harjaantuu kdyttamadn nykyaikaisia matemaattisia vélineitd”) sekd lyhyen mate-
matiikan kurssilla MABS8, Matemaattisia malleja III ("Kurssin tavoitteena on, et-
ta opiskelija laajentaa késitystadn teknologisoituvassa yhteiskunnassa tarvittavasta
matematiikasta.”) (Opetushallitus, 2003).

Sen sijaan vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmassa vastaavien kurssien koh-
dalla on tavoitteina, etté "opiskelija osaa kiyttda teknisiad apuvéilineitd raja-arvon,
jatkuvuuden ja derivaatan tutkimisessa ja rationaaliyhtdloiden ja -epéyhtéloiden
ratkaisemisessa sekd polynomi- ja rationaalifunktion derivaatan méarittdmisessa so-
vellusongelmissa” (MAAG, Derivaatta) ja "opiskelija osaa kiyttad teknisid apuvéli-
neitd funktion kulun tutkimisessa ja funktion derivaatan seké suljetun vélin dériar-
vojen médrittdmisessd sovellustehtévissd” (MAB7, Matemaattinen analyysi) (Ope-
tushallitus, 2015). Teknisid apuvélineitd on tuotu siis huomattavasti enemmén esille
seuraavassa opetussuunnitelmassa. Taméa vaikuttaa myo6s luonnollisesti koetehtévien
laatimiseen, jotta tehtavat vaatisivat muitakin taitoja kuin laskimen ominaisuuksien
hyvaé tuntemusta. Vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman perusteita derivaattaa
koskien kiydéaan tarkemmin lépi luvussa 2.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan opiskelijoiden tekemid derivaattaan ja aériar-
votehtaviin liittyvia virheitd seké niihin liittyvia virhekésityksid ylioppilaskirjoituk-
sissa. Tutkielmaa varten valittiin kaksi lyhyen ja kaksi pitkdn oppiméaran tehtavas
vuosilta 2020-2022 ja kutakin tehtavaa kohden analysoitiin sadan satunnaisen opis-
kelijan ratkaisua. Tehtévéat on laadittu vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman poh-
jalta, silld seuraava opetusuunnitelma (LOPS 2019) otettiin kiyttoon vasta 1.8.2021.
Talloin ensimméiset vuoden 2019 opetussuunnitelmalla aloittaneet opiskelijat ovat
todennéakoisesti olleet ylioppilaskokeessa ensimmaista kertaa kevaalla 2023 tai syk-
sylla 2023, eivatka tassa tutkielmassa tarkasteltavat tehtéavéiat kosketa siis heita. Kol-
me tarkasteltavista tehtévistd on hieman soveltavampia sanallisia dériarvotehtéavia,
joiden tarkoituksena on mitata sitéd, osaako opiskelija kiyttaéd derivaattaa oikein ja



onnistuuko hén luomaan sanallisen tehtdvanannon pohjalta oikean funktion, jota
derivoida. Neljas tehtdva mittaa opiskelijoiden ymmarrysta derivaatan yhteydesté
funktion muutosnopeuteen. Tutkimuksen toteutus sekd valitut tehtévat ja niiden
malliratkaisut esitelldédn luvussa 4.

Luvussa 3 esitellidn matematiikan oppimiseen liittyvia teorioita ja tarkastellaan
eri tutkimuksissa esiintyneitad virheita ja virhekasityksid myos derivaatan nakodkul-
masta. Lisdksi tarkastellaan erilaisia ongelmanratkaisuun ja luetun ymmartamiseen
liittyvia seikkoja, silla kyseiset taidot ovat tarkeéssé roolissa soveltavammissa sanal-
lisissa tehtavissa.

Luvussa 5 analysoidaan kussakin tehtédvésséd esiintyneita virheitd ja luvussa 6
tarkastellaan tuloksia késitellyn kirjallisuuden valossa seké pohditaan tutkielman
luotettavuuteen liittyvia seikkoja.



2 Derivaatta lukion opetussuunnitelmassa

Tassa tutkielmassa tarkasteltavat tehtavit on laadittu lukion opetussuunnitelman
2015 pohjalta, joten tarkastellaan sen sisdltoja ja tavoitteita.

Pitkéssd matematiikassa kurssi MAAG, Derivaatta, liittyy vahvasti tutkielmaan
valittuihin tehtéviin. Sen tavoitteet ja keskeiset siséllot on listattu opetussuunnitel-
massa (Opetushallitus, 2015) seuraavasti.

Kurssin tavoitteena on, etta opiskelija

e osaa madarittda rationaalifunktion nollakohdat ja ratkaista yksinkertaisia ra-
tionaaliepayhtaloita

e omaksuu havainnollisen késityksen funktion raja-arvosta, jatkuvuudesta ja de-
rivaatasta

e osaa madrittdd yksinkertaisten funktioiden derivaatat

e osaa tutkia derivaatan avulla polynomifunktion kulkua ja méarittda sen aa-
riarvot

e tietdd, kuinka rationaalifunktion suurin ja pienin arvo maéritetdan

e osaa kayttaa teknisia apuvéilineita raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan tutki-
misessa ja rationaaliyhtaloiden ja -epayhtaloiden ratkaisemisessa seké polynomi-
ja rationaalifunktion derivaatan maarittdmisesséd sovellusongelmissa.

Keskeiset sisallot

e rationaaliyhtalo ja -epayhtélo
e funktion raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta
e polynomifunktion, funktioiden tulon ja osamé&dréan derivoiminen

e polynomifunktion kulun tutkiminen ja &ariarvojen méarittdminen.

Liséksi derivaatan kayttoa ja sovelluksia kerrataan ja syvennetdén muilla pitkén ma-
tematiikan kursseilla lisda. Esimerkiksi pakollisen kurssin MAA7, Trigonometriset
funktiot, tavoitteissa on mainittu, etta opiskelija "osaa derivoida yhdistettyja funk-
tioita” sekd "tutkia trigonometrisia funktioita derivaatan avulla”. Samoin pakolli-
sen kurssin MAAS, Juuri- ja logaritmifunktiot, tavoitteissa on, etté opiskelija "osaa
tutkia juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioita derivaatan avulla” ja “osaa kiyt-
tda teknisid apuvalineitd juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioiden tutkimisessa ja
juuri-, eksponentti- ja logaritmiyhtéloiden ratkaisemisessa sekéd juuri-, eksponentti-
ja logaritmifunktion derivaattojen maérittdmisessa sovellusongelmissa’. Opiskelija
voi kiyda myos valtakunnallisen syventéavin kurssin MAA13, Differentiaali- ja inte-
graalilaskennan jatkokurssi, jolla entisestddn syvennetdan ja vahvistetaan derivaatan
késitettd. (Opetushallitus, 2015)



Lyhyessa matematiikassa derivaattaa sen sijaan kisitellidn vain yhdella valta-
kunnallisella syventévalld kurssilla MAB7, Matemaattinen analyysi (Opetushallitus,
2015). Opetussuunnitelmassa (Opetushallitus, 2015) on listattu kurssin tavoitteet ja
keskeiset siséllot seuraavasti.

Kurssin tavoitteena on, ettd opiskelija

tutkii funktion muutosnopeutta graafisin ja numeerisin menetelmin
ymmartaa derivaatan kasitteen muutosnopeuden mittana
osaa tutkia polynomifunktion kulkua derivaatan avulla

osaa maéaarittda sovellusten yhteydesséd polynomifunktion suurimman ja pie-
nimman arvon

osaa kiyttad teknisid apuvélineitd funktion kulun tutkimisessa ja funktion de-
rivaatan sekd suljetun valin dariarvojen maarittdmisessa sovellustehtavissa.

Keskeiset sisallot

graafisia ja numeerisia menetelmia
polynomifunktion derivaatta
polynomifunktion merkin ja kulun tutkiminen

polynomifunktion suurimman ja pienimméan arvon madrittdminen suljetulla
valilla

Derivaattaan ja ddriarvojen méaarittdmiseen liittyvat sovellustehtévat jaavat siis ly-
hyessa matematiikassa huomattavasti vihemmélle huomiolle kuin pitkéssa matema-
tiikassa. Toki derivaattaan ja sen sovelluksiin liittyvid tehtdvid on my6s vihemmén
lyhyen matematiikan ylioppilaskokeissa, minké liséksi tehtéavit ovat luonteeltaan hel-
pompia.



3 Teoreettinen viitekehys

Téssa tutkielmassa tarkasteltavat ndkokulmat matematiikan oppimisesta kuuluvat
pitkalti konstruktivistisen oppimiskasityksen alle. Sen mukaan uusi tieto rakentuu
vanhan paélle ja oppija itse osallistuu aktiivisesti uuden tiedon konstruoimiseen
(Leino, 2004; Olivier, 1989; Piaget, 1970; Smith, 1993). Liséksi oppija voi lajitella
tai liittdd uuden ja vanhan tietonsa osaksi laajempia kokonaisuuksia, joita kutsu-
taan psykologiassa skeemoiksi (Olivier, 1989). Skeemat voivat siis muun muassa olla
henkilon késityksia siité, miten tietyissa tilanteissa tulisi yleensé toimia tai mita seu-
rauksia tietyilld toiminnoilla on. Kun opitaan jotain uutta, pyritdan se liittdméaan
osaksi jo olemassa olevaa skeemaa vastaavasta tilanteesta (Olivier, 1989). Jos uusi
asia ei sellaisenaan sovi osaksi mitadn skeemaa, taytyy skeemaa hieman muokata
(Olivier, 1989). Skeemat eiviit siis ole aina pysyvid, vaan ne voivat muovautua op-
pimisen myota, ja talloin oppiminenkaan ei ole vain ulkoa opettelua vaan tiedon
konstruoimista (Leino, 2004). Erilaisiin matematiikan oppimiseen ja derivaattaan
liittyviin skeemoihin palataan tarkemmin luvussa 3.3.

Matematiikan oppimista on tarkasteltu kirjallisuudessa monelta eri kannalta. Oli-
vier (1989) puhuu virheisté ja virhekésityksistd, ja monissa muissakin tutkimuksissa
(Ojose 2015; Orton, 1983a; Orton, 1983b; Siyepu, 2013) on lajiteltu opiskelijoiden
virheitéd esimerkiksi eri kategorioihin (ks. luku 3.1).

Toinen tapa tarkastella matematiikan oppimista on tiedon rakentumisen kautta.
Luvussa 3.2 tarkastellaan konseptuaalista ja proseduraalista tietoa ja niihin liittyvaa
tutkimusta. Luvussa 3.3 tarkastellaan derivaatan oppimista APOS-teorian (action,
process, object, schema) nakokulmasta, josta on joissain suomenkielisissé lahteissé
(esim. Hahkioniemi, 2018) kiytetty myos nimeéd prosessi—objekti-teoria.

Lopuksi luvussa 3.4 esitelldén muutamia ongelmanratkaisuun ja luetun ymmér-
tamiseen liittyvia tekijoita.

3.1 Virheet ja virhekasitykset

Téssé luvussa puhutaan virheistd ja virhekdsityksistd. Olivier (1989) halusi erottaa
toisistaan huolimattomuusvirheet (engl. slips), virheet (engl. errors) ja virhekésityk-
set (engl. misconceptions). Olivierin (1989) mukaan huolimattomuusvirheet johtuvat
juurikin huolimattomuudesta; ne ovat helposti huomattavissa ja korjattavissa, ne ei-
vat ole systemaattisia ja sekd noviisit ettd asiantuntijat tekevit niitd satunnaisesti.
Virheet sen sijaan ovat systemaattisempia ja johtuvat taustalla olevista virhekésityk-
sistd (Olivier, 1989). Virhekésitysten synty liittyy usein aiemmin opitun tiedon yleis-
tamiseen (Olivier, 1989; Ojose, 2015; Nesher, 1987) ja opiskelijoiden voi olla hankala
luopua niisté, vaikka heille olisi ndytetty oikea tapa (Smith, 1993). Olivier (1989)
kertoo esimerkiksi lineaariseen ekstrapolointiin (engl. linear extrapolation) liittyvis-
ta virheista, joissa opiskelijat virheellisesti yleistavit sdannon f(a+0) = f(a)+ f(b)
patemadn myos muille kuin lineaarisille funktioille. Téalloin opiskelija saattaa esi-
merkiksi sieventdd \/z +y = /T + /Y tai (a+b)* = a* 4 b* (Olivier, 1989). Ojosen
(2015) mukaan virhekésityksiin tulisi puuttua ja korvata ne oikeilla késityksilla, silla
muutoin ne vaikuttavat negatiivisesti matematiikan oppimiseen tulevaisuudessa.
Opettajan voi olla vaikea huomata oppilaan virhekasityksia, silld ne saattavat



toisinaan vahingossa johtaa oikeaan vastaukseen (Nesher, 1987). Opettajan ei siis
tulisi vain keskittyd oppilaan tekemiin virheisiin, vaan yrittdd ymmaéartaa syvemmin
oppilaan omaamia késityksid, joihin hin nojaa paittelyssian (Nesher, 1987). Toi-
saalta virhekasityksia ei tarvitse ajatella puhtaasti negatiivisina asioina, jotka on
kitkettdva valittomasti, vaan uusi tieto tulisi liittda oppijan jo olemassa olevaan tie-
toon (Nesher, 1987; Olivier, 1989). Smith ym. (1993) ovat melko samoilla linjoilla;
heiddn mukaansa noviisien ja asiantuntijoiden tieto voi olla hyvinkin samankaltais-
ta, silla konstruktivistisen oppimiskésityksen mukaan uusi tieto rakentuu vanhan
tiedon avulla. Sen mukaan opettaja ei voi "kaataa” tietoa oppilaan padhén, vaan
kunkin oppilaan on rakennettava oma ymmérryksensi aiheesta (Olivier, 1989). Tél-
16in ajatus siitéd, ettd virhekéasitykset tulisi "korvata” oikeilla késityksilla ei Smithin
ym. (1993) mukaan vélttaméttd aina pade, vaan riittéisi, jos oppija tunnistaa kiyt-
tdménsd nyrkkisddnnon rajat ja ymmartad, missé tilanteissa se toimii ja missa ei.
Smithin ym. (1993) mukaan asiantuntijatkaan eivéit aina toimi vain taidokkaasti
ja automaatiolla, vaan hekin jatkuvasti rakentavat uudelleen omaa tietdmystain ja
logiikkaansa. He toimivat joustavasti tilanteissa, joista heilld ei ole aikaisempaa ko-
kemusta ja tekevit myos satunnaisia virheitd, mutta kykenevét korjaamaan ne suju-
vasti (Smith, 1993). Virheet ja virhekésitykset ovat siis luonnollinen osa oppimista,
eiviatkd ne johdu oppilaan tyhmyydestd, vaan aiemmin opitun tiedon virheellisesta
yleistdmisestd uuteen asiaan (Olivier, 1989). Virhekésitykset saattavat nayttaytya
oppilaalle hyvinkin loogisina seurauksina aiemmin opitusta ja téstd syysta virheet
ovatkin hyvin hedelmaéllisid oppimisen paikkoja (Olivier, 1989).

Monet muut tutkimukset ovat keskittyneet tarkemmin virheiden lajitteluun. Tut-
kimusten valilla on eroja siinéd, miten virhekategoriat on nimetty, mutta niiden ku-
vailussa on paljon samaa. Esimerkiksi Orton (1983a) luokitteli virheet kolmeen ka-
tegoriaan: rakenteellinen virhe (engl. structural error), mielivaltainen virhe (engl.
arbitrary error) ja toteutukseen liittyvd virhe (engl. executive error). Myos Ojo-
se (2015) kaytti kyseisid virhekategorioita, mutta hinen mukaansa rakenteelliset ja
mielivaltaiset virheet ovat késitteellisid virheitd (engl. conceptual errors), jotka joh-
tuvat ymmaérryksen puutteesta, ja toteutukseen liittyvat virheet ovat oma katego-
riansa. Siyepu (2013) sen sijaan lajitteli virheité viiteen eri kategoriaan: kiisitteelliset
virheet (engl. conceptual errors), tulkinnalliset virheet (engl. interpretation errors),
lineaariset ekstrapolaatiovirheet (engl. linear extrapolation errors), proseduraaliset
virheet (engl. procedural errors) ja mielivaltaiset virheet (engl. arbitrary errors). Ha-
nen kategoriansa perustuivat pitkilti muihin tutkimuksiin virhekasityksistéd, kuten
Ortonin (1983b) ja Olivierin (1989).

Ortonin (1983a) ja Ojosen (2015) mukaan rakenteelliset virheet syntyvét, kun
opiskelija ei ymmérrd tai osaa ottaa huomioon tehtdvan kannalta tai tehtévinan-
nossa esiintyvia oleellisia suhteita tai toimintaperiaatteita. Talléin opiskelija saat-
taa esimerkiksi késitelld co-merkkid yhtalossa kuin kyseessa olisi reaaliluku tai jakaa
yhtélon 3x(z —6) = 0 muuttujalla = ottamatta huomioon, ettd x = 0 on yksi ratkai-
su (Orton, 1983b). Han myos luokitteli rakenteelliseksi virheeksi sen, jos opiskelija
antoi funktion arvon vastaukseksi, kun kysyttiin muutosnopeutta tietyssa pisteessa,
tai jos opiskelija sievensi virheellisesti 3(a + h)? = 3a® + 3h?, mikili oletetaan, ettd
opiskelija on avannut sulut véirin ((a + h)? = a® + h?) (Orton, 1983b). Toisaalta
jalkimmaéisessd sievennysvirheessd on myos ndhtéavissd Olivierin (1989) kuvailema
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lineaarinen ekstrapolaatiovirhe, joten naissakin kategorioissa on hieman paallekkai-
syytta eri tutkimusten valilla.

Mielivaltainen virhe viittaa siihen, etta opiskelija on toiminut mielivaltaisella ta-
valla, eikd onnistunut esimerkiksi ottamaan huomioon kaikkia tehtdvinannon rajoit-
teita (Ojose, 2015; Orton, 1983a). Siyepun (2013) mukaan esimerkiksi vastaus, jossa
opiskelija ei ole derivoinut funktion kaikkia termejé, olisi mielivaltainen virhe, tai
vastaavasti tilanne, jossa opiskelija on kopioinut osan tehtéavanannon informaatiosta
virheellisesti, jolloin vastauskin on ollut virheellinen. Ojosen (2015) mukaan esimer-
kiksi virhe, jossa epayhtalo-merkki ei kddnny negatiivisella luvulla kerrottaessa, on
luonteeltaan mielivaltainen, ja siihen liittyy késitteellisen ymmaérryksen puute. To-
teutukseen liittyvissé virheissa opiskelija on epdonnistunut laskutoimituksissa, vaik-
ka tehtdvin toimintaperiaatteet olisikin ymmaérretty (Ojose, 2015; Orton, 1983a).

Siyepu (2013) kuvailee kisitteellisia virheitd hyvin samoilla tavoin, kuin Ojose
(2015) ja Orton (1983a) rakenteellisia virheité; niissé opiskelija ei ymmérra tehté-
vassa tarvittavia kasitteitd tai tehtéavanantoon liittyvien asioiden vélisid suhteita.
Tulkinnallisten virheiden taustalla on usein virheellisesti yleistetty skeema, jonka
avulla opiskelija tulkitsee vadrin tehtédvanannon késitteitd. Lineaariset ekstrapolaa-
tiovirheet liittyivat lineaarisille funktioille patevien skeemojen yleistdmiseen, kuten
fla+0b) = f(a)+ f(a). Proseduraalisia virheitd Siyepu (2013) kuvaili hyvin samoil-
la tavoin, kuin Ojose (2015) ja Orton (1983a) toteutukseen liittyvid virheitd; niisséd
opiskelija on epdonnistunut laskutoimituksissaan, vaikka késitteet niiden taustal-
la ymmaérrettéisiinkin. Mielivaltaisten virheiden kuvailussa Siyepu (2013) viittaakin
Ortoniin (1983b) ja kuvailee niitd samoin. (Siyepu, 2013)

Ojose (2015) kuvailee lisiiksi muita algebrallisia virheitd, mutta ei jaa niitd mi-
hinkddn tiettyihin kategorioihin. Yksi néistd on esimerkiksi osaméérén (z + 5)/5
virheellinen sieventdminen muotoon x. Ojosen (2015) mukaan yksi selitys téllaiselle
virheelle voisi esimerkiksi olla se, ettd oppilaalla on tarve sieventda "loppuun asti”
ja antaa jokin lopullinen vastaus.

Kuten huomataan, virhekategorioissa on paljon paillekkaisyyksia eri tutkimus-
ten valilla, eivatka kaikki tutkimukset viittaa samoihin muihin tutkimuksiin virhe-
kategorioita kuvaillessaan, vaikka kuvaus olisi ldhes sanasta sanaan sama. Tésté
huolimatta ne antavat kuitenkin suhteellisen hyvan kuvan eri nakokulmista, joilla
opiskelijoiden tekemié virheita tai virheiden alkuperéé voi lahted tarkastelemaan.

3.2 Konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto

Matematiikan oppimista voi tarkastella myos tiedon rakentumisen kautta. Kirjalli-
suudessa (esim. Haapasalo 2004; Hiebert & Lefevre, 1986; Hahkioniemi, 2018; Rittle-
Johnson & Alibali, 1999) on toisinaan erotettu proseduraalinen (engl. procedural
knowledge) ja konseptuaalinen (engl. conceptual knowledge) tieto. Karkeasti ero-
teltuna proseduraalisen tiedon voidaan ajatella olevan tietoa siitd, miten jokin asi-
aa tehdédn, ja konseptuaalisen tiedon olevan ymmarrysté siitd, miks: niin tehdaan
(Hahkioniemi, 2018; Luneta & Makonye, 2010).

Proseduraalinen tieto tai ymmarrys liittyy mekaanisempaan laskemiseen seké esi-
merkiksi kaavojen, merkintéjen ja operaatioiden hallintaan (Haapasalo, 2004; Hie-
bert & Lefevre, 1986; Hahkioniemi, 2018; Luneta & Makonye, 2010; Rittle-Johnson
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& Alibali, 1999). Monet opiskelijat hallitsevat esimerkiksi mekaanisen derivoinnin ja
tietéviit, ettd Da® = 322, silld titd harjoitellaan lukiossa paljon. Haapasalon (2004)
antaman maaritelméan mukaan proseduraalinen tieto edellyttda usein esitysmuoto-
jen ymmartamistd, mutta toiminta voi olla my6s automatisoitunutta, jolloin se ei
valttaméatta vaadi ominaisuuksien tietoista ajattelemista.

Konseptuaalinen tieto sen sijaan on yleisempéé, silld siind yhdistyvét tiedon eri
osa-alueet (Haapasalo, 2004; Hiebert & Lefevre, 1986; Hahkioniemi, 2018; Rittle-
Johnson & Alibali, 1999). Talloin opiskelija esimerkiksi ymmaértaé, mihin derivaat-
taa kiytetddn ja mitd funktion derivaatta kertoo itse funktiosta. Konseptuaalista tie-
toa on kuvailtu myos solmujen ja linkkien muodostamana semanttisena tietoverk-
kona, jonka yksilo rakentaa itselleen (Haapasalo, 2004; Hiebert & Lefevre, 1986).
Solmut ja linkit voivat olla esimerkiksi késitteitéd, toimintoja, ndkokulmia tai jopa
ongelmia, eikd niiden tarvitse olla perinteisia esitystapoja, vaan ne ovat yksilon omia
mentaalisia konstruktioita (Haapasalo, 2004).

Haapasalon (2004; ks. my6s Haapasalo & Kadijevich, 2000) mukaan térkein ero
proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon valilld on ldhinné se, onko suoritus auto-
matisoitunutta ja kuinka tietoisesti yksilo perustelee tai joutuu perustelemaan toi-
mintojensa vaiheet. Han my0s kritisoi Hiebertin ja Lefevren (1986) kuvausta kon-
septuaalisesta ja proseduraalisesta tiedosta ja sanoi sen olevan "yksipuolinen ja kar-
kea”. Haapasalo ja Kadijevich (2000) huomauttivat, etté kirjallisuudessa on kiytetty
paljon erilaisia termejé, jotka lahemmin tarkasteltuna ovat usein osittain paallekkai-
sid. Lisdksi Haapasalon (2004) mukaan proseduraalista ja konseptuaalista tietoa on
toisinaan vaikea ldhted erottelemaan, eikd esimerkiksi matemaattisten tehtéavien ja-
kaminen néihin kategorioihin ole ollenkaan mielekéstd. Haapasalo (2004) esittelee
eri nakokulmia proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon véliselle yhteydelle ja huo-
mauttaa, ettd tutkijoiden vélilla on eridvid mielipiteita siitd, ovatko namé kaksi riip-
pumattomia toisistaan, vai onko toisella vaikutusta toiseen ja misséd maérin. Rittle-
Johnsonin ym. (1999) mukaan nédméi kaksi tiedon muotoa ovat oikeastaan yhden
jatkumon kaksi eri padta, ja he ovat samoilla linjoilla Haapasalon (2004) sekd Hie-
bertin ja Lefevren (1986) kanssa siitd, ettei niitd pysty aina erottamaan toisistaan.
Rittle-Johnson ym. (1999; 2015) argumentoivat tutkimuksissaan, ettd konseptuaali-
sen tiedon kehittyminen vaikuttaa myos proseduraalisen tiedon kehitykseen ja péin
vastoin.

Luneta ja Makonye (2010) totesivat tutkimuksessaan, ettd puutteelliset tiedot
differentiaali- ja integraalilaskennan osaamisessa johtuivat pitkalti heikosta algebral-
lisesta osaamisesta. Heiddn mukaansa monet virheet liittyivat liialliseen proseduraa-
lisen tiedon hyodyntédmiseen ilman konseptuaalista pohjaa. Téllainen voisi esimer-
kiksi olla tapaus, jossa tehtdvéné oli vain derivoida funktio, mutta opiskelija yritti
myos etsid derivaatan nollakohtia (Luneta & Makonye, 2010). Téllaisen opiskelijan
proseduraaliset taidot ovat siis olleet hyvét, mutta konseptuaalinen ymmaérrys sii-
ta, mitd pyydettiin tekemédn, oli heikkoa. Toisaalta osalla opiskelijoista oli kylla
hyvéa konseptuaalinen ymmérrys derivoinnista ja funktion dériarvojen etsimisesta,

virheisiin (Luneta & Makonye, 2010).



3.3 Prosessi—objekti-teoriat tai APOS-teoria

Matematiikan oppimista voi tarkastella myos prosessien ja objektien kautta (Dubins-
ky, 1991; Sfard, 1991). Hahkitniemi (2018) antaa esimerkin lukujen 2 ja 5 summasta.
Ensinnékin se voidaan ymmartad prosessina, jossa on tehtéava laskutoimitus 2 + 5,
ennen kuin summa voidaan esimerkiksi kertoa kolmella. Toisaalta summan 2+ 5 voi
ymmartdda myos itsendisenéd objektina, jolloin sen voi kertoa luvulla kolme, vaikka
yhteenlaskua ei oltaisikaan viela suoritettu. Tama liittyy oleellisesti tilanteisiin, jois-
sa sulkujen sisélla olevaa summaa ei pysty suoraan laskemaan, esimerkiksi 3(z + 2).
Sfardin (1991) mukaan sekd matematiikan historiassa etté yksilon oppimisen koh-
dalla prosessit usein edeltdvit objekteja (poikkeuksena esimerkiksi geometria, jossa
monet asiat ymmaérretdén ensin objekteina).

Monet tutkimukset (esim. Asiala, 1997; Maharaj, 2013; Siyepu, 2013) viittaavat
prosessi—objekti-teoriaan usein Dubinskyn (1991) APOS-teoriana, joka tulee sanois-
ta action, process, object ja schema. Teorian kidytdnnossa sama, kuin ylla annettu
Héhkioniemen (2018) kuvaus prosessi-objekti-teoriasta, mutta siiné kuvataan liséksi
toimintoja ja skeemoja. Myos Sfard (1991) puhuu prosesseista ja objekteista, mut-
ta viittaa niithin myo6s operationaalisena (engl. operational) ja rakenteellisena (engl.
structural) tietona. Sfardin (1991) mukaan uusi matemaattinen asia opitaan usein
ensin yksittdisend toimintona, joita eri objekteille voi tehdé. Derivoinnin tapaukses-
sa opiskelija osaisi esimerkiksi mekaanisesti derivoida funktion f(z) = x® (Maharaj,
2013). Harjoittelun ja reflektoinnin myo6té toiminto sisdistetdén ja siitd tulee pro-
sessi, jonka voi yhdistd4 muihin toimintoihin (Dubinsky, 1991). Prosessit ovat dy-
naamisia ja etenevit askel askeleelta (Sfard, 1991). Télloin opiskelija osaa kuvitella
mielessiddn miten esimerkiksi funktio f(z) = (2% — 1)? derivoidaan: avataan ensin
sulkeet ja derivoidaan jokainen termi erikseen (Maharaj, 2013). Vahitellen proses-
si tiivistyy ja siitd voi jattééd esimerkiksi vélivaiheita tai yksityiskohtia pois (Sfard,
1991). Lopulta asia, joka on aikaisemmin késitetty dynaamisena prosessina, muut-
tuukin staattiseksi objektiksi (Sfard, 1991). Téll6in esimerkiksi funktion derivaattaa
tietyssa pisteessda on mahdollista ajatella omana konseptinaan ilman, etta sita tar-
vitsee erikseen laskea. Maharaj (2013) antoi myds toisenlaisen esimerkin: funktion
f(x) = (22 —1)'% voi ajatella derivoivansa sisi- ja ulkofunktion derivoimissainnoilla
sen sijaan, ettéd pitaisi avata kaikki sulut ja derivoida jokainen termi erikseen.

Uusilla objekteilla on edelleen mahdollista suorittaa erilaisia toimintoja, luoda
uusia prosesesseja ja edelleen uusia objekteja (Dubinsky, 1991; Sfard, 1991). Liséksi
Dubinskyn (1991) mukaan olemassa olevien prosessien avulla oppija voi luoda uusia
prosesseja: esimerkiksi opiskelija, joka on sisdistdnyt mekaanisen derivoimisen pro-
sessin, voi hyodyntaa sitd luodessaan prosessin mekaaniselle integroimiselle “kaan-
teisen derivaatan” kautta. Lisdksi monissa tilanteissa on myos térkead, ettd oppija
pystyy samanaikaisesti ajattelemaan jotain matemaattista ilmiota sekd objektina
etté prosessina (Sfard, 1991).

Skeema on kokoelma erilaisia prosesseja, objekteja ja aiemmin luotuja skeemoja
(Asiala, 1997; Dubinsky, 1991). Dubinskyn (1991) mukaan skeema tulisi ymmértaa
dynaamisena asiana, jota ei voi erottaa sen jatkuvasta muokkauksesta ja uudelleen
rakentamisesta. Eréds derivaattaan liittyvé skeema voisi esimerkiksi olla se, etta opis-
kelija ymmaéartad mitd funktion derivaatta kertoo itse funktiosta ja osaa hyodyntéa
sitd &édriarvojen etsimisessd (Maharaj, 2013). Maharaj (2013) kuitenkin huomaut-
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taa, ettd APOS-teorian tarjoamat selitykset ovat vain mahdollisia kuvauksia sii-
ta, mihin yksittdinen henkilo kykenee, ja siihen liittyvat analyysit ovat tarkoitettu
ennemminkin sopivan pedagogisen strategian valintaa tukemaan. On mahdotonta
tietad pelkkdd vastausta tulkitsemalla, minkélaisia skeemoja yksittaisella opiskeli-
jalla on tietystd aiheesta. Monet asiat, kuten motivaatio, emootiot tai kiytettavissé
olevat strategiat ja resurssit vaikuttavat valintaan kayttda jotain tiettyd skeemaa
(Maharaj, 2013).

Toisaalta derivaatan nollakohtien etsiminen voi toisinaan kuulua myos prosessi-
tasolle. Talloin osataan kyllda mekaanisesti derivoida funktio ja tiedetaén, etté nol-
lakohdat tulisi 16ytda, mutta ei valttamatta ymmarreta, mitd funktiota tulisi deri-
voida. Opiskelija on ehké opetellut ulkoa tutun litanian (derivoi, etsi nollakohdat,
tee kulkukaavio, etsi suurin tai pienin arvo), mutta kiyttad sitd mielivaltaisesti vain
johonkin tehtévinannossa esiintyvadn funktioon, jos hén ei tiedd tarkalleen, min-
ki funktion adriarvoja kysytédn. Erityisesti soveltavammissa sanallisissa tehtéavissé
tdmé tuntuu nousevan pintaan ja ilmiota tarkastellaankin lahemmin sekéd ongelman-
ratkaisun yhteydessé etté tutkielman tuloksia analysoidessa (ks. luvut 3.4, 5 ja 6.1).
Tavallaan my6s Luneta (2010) mainitsi samasta asiasta tarkastellessaan opiskelijoi-
den proseduraalista ja konseptuaalista tietoa derivaatasta. Han huomasi opiskeli-
joiden etsivan funktion &ariarvoja, vaikka niitd ei kysytty, ja totesi sen luultavasti
johtuvan siité, ettd opiskelija muisti opettajan usein etsineen derivaatan nollakoh-
tia oppitunnilla (Luneta, 2010). T&ll6in opiskelija on mahdollisesti ajatellut, etta
derivaatan nollakohdat tulee etsid aina derivoinnin yhteydessd (Luneta, 2010). Lu-
netan (2010) mukaan opiskelijalla oli siis puutteellinen konseptuaalinen ymmérrys
derivaatasta, mutta ilmicté voisi yhtd hyvin ajatella APOS-teorian kautta: kenties
tallaisella opiskelijalla on derivoinnin prosessi hallussa, mutta siihen liittyva skeema
on vield puutteellinen, silla opiskelija ei selvasti ymmaérra miksi tai milloin derivaa-
tan nollakohdat tulisi selvittas.

Kuten muutkin tassa tutkielmassa esitellyt teoriat, prosessi—objekti-teoriakin on
saanut kritiikkid késitteiden rajanvedon vaikeudesta muun muassa Sfardilta (1991).
Kuten Hiebert ja Lefevre (1986) sekii Haapasalo (2004) huomauttivat konseptuaa-
liseen ja proseduraaliseen tiedon kohdalla, tédssikin tapauksessa késitteita on toisi-
naan hankala erottaa toisistaan (Sfard, 1991). Liséksi monissa téssa tutkielmassa
esitellyissé teorioissa on jossain maarin paallekkiisyytta tai samankaltaisuutta ter-
mien ja ilmididen vililla (katso esim. Haapasalo & Kadijevich, 2000). Se ei sindnsé
haittaa, silla tarkoituksena on vain valaista erilaisia lahestymistapoja matematikan
oppimisen tutkimukseen ja misté eri kulmista opiskelijoiden tekemié virheité ja syita
niiden taustalla voi tarkastella.

3.4 Ongelmanratkaisusta ja luetun ymmartamisesta

Téassé luvussa tarkastellaan ongelmanratkaisuun liittyvia seikkoja. Kirjallisuudessa
(esim. Haapasalo, 2011; Lepp#aho, 2018; Polya, 1945) tarkastellaan usein myos on-
gelmanratkaisun opettamista, mutta téssa tarkastellaan vain muutamia ongelman-
ratkaisun kannalta oleellisia seikkoja ja ongelmanratkaisuprosesseja.

Tehtévan sanotaan olevan ongelma, jos oppilaan tulee ratkaisussaan yhdistdaa
tuttua tietoa hénelle uudella tavalla (Leppdaho, 2018). Sama tehtéavé voi ratkaisijan
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osaamistasosta riippuen olla yhdelle ongelmatehtéva ja toiselle rutiinitehtéva (Lep-
péaho, 2018). Talloin siis tehtdvé, johon ratkaisijalla on valmiiksi tiedossaan jokin
ratkaisumenetelmé, on luonteeltaan rutiinitehtéva (Haapasalo, 2011). Yleensd mate-
matiikassa ongelmat jaotellaan avoimiin ja suljettuihin ongelmiin (esim. Haapasalo,
2011; Leppédaho, 2018). Suljetussa ongelmassa alku- ja lopputilanne ovat yksiselit-
teisesti médriteltyja, kun taas avoimessa ongelmassa voi olla useita eri alku- ja/tai
lopputilanteita (Haapasalo, 2011; Leppéaaho, 2018).

Matemaattiseen ongelmanratkaisutaitoon vaikuttavat monet tekijat, kuten yk-
silon motivaatio, luku- ja kirjoitustaito, matemaattiset taidot seké taito kayttida
ongelmanratkaisustrategioita. Leppdahon (2018) mukaan néilla ei ole varsinaisesti
tarkeysjarjestysta, mutta motivaatio on hyvin oleellinen sen kannalta, etta tehtavin
ylipdatadn aloittaa.

Nunokawan (2005) mukaan ongelmanratkaisu on prosessi, jossa ratkaisija so-
veltaa matemaattista tietoaan ongelmaan ja pyrkii hankkimaan siitd uutta tietoa
ratkaistakseen sen. Se koostuu kahdesta osasta: ensinnékin ratkaisija pyrkii sovelta-
maan matemaattista tietoaan késilla olevaan ongelmaan ja toisaalta myos saa on-
gelmasta tietoa itselleen (Nunokawa, 2005). Jos ongelma ei heti ratkea, ratkaisija
jatkaa ongelman tutkimista ja ongelman tarjoaman tiedon kerdamistéa (Nunokawa,
2005). Talloin prosessi voi johtaa myos siithen, etté ratkaisija oivaltaa ongelman kaut-
ta uusia matemaattisia kokonaisuuksia, jotka hén voi lisdtd omaan matemaattiseen
tietoonsa (Nunokawa, 2005). Leppédahon (2018) mukaan ongelmanratkaisuprosessi
voi olla oppilaalle hyodyllinen, vaikka hén ei saisikaan ongelmaa ratkaistua, mikali
héan on vain kiinnostunut kuulemaan oikean ratkaisun.

Polyan (1945) ongelmanratkaisumallissa ratkaisuprosessi koostuu seuraavista vai-
heista: ongelman ymmartaminen, suunnitelman tekeminen, suunnitelman toteutta-
minen ja ratkaisun tarkasteleminen. Polyan (1945) mukaan ongelman ymmaértami-
sessd on erityisen térkedd, ettd oppilas ymmaéartdd ongelman sanallisen esityksen.
Hegartyn ym. (1995) mukaan heikommilla ongelmanratkaisijoilla onkin taipumus-
ta turvautua pinnallisiin ratkaisustrategioihin, joissa oppilas perustaa ratkaisunsa
tehtdvanannossa mainittuihin arvoihin tai avainsanoihin. Taitavammat ongelman-
ratkaisijat sen sijaan luovat tehtédvinannon informaation perusteella mielessdin ku-
van tai kuvitelman tilanteesta (mentaalinen malli tai mentaalinen representaatio;
ks. esim. De Corte, 1985) ja perustavat ratkaisunsa siihen (Hegarty ym., 1995).

Spencerin ym. (2020) mukaan varhaiset kielelliset taidot, kuten sanavarasto ja
luetun ymmartaminen, liittyvéat vahvasti lapsen myohempiin kykyihin ratkaista sa-
nallisia tehtavid. Hyvien luetun ymmaértamisen taitojen lisdksi myos yleisesti hy-
vit kielentdmisen taidot ovat térkeitd matematiikassa (Joutsenlahti & Tossavainen,
2018). Kielentdmiseen liittyvéit esimerkiksi matematiikan symbolikieli, kuviokieli se-
ki luonnollinen kieli (Joutsenlahti & Tossavainen, 2018). Joutsenlahden ja Tossa-
vaisen (2018) mukaan kielentdminen hyodyntéé ensisijassa oppijaa itseddn, silld se
auttaa ajatusten ja argumenttien jasentdmisessd ja nédin myos loogisten kokonai-
suuksien hahmottamisessa.

Boonen ym. (2016) tuovat myds esille luetun ymmértdmisen taidon tarkeyden sa-
nallisia tehtavia ratkaistaessa. He tutkivat johdonmukaisten ja epdjohdonmukaisten
tehtdvinantojen seké tehtdvinannon semanttisen kompleksisuuden (engl. semantic
complexity) yhteytté sithen, miten hyvin oppilaat ratkaisivat tehtévid. Heiddn mu-
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kaansa johdonmukainen tehtdvananto olisi esimerkiksi seuraava: "Oliivicljy maksaa
seitsemén euroa kaupassa A. Kaupassa B oliividljy maksaa kaksi euroa enemmén
kuin kaupassa A. Kuinka paljon maksaa seitseméan pulloa oliivitljya kaupassa B?”
(Boonen ym., 2016). Vastaavasti epdjohdonmukainen tehtéviananto olisi seuraava:
"Oliivioljy maksaa seitsemén euroa kaupassa A, joka on kaksi euroa enemmén, kuin
kaupassa B. Kuinka paljon maksaa seitsemén pulloa oliividljya kaupassa B?” (Boo-
nen ym., 2016). Epédjohdonmukaisuus syntyy siis siitd, ettd oppilaan téytyy ym-
mértaéd vihentdd kaupan A (yhden pullon) hinnasta kaksi euroa saadakseen kaupan
B hinnan, vaikka tehtévdnannossa onkin sanat “kaksi euroa enemmdn”’. Semantti-
nen kompleksisuus sen sijaan viittaa tekstin rakenteeseen ja siihen, kuinka helposti
tekstin merkitykset ovat ymmaérrettavissa.

Boonen ym. (2016) mukaan seké johdonmukaisten ja epdjohdonmukaisten teh-
tavanantojen valilld on eroja niiden semanttisessa kompleksisuudessa. Heiddn tut-
kimuksessaan heikommat ongelmanratkaisijat selvisivit huonommin (kaikissa) epé-
johdonmukaisissa tehtdvanannoissa, kun taas lahjakkaammat ongelmanratkaisijat
selvisivat hyvin sellaisista epdjohdonmukaisista tehtédvanannoista, jotka eivéat olleet
semanttisesti kompleksisia. Sen sijaan semanttisesti kompleksiset epajohdonmukai-
set tehtdvianannot tuottivat vaikeuksia myos lahjakkaammille ongelmanratkaisijoille
(Boonen ym., 2016). Boonen ym. (2016) mukaan tdmé kertoo siité, ettd virheet se-
manttisesti kompleksisissa (epdjohdonmukaisissa) tehtédvinannoissa liittyvit enem-
man heikkoon luetun ymmartamiseen kuin kykyyn luoda mentaalinen representaatio
tilanteesta.

Téassé tutkielmassa esiintyvat tehtavit ja yo-koetehtavit yleensédkin ovat suljet-
tuja ongelmia (tai mahdollisesti rutiinitehtévid), silld niiden alku- ja lopputilanteet
ovat tarkasti madriteltyja. Lopputilanteeseen on toki mahdollista paéstad useampaa
eri reittid, mutta niiden kaikkien tulisi johtaa samaan vastaukseen, mikali ratkaisu
on oikea. Liséksi monet tutkielmassa esiintyvista tehtavista edellyttéavéit ratkaisijal-
taan hyvia luetun ymmartamisen ja ongelmanratkaisun taitoja.

Ongelmanratkaisun tarkeys nékyy jo perusopetuksen opetussuunnitelmassa (Ope-
tushallitus, 2014) eri luokka-asteilla. Esimerkiksi vuosiluokkien 7-9 oppimistavoite
T5 on "tukea oppilasta loogista ja luovaa ajattelua vaativien matemaattisten tehta-
vien ratkaisemisessa ja siiné tarvittavien taitojen kehittamisessa”. Téassa tavoitteessa
arvosanan kahdeksan kriteeri on, etté "oppilas osaa jasentdd ongelmia ja ratkaista
niitd hyodyntden matematiikkaa” (Opetushallitus, 2014).

Lukion opetussuunnitelmassa (2015) ongelmanratkaisu on keskeinen osa ldhes
kaikkia kursseja. Pitkdn matematiikan yleisissa tavoitteissa mainitaan muun muas-
sa, etta opiskelija "kehittda lausekkeiden késittely-, padttely- ja ongelmanratkaisutai-
tojaan”, "harjaantuu késitteleméédn tietoa matematiikalle ominaisella tavalla, tottuu
tekemaéan otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laatimaan perusteluja seka
arvioimaan perustelujen patevyytta ja tulosten yleistettavyyttd” seka “harjaantuu
mallintamaan kiytdnnon ongelmatilanteita ja hyodyntamaén erilaisia ratkaisustra-
tegioita”. Lisdksi yleisesti matematiikan opetuksen tavoitteissa (sekéd lyhyessé ettd
pitkdssd matematiikassa) on mainittu, ettd "Matematiikan opetuksen tehtdvini on
tutustuttaa opiskelija matemaattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan perus-
ideoihin ja rakenteisiin, opettaa kiyttamaan puhuttua ja kirjoitettua matematiikan
kieltéd seka kehittaé laskemisen, ilmioiden mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen
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taitoja”’, "Opiskelijaa kannustetaan kehittdméén luovia ratkaisuja matemaattisiin
ongelmiin” ja "Opiskelija harjaannutetaan kiyttdméaédn tietokoneohjelmistoja mate-
matiikan oppimisen ja tutkimisen sekd ongelmanratkaisun apuvilineind”. (Opetus-
hallitus, 2015)

Lyhyessd matematiikassa MAB2 kurssilla yksi keskeisista sisdlloistd on “ongel-
mien muotoileminen yhtéloiksi”, joka on térked taito esimerkiksi sanallisten &ériar-
votehtavien ratkaisemisen kannalta. Muita tapauksia, joissa ongelmanratkaisu on
mainittu, ovat esimerkiksi kurssin MAB3 tavoite "opiskelija osaa ratkaista kaytan-
non ongelmia geometriaa hyvéksi kiyttden”, MAB2 kurssin tavoitteet “opiskelija har-
jaantuu kayttdméadan matematiikkaa jokapédiviisen elamén ongelmien ratkaisemises-
sa ja oppii luottamaan omiin matemaattisiin kykyihinsa” ja “opiskelija osaa kayttia
teknisia apuvélineitd polynomifunktion tutkimisessa ja polynomiyhtaloihin seké po-
lynomifunktioihin liittyvien sovellusongelmien ratkaisussa” sekd monet muut kurssit,
joilla my6s mainitaan teknisten apuvélineiden kdytto sovellusongelmissa. (Opetus-
hallitus, 2015)
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4 Tutkimuksen toteutus

Téssé luvussa esitelladn tutkimusaineisto ja tutkimuskysymykset (luku 4.1), tutki-
muksen analyysiprosessin kuvaus (luku 4.2) seké analysoitavien ylioppilastehtévien
tehtavanannot, malliratkaisut ja Ylioppilastutkintolautakunnan hyvian vastauksen
piirteet kullekin tehtavélle (luku 4.3). Malliratkaisut on tehty YTL:n hyvéin vas-
tauksen piirteiden pohjalta tata tutkielmaa varten.

4.1 Tutkimusaineisto ja tutkimuskysymykset

Téasséd tutkielmassa tarkastellaan opiskelijoiden tekemié derivaattaan ja sen sovel-
luksiin liittyvia virheitd ylioppilaskokeissa. Tutkimuskysymykset ovat seuraavat:

e Minkalaisia virheitéd esiintyy sanallisissa dédriarvotehtavissé pitkdn ja lyhyen
matematiikan ylioppilaskokeissa?

e Ymmartadako lukion paattava lyhyen matematiikan opiskelija derivaatan ja
muutosnopeuden yhteyden?

Tutkielmaan valittiin kaksi pitkédn ja kaksi lyhyen oppiméardn tehtdvdd matema-
tiikan ylioppilaskokeista vuosilta 2020-2022. Koetehtavit on laadittu vuoden 2015
lukion opetussuunnitelman pohjalta. Kutakin tehtaviaa kohden analysoitiin sadan sa-
tunnaisen opiskelijan anonyymi vastaus kyseiseen tehtavadan. Opiskelijoiden anony-
misoidut vastaukset tehtaviin ovat osa Ylioppilastutkintolautakunnalta saatua tut-
kimuskayttoon tarkoitettua korpusaineistoa. Aineistoon kuuluu opiskelijoiden rat-
kaisujen liséksi heiddn saamansa pisteet kyseisistd tehtavista.

Tutkielmaan valikoituneista tehtévistd yksi (kevit 2020, pitkéd oppimééra, tehta-
vd 4) on A-osiosta, jossa koejirjestelmén laskinohjelmia on rajoitettu. Opiskelijoilla
ei siis talloin ole ollut kiytossd esimerkiksi CAS-laskinta, eiviitkd he ole pystyneet
piirtdméaan kuvaajia ohjelmistojen avulla. Loput tehtévista ovat Bl- ja B2-osioista,
joissa kaikki laskinohjelmat ovat olleet kiytossa. Sekd A- ettd B-osiossa opiskelijoilla
on ollut kaytossa koejérjestelméssé oleva taulukkokirja ja perusohjelmat. A-osiossa
on nelja tehtavad, joista kaikki ovat pakollisia. Bl-osiossa on viisi tehtévaa, joista
valitaan kolme, ja B2-osiossa nelji tehtavéa, joista valitaan kolme. (YLE abitreenit)

Analysoitaviksi tehtédviksi valikoituivat sellaiset tehtéavét, jotka eiviat mittaa vain
opiskelijan osaamista mekaanisen derivoinnin suhteen, vaan niissé pitda myos sovel-
taa derivaattaa hieman. Kolmessa tehtévissa kysytadn funktion suurinta tai pieninta
arvoa, mutta opiskelija joutuu itse muodostamaan kyseisen funktion ratkaistakseen
tehtdvian. Yhdessd tehtavissa (keviat 2020, lyhyt oppiméérd, tehtdva 8) opiskelija
joutuu soveltamaan tietoaan funktion muutosnopeudesta annettuun funktioon.

4.2 Analyysiprosessin kuvaus

Analyysiprosessi aloitettiin tarkastelemalla tehtdvan ratkaisemisen kannalta oleelli-
sia asioita ja pyrittiin keksiméén erityisesti derivaattaan liittyvid mahdollisia vir-
hekategorioita, kuten "ei derivoinut” tai "oma véaréd funktio derivoitu vadrin”. Kun
alustavat virhekategoriat oli padtetty tietylle tehtéaville, kiytiin sen tehtédvan kukin
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ratkaisu lapi ja lajiteltiin ratkaisut sopiviin kategorioihin. Témaén lisdksi ratkaisusta
ja siiné esiintyneista virheista kirjattiin ylos lyhyt sanallinen kuvaus ja tarkasteltiin,
voisiko ratkaisu lisdksi kuulua kategorioihin "oikea idea” tai "ldhes oikein”. Jos opis-
kelija oli saanut tehtavista taydet pisteet, merkittiin sekin ylos, mutta ratkaisua ei
kuvailtu, mikali se ei herattanyt erityistd huomiota.

Kun kaikki tehtavit oli kdyty kerran lapi, poimittiin kuvausten perusteella sa-
mankaltaisia tehtavia lahempéaén tarkasteluun ja varmistettiin, ettd samantyyppiset
virheet oli lajiteltu aina samoin. Liséksi tutkittiin, jos niiden pohjalta 16ytyisi uusia
virhekategorioita, joita ei ollut aluksi osattu ottaa huomioon tai jos monissa tehtéa-
vissd toistui muuten vain samankaltaisia virheitd. Lisdksi joitain virhekategorioita
karsittiin, jos huomattiin, etteivit ne oikeastaan sopineet tehtdvadn tai olleet oleel-
lisia derivaatan ymmartédmisen kannalta. Toisinaan myos liian epéatarkkoja virheka-
tegorioita jatettiin pois, mikéli niihin kuului laaja kirjo erilaisia vastauksia, eivatka
ne siis erotelleet vastauksia tai virhekésityksia juurikaan toisistaan. Téllainen oli esi-
merkiksi kategoria "puutteelinen perustelu”, silld sithen kuului usein seké lahes oikei-
ta ratkaisuja ettd sellaisia ratkaisuja, joissa ei ollut juuri minkdénlaisia perusteluja
(oikealle tai vaarille) vastaukselle.

Tutkimusaineistoa analysoitaessa otettiin huomioon myos tehtavin pistejakau-
ma, silld se antoi hyvin kuvan siitd, missd méaérin sadan opiskelijan aineisto vastasi
kaikkien tehtévian tehneiden opiskelijoiden pistejakaumaa. Liséksi vertaamalla pis-
tejakaumaa Ylioppilastutkintolautakunnan hyvian vastauksen piirteisiin saa melko
hyvan kokonaiskuvan siité, miké koettiin kussakin tehtavéssé helpoksi tai vaikeaksi.

4.3 Tehtavianannot ja mallivastaukset

Seuraavat mallivastaukset on tehty tatéa tutkielmaa varten. Ne saattavat olla hieman
eri muodossa kuin Ylioppilastutkintolautakunnan hyvéan vastauksen piirteet, jotta
lukijalla olisi ndhtéavissa useampi eri tapa pédstd samaan ratkaisuun.

4.3.1 Kevit 2020, pitkd oppiméairi, tehtdva 4 (A-osa). Suurin etiisyys

Tehtivinanto: Piste (z,y) toteuttaa epiyhtilon ! +y? < 1. Midrité pisteen (z,y)
suurin mahdollinen etéisyys origosta.

Mallivastaus, tapa 1: Pisteen (z,y) etdisyys origosta on d = /22 + y?. Koska
x* +y? > 0, niin ehdosta z* + y? < 1 seuraa, ettd, —1 < x < 1.
Tarkastellaan reunaa

x4—|—y2:1
— y=1-2"

ja sijoitetaan saatu y? arvo etiisyyden kaavaan, jolloin saadaan d = v/a2 + 1 — a4,
Koska neligjuurifunktio on aidosti kasvava, riittad, ettd maksimoidaan etaisyyden
nelic 22 + 1 — x*. Merkitiin
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Pisteen etiisyys origosta on /22 + y2 TAI lauseke 22 4 y? TAI laskettu jonkin
pisteen etéisyys origosta.

7 (Tarkasteltu reunaa) z* + y* = 1.

Tillsin y? = 1 — 2%, joten maksimoidaan etiisyyden nelis z% + 1 — z*

@ valilla -1 <z < 1.

Lausekkeen derivaatta on 2z — 42® TAI idea derivoinnista.

Derivaatan nollakohdat x =0 / z = iLz‘

DO
—

—

Kulkukaavio tai tapaustarkastelu (jos rajoitus —1 < # < 1 puuttuu, tistd max1)

MDD = e e

= suurin etiisyys on (%)2 +1- (%)4 = ?
Myos vili —1 < z < 1 kily

TAI

Etéisyys on suurin, kun kiyrin z* + y* = 1 normaali kulkee origon kautta.
Funktion f(z) = /1 — 24

derivaatta on f’(z) = — \/% joka on tangentin kulmakerroin.

Kohta = = 0 on yksi ratkaisu, jolloin etéisyys on 1.
Viat

Maksimikohdassa normaalin kulmakerroin on

P e 243 =2t _
joten saadaan yhtalo v el —1.

- 21 ey
Té&lloin 22* = 1, joten x = +75.

D = N N DN e

= suurin etiisyys on (ﬁ)z +1-— (%)‘1 = ?

Rivisté 4 alkaen voidaan laskea y:n avulla
Vastaus vain likiarvona. -2
Vastaus ~ 1,12 TAI = 1,1 kokeilemalla. 7

HUOM: ratkaisussa voi kiyttdd myos muuttujanvaihtoa (v = 22 ja v = y?).

Kuva 1: Lopulliset hyvén vastauksen piirteet, YTL 2020. Lihde: YLE abitreenit

flz)=2*+1-2", jolloin
f'(z) = 22 — 4a®.

Derivaatan nollakohdat ovat

20 — 413 =0
— 2(2—42%) =0
— =0 tai 2—422=0

1
<— =0 tal z=+—.

V2

Koska funktio f on polynomifunktiona jatkuva suljetulla valilla —1 < x < 1 ja
derivoituva avoimella vélilla —1 < z < 1, saa se télléin suurimman arvonsa joko
derivaatan nollakohdissa tai vilin —1 < x < 1 paétepisteissa.

—_
~—
|

~
Sl= T

S
\V] —~
(e
N~—
Il

=R lot oot =

~

—
—_

SN~—
I
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Huomataan, ettd arvoilla x = j:\/i5 on sama etdisyys, jolloin pisteen (z,y) suurin
etaisyys origosta on siis

V: Pisteen (z,y) suurin mahdollinen etéisyys origosta on \/7‘?’
Mallivastaus, tapa 2: Tarkastellaan kiyrdn reunaa. Huomataan, ettd halutussa
kiyrin 2% + y? = 1 pisteessi (z,y) olevan tangentin normaalin tulee kulkea origon
kautta. Selviisti nihdédn, ettd kiyrilla 2* + y? = 1 on ainakin tangentit y = 1,
joiden normaali on suora x = 0, ja etiisyys on télloin siis 1. Lisiksi kiyralld 2* +y? =
1 on tangentit x = +1, joiden normaali on suora y = 0 ja etaisyys on talldin myos
1.

Tutkitaan seuraavaksi kiyrdn positiivista osaa f(z) = /1 — a?, silld kiyrd on
symmetrinen z-akselin suhteen. Funktion f(x) derivaatta on

213
!/
x) = ———,
o) ===
joka on siis tangentin kulmakerroin. Nyt sellaisen suoran kulmakerroin, joka kulkee
origon ja jonkin kiyran f(x) =+/1 — x4 pisteen (z, f(x)) kautta, on

L — Y2 —
To — X1
f(z) =0

=21 =
r—0

k_m

- .

Koska tdman suoran tulee olla tangentin normaali, niin

ke f(z) = -1
S (a=)

=1

Talloin 222 = 1, joten & = j:\/ii. Suurin etéisyys on siis \/(\%)2 +1- (\%)4 = \/75

(katso tapa 1).
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4.3.2 Kevit 2021, pitkd oppimééré, tehtdva 5 (B-osa). Rantatontti

Tehtidvananto: Matti omistaa jarven rannalla suorakulmaisen kolmion muotoisen
metsépalstan, jonka kateettien pituudet ovat 150 m ja 120 m. Pidempi kateetti on
suoralla rantaviivalla. Matti myy palstastaan Marjalle pinta-alaltaan mahdollisim-
man suuren suorakulmion muotoisen rantatontin, jonka kaksi sivua ovat metsapals-
tan kateeteilla. Mitkd ovat Marjan ostaman rantatontin sivujen pituudet?

Olkoot suorakulmion sivut x ja y, joista y on rantaviivaa myoten oleva sivu TAI
piirretty tilanteesta kuva (kolmio ja suorakaide hahmoteltu).
Komplementaariset janat, pituudet 120 — 2z TAT 150 — y
Yhdenmuotoisuuden nojalla péaatelty, etta

y _ 120z 50—y _ = .

% = T TAL S5t = 135 (tms)

_ 150—y
=T =5 120.

i _ 150 o 120(150—y)y
Pinta-ala on A(y) = ;5% - 120 -y = —57".

Derivaatta on A'(y) = 12 (150 — 2y).

A'(y) =0, kun y = 75, ja perustelu, ettd timé on maksimi.

Talloin x = 60.

o Kysytyt sivujen pituudet ovat siis 75 (m) ja 60 (m).

TAI

Olkoot suorakulmion sivut z ja y, joista y on rantaviivaa my6ten oleva sivu TAI
piirretty tilanteesta kuva (kolmio ja suorakaide hahmoteltu). 1
Oikea kuva on oikeassa mittakaavassa. (1)
Kuvaan merkitty kriittisten pisteiden koordinaatit (tms.), esim. suorakulmainen
kolmio, jonka kiirkiné ovat origo, (120, 0) ja (0,150). 1
Hypotenuusasuoran yhtdlo on y = —%g(r —120) = —%z + 150. 2
Kirjen koordinaatit ovat siis (T - ET + 150)A 1
Rivit 6-10 kuten ylld. 6
Maksimoinnin voi tehdd ohjelmistolla, kun lauseke on 16ytynyt.
Maksimointipisteet (4 p.) saa (my6s ohjelmistolla), jos y — A(y) on alaspiin
aukeava paraabeli, joka antaa mielekkidédn ratkaisun.

Likiarvot ok, liiallinen pyoristys yleisohjeen mukaisesti.

Graafinen ratkaisu kokeilemalla TAI taulukointi. +0

e e

Kuva 2: Lopulliset hyvin vastauksen piirteet, YTL 2021. Lahde: YLE abitreenit

Mallivastaus: Piirretdian havainnollistava kuva 3 tilanteesta. Olkoon suorakulmion
sivujen pituudet = ja y, joista sivu x on rantaviivaa vasten (z-akseli) kuvan 3 mu-
kaisesti. Tall6in kolmion kérkipisteet ovat Py = (0,0), P, = (150,0) ja P, = (0, 120).
Nyt pisteiden P; ja P, kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

I — Y2 — U1
To — I1
_120-0
0—150
4
=

Kulmakertoimen avulla saadaan suoran yhtalo

y =y =k(z— 1)
4
= y—():—g(x—lf)())

4
= Y= —5:1:4—120.
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Kuva 3: Havainnollistus metsapalstasta ja mahdollisesta rantatontista

Nyt suorakulmion pinta-ala on A = yx, johon voidaan muuttujan y paikalle sijoittaa
—%x + 120 ja pinta-alaksi saadaan funktio

4
Ax) = —5x2 + 120 (1)
Derivoidaan funktio (1) ja etsitdén sen nollakohdat:

Al(z)=0
8
<= —5x+120:0

<— 1z =75.

Koska funktio f on polynomifunktiona jatkuva suljetulla valilla 0 < z < 150 ja
derivoituva avoimella valilla 0 < x < 150, saa se talloin suurimman arvonsa joko
derivaatan nollakohdissa tai vilin 0 < x < 150 péadtepisteissa.

A(0) =0
A(75) = 4500
A(150) = 0

Huomataan siis, ettd x = 75 on maksimi, jolloin suorakulmion korkeus on

4
y:—5-75+120
y = 60.
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V: Suorakulmion sivujen pituudet ovat 75 m ja 60 m.

Huomio: Tehtavéin voi ratkaista myds kolmioiden yhdenmuotoisuutta hyodyntaen
(ks. kuva 2). Olkoon tilanne sama kuin edelld (kuva 3). Suorakulmion sivut ovat
yhdensuuntaisia kolmion kateettien kanssa, joten ne rajaavat kolmiosta kaksi pie-
nempéd yhdenmuotoista kolmiota. Jos verrataan esimerkiksi alempaa pikkukolmiota
isoon kolmioon, saadaan yhdenmuotoisuuden nojalla suhde

y 150 —x
120 150
josta voidaan ratkaista y ja saadaan y = —%:1: + 120. Tasta ratkaisu jatkuisi kuten

yllé olevassa mallivastauksessa.

4.3.3 Kevit 2020, lyhyt oppiméiri, tehtdvid 8 (B-osa). Funktion vihe-
neminen

Tehtavananto: Selvita derivaatan avulla, missé vélin —1 < 2 < 3 kohdassa funktio
f(z) = 22* — 2 + 5 vihenee nopeimmin.

[ f(x) =4z — 1 (2 p. per kerroin) 4

‘ perustelu derivaatan minimille 2

‘ = derivaatta saa pienimmén arvonsa kohdassa z = —1. 2

‘ v Funktio vihenee nopeimmin, kun derivaatta on mahdollisimman pieni. 2

‘ = Funktio vihenee nopeimmin kohdassa z = —1. 2
Piirretty funktion kuvaaja ja paételty siitd tulos. max 3
Piirretty derivaatan kuvaaja, josta padtelty rivit 2 ja 3. max 12

Kuva 4: Lopulliset hyvin vastauksen piirteet, YTL 2020. Lahde: YLE abitreenit

Mallivastaus: Funktio f vihenee nopeimmin silloin, kun sen derivaattafunktio saa
mahdollisimman pienié (negatiivisia) arvoja. Funktion f derivaattafunktio on

fla) = do—1,

joka on nouseva suora. Derivaattafunktiolla on yksi nollakohta = = }1, jolloin se

siis saa negatiivisia arvoja, kun =z < %, ja positiivisia, kun = > 1. Téllsin se saa

1
pienimmé&n arvonsa véilin [—1, 3] péétepisteessi © = —1, jolloin myds funktio f

vahenee nopeimmin.

V: Funktio f vihenee nopeimmin vélin —1 < x < 3 kohdassa x = —1.

4.3.4 Syksy 2022, lyhyt oppimééira, tehtiva 13 (B-osa). Suurin pinta-ala

Tehtavananto: Suorakulmion alareuna on positiivisella z-akselilla, vasen pystyreu-
na positiivisella y-akselilla ja oikea ylikulma paraabelilla y = —x? + 9. Midrita
derivaatan avulla suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.
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Kuva, jossa on paraabeli JA suorakulmio oikein piirrettyna tai suorakumion kérkipisteet. 1p.

Kay ilmi, etta suorakulmion korkeus on 9 — 2. (1p)
Suorakulmion pinta-ala on z - (9 — 2?) 2p.
ja avattu sulut. (1p)
Laskettu pinta-alafunktion derivaatta (f'(z) = 9 — 3z2). 2p.
Laskettu derivaatan nollakohdat (z = :i:\/g), 1p.
joista vain positiivinen kelpaa. 1p.
Kulkukaavio TAI rajoituttu tarkastelemaan funktiota f suljetulla valill4 [0, 3] ja aloitetaan laskemaan funktion 2p.
arvoja paatepisteissa ja derivaatan nollakohdassa (1 p.) ja laskettu kaikki nama arvot.

Siispa suurin pinta-ala on tasmalleen f(1/3) = v/3(9 — 3) = 6v/3. 1p.
Tehtévan erillisohjeet

Pinta-alan lausekkeesta rivilta 3 puuttuu sulut ja loppu vaarin (1+1+1). max 3 p.
Aariarvo etsitty pelkastaan laskimella ilman derivaattaa (1+1+2+1+0+0+0+0+0). max 5 p.
Derivaatan nollakohdat likiarvoina (1+1+2+1+2+0+1+2+0). max 10 p.
Derivoitu tehtévanannon funktio —z2 + 9. +0 p.
Kasitteet suorakulmio ja suorakulmainen kolmio menneet sekaisin. +0 p.
fl@)=2(9+22):0+1+2+1+2+0+0+0+0 max 6 p.

Kuva 5: Lopulliset hyvéin vastauksen piirteet, YTL 2022. Lahde: YLE abitreenit

Kuva 6: Havainnollistava kuva tilanteesta

Mallivastaus: Piirretdén tilanteesta kuva (6). Merkitddn suorakulmion leveytté
muuttujalla x, jolloin suorakulmion korkeus on paraabelin y = —2%+9 arvo pisteessi
x. Suorakulmion pinta-alaa kuvaa t&lloin funktio

f(@) = z(-2"+9)
— f(r)=—2"+9r.

Huomataan, ettd paraabeli y = —22+9 leikkaa y-akselin, kun z = 0 ja (positiivisen)
xz-akselin kun x = 3, joten suorakulmion pinta-alan funktion rajoitteena on ehto
0 <z < 3. Derivoidaan funktio f ja etsitddn sen nollakohdat:
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f(x)=0
— —32249=0
= 1 =4+3.

Otetaan vain positiivinen arvo huomioon. Koska funktio f on polynomifunktiona
jatkuva suljetulla vililla 0 < o < 3 ja derivoituva avoimella vililla 0 < x < 3, saa
se talloin suurimman arvonsa joko derivaatan nollakohdissa tai vilin 0 < x < 3
paatepisteissa.
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V: Suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala on 6/3.
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5 Tulokset

5.1 Kevat 2020, pitkad oppimaira, tehtava 4. Suurin etaisyys

Téassé tehtavissa tuli madrittdd pisteen (x,y) suurin mahdollinen etiisyys origosta,
kun piste toteuttaa epiyhtilon 2 + y* < 1. Ideana on siis ollut muodostaa etiisyy-
delle funktio, derivoida se, ja selvittda funktion suurin arvo derivaatan nollakohtien
ja muuttujan r maarittelyvilin avulla. Tehtdvinannossa ei mainittu, missd muo-
dossa vastaus tulee antaa, mutta Ylioppilastutkintolautakunnan hyvén vastauksen
piirteissd (ks. kuva 1) on mainittu kahden pisteen véhennys, jos vastaus on annet-
tu vain likiarvona. Ensimmaéisen pisteen on saanut, jos on onnistunut ilmaisemaan
jotenkin pisteen (z,y) etdisyyden origosta, toisen ja kolmannen, jos on ymmértéa-
nyt tarkastella kdyridn reunaa, ja neljannen, jos on osannut muodostaa etéisyyden
funktion yhden muuttujan avulla. Loput pisteistéd tulivat muuttujan x rajojen huo-
mioinnista (1 piste), oikein derivoidusta funktiosta tai derivoinnin ideasta (1 pis-
te) sekd derivaatan nollakohdista, funktion kulkukaaviosta ja oikeasta vastauksesta
(pisteet 7-12) (ks. kuva 1). Tietenkéén kaikkien kohtien pisteytys ei vaadi sité, ettd
kaikki sitd edeltdneet vaiheet olisivat taysin oikein, mutta luonnollisesti esimerkik-
si oikean pituuden funktion keksiminen vaikuttaa siihen, padseeko lopulta oikeaan
vastaukseen.

Tassé tarkasteltujen sadan opiskelijan pistejakauma on kuvattuna taulukossa 1.
Liséksi kuvassa 7 on vertailtu tarkasteltujen sadan opiskelijan pisteiden jakautumis-
ta prosenttiosuuksina kaikkien kokelaiden (N = 11 693) pisteprosentteihin. Kuten
taulukosta 1 nakee, kukaan aineiston sadasta opiskelijasta ei saanut taysia pisteita,
ja vain kaksi opiskelijaa sai 11/12 pistetta. Pisteosuuksien prosentuaalinen jakauma
(kuva 7) on ollut hyvin samankaltainen my6s kaikkia kokelaita tarkasteltaessa, miké
kertoo mahdollisesti siitd, ettd tdssa tehtédvassid oikean funktion muodostaminen on
ollut suurelle osalle opiskelijoista erityisen haastavaa. Toki kyseessd on myos A-osan
tehtava, jolloin se on ollut kaikille opiskelijoille pakollinen, mikd varmasti osaltaan
vaikuttaa pistejakaumaan.

Alla olevan taulukon 2 virhekategorioissa on hieman péaéllekkéisyyksia. Jos halu-
taan erottaa kukin opiskelija tarkalleen yhteen kategoriaan, niin selvésti toisistaan
eriavia ovat ne

e 59 opiskelijaa, jotka eivét derivoineet mitdan,
e 17 opiskelijaa, jotka derivoivat (epd)yhtaloa,

e 10 opiskelijaa, joilla meni jokin oikean funktion muodostamisessa ja/tai deri-
voinnissa pieleen, mutta eivat kiyraa kuitenkaan derivoineet,

e 6 opiskelijaa, joilla oli oikea idea tai ldhes oikea vastaus, eivitka he kuulu
mihinkédén edelld mainituista kategorioista,

e seki loput 8 opiskelijaa, joilla oli (ldhes) tyhja vastaus.

Vaikka osa opiskelijoista osasi sindnsé derivoida oikein, monet eivit tuntuneet
tietdvan, mita derivoivat. Talloin heilla luultavasti on kylld hyvét proseduraaliset
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Pisteméaira | Esiintyvyys (lkm)
0 47
1 17
2 19
3 5
4 3
) 3
6 1
7 1
8 1
9 1

10 0
11 2
12 0

Taulukko 1: Tarkasteltujen ratkaisujen pisteméérit ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat
40 50
35 45
40
30
35
25 30
20 25
15 20
15
10
10
0 l [ | - - || [ | | - - 0 . | | | | - - - - [ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

m Pisteosuudet prosentteina M Pisteosuudet prosentteina

Kuva 7: Kaikkien kokelaiden pisteosuudet prosentteina (vas.) seké tarkasteltujen
ratkaisujen kokelaiden pisteosuudet prosentteina (oik.)

taidot, mutta heikompi konseptuaalinen ymmérrys tilanteesta. Tastd esimerkkina
ovat ne 17 opiskelijaa (tai 16, jos opiskelijaa 62 (kuva 10) ei lasketa, mutta tdhén
palataan mychemmin), jotka yrittivit derivoida alkuperdisen kéyrén yhté&lod halu-
tessaan selvittdd suurimman etéisyyden. Téll6in opiskelijoilla on luultavasti ollut jo-
kin késitys siitd, ettd derivoimalla voi 16ytéa suurimpia ja pienimpié arvoja, mutta ei
ole tiedetty mihin yhtaloon sitd téassa kohtaa tulisi soveltaa ja mité arvoa yritetdan-
kddn nyt maksimoida. Tamé& on linjassa Hegarty ym. (1995) tutkimuksen kanssa,
jonka mukaan heikommilla ongelmanratkaisijoilla on taipumusta turvautua pinnalli-
siin keinoihin, joissa ratkaisija vain poimii tehtdvinannossa annetut arvot (tai téssé
tapauksessa yhtélon) ja avainsanat, ja perustaa ratkaisustrategiansa niiden varaan.
Toki mekaanisiakin derivaattaan liittyvia virheitd esiintyi, kuten kdyréan derivointi
tyylilla f/(z) = 42 + 2y.

Liséksi virheita tehtiin paljonmyd6s muilla osa-alueilla kuin derivaatassa. Esimerk-
kind néistd ovat virheet (epd)yhtéloiden pyorittelyssd tai Olivierinkin (1989) mai-
nitsemat lineaariseen ekstrapolaatioon liittyvéat virheet, kuten /a2 +y? = = + y.
Peruslaskusdannot ja erityisesti epayhtéalomerkit osoittautuivat hankalaksi konsep-
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Virhe Esiintyvyys (lkm)
Ei derivoinut 59
Derivoi (epé)yhtélod 17
Oma vaara funktio derivoitu oikein 14
Oma vaaré funktio derivoitu vaarin 8
Oikea funktio derivoitu vairin 5
Lineaarinen ekstrapolaatio 27
Muu virhe yhtalonratkaisussa 33

Taulukko 2: Tehtavin ratkaisuissa esiintyneet oleellisimmat virheet ja niiden luku-
maarat.

Ratkaistaan x4+ y2 <1
(x2 +y)2 <1

X 4+y=+1
y=41-x2

Pisteen (x, 1- XZ) tai (x, -1- xz) etdisyys origosta:
d= \/(x— 0)2 + ((1—x2) —0)°

=x+(1-%") =2 4x+1
JA

d=1/x-07+((-1-x) —0)*

=X+(—1—X2)=—x2+x—]_

Derivoidaan, jotta voidaan ratkaista suurin mahdollinen etdisyys:
D(—x2 +x+1) = —2x+1jaD(—x2 +x—1) =-2x+1

Huomataan, ettd derivaatat ovat samat, joten jatketaan vain toisella:
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

ile://utu.fi/taltio/Matematiikan YTL-data/DATA/2020KM_4.html

5121/25, 10:52 AM SA¢
—2x+1=0
1

T2 Tama on maksimikohta.
2 27T 2

Suurin mahdollinen etdisyys:
()i
2 i 2 2

1\2 1 1
‘— () +3+1 -1
Naistd arvo 1 on suurempi, joten suurin mahdollinen etéisyys on 1.

Kuva 8: Opiskelijan 16 vastaus. Ratkaisu kuului kategorioihin "oma vaara funktio
derivoitu oikein”, "lineaarinen ekstrapolaatio” ja "oikea idea”.

tiksi. Epéyhtalomerkkiéd késiteltiin usein kuin tavallista yhtdsuuruusmerkkia; se ei
vaihtanut suuntaa, vaikka epéayhtalon kertoi negatiivisella luvulla, ja jos yhtéalosta
ratkaistiin y2, niin monesti unohdettiin 4 vaihtoehdot tai mit# ep#yhtilomerkille
tilloin tapahtuu (esimerkiksi y? < 1 — 2! <= y < ++/1 — 2? esiintyi vastauk-
sissa silloin tdlloin). Namé ovat Ojosen (2015) mukaan esimerkkejd mielivaltaisista
virheisté, joihin liittyy késitteellisen ymmérryksen puute.

Opiskelijan 16 vastauksesta (kuva 8) on nahtévissi, ettd hénelld on ollut oi-
kea idea siitd huolimatta, ettd toteutuksessa on mennyt paljon pieleen (lineaarinen
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Muokataan epiyhtilod ja muodostetaan funktio

L =1-z*
y=\/1—z4 kunz <1

Derivoidaan funktio

£ (@) =D(1—z")7 = a- )7 (—do®) = 223 (1—2t)

Funktio saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa. Ratkaistaan nollakohdat:
f@=0

—2.'53(1 - 14)_% =0

=0 gy (1-2%)7F =0
=0 —Vl—.’L‘4=0
—(1—14)(1—z4)=0
—1+z*=0 wi 1—z'=0
e=VT=1 @=¥l=

Funktio saa suurimman arvonsa kun x=0 tai x=1.
Ratkaistaan y-koordinaatit

fO=vi-ot=1
fy=vi-1t=o

Suora saa suurimman mahdollisen pituuden, kun piste on (0,1) ja (1,0).
Lasketaan suoran pituus

di=41/(0-07°+(1-07=1

dy=4/(1—-0*+(0-07=1

Vast. pisteen (x,y) suurin mahdollinen etdiyys origosta on 1.

Kuva 9: Opiskelijan 45 vastaus. Ratkaisu kuului kategorioihin "derivoi (epd)yht&loa”,
“oma vaara funktio derivoitu oikein” ja "muu virhe yhtalonratkaisussa’.
s+ <1

suurin etdisyys origosta kyseiseen funktioon muodostuus funktion derivaatan ja origosta lahtevén suoran vilille
y2 =1—2z*

y=Vv1i— z4nimctééin funktio
f@)=vi-z*

derivoidaan
3 1
P @)= 0-ays
7 _ 1 3
ro==
£ (@) = % —o

origosta ldhteva suora on kohtisuorassa titd kohtaan, joten sen funkito kulmakerroin on

k=-1

y—0=-1(z—0)

Y = —Zsyora leikkaa funktion kohdassa
z=1jay=-3
etdisyys pisteests saadaan kaavalla

2 2
(2 —20)" + (v2 +11)
file://utu.fi/taltio/Matematiikan Y TL-data/DATA/2020KM_4.html

5/21/25, 10:52 AM SAS Output
etaisyys on siis
=2

Kuva 10: Opiskelijan 62 vastaus. Ratkaisu kuului kategorioihin “derivoi
(epd)yhtdloa”, "oikea funktio derivoitu véérin”, "lineaarinen ekstrapolaatio” ja "muu
virhe yhtélonratkaisussa’”.
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ckstrapolaatio useammassa eri vaiheessa, peruslaskutoimituksiin liittyvét virheet).
Toisin kuin monissa muissa vastauksissa, siind on nahtavissa oikea idea halutusta
funktiosta, ja ettéd juuri pituuden funktio on se, jota tulisi derivoida ja jonka maksi-
miarvoja selvitetdén. Vastaavanlaisia ratkaisuja, joissa oli ndhtévissa idea oikeasta
funktiosta, oli yhteensa 15, ja ldhes oikeita ratkaisuja oli 5.

Monet taulukon 2 virhekategorioista ovat osittain paallekkaisia. Esimerkiksi jo-
kainen opiskelija, joka derivoi (epé)yhtéloéd jollain tapaa, kuuluu automaattisesti
myo0s joko ryhmédn "oma vaara funktio derivoitu oikein” tai “oma véara funktio de-
rivoitu vadrin” (lukuun ottamatta opiskelijaa 62, tdstd myohemmin lisdd). Virheka-
tegorioita olisi voinut olla my6s enemmaén, silld yhteen kategoriaan siséltyy laajasti
erilaisia virheitd. Esimerkiksi epayhtélon derivoimiseksi on laskettu kaikki sellaiset
vastaukset, joissa yritettiin derivoida kiyrid z* + ¢? — 1 tai f(z) = V1 — 2% Mo-
net epayhtilod oikein tai vaarin derivoineista kuuluvat myos ryhméén “lineaarinen
ekstrapolaatio”, jos he sievensivit esimerkiksi /1 — 24 = 1 — 22 ja derivoivat sitten
funktiota f(x) = 1—x?. Esimerkiksi opiskelija 45 (kuva 9) kuuluu virhekategorioihin
"derivoi (epd)yhtalod”, "oma vaara funktio derivoitu oikein”, "muu virhe yhtélonrat-
kaisussa’.

Teoriassa funktion f(x) = +/1 —z* derivaattaa olisi voinut hyodyntaa (katso
malliratkaisu, tapa 2), mutta ei siten kuin opiskelijan 45 vastauksessa (kuva 9). Toi-
nen tapa ratkaista olisi ollut se, ettd huomataan pisteen (x,y) etdisyyden origosta
olevan suurin, kun kiyrin z* + y?> = 1 normaali kulkee origon kautta. Tété tapaa
ei kuitenkaan juuri kukaan yrittéanyt kiyttda, vaan suurin osa kidyrda derivoineista
oli luultavasti derivoinut vain jotain. Ainoastaan opiskelijan 62 vastauksessa (kuva
10) oli viitteitd siihen, ettd hdn mahdollisesti yritti kyseistd tapaa, mutta epdon-
nistui siind. Aluksi hén derivoi melkein oikein, mutta muuten yhtélonratkaisussa
on mennyt paljon pieleen: opiskelijalla nédkyy Olivierin (1989) mainitsema lineaari-
nen ekstrapolaatio sekd Ojosen (2015) mainitsema virheellinen sieventdminen "lop-
puun asti”. Lopussa ilmoitetun suoran y = —z ja kdyrian y = /1 — x* leikkauspiste
(1, —3) el ensinndkddn ole kyseiselld suoralla tai kéyrélld ollenkaan, minké liséksi
tamén “leikkauspisteen” etaisyydeksi origosta on laskettu 2, miké ei myoskaan pida
paikkaansa.

5.2 Kevat 2021, pitka oppimaara, tehtava 5. Rantatontti

Tassa tehtavissa tuli madrittdd suurimman mahdollisen suorakulmion sivujen pi-
tuudet, kun sité rajaa suorakulmainen kolmio, jonka kateettien pituudet ovat 120 ja
150 ja suorakulmion kaksi sivua ovat néilla kateeteilla. Ideana on ollut muodostaa
suorakulmion pinta-alan funktio, derivoida se ja etsié derivaatan nollakohtien seka
muuttujan rajojen avulla suurimman mahdollisen suorakulmion sivujen pituudet.

Tassé tarkasteltujen sadan opiskelijan pisteiden esiintyvyyksia on kuvattuna tau-
lukossa 3. Lisdksi kuvassa 11 on vertailtu tarkasteltujen sadan opiskelijan pisteiden
jakautumista prosenttiosuuksina kaikkien kokelaiden (N = 12 485) pisteprosenttei-
hin.

Taulukosta 3 huomataan, ettd suurin osa opiskelijoista on saanut joko 1-2 pistet-
ta tai 12 pistetta ja kuvasta 11 ndhdéaén, etta kaikkien tehtavan tehneiden opiskeli-
joiden pistejakauma on hyvin samantyyppinen. Tama todennédkéisesti johtuu siité,
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Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat

25
15 20
10 15
10
5
. I
0 I H B . m = I 0 l ] - l ||
0 1 2 3 4 5 6 3 4 8 9

7 8 9 10 11 12 0 1 2 5 6 7

m Pisteosuudet prosentteina m Pisteosuudet prosentteina

Kuva 11: Kaikkien kokelaiden pisteosuudet prosentteina (vas.) sekéd tarkasteltujen
ratkaisujen kokelaiden pisteosuudet prosentteina (oik.).

ettd YTL:n hyvin vastauksen piirteiden mukaan (kuva 2) opiskelijan on mahdollista
saada 2 pistettd, jos osaa esimerkiksi piirtda tilanteesta kuvan (kolmio ja suorakul-
mio hahmoteltu), merkitd kuvaan suorakulmion sivujen pituudet (esim. y ja x) ja
kolmion kérjet on aseteltu oikein mittakaavaan (kérkipisteina esim. origo, (0, 150) ja
(120,0)). Jos liséiksi osaa muodostaa oikean funktion pinta-alalle, niin tdmén jélkeen
on suhteellisesti helpompaa saada taydet 12 pistettd. Syyné lienee se, ettd monille
opiskelijoille funktion &dériarvojen selvittdminen on vastauksien perusteella tutum-
paa, mutta itse funktion keksiminen on osoittautunut muissakin tdmén tutkielman
tehtavissa haastavaksi.

Pisteméaira | Esiintyvyys (lkm)
0 8
1 16
2 29
3 3
4 9
) 2
6 0
7 1
8 3
9 2

10 0
11 6
12 21

Taulukko 3: Tarkasteltujen ratkaisujen pisteméérat ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Taulukossa 4 on listattuna tehtévissa esiintyneet derivaattaan ja funktionmuo-
dostukseen liittyneet virheet. Muut tehtévissa esiintyneet virheet olivat hyvin kir-
javia ja niistd nostetaan muutamia erillisid esimerkkeja esiin myohemmin. Niiden
taulukointi oli kuitenkin haastavaa, silla oli vaikea loytda yhtenéisia kategorioita,
jotka kuitenkin erottelisivat vastauksia toisistaan. Esimerkiksi "puutteellinen perus-
telu” voi tarkoittaa kaytannossa sité, ettd opiskelija on muuten ratkaissut tehtavin
oikein, mutta unohtanut tarkastella funktion kulkua tai vélin péaatepisteitd, ja vain
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Virhe Esiintyvyys (lkm)
Ei derivoinut 60
Oma vaéara funktio derivoitu oikein 9
Oma vaara funktio derivoitu vaarin 1
Oikea funktio derivoitu véérin 0
Virheellinen pinta-alan funktio 26
Ei funktiota pinta-alalle 43

Taulukko 4: Tehtavin ratkaisuissa esiintyneet derivaattaan ja funktion muodosta-
miseen liittyneet virheet.

ilmoittanut derivaatan nollakohdan oikeaksi ratkaisuksi. Toisaalta se voi myds tar-
koittaa sité, etta opiskelija on ilmoittanut maksimiarvon loytyvéan, kun suorakulmion
sivut ovat puolet kateettien pituudesta (miké on totta), ja laskenut tésté pinta-alan
ilman mitdan perusteluja miksi ndin on.

Jos halutaan erottaa kukin opiskelija tarkalleen yhteen kategoriaan, niin selvésti
toisistaan eriavia ovat ne

e 60 opiskelijaa, jotka eivat derivoineet mitaan
e 10 opiskelijaa, jotka derivoivat vadraa funktiota (oikein tai véérin)

e kahdeksan opiskelijaa, joilla oli ldhes oikea vastaus, eivatka he kuulu kumpaan-
kaan ylla olevista kategorioista

e 21 opiskelijaa, jotka saivat tdydet pisteet

e sckd yksi opiskelija, jolla oli taysin tyhja vastaus.

26 opiskelijalla oli selkeésti jokin virhe funktiossa. Osa oli yrittdnyt muodostaa
pinta-alalle funktiota, mutta heilld oli kaksi muuttujaa (esim. A = zy tai A =
(150 — x)(120 — y)), kun taas osalla opiskelijoista oli téaysin virheellinen funktio tai
tapa funktion muodostamiseen. Esimerkiksi opiskelija 60 (kuva 12) yritti ratkaista
pinta-alan funktiosta toisen muuttujan piirin avulla asettamalla piirin ja pinta-alan
yhté suuriksi. Tamén jalkeen héan derivoi saamansa funktion laskimella ja kertoi, etté
funktio saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdissa tai vélin péatepisteissa.
Hénen vastauksensa on yksi esimerkki siitd, miten oikean funktion muodostaminen
osoittautui monelle suuremmaksi haasteeksi, kuin itse derivointi tai idea déariarvojen
16ytamisesta. Lisdksi kolmella opiskelijalla olisi ollut oikea funktio, mutta niista joko
puuttuivat sulut tai ne avattiin vadrin, jolloin derivoitavasta funktiostakin tuli vaara.
Téastd esimerkkind on opiskelija 19 (kuva 13). Hénen vastauksestaan nikee, ettd
idea on ollut tdysin oikea, mutta oikeaan vastaukseen ei péésty (todennékoisesti)
huolimattomuusvirheesté johtuen.

43 opiskelijalla ei ollut minkdénlaista funktiota pinta-alalle. Monet heisté olivat
kuitenkin tehneet jotain olettamuksia ilman perusteluja, joiden avulla osa sai oikeita
vastauksia. Esimerkiksi 19 opiskelijaa ilmoitti, ettd suurimman suorakulmion karjet
16ytyvit kateettien ja/tai hypotenuusan puolesta vélistd perustelematta véitettdin
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Tontin pinta-ala
A=(150-x)(120-y)
Rantatontin piiri : 2x+2y

2-(61-x—9000,
solve((150-)- (120-y)=2-x+2-yy) * _\‘:%
152

2-(61-x—9000,
) - 2L 2000)

x—152

*» Valmis

Funktio saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdissa tai valin paatepisteissa.

g(.\') :%(;(\)) » Valmis

Kuva 12: Osa opiskelijan 60 vastauksesta. Ratkaisussa on asetettu suorakulmion pii-
ri ja pinta-ala yhtd suuriksi (joista toinen on véérin, silla sivujen pituuksina on nyt
kiytetty sekd = ja y ettd 150 — x ja 120 — y) ja pyritty ndin muodostamaan derivoi-
tava funktio. Ratkaisu kuului kategorioihin "oma véara funktio derivoitu oikein” ja
“virheellinen pinta-alan funktio”.

a
150 m X
Kolmiot ABC ja EDC ovat yhdenmuotoiset, koska niilla on yhteinen kulma C ja molemmilla on
suorat kulmat (kk-lause)
(120 150 s
solvel—=—,, J * y=150-=——
y \ x 150y 4
Suorakulmion muotoisen rantatontin pinta—ala on A=x-
a 5
x alalx) =x 150-== » Valmis
1 u| B .
A 1 20 y Funktio saavuttaa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa
d 595
dala(x) =—(alalx)) » Vaimis dalalx) » —
120 m e et bl
1'L'la:-:‘ala(,\),,\)h’< 120 » x=120 &
|

Kuva 13: Opiskelijan 19 vastaus. Pinta-alan funktio olisi ollut oikea, jos sulut olisi
muistettu merkita oikein. Ratkaisu kuului kategorioihin "oma véaéra funktio derivoitu
oikein”, "virheellinen pinta-alan funktio” ja "oikea idea”.

Metsdpalstan hypotenuusa saadaan ratkaistua Pythagoraan lauseen avulla a+b¥ =2

¢ = +/150% + 120° = /36900
_ab _150-120

9000

metsipalstan pinta-ala A on 2 2 .
Marjan tontin pinta-ala on suurimmillaan kun suorakulmion kirkipiste on kolmion hypotenuusan ja sen keskinormaalin leikkauspisteessd G (75, 60).

Kuva 14: Osa opiskelijan 79 vastauksesta. Ratkaisussa on oletettu, ettd suurin pinta-

ala 16ytyy, kun suorakulmion yksi kirki jakaa hypotenuusan kahteen yhtéasuureen
osaan. Ratkaisu kuului kategorioihin "ei derivoitu” ja "ei funktiota pinta-alalle”.
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sen enempéd (ks. esim. opiskelija 79, kuva 14). Monet my6s vain ilmoittivat suurim-
maksi mahdollisesti pinta-alaksi oikean ratkaisun perustelematta sitd mitenkaan.

Kuten taulukosta 4 on nahtéavissd, tassa tehtdvissa ei tullut juurikaan mekaani-
sia virheitd derivoinnissa. Tamé& mitd luultavammin johtuu siitd, ettd kyseessd on
B-osan tehtavé, jossa on kaikki laskinohjelmat kiytosséa, jolloin mekaanisia laskuvir-
heitakaan ei padse juuri syntyméan. Yhtalonmuodostus oli monelle selkeésti vaikeaa,
sillé vain 33 opiskelijalla oli oikea idea derivoitavasta funktiosta. Lukuun on laskettu
mukaan ne kolme opiskelijaa, joilla olisi ollut oikea funktio, jos sulut eivat olisi puut-
tuneet. Yleisesti vaikutti siltd, ettd jos osasi muodostaa yhtéalon, niin ymmaérrettiin
derivoida se ja etsid nollakohdat. Toisaalta myos kokelaat, jotka muodostivat vir-
heellisid yhtéloita pinta-alalle, osasivat kuitenkin usein derivoida virheellisen funk-
tionsa ja etsiéd derivaatan nollakohtia (ks. esim. opiskelija 60, kuva 12). Heilla siis
tuntui olevan kasitys siitd, mihin ja miten derivaattaa kiytetddn soveltavammissa
tehtavissa.

5.3 Kevat 2020, lyhyt oppiméaara, tehtava 8. Funktion vahe-
neminen

Téassa tehtavassa tuli maarittda derivaatan avulla, missa valin —1 < z < 3 koh-
dassa funktio f(z) = 22* — z + 5 vihenee nopeimmin. Opiskelijan on pitinyt siis
tietdd, mitd derivaatan arvo tietyssi pisteessi kertoo funktion vihenemisnopeudesta
ja miksi juuri derivaatan minimié etsitddn. Téasséd tarkasteltujen sadan opiskelijan
pistejakauma on kuvattuna taulukossa 5. Lisdksi kuvassa 15 on vertailtu tarkasteltu-
jen sadan opiskelijan pisteiden jakautumista prosenttiosuuksina kaikkien kokelaiden
(N = 3748) pisteprosentteihin.

Pisteméaira | Esiintyvyys (lkm)
0 16
1 3
2 6
3 3
4 49
) 7
6 5)
7 2
8 0
9 0

10 5
11 0
12 4

Taulukko 5: Tarkasteltujen ratkaisujen pisteméérit ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Tehtavasta on ollut 12 pistettd jaossa, joista Ylioppilastutkintolautakunnan hy-
vin vastauksen piirteiden mukaan (kuva 4) nelja on saanut silld, ettd on osannut
derivoida annetun funktion oikein (2 pistettd per kerroin). Tdmén néikee seké rat-
kaisujen kokelaiden ettéd kaikkien kokelaiden pistejakaumassa (kuva 15), silld nelja
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Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat

50 50
40 40
30 30
20 20

10 I 10 I
0 = 1 n I [ [ T TR T n 0 =
0 1 2 3 4 5 6 8 0 1 2 3

7

. | N
4 5 6 7 8 9 10 11 12

m Pisteosuudet prosentteina m Pisteosuudet prosentteina

Kuva 15: Kaikkien kokelaiden pisteosuudet prosentteina (vas.) seké tarkasteltujen
ratkaisujen kokelaiden pisteosuudet prosentteina (oik.).

pistettd on ollut selvésti yleisin pisteméédrd molemmissa ryhmissé (n. 47,87% kaikista
3748 opiskelijasta sai 4 pistettd). Loput pisteista tulivat perusteluista, miksi x = —1
on derivaatan minimi ja miten derivaatan minimi on yhteydessé siihen, miten no-
peasti funktio vihenee. YTL:n hyvin vastauksen piirteiden mukaan taydet pisteet
oli mahdollista saada myos, jos on derivaattafunktion kuvaajan perusteella osan-
nut perustella, missd kohtaa funktio vihenee nopeimmin. Téll6in ei ole vélttamatta
tarvinnut osata mekaanisesti derivoida mitadan tai edes merkita vastaukseen deri-
vaattafunktion yhtaloa. Esimerkiksi opiskelija 8 sai tdydet pisteet kyseisella tavalla
(kuva 16).

Jag ritar in derivatan och avldser att funktionen avtar snabbast vid punkt C (-1,8) eftersom det dr derivatans ldgsta punkt i intervallet.

20

15

Kuva 16: Osa opiskelijan 8 vastauksesta. Ratkaisu kuului kategoriaan "ei derivoinut”,
silld derivaattafunktion yhtélod ei mainittu vastauksessa. Vapaa suomennos kuvaa-
jan ylla olevasta tekstista: "Piirrén derivaatan, ja nden |kuvaajastal, ettd funktio
vithenee nopeimmin pisteessé C (—1,8), koska se on derivaatan alin piste [annetulla]
valilla.” Vastauksesta sai 12 pistetta.

Taulukossa 6 on kuvattu joitain tehtavissa esiintyneité virheitéd ja niiden esiin-
tyvyytta. Virhekategoriat valikoituivat sen mukaan, miké oli oleellisinta tehtévan
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ymmartamisen kannalta. Paljon muitakin virheitd esiintyi ja monissa tehtavissa oli
puutteellisia perusteluja, mutta niisté ei pidetty tarkkaa lukua. Téhan osittain syy-
né on se, etté opiskelija saattoi puutteellisista perusteluista huolimatta saada taydet
tai lahes taydet pisteet (kuten seuraavassa kappaleessa kuvattu opiskelija 38, kuva
17). Lisdksi virhekategorioissa on padllekkéisyyksia, silld esimerkiksi kaikki opiskeli-
jat, jotka antoivat ensimmaéisen derivaatan nollakohdan tai jonkin muuttujan x véilin
ratkaisuksi, kuuluvat myos kategoriaan “ei ymmartanyt vahenemisnopeutta”. Melko
tyhjid vastauksia oli 10. Ne ovat omassa kategoriassaan, silld niissé oli niin vihén
informaatiota, ettei niitd voinut lajitella kuuluvaksi esimerkiksi "ei ymmartanyt vé-
henemisnopeutta” -kategoriaan. Melko tyhjiksi laskettiin kaikki sellaiset vastaukset,
joissa oli esimerkiksi vain kuva paraabelista ja annetuista muuttujan x rajoista tai
vain (oikein tai vddrin) derivoidun paraabelin funktio ilman lopullista vastausta tai
mitddn selityksia.

Virhe Esiintyvyys (lkm)
Ei derivoinut 17
Paraabeli derivoitu vaarin 10
Ei ymmartanyt vihenemisnopeutta 62
Ensimmaéisen derivaatan nollakohta vastauksena 16
Muuttujan x vali ratkaisuna 13
Melko tyhja 10

Taulukko 6: Tehtavén ratkaisuissa esiintyneet oleellisimmat virheet ja niiden luku-
maarat.

Yleisesti tastd tehtavasta sai helposti pisteita, vaikka perustelut eivat olisi ol-
leet kovin kummoisia. Nelja pistettéd oikein derivoidusta yhtéalostd on melko paljon,
kun kyseeessé on B-osion tehtédvé, jossa CAS-laskin on kdytossd, ja tehtdvinanto
itsessdan on jo ohjannut tarkastelemaan derivaattaa. Liséksi tehtdvien pisteytys-
ten valilla on satunnaisia eroavaisuuksia opiskelijoiden valilla. Esimerkkiné tastd on
opiskelija 38 (kuva 17), joka sai vastauksestaan 10 pistettd, vaikka siinié on monia
puutteita. Hanen vastauksessaan on esimerkiksi lause "Funktion minimikohta va-

lilla —1 > = > 3 on kohdassa f(z) = —5”, missd hén puhuu funktion minimisté
derivaatan minimin sijaan. Hanelld on epayhtélomerkit vidrinpédin ja hén viittaa
derivaattafunktion arvoon, kun x = —1 (f'(—1) = —5), mutta merkitsee téta al-

kuperédisend funktiona. Liséksi hdn on antanut lopulliseksi vastaukseksi derivaat-
tafunktion pisteen (—1,—5), vaikka tehtévinannossa kysyttiin, missé vélin [—1, 3]
pisteessd funktio vihenee nopeiten. Toisaalta opiskelijan 38 ratkaisun korkea pistey-
tys todennéakéisesti johtuu ratkaisussa olleesta derivaatan kuvaajasta, silld pelkalla
graafisella perustelulla on ollut mahdollista yltda myo6s taysiin pisteisiin. Siitd huo-
limatta opiskelijoiden 38 ja 68 ratkaisuja ja niiden pisteytystd on mielenkiintoista
vertailla. Opiskelija 68 sai ratkaisustaan 6 pistettd, vaikka siind on selvemmin néh-
tavissé, ettd hénelld on ollut parempi konseptuaalinen ymmérrys asiasta. Han on
osannut selittdd sanallisesti, miten funktion vihenemisnopeus on yhteydessa deri-
vaattafunktion arvoihin ja perustellut miksi x = —1 on derivaattafunktion minimi
(ja tdten myos piste, missé alkuperdinen funktio vdhenee nopeiten) annetulla vélil-
la. Jotkin sanavalinnat olisi ehké voitu muotoilla toisin, mutta vastauksesta on silti
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ndhtavissé, ettd opiskelija tietdd, mistd puhuu, eikéd ole esimerkiksi vahingossa tai
puutteellisin perustein paatynyt oikeaan ratkaisuun.

Derivoidaan funktio f(x) = 2x2-x+5 kaavalla T

Dx1=py 71

f(x) =2x1-x+5 fl(.\'):-l'.\'*l
fixy= 222 1-1-x040 |

f(x)' = 4x-1

Tehdaan merkkikaavio

0,25 v

Funktion minimikohta valilla -1 = x = 3 on
kohdassa f(x) = - 5

Funktio vahenee nopeimmin kohdassa (-1,-5)

-7.54

Kuva 17: Opiskelijan 38 vastaus. Ratkaisussa on monia puutteita, kuten véarin-
péin olevat epayhtalomerkit. Liséksi opiskelija puhuu funktion minimistéd derivaa-
tan minimin sijaan ja hénen vastauksensa on derivaattafunktion piste (—1, —5) eiké
alkuperdisen funktion piste. Vastauksesta on saanut 10 pistetta.

Derivoidaan ensin funktio Ax)=2x*—x+5
f'(x):2x¢*x+5
=4x-1

Koska funktion derivaatta kuvaa funktion paikallista muutosnopeutta, selvittamalla derivaatan nollakohta
saadaan selville milloin funktio on kasvavaa ta vahenevaa. Selvitetaan derivaatan nollakohta:

4x-1=0
4x=1
1

4

Koska funktion derivaatan kulmakerroin on positiivinen,eli suora on nouseva, saa se negatiivisia arvoja
1 1

ennen nollakohtaa — . Funktio on siis vaheneva x=— . Mita negatiivisemmaksi funktion derivaatan
4 4

nollakohdasta mennaan, sita negatiivisempi on my6s funktion paikallinen muutosnopeus. Koska
tutkimme funktiotaj(x)=2x2—x+5 valilla -1=x<3, seka funktion derivaatta saa yha negatiivisempia arvoja

1
vahetessaan nollakohdasta —, vahenee funktio nopeiten kohdassa x=-1
4

V ix=-1

Kuva 18: Opiskelijan 68 vastaus. Ratkaisussa on selitetty sanallisesti, miten funktion
vahenemisnopeus on yhteydessé derivaattafunktion arvoihin ja perusteltu miksi x =
—1 on derivaattafunktion minimi annetulla vélilla. Vastaus kuului kategoriaan "lahes
oikein”. Opiskelija on saanut siitd 6 pistetté.

Monet kokelaat eiviat tuntuneet ymmartavan mité heiltd kysyttiin. Tehtdvanan-
to ohjasi derivoimaan annetun funktion, mutta usein vaikutti silté, ettéa opiskelijalla
on mennyt funktion suurin tai pienin arvo sekaisin derivaatan suurimman tai pie-
nimman arvon kanssa. Néistd konkreettisimpana esimerkkiné ovat ne 16 opiskelijaa,
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Derivoidaan funktio f(x) =2x% —x+5
Dfz)=4z—=x
f (z) =3z
—_ 9,2
Derivaatan mukaan funktio fl@)=22"—z+5
vihenee nopeimmin kohdassa fl@) = 3‘1:, joka pitee —1 <z < 3kanssa.

Kuva 19: Opiskelijan 34 vastaus. Ratkaisu kuului kategorioihin "paraabeli derivoi-
tu vaarin” ja "ei ymmaértanyt vihenemisnopeutta”. Vastauksesta on saanut yhden
pisteen.

jotka antoivat derivaatan nollakohdan vastaukseksi. Kyseisissd vastauksissa on siis
néhtévissd sama rakenteellinen virhe, josta Orton (1983b) mainitsi myos: opiskelijat
antoivat funktion arvon pisteessé xy vastaukseksi, kun kysyttiin funktion muutosno-
peutta pisteessd xy. Lisdksi 13 opiskelijaa antoi jonkin muuttujan x vilin vastauk-
seksi. Yleisimpid naistd olivat ne tapaukset, joissa opiskelija ilmoitti vastaukseksi
valin, jolla funktio ylipddtddn vihenee, mutta sekaan mahtui myo6s taysin virheel-
lisid merkintdtapoja ja vastauksia. Esimerkiksi erddn opiskelijan lopullinen vastaus
oli "funktio vdhenee nopeimmin vélilld —1 < 5 tai —1 < 5 < 3” (hén oli laskenut al-
kuperéisen funktion nollakohdan y-koordinaatiksi 5,375 ja kenties yhdistdnyt tdmén
tuloksen vastaukseensa).

Jotkut opiskelijat tuntuivat himasantyvin tehtdvinannon sanavalinnasta "funk-
tio vihenee nopeimmin”, silla he etsivit derivaatan suurinta arvoa pienimman sijaan.
Esimerkiksi eréds opiskelija laski derivaatan arvoja eri pisteissa ja paétyi ratkaisuun
x = 3, silld se antoi suurimmat arvot derivaatalle. Témaé viittaa siihen, ettéd tehta-
vananto on kenties ollut hieman epdjohdonmukainen (ks. Boonen ym., 2016; Hegar-
ty ym., 1995), silld kyseisilla opiskelijoilla on kuitenkin ollut oikea késitys siité, etta
derivaatan dariarvoja haetaan. Lisdksi oli muutamia muitakin opiskelijoita, jotka
kokeilivat joitain kokonaislukuarvoja derivaattafunktiolle ja paéttelivat sita kautta,
ettd valin padtepisteistd 16ytyy pienin (tai suurin) arvo. Oikea idea derivaatasta on
siis ollut ndhtavissd, mutta perustelut ovat olleet puutteelliset.

Paljon oli myos sellaisia vastauksia, joissa ei selkeésti ole ollut juuri minkaénlais-
ta késitysta siitd, mitd tehtévéssa tulisi tehdéd. Esimerkiksi opiskelijan 34 (kuva 19)
vastauksesta nakee, ettei hanella ollut juurikaan ymmarrysta siitd, mita derivaatta
tarkoittaa, tai miten annettu muuttujan x vali liittyy mihink&an. Vaikka tehtévis-
td onkin siis saanut suhteellisen helposti pisteitd, suurin osa ei ole silti onnistunut
saamaan yli neljad pistettd. Toisaalta lyhyen matematiikan opetussuunnitelmassa
(Opetushallitus, 2015) on vain yksi derivaattaa késittelevéd valtakunnallinen syven-
tava kurssi, joten on ymmaérrettavia, etta sitd osataan myos heikommin.

5.4 Syksy 2022, lyhyt oppiméaara, tehtava 13. Suurin pinta-
ala

Tehtavanantona oli selvittdd derivaatan avulla suorakulmion suurin pinta-ala, kun

sitd rajoittavat positiiviset z- ja y-akselit sekd paraabeli y = —2? + 9. Ideana oli

muodostaa pinta-alalle funktio muuttujan z suhteen ja etsié derivaatan nollakohtien
sekd muuttujan x méarittelyvélin avulla kyseisen funktion suurin arvo. Tehtévinan-
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nossa ei mainittu, missd muodossa vastaus tulisi antaa, mutta Ylioppilastutkinto-
lautakunnan hyvén vastauksen piirteissa (kuva 5) pisteen sai vain tarkasta arvosta
6/3.

Tehtavésta oli mahdollista saada 12 pistettd. Téssa tutkielmassa tarkastelluista
sadasta opiskelijasta 96 sai tehtévasta 0-1 pistetta ja nelja opiskelijaa 8-11 pistetta
(taulukko 7). Kuvasta 20 voi verrata niiden sadan opiskelijan pistejakaumaa kaikkiin
1945 opiskelijaan, jotka olivat tehtéavin tehneet. Téassé tarkasteltujen sadan opiskeli-
jan pistejakauma muistuttaa hyvin paljon kaikkien opiskelijoiden pistejakaumaa: n.
59,5 prosenttia (1856/1945) kaikista tehtdvin tehneistd opiskelijoista sai 0 pistetta
jan. 35,9 prosenttia (689/1945) sai yhden pisteen. Loput 4,6 prosenttia opiskelijois-
ta (89/1945) saivat 2-12 pistetté; néistd suurin ryhmaé oli 10 pisteen luokka, johon
kuului 18 opiskelijaa eli n. 0,9% kaikista tehtdvin tehneisté opiskelijoista.

Pisteméaira | Esiintyvyys (lkm)
0 56
1 40
2 0
3 0
4 0
5 0
6 0
7 0
8 1
9 0

10 1
11 2
12 0

Taulukko 7: Tarkasteltujen ratkaisujen pisteméadrat ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat

50 50
40 40
30 30
20 20
10 10
0 - - 0 -
o 1 2 3 4 s

6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

m Pisteosuudet prosentteina m Pisteosuudet prosentteina

Kuva 20: Kaikkien kokelaiden pisteosuudet prosentteina (vas.) seké tarkasteltujen
ratkaisujen kokelaiden pisteosuudet prosentteina (oik.)

Hyvin harvat opiskelijat ylsivét siis kahteen tai useampaan pisteeseen. Ratkaisu-
jen sadasta opiskelijasta yhden pisteen saivat kiytannossa ne, joilla oli hahmoteltuna
tilannetta vastaava kuva, mutta pinta-alan funktiosta ei ollut tietoa (ks. YTL hy-
vin vastauksen piirteet, kuva 5). Taulukossa 8 on kuvattu keskeisimmét ratkaisuissa
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esiintyneet virheet siita nakokulmasta, onko virhe oleellinen tehtavin ymmartamisen
kannalta. Kyseisissa virhekategorioissa on hieman paallekkaisyyksid, kuten kaikkien
muidenkin tehtdvien kohdalla on ollut. Esimerkiksi kategorioihin "oma vaara funk-
tio derivoitu oikein/vadrin” kuuluvat opiskelijat ovat kaikki derivoineet paraabelia
(35416 = 51). Jos halutaan erottaa kukin opiskelija tarkalleen yhteen kategoriaan,
niin selvésti toisistaan eridvid ovat ne

e 34 opiskelijaa, jotka eivit derivoineet mitéan,
e 51 opiskelijaa, jotka derivoivat paraabelia,
e 4 opiskelijaa, joilla oli lahes oikea vastaus

e seki loput 11 opiskelijaa, joilla oli kiyténnossa tyhja vastaus.

Virhe Esiintyvyys (lkm)
Ei derivoinut 34
Derivoi paraabelia 51
Oma vaara funktio derivoitu oikein 35
Oma vaéara funktio derivoitu vaarin 16
Oikea funktio derivoitu vaarin 0
Kuvaan liittyvét virheet 27

Taulukko 8: Tehtavan ratkaisuissa esintyyneet oleellisimmat virheet ja niiden luku-
maarat.

Téassa tapauksessa “lahes oikea vastaus” tarkoittaa kaytédnnossa sita, ettd opiske-
lija oli keksinyt oikean funktion pinta-alalle ja derivoinut sen oikein. N&mé neljéa
opiskelijaa ovat siis ne, jotka saivat tehtévista 8-11 pistettéd (ks. taulukko 8). Piste-
vahennyksia on tullut esimerkiksi muuttujan x rajojen puutteellisesta huomioinnis-
ta, likiarvojen kayttamisestd tai muuten hieman vajaista perusteluista. Kaikki nelja
opiskelijaa saivat kuitenkin (ainakin suurin piirtein) oikean vastauksen.

Liséksi viidelld opiskelijalla oli oikea idea siité, miten oikeaan vastaukseen voi-
si padsta. Kaksi naista viidestd oli haarukoimalla pééssyt suhteellisen ldhelle oikeaa
vastausta, kuten opiskelija 99 (kuva 21). Tamé& on merkittévaa siksi, ettd he ymmér-
sivit, ettd pinta-alan kanta ja korkeus muodostuvat muuttujan x arvosta ja paraa-
belin arvosta samassa pisteessd x. Monilla muilla taas suorakulmiot (tai toisinaan
kolmiot) eivét valttdméttad edes pysyneet paraabelin sisdlld tai oli mielivaltaisesti
kuvasta péatetty jokin suorakulmio tarkistamatta edes lepadko esim. oikea ylakul-
ma paraabelilla ollenkaan (ks. esim. opiskelija 36, kuva 22 tai opiskelija 56, kuva
23). Loput kolme néista viidestd olivat sanallisesti selostaneet, miten he laskisivat
suurimman pinta-alan, mutta he eivit olleet mitdan néista laskuista suorittaneet
(kuten opiskelija 45, kuva 24). He olivat siis selittdneet, ettd ensin pitdisi muodostaa
pinta-alan funktio, derivoida se ja etsid derivaatan nollakohdat, joista vastaus to-
dennékoisesti 16ytyisi. Vaikka kukin naista viidesta opiskelijasta saikin ratkaisustaan
korkeintaan yhden pisteen, oli niista siitd huolimatta silti ndhtéavissa, etta heilla oli
ehké parempi kasitys tehtavin luonteesta ja siitd, mitd kysyttiin.
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lasketaan laskimella seuraavasta yhtalostd missa kohtaa paraabeli leikkaa x-akselin:

-2 +9=0

solve[-,r2+9=0,_y) r="3 orx=3

paraabeli leikkaa x-akselin, kun x=-3 ja x=3

Lasketaan seuraavaksi, mikd funktion arvo on, kun x=0
f0)=—-0+9

f(0)=9

Tisti voidaan pitell, ettd suorakulmio voi olla leveydeltiiin korkeintaan < 3 ja korkeudeltaan < 9
tutkitaan y:n arvo, kun x=2

2.1-4.59 9.639
{1.9)2+9 5.39
1.9-5.39 10.241
-(1.8)%+9 5.76
1.8-5.76 10.368
1.7)%+9 6.11
1.7-6.11 10.387
-(1.6)%+9 6.44
1.6-6.44 10.304

Kun funktioon sijoitetaan erilaisia arvoja, voidaan havaita, ettd suurin arvo saadaan, kun x:n arvo lhestyy 1.7

Kuva 21: Osa opiskelijan 99 vastauksesta. Opiskelija on hahmottanut oikein suora-
kulmion leveyteen ja korkeuteen vaikuttavat rajat, ja taulukoinut pinta-aloja, kun
kanta on jokin zg ja korkeus f(zg) = —x2 + 9. Ratkaisu kuului kategorioihin "ei
derivoinut” ja "oikea idea”.

1390,5¢

i pinta-alaksi oli ista saada

b ABC:n pinta-ala = 1390.5

2
Vastaus: Suorakulmion ABC, suurin mahdollinen pinta-ala on 1390,

Kuva 22: Osa opiskelijan 36 vastauksesta. Kuvan yldpuolella lukee "Suorakulmion
suurimmaksi pinta-alaksi oli mahdollista saada 1390, 5%”. Kuvassa on kolmio, jonka
kirkipisteet ovat origo, (0, 9) ja (309, 0). Ratkaisu kuului kategorioihin "ei derivoinut”
ja "kuvaan liittyvat virheet”.

Loput 91 opiskelijaa eivit tuntuneet ymmaéartavan, mihin derivaattaa tulisi kayt-
taa, vaikka sitd tehtdvianannossa erikseen pyydettiinkin kiyttdmaén. 34 opiskelijaa
ei ollut derivoinut mitdén ja 51 opiskelijaa oli derivoinut paraabelin funktiota. Iso
osa paraabelia derivoineista ei edes yrittanyt kiayttaa derivaattaa mihinkdan, mutta
osa néista b1 opiskelijasta oli yrittanyt kayttaa paraabelin derivaattaa jollain tapaa.
Muutamat etsivat derivaattafunktion ja paraabelin leikkauspisteitéd ja yrittivat nii-
td hyodyntééd suorakulmion oikean yldkulman 16ytédmisessi (ks. esim. opiskelija 47,
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Maaritetaan derivaatta yhtalslle y=—x"+9
f(y=—x"+9) on y=—x+0

Suorakulmion pinta—ala on A= a-b. Joten otetaan pituudet kuvasta, jotka ovat 4x3, joten
suorakulmion pinta ala on 43 » 12.

Yhdistetaan pinta—ala derivaatan lausekkeeseen y=-x+0
-x+0=12

=x=12//:(-1)

x= =12

i /: ! ERE ) {-10-+4
4

V: Suurin mahdollinen pinta—ala on —12.

Kuva 23: Opiskelijan 56 vastaus. Ratkaisussa on derivoitu paraabeli vaarin, piirretty
mielivaltainen suorakulmio, joka ei toteuta tehtdavinannon rajoitteita ja laskettu sen
pinta-ala. Saatu pinta-ala on asetettu yhté suureksi kuin derivaattafunktio, minké
jalkeen yhtélosta on ratkaistu x ja ilmoitettu sen arvo vastaukseksi. Ratkaisu kuului

kategorioihin "derivoi paraabelia oma vaara funktio derivoitu vaarin” ja "kuvaan
)
hltty vat virheet”.

kuva 25). Tama ehki viittaa siihen, ettd on saatettu osata mekaanisesti derivoida,
mutta ei ole ollut késitysté siitd, mihin derivaattaa kiytetddn tai mita se kertoo
funktiosta. Toisaalta osa paraabelia derivoineista oli tajunnut etsineensé paraabe-
lin nollakohtia ja mahdollisesti teki kulkukaavion ja kertoi kyseessd olevan alaspéin
aukeava paraabeli. Tamaé olisi toki ollut nahtavissd myos paraabelin yhtélosta tai
Geogebran kuvaajan perusteella. Tehtavinannossa pyydettiin kidyttamaan derivaat-
taa, ja vaikutti siltd, ettd opiskelijat derivoivat vain jotain, jos eivit tienneet minka
funktion dariarvoja haetaan. Lisdksi vastaan tuli myds monia mielenkiintoisia mer-
kintdtapoja, kuten f’'(y) = —2z.

Hyvin lyhyité tai lahes tyhjid vastauksia oli yhteensa 46, mutta osassa néista oli
kuitenkin n&htavissa jotain opiskelijan omaa ajattelua. Vastaus luokiteltiin katego-
riaan "kaytannossd tyhja’, jos se ei sisdltdnyt mitdan opiskelijan omia laskuja tai
ajatuksia. Téllaisia olivat esimerkiksi vastaukset, joissa oli vain kuvakaappauksia
Maolin kaavoista, muutama sana tai pelkkd luku sekd kaikki ne vastaukset, jois-
sa oli vain kuvakaappaus piirretysta paraabelista ilman selityksid tai hahmotelmaa
suorakulmiosta, kolmioista tai muistakaan kuvioista.

Vastauksia, joissa oli yritetty hahmottaa tilannetta esimerkiksi piirtdmalla kuva
jostain nelikulmiosta (tai vélilla my6s kolmiosta) ilman sen kummempia selityksia
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* Kyseessd on derivaatan geometrinen sovellustehtévi eli piirretdén ensin annetuilla tiedoilla mallikuva.

v

fry=—x*+9

8.94428

* Halutaan ratkaista pinta-ala eli luodaan suorakulmion pinta-alalle funktio, kun suorakulmion pinta-alahan ratkaistaan kanta kerrottuna korkeudella.
* Derivoidaan kyseinen funktio.
* Luodaan kulkukaavio perusteluksi.

* Maééritetadn alkuperdisestd funktiosta suurin mahdollinen pinta-ala.

Kuva 24: Opiskelijan 45 vastaus. Ratkaisussa on piirretty mallikuva tilanteesta ja
kerrottu sanallisesti, ettd pinta-alan funktion derivaatan avulla voisi selvittad suu-
rimman pinta-alan. Ratkaisu kuului kategorioihin "ei derivoinut” ja “oikea idea”.

oli 12 kappaletta. Kaikki naista 12 vastauksesta kuuluvat myos kategoriaan "ei deri-
voinut”. Téahéan jakoon paadyttiin, silla ndméa 12 vastausta sisélsivat kuitenkin jon-
kin verran opiskelijan omaa ajattelua, vaikka mitdan perusteluja niissa ei olisikaan.
YTL:n hyvin vastauksen piirteiden mukaan opiskelija on kuitenkin saanut yhden
pisteen siitd, jos on onnistunut piirtaméadn sekd paraabelin ettd jonkin suorakul-
mion tehtdvinannon mukaisesti.

Lisaksi muista syistd hyvin lyhyitd vastauksia oli lukuisia (46 — 11 — 12 = 23),
mutta niissé oli usein tehty kuitenkin jotain. Jotkut olivat vain derivoineet paraa-
belin, osa piirtdnyt kuvan paraabelista ja sen derivaattafunktiosta. Niité ei lajiteltu
sen tarkemmin, silld vastausten joukko oli hyvin kirjava. Usein niitd yhdisti se, et-
ta oltiin tehty hyvin vdhan ilman mitddn perusteluita. Harvalla oli ndhtavissa edes
oikeaa ideaa siitd, miten tehtava olisi tarkoitettu ratkaistavan.

Tehtavinannossa késkettiin selvittaméaan suurin pinta-ala derivaatan avulla, mi-
k& on luultavasti ohjannut opiskelijoita arvaamaan miten derivaattaa tulisi hyodyn-
tad, jos tietoa ei ole ollut. Opiskelijan 56 (kuva 23) seké opiskelijan 47 (kuva 25)
ratkaisut ovat esimerkkeja siita, ettei valttamatta tiedetty, miten derivaatan avulla
voisi selvittda suurimman mahdollisen pinta-alan, vaikka jokin ajatus mekaanisesta
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Derivoidaan paraabelin lauseke:
y=—z249
(y)-2z+9

Kuva 25: Osa opiskelijan 47 vastauksesta. Ratkaisussa on ilmoitettu paraabelin
y = —x? + 9 derivaataksi f'(y) = 2z + 9, mutta Geogebraan on piirretty suora
f(x) = 2x + 1. Suorakulmion oikea ylareuna on asetettu Geogebran suoran ja pa-
raabelin leikkauspisteeseen (2,5), jolloin pinta-alaksi tulee 10. Ratkaisu kuului ka-
tegorioihin "derivoitu paraabelia”, "oma véaréd funktio derivoitu véérin” ja "kuvaan
liittyvat virheet”.

derivoinnista onkin ehké ollut. Opiskelijan 56 vastauksessa on piirretty vain jokin
suorakulmio, joka ei toteuta tehtdvdnannossa annettuja rajoitteita, minka jélkeen
tdman mielivaltaisen suorakulmion pinta-ala on asetettu yhtdsuureksi kuin deri-
vaattafunktio. Opiskelijan 47 (kuva 25) ratkaisussa on sen sijaan yritetty hyodyntaa
derivaattafunktion ja alkuperéisen funktion kuvaajia. Yleisesti tehtévien ratkaisuis-
sa oli paljon samoja piirteitéd, kuin kevaan 2020 pitkdn oppiméaéran tehtavassa 4: jo-
tain pitéisi derivoida ja kun ei tiedetd mité, niin derivoidaan mikd tahansa annettu
funktio tai yhtalo.
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6 Tulosten tarkastelua ja luotettavuus

6.1 Johtopaatokset

Seké pitkdn ettd lyhyen matematiikan sanallisissa ddriarvotehtavissa oli nahtavissa
pullonkaula tehtévien pistejakaumassa, joka johtui pitkélti funktion muodostamisen
vaikeudesta. Erityisesti kevaan 2021 pitkdn oppiméérin tehtédvissa 5, "Rantatont-
t1”, ilmi6 on selkedsti nahtéavissa: suurin osa opiskelijoista kuului joko pisteluokkiin
0-2 tai 12 (kuva 11). Opiskelijat osasivat kylla siis etsid funktion dériarvoja, mikali
tiesivat vain mika on kysytty funktio, mutta sanallisen tehtévin informaation muo-
toileminen funktioksi tuotti haasteita. Jos siis opiskelija keksi kyseisessa tehtéavassé
sopivan funktion, niin hén todennékoisesti ylsi melko korkeisiin pisteisiin.

My6s muissa sanallisissa déariarvotehtavissa (kevit 2020, pitkd oppimééra, tehté-
va 4, "Suurin etaisyys”, ja syksy 2022, lyhyt oppiméaara, tehtava 13, "Suurin pinta-
ala”) oli ndhtavissd pullonkaula pisteytyksesséd oikean funktion keksimisen kohdalla,
mutta huomattavasti harvempi oli yltényt korkeampiin pisteisiin. Syksyn 2022 teh-
tavin 13 (lyhyt matematiikka) kohdalla vain nelja henkilod sadasta keksi pinta-alan
funktion ja sai 8-11 pistettd. Loput 96 opiskelijaa sai 0-1 pistettd. Pitkdn matematii-
kan keviaan 2020 tehtdvéssa 4 oli ndhtavissd samankaltainen ilmio, vaikka hajontaa
pisteissa oli hieman enemmén: 83 opiskelijaa sai 0-2 pistettéd, nelja opiskelijaa sai
8-11 pistettd ja loput jotain taltd véliltd. Molemmissa tehtédvissa osa opiskelijois-
ta derivoi tehtdvdnannon paraabelia tai kdyraé, jos he eivit osanneet tai ymmér-
tdneet muodostaa itse tutkittavaa funktiota. Liséksi "Suurin etéisyys” -tehtévéssa
otettiin huomioon myos opiskelijoiden tekemét lineaariseen ekstrapolaatioon liitty-
vat virheet, kuten /22 + y? = x + y. Niiden korkeahkoon esiintyvyyteen vaikutti
todennékoisesti osaltaan se, ettd tehtdva oli A-osiosta, jossa laskinohjelmia on ra-
joitettu ja talléin myo6s mekaaniseen laskemiseen liittyvia virheité esiintyi enemman
kuin muissa tehtavissa.

On mahdoton sanoa varmaksi, mitkd syyt ovat yksittdisen opiskelijan virheiden
taustalla, mutta aikaisempien tutkimusten valossa voidaan esittaé joitain valistunei-
ta arvauksia. Jos tehtévissé esiintyneitéd virheitd tarkastelee APOS-teorian valossa,
niin yleisesti vaikutti siltd, ettd varsinkin pitkdssd matematiikassa opiskelijat ovat
derivaatan kayttotarkoituksen suhteen usein skeematasolla. Heilld on siis usein mel-
ko hyva ymmérrys siité, miten derivaattaa kiytetddn ja miksi derivaatan nollakoh-
tia etsitddn. Samalla kuitenkin ymmérrys siitd, mihin funktioon derivaattaa tulisi
kayttdd, tuntui valilla olevan hukassa. Joidenkin opiskelijoiden kohdalla vaikuttikin
silta, ettd dariarvojen etsiminen on joiltain osin vield prosessitasolla. Monet tuntui-
vat opetelleen ulkoa litanian “derivoi, etsi nollakohdat, tee kulkukaavio, perustele
suurin tai pienin arvo”, mutta saattoivat derivoida minka tahansa tehtdvanannossa
mainitun yhtdlon. He luultavasti toimivat siis samoin, kuin Hegartyn ym. (1995)
mukaan heikommat ongelmanratkaisijat toisinaan toimivat: poimitaan avainsanoja
ja joitain arvoja tehtdvinannosta, ja perustetaan laskutoimitus niiden varaan. Toi-
saalta osa osasi kylla selittda sanallisesti, etta pitéisi keksié derivoitava funktio ensin
ja tutkia sita. Kyseisilla opiskelijoilla oli paremmin nahtavissa kriittisyys myos omaa
vastausta kohtaan, silld he eivit palauttaneet ihan mita tahansa siiné toivossa, etta
ehké joku osa menisi vahingossa oikein.

Lyhyen matematiikan kevaan 2020 tehtavaa 8, "Funktion viheneminen”, tarkas-
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teltaessa huomattiin, etté suurella osalla opiskelijoista ei ollut ymmarrystéa siitd, mi-
td funktion muutosnopeus tarkoittaa. Osa antoi vastaukseksi derivaatan nollakoh-
dan tai tulkitsi alkuperdisen paraabelin kuvaajasta, milloin funktio suurin piirtein
saa pienimmén arvonsa, vaikka tehtavinannossa kysyttiin, milloin funktio vihenee
nopeiten. Talloin tehtdvinannon sana "vihenee”, on ehké toiminut avainsanana (ks.
Hegarty ym., 1995) ja se on liitetty funktion pienimpéén arvoon. Toisaalta samaa vir-
hetté voisi tulkita my6s Ortonin (1983b) huomaaman rakenteellisen virheen kautta,
missé opiskelijalla menevat sekaisin funktion arvo ja funktion muutosnopeus tietyssé
pisteessa: téassé kyseisilla opiskelijoilla tuntui menevéan sekaisin funktion minimi deri-
vaatan minimin kanssa. [lmi6ta voi tarkastella myos prosessi—objekti-teorian valossa:
kun derivaatan ymmaéartda omana objektinaan, niin téllin voi myos ymmartaa, etta
derivaattafunktiolla itselldén voi my6s olla derivaattafunktio (Hahkioniemen, 2018).
Jos opiskelija ei ole siis ymmartanyt etsid derivaattafunktion minimié, niin on hy-
vin mahdollista, ettd derivaatta itsessddn on vield prosessitasolla. Konseptuaalisen
ja proseduraalisen tiedon nidkokulmasta tarkasteltuna monilla opiskelijoilla oli kylla
proseduraalista osaamista, silld he osasivat derivoida paraabelin ja etsid paraabelin
nollakohdat, mutta konseptuaalinen ymmarrys derivaatasta itsestdan muutosnopeu-
den kuvaajana oli monella hukassa.

Luetun ymmartamisen ja ongelmanratkaisun merkitys korostui naissé tehtévissa
erityisesti ja se nakyi myos vastauksissa. Esimerkiksi funktion vdhenemisnopeusteh-
tévassé osa opiskelijoista ymmaérsi kyllé, etta etsitddn derivaattafunktion dériarvoja,
mutta he etsiviat suurinta arvoa pienimmaén sijaan. Opiskelija on saattanut talloin
liittaéd tehtdvanannon sanan nopeimmin” derivaatan maksimiin tai itseisarvoltaan
suurimpaan derivaatan arvoon (ks. Boonen ym., 2016). Lisdksi yleisesti ongelman-
ratkaisun kannalta on tarkeédd, ettd ongelman ensinnédkin ymmaéartaa ja pystyy luo-
maan tilanteesta kuvan joko mielessdan tai mahdollisuuksien mukaan piirroksena
(Polya, 1945; De Corte, 1985). Kuviin liittyvét virheet nékyivét varsinkin “Suurin
pinta-ala” -tehtéavissa (syksy 2022, lyhyt oppimééré, tehtéava 13), silld jotkut opis-
kelijat eivit selkedsti hahmottaneet tehtdvinannon kuvausta tilanteesta, vaan suo-
rakulmiot ja valilld kolmiotkin menivat yli paraabelin tai positiivisten koordinaat-
tiakselien rajojen. Toisaalta kyseiset virheet saattoivat hyvin liittyd myos luetun
ymmartamisen haasteisiin ja luultavasti taustalla onkin monenlaisia syita.

Lyhyen matematiikan vastauksissa oikeita vastauksia paételtiin useammin myds
taulukoimalla kuin pitkdn matematiikan tehtévissd. Tamé& kertoo luultavasti siité,
ettd opiskelija on selkedsti hahmottanut tilanteen ja tehtdvinannon, mutta hénella
ei ole ollut vaadittavia matemaattisia keinoja péésté ratkaisuun (kuten derivointi),
vaan on padtellyt vastauksen muilla keinoin. Heilld on luultavasti ollut siis hyva
mentaalinen representaatio (ks. De Corte, 1985) tilanteesta, mutta se ei ole yksindén
riittanyt.

Samankaltaisten virheiden taustalla saattaa olla useampia erilaisia virhekési-
tyksid ja on my6s hyvin mahdollista, etteivit jotkut opiskelijat ole koskaan oppi-
neet derivaattaa kunnolla, silla matematiikan lyhyessé oppiméaéréssa sita kasitelladan
vain yhdelld valtakunnallisella syventéavélla kurssilla (Opetushallitus, 2015). Siksi
on myos ymmarrettavia, ettd tassa tarkastelluissa lyhyen matematiikan tehtavan-
annoissa ohjeistettiin erikseen kiyttadmaédn derivaattaa. Pitkdssd matematiikassa de-
rivaattaa ja sen sovelluksia kisitelladn useammalla kurssilla (Opetushallitus, 2015),
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jolloin voidaan olettaa, etté opiskelija ymmartaa kiayttaa derivaattaa jo sen pohjalta,
ettd tehtdavanannossa kysytdan dariarvoja tai muutosnopeutta.

Huomionarvoista on se, ettei tehtavien vastauksien perusteella voi valttdmét-
td tehdd padtelmid yksittdisen opiskelijan taidoista tai syisté tiettyjen virheiden
taustalla. Tehtavissa esiintyvié virheitd tulisikin tarkastella laajempana ilmiona, ku-
ten Maharaj (2013) huomautti APOS-teorian tarjoamien selitystenkin kohdalla. On
mahdoton tietda, johtuivatko yksittdisen opiskelijan virheet visymyksesté, stres-
sistd, huolimattomuudesta vai kenties taitojen tai ajan puutteesta. Jos sen sijaan
kolmasosa opiskelijoista on tehnyt saman virheen samassa tehtévissa, se kertoo jo
enemmaén siitd, mika yleisesti koetaan vaikeaksi tai minké tyyppisid virheita opiske-
lijat herkasti tekevét.

Matematiikan ylioppilaskokeiden séhkdistymisen ja CAS-laskinten kiyttéonoton
myo6ta lukion opetussuunnitelmaa on uudistettu kahdesti (vuosina 2015 ja 2019)
ja molemmissa painottuvat teknisten apuvélineiden kéytto huomattavasti enem-
man, kuin vuoden 2003 opetussuunnitelmassa. Tamé osaltaan vaikuttaa myds yo-
koetehtavien laatimiseen, jotta ne eivét olisi suoraan laskimen avulla ratkaistavissa.
Esimerkiksi syksyn 2021 pitkdn oppimééréin tehtéava 10, "Osittaisderivaatta”, oli alun
perin valittu myos yhdeksi analysoitavaksi tehtaviksi, mutta se jatettiin pois, silla
opiskelijoiden ratkaisuja selatessa kavi ilmi, ettd tehtavasta sai tdydet pisteet, jos
vain osasi laittaa laskimen derivoimaan vuorollaan muuttujien x ja y suhteen ja té-
mén jalkeen syottad annetun yhtélopari laskimeen. Télloin se ei niinkdédn mitannut
sitd, taitaako opiskelija osittaisderivaatan, vaan laskimen ominaisuuksien tuntemus-
ta.

6.2 Luotettavuus

Tahan tutkimukseen valikoitui kutakin tehtévdaa kohden sata satunnaista vastaus-
ta kaikkien tehtévin tehneiden joukosta. Otos siis mitd luultavammin kuvaa koko
populaatiota (kaikki tehtdvén tehneet opiskelijat) suhteellisen hyvin. Liséksi saman
tyyppisia tehtavia on valittu eri vuosilta, jolloin niihin ovat mitd todennakéisemmin
vastanneet eri opiskelijat. Talloin eri tehtavien vastauksissa esiintyvien virheiden sa-
mankaltaisuus kertoo suhteellisen hyvin siitd, minkélaiset asiat ovat olleet vaikeita
useille opiskelijoille.

Tamaéan tutkimuksen tulokset ovat enemmén suuntaa antavia ja suurpiirteisia.
Tutkielman virhekategoriat olivat taysin tdméan tutkielman tekijan paatettivissa ja
joku toinen olisi saattanut huomata eri asioita tehtédvien ratkaisuissa tai nostaa esiin
eri puolia. Liséksi kaikkia vastauksia olisi voinut analysoida vieléd yksityiskohtaisem-
min ja nostaa kaikki tehtévissé esiintyneet virheet tarkempaan tarkasteluun. Kun
vastauksissa ilmenevien virheiden kirjo on laaja, on pakko tehd& jonkinlaista kar-
simista virhekategorioissa, jotta lukija saa paremman késityksen kokonaiskuvasta.
Talloin kuitenkin aina jotain tietoa viistdmaétta katoaa. Virhekategorioita myos li-
sattiin jalkikédteen, kun huomattiin tietyn tyyppisten virheiden esiintyvan useissa
vastauksissa. Toisinaan taas jokin kategoria, jonka oltiin etukéteen ajateltu olevan
merkittava, osoittautuikin turhaksi.

Vastausten lajittelussa eri kategorioihin ilmenee varmasti jossain méarin inhim-
millisia virheitd. Yhden tehtévan kaikkien vastausten lajitteluun meni useampi péi-
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va ja samantyyppisia vastauksia saatettiin lajitella eri péivina eri kategorioihin, jos
kategorioiden valinta oli tulkinnanvarainen. Tata pyrittiin minimoimaan siten, et-
td kustakin vastauksesta kirjoitettiin lyhyt tiivisistelmé, jolloin oli helpompi jal-
kikdteen poimia samantyyppisia vastauksia ldhempédn tarkasteluun, ja varmistaa,
ettd samanlaiset virheet on aina lajiteltu samoin. Tésta huolimatta jotain on mel-
ko varmasti jaanyt huomaamatta, mutta se ei todennékoisesti kovin paljon vaikuta
laajemman ilmién hahmottamiseen.
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