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Tassé pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan, minkélaisia virheitd kokelaat yleisim-
min tekevét sanallisissa geometrian ylioppilaskoetehtévissd. Geometria on osa sekd
matematiikan lyhyen ettd pitkdn oppiméaérén opetussuunnitelmaa, joten kaikki lu-
kiolaiset harjoittelevat geometrian tehtédvien ratkaisemista. Sanallisissa geometrian
tehtavissé ei ole tehtdvidnannossa mukana mallikuvaa tilanteesta, vaan pelkistadn
sanallinen selitys. Tamé pakottaa kokelaan visualisoimaan tehtdvinannon tilanteen
itse.

Tutkimusaineisto sisaltda sata ratkaisua jokaisesta kolmesta tarkasteltavasta sanal-
lisesta geometrian ylioppilaskoetehtéavista. Tehtavista yksi on lyhyen oppiméaran ja
kaksi pitkdn oppiméérdn kokeista. Analysoitava aineisto on Ylioppilastutkintolau-
takunnan luovuttama korpusaineisto, joka koostuu satunnaisesti valittujen anonyy-
mien kokelaiden vastauksista. Analyysi suoritettiin kdyméalla kokelaiden ratkaisut
lapi kahteen kertaan ja poimimalla heiddn tekeménsa virheet ylos.

Tehtéavakohtaisten virhetyyppien perusteella virhetyypit pystyttiin yhdistdmaéaén kuu-
deksi yleiseksi virheluokaksi. Namaé virheluokat ovat geometriseen hahmottamiseen,
perusteluihin, laskemiseen, késitteellisyyteen, mittoihin ja merkintdtapaan liittyvat
virheet. Naista nelja esiintyi kaikissa kolmessa tutkimuksen ylioppilaskoetehtavista.
Kyseisiéd virheluokkia yhdistdd muun muassa se, ettd kaikki niistd voivat mahdolli-
sesti johtua kokelaiden vaikeuksista ymmaértaa tehtaviananto pelkédn sanallisen ohjeen
avulla oikein.

Asiasanat: geometria, sanalliset geometrian tehtéavét, virhe, virhekésitys, matema-
tiikan ylioppilaskoe.
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1 Johdanto

Geometria on yksi matematiikan oleellisimmista osa-alueista (Jablonski & Ludwig,
2023). Sanoja matematiikka ja geometria pidettiinkin pitkén aikaa synonyymeina.
Sana geometria tulee alun perin kreikasta ja tarkoittaa maailman mittaamista (Ja-
blonski & Ludwig, 2023). Geometria on antanut ihmisille mahdollisuuden oppia
todellisesta maailmasta ja mitata sielld tapahtuvia asioita. Geometria onkin ollut
relevanttia siitd asti, kun ihmiset ovat vuorovaikuttaneet luonnon ja luonnossa ta-
pahtuvien ilmididen kanssa (Jablonski & Ludwig, 2023). Geometrian opetus kou-
luissa alkaa jo vuosiluokilla 1-2 (Opetushallitus, 2014). Geometriaa opetetaan jo en-
simmaisiltd luokilta lahtien, silld se kehittda oppilaiden spatiaalisten tilasuhteiden
ymmértamistd ja opettaa esimerkiksi perusteltujen johtop#étosten tekemista (Silf-
verberg, 2018). Niitd oppeja hyodynnetddn myos muilla matematiikan osa-alueilla.
Geometriassa opeteltavat asiat, kuten pisteet, tasot, avaruuskappaleet ja suureet,
ovat valikoituneet opetukseen, koska niiden avulla pystytdan selittdméaian maailmas-
sa tapahtuvia ilmi6ita (Silfverberg, 2018).

Yksi koulugeometrian tunnusomaisista piirteista on visuaalisuuden téarkeys (Silfver-
berg, 2018). Geometrian tehtdvissd annettujen tietojen oikein hahmottaminen on
tehtdvén ratkaisun kannalta hyvin tirkedd (Silfverberg, 2018). Témé korostuu eri-
tyisesti sanallisissa tehtévissé, joissa ei ole mukana mallikuvaa tilanteesta (Arsenault
& Powell, 2022). Geometrian tehtdvien mallinnuksen esimerkiksi kuvien avulla on-
kin tutkittu auttavan oppilaita ongelmien ratkaisemisessa ja viahentavan virheiden
todennékoisyyttd (Supardi ym., 2021). Mahdollisten virheisiin kannattaa kuitenkin
kiinnittda huomiota, silld ne saattavat kertoa opiskelijalla olevasta virhekésityksesta
(Mosia ym., 2023). Virhekésitykset ovat matematiikassa ja geometriassa yleisid ja
johtuvat usein siité, ettd opiskelijat eivat ymmarra syvallisesti tehtavien tarkoitus-
ta (Riccomini, 2005). Jos aiemmin opittua tietoa ei ole ymmérretty kunnolla, riski
virhekésitysten syntymiselle kasvaa (Ay, 2017).

Taman tutkielman tavoitteena on tarkastella opiskelijoiden tekemid virheitd sanal-
lisissa geometrian ylioppilaskoetehtévisséa. Tutkielmassa tarkastellaan opiskelijoiden
tekemié virheité ja pohditaan virheisiin mahdollisesti johtavia tekijoita. Tutkielmas-
sa tarkastellaan kolmea sanallista geometrian ylioppilaskoetehtavad vuodelta 2021.
Tehtavista kaksi on pitkédn ja yksi lyhyen matematiikan ylioppilaskokeista. Tutki-
musaineistona toimii Ylioppilastutkintolautakunnan tutkimuskiyttoon luovuttama
aineisto, joka siséltdd sadan satunnaisesti valitun kokelaan vastaukset tarkastelta-
vista ylioppilaskoetehtévista.

Tutkielman luvussa kaksi tarkastellaan geometriaa lukion opetussuunnitelmassa,
sahkoistd matematiikan ylioppilaskoetta seké geometrista hahmottamista. Luvussa
kolme perehdytéaén virheiden ja virhekéasitysten muodostumiseen ja niiden ilmenemi-
seen matematiikassa. Tutkimuksen kohteena olevat ylioppilaskoetehtévit ja niiden
malliratkaisut esitellddn neljannesséd luvussa. Opiskelijoiden vastauksiin perustuvat
tutkimuksen tulokset ovat luvussa viisi ja tulosten luotettavuuden tarkastelu luvussa
kuusi. Luvussa seitsemén tehdaan tuloksien pohjalta johtopaatoksia.



2 Geometria

Téssa luvussa esitelladn, miten geometria esiintyy lukion opetussuunnitelmassa ja
miten matematiikan sdhkoinen ylioppilaskoe toimii. Lisaksi luvussa kasitelldan geo-
metrista ajattelua van Hielen teoriaan perustuen. Lopuksi késitellddn sanallisten
geometrian tehtavien hahmottamista.

2.1 Geometria lukion opetussuunnitelmassa

Lukion opetussuunnitelmassa on eriteltyné jokaisen oppiaineen kurssien tavoitteet
ja keskeiset siséllot (Opetushallitus, 2015). Téssa tutkielmassa keskitytéén erityises-
ti vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmaan, silla opiskelijat, jotka ovat suorittaneet
tassa tutkielmassa tarkasteltavat ylioppilaskoetehtévit, ovat kdyneet lukion vuoden
2015 opetussuunnitelman mukaisesti. Syksylla 2021 aloittaneet opiskelijat toteutta-
vat uutta opetussuunnitelmaa (Opetushallitus, n.d.).

Opetussuunnitelmasta nahdédén, ettd matematiikan opetus lukiossa aloitetaan kai-
kille pakollisesta kurssista MAY1: Luvut ja lukujonot (Opetushallitus, 2015). Tamén
jalkeen opiskelija valitsee, suorittaako hén pitkdn vai lyhyen oppiméaéaran matematii-
kasta. Pitkin matematiikan yleisind opetuksen tavoitteina mainitaan esimerkiksi se,
ettd opiskelija tottuu pitkédjanteiseen tyoskentelyyn, osaa kidyttda matematiikan kiel-
téd, kehittdd ongelmanratkaisutaitojaan ja osaa kiyttaé oikeita ratkaisumenetelmia
(Opetushallitus, 2015). Lisdksi opetussuunnitelmassa painotetaan, ettd matematii-
kan pitkén oppiméaran yhtena tehtédvané on antaa opiskelijalle korkeakouluopintojen
edellyttdmét matemaattiset valmiudet. Lyhyen matematiikan oppiméaérin tehtéava-
né painotetaan enemmén sitd, ettd opiskelija osaa kayttdd matematiikkaa elaman
eri tilanteissa (Opetushallitus, 2015). Opetuksen tavoitteita lyhyessd matematiikas-
sa ovat esimerkiksi se, ettd opiskelija osaa kiyttdd matematiikkaa osana elaméaé,
kehittda késitystdan matematiikan luonteesta ja osaa kiayttéda erilaisia malleja ajat-
telun apuna (Opetushallitus, 2015).

Matematiikan pitkdssd oppiméarassa geometrian aiheita késitelldan kursseilla MAA3:
Geometria ja MAA5: Analyyttinen geometria (Opetushallitus, 2015). Geometrian
kurssin tavoitteena on esimerkiksi se, ettd opiskelija kehittyy geometristen muoto-
jen hahmottamisessa sekéd kaksi- ettd kolmiulotteisissa tilanteissa. Kurssin jalkeen
opiskelijan tulisi osata hyodyntdd geometristen kuvioiden tai kappaleiden ominai-
suuksia geometristen ongelmien ratkaisemisessa. Liséksi tavoitteena on, etta opiske-
lija osaa hyddyntdd teknisid apuvilineitd geometrian tehtévien teossa (Opetushal-
litus, 2015). Analyyttisen geometrian kurssin tavoitteena on muun muassa se, etté
opiskelija ymmartad, miten analyyttinen geometria yhdistaéd algebralliset kasitteet
geometrian kanssa. Kurssilla opiskelija oppii esimerkiksi tutkimaan pisteité, suoria
ja paraabeleja yhtéloiden avulla (Opetushallitus, 2015).

Lyhyessé oppiméérissi geometriaa kisitellaan kurssilla MAB3: Geometria (Opetus-
hallitus, 2015). Kurssit tavoitteet ovat hyvin samankaltaiset pitkdn oppimééran geo-
metrian kurssin kanssa. My0Os lyhyessa oppiméadréssa tavoitteena on, etta opiskelija



harjaantuu geometristen muotojen ja niiden ominaisuuksien hahmottamisessa. Li-
saksi tavoitteena on, etta opiskelija oppii hyddyntamaan teknisid apuvélineita. Erona
pitkdn oppimaéaérin tavoitteisiin on esimerkiksi se, ettd lyhyen oppiméaran tavoit-
teissa korostetaan geometrian hyodyntamistd kiytdnnon ongelmien ratkaisemisessa
(Opetushallitus, 2015).

2.2 Matematiikan sihkoinen ylioppilaskoe

Matematiikan ylioppilaskoe suoritetaan sekd lyhyesséd ettéd pitkdssd oppiméaardssa
sahkoiselld Abitti-jarjestelmélla (Ylioppilastutkintolautakunta, n.d.). Koeaika on 6
tuntia ja sen tarkoituksena on saada selville, kuinka hyvin opiskelija on omaksunut
lukion oppiméaéraéan kuuluvat asiat matematiikassa. Seké lyhyen etté pitkdn oppi-
méérdn kokeet ovat jaettu kahteen eri osaan (Ylioppilastutkintolautakunta, n.d.).
A-osassa tehtavia on 4-9 kappaletta, joista kokelas tekee 3-6. Talloin myos koeym-
péariston laskinohjelmia on rajoitettu. Kun kokelas on palauttanut A-osan, saa hén
siirtyd B-osaan, jossa myos kaikki laskinohjelmat on kéytossd. B-osa voi jakautua
viela osiin B1 ja B2. Tehtavia on kokeesta riippuen 4-9 kappaletta, joista kokelas
tekee jalleen 3-6 (Ylioppilastutkintolautakunta, n.d.). Kokeen enimméispisteet ovat
120 pistetté ja jokainen tehtdvd on vuoden 2015 opetussuunnitelman pohjalta teh-
dyissé kokeissa 12 pisteen arvoinen. Sdhkoisen ylioppilaskokeen aikana kokelaalla ei
ole saanut syksyn 2020 jalkeen olla mukana erillistd laskinta tai taulukkokirjaa, vaan
namaé 1oytyvat Abitti-jarjestelmésté. (Ylioppilastutkintolautakunta, n.d.).

Koesuoritukset arvioidaan kaksi kertaa; ensin lukion matematiikan opettajan toi-
mesta ja lopullisesti Ylioppilastutkintolautakunnan sensorin tekeméné (Ylioppilas-
tutkintolautakunta, n.d.). Hyvéssd vastauksessa tulee olla tarvittavat laskut ja pe-
rustelut siitd, miten lopputulokseen on péaésty. Merkintojen tulee olla selkeét, jotta
koetta tarkastava opettaja ja sensori ymmértéavit, mité kokelas on tarkoittanut. Va-
héiset laskuvirheet eivit vihenna merkittavisti tehtavin pisteitd, jos virhe ei muuta
tehtavin luonnetta. Jos kokelas vastaa yliméariisiin tehtéviin, otetaan huomioon ne
tehtdvét, joista saatava pistesumma on pienin (Ylioppilastutkintolautakunta, n.d.).

2.3 Geometrinen ajattelu

Yksi tarkeimmistd geometrian osa-alueista on geometrisen ajattelun ja késitteen-
muodostuksen kehittdminen (Naufal ym., 2021). Geometrinen ajattelu auttaa oppi-
laita kehittdmé&an kriittisen ajattelun taitoja, minka takia sitéd on térkea ottaa ope-
tukseen mukaan. Geometrisen ajattelun ja kisitteenmuodostuksen malleja on monia,
mutta niistd tunnetuin on van Hielen ajattelumalli (Naufal ym., 2021). Van Hielen
teoria kehitettiin 1950-luvulla aviopari Pierre van Hielen ja Dina van Hiele-Geldofin
toimesta (Silfverberg, 2018). Teoria on kehitetty geometrisen ajattelun selittdmisek-
si, ja sitd voidaan hydodyntaéd geometrian opetuksessa. Teoriaa on sovellettu nykyisen
koulugeometrian tavoitteisiin sopivaksi, mutta teorian perusolettamukset hyvéiksy-
tadn edelleen (Silfverberg, 2018).

Van Hielen teoria perustuu viiteen tasoon, joiden kautta oppilaan geometrinen ajat-



telu voi hierarkisesti kehittyd (Naufal ym., 2021). Tasot toistuvat jokaisen oppilaan
geometrisen ajattelun kehityksessé samassa jarjestyksessa (Silfverberg, 2018). Jot-
ta oppilas voi siirtyd korkeammalle tasolle, taytyy hénelld olla ymmérrys alemman
tason asioista. Toivottua kehitysta geometrisessa ajattelussa ei pysty tapahtumaan,
jos oppilaan oma ajattelu on eri tasolla kuin milld opetus on. Tamé korostuu etenkin
silloin, jos opetus on korkeammalla tasolla kuin oppilaan ajattelu. T&lloin oppilas
el pysty endd pysyméin opetuksessa mukana, eikd kehitysta tapahdu (Silfverberg,
2018).

Van Hielen teorian tasoa 1 kutsutaan visualisoinnin tasoksi (Silfverberg, 2018). Ta-
solla 1 oppilas tunnistaa geometrisen kuvion sen visuaalisen ulkondaoén perusteella
(Naufal ym., 2021). Oppilas ei siis tunnista kuvioita niiden ominaisuuksien perus-
teella, vaan pelkistdan ulkondon perusteella (Silfverberg, 2018). Tasolla 1 oleva op-
pilas osaa nimeta geometrisia peruskuvioita ja tunnistaa niita. Liséksi oppilas pystyy
piirtdméaédn peruskuvioita esimerkkien avulla. Visualisoinnin tasoa kuvaa hyvin se,
etta oppilas voi tunnistaa suorakulmion olevan samanmuotoinen liitutaulun kanssa,
mutta ei kuitenkaan osaisi tunnistaa tai nimetéd suorakulmiota sen ominaisuuksien,
esimerkiksi neljin sivun, perusteella (Silfverberg, 2018).

Tasolla 2 siirrytddn tarkastelemaan geometrisia kuvioita niiden ominaisuuksien né-
kokulmasta (Silfverberg, 2018). Kyseisté tasoa kutsutaan ominaisuuksien analysoin-
nin tasoksi. Talla tasolla oppilas osaa tunnistaa kuvioita niiden ominaisuuksien pe-
rusteella, mutta ei kuitenkaan pidd ominaisuuksia merkityksellisind (Naufal ym.,
2021). Oppilas ei siis kiinnitd huomiota sithen, miten kuvion ominaisuudet riippuvat
toisistaan (Silfverberg, 2018). Tasolla 2 kuvioita osataan myos vertailla keskenédén
niiden ominaisuuksien avulla. Téalla tasolla oleva oppilas osaa kertoa, ettd esimer-
kiksi suorakulmion kaikki kulmat ovat yhta suuret ja silld on kaksi pitkdd ja kaksi
lyhytté sivua (Silfverberg, 2018).

Tasoa 3 kutsutaan ominaisuuksien jarjestamisen tasoksi (Silfverberg, 2018). Talla
tasolla oppilas osaa tunnistaa, luokitella ja hyodyntdd kuvion eri ominaisuuksien
vélisid suhteita (Naufal ym., 2021). Oppilas pystyy siis tunnistamaan, ettd tarkas-
teltavan kuvion eri ominaisuuksilla on yhteyksia toisiinsa ja pystyy kiayttamaédn niitéa
tehtévien ratkaisemisessa (Silfverberg, 2018). Lisdksi oppilas pystyy seuraamaan ja
kayttaméaan deduktiota lyhyissa paattelyissa. Han osaa myos tutkia, sisaltyyko tietyt
kuvioluokat toisiinsa. Esimerkiksi nelié osataan tulkita suorakulmioksi ja selittaé,
miksi néin on (Silfverberg, 2018).

Van Hielen taso 4 on formaalin paéttelyn taso (Silfverberg, 2018). Téll4 tasolla op-
pilas osaa rakentaa loogisen todistuksen geometrisille kuvioille (Naufal ym., 2021).
Oppilas pystyy péaétteleméén tehtdvanannon tietojen perusteella, mitd seurauksia
annetuilla tiedoilla voi olla (Silfverberg, 2018). Hian osaa my6s poimia tehtévinan-
nosta geometrisen lauseen todistamiseen vaadittavat tiedot. Tasolla 4 oppilas ym-
mértad, miksi geometristen ominaisuuksien lauseet vaativat euklidisessa geometrias-
sa todistuksen, eiké niitd voida todeta vain kuvan avulla. Liséksi hdn osaa laatia itse
namé vaadittavat todistukset (Silfverberg, 2018).
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Viimeinen eli viides van Hielen teorian taso on aksioomasysteemin ymmaértdmisen
taso (Silfverberg, 2018). T4lla tasolla ollessaan oppilaan ymmérrys geometriasta on
van Hielen teorian mukaan korkeimmalla mahdollisella tasolla. Oppilas pystyy tar-
kastelemaan eri geometrioiden vélisid eroja ja samankaltaisuuksia aksiomaattisina
jarjestelminé (Silfverberg, 2018). Liséksi hén pystyy tutkimaan esimerkiksi eukli-
disen geometrian suorakulmiokésitettd pallogeometrian tapauksessa. Oppilaan ym-
mértdminen geometriasta on siis niin korkealla, ettd héan pystyy todistamaan ak-
siomaattisen muutoksen vaikutuksen geometrisen lauseen esitykseen (Naufal ym.,
2021). Van Hielen mallin kiyton on osoitettu vaikuttavan positiivisesti geometri-
sen ajattelun kehittdmiseen, minké takia sitd kiytetddan edelleen osana geometrian
opetusta (Naufal ym., 2021).

2.4 Sanallisten geometrian tehtavien hahmottaminen

Arsenault ja Powell (2022) méérittelevit sanallisen tehtédvin olevan matemaattinen
tehtéva, joka on kirjoitettu tekstimuodossa. Sanallisten matematiikan tehtévien rat-
kaisemisen on huomattu usein tuottavan ongelmia. Erityisen vaikeaa niiden ratkai-
seminen on sellaisille oppilaille, joilla on muutenkin matemaattisia vaikeuksia (Arse-
nault & Powell, 2022). Sanallisen tehtévin ratkaisemiseksi oppilaan téytyy kiyttaa
useita eri taitoja. Tehtava taytyy tulkita oikein, jonka jédlkeen oppilaan téytyy laa-
tia mielessdédn suunnitelma tehtévin ratkaisemiseksi. Vasta tamaén jalkeen oppilas
voi alkaa kunnolla ratkaisemaan tehtiaviaa (Arsenault & Powell, 2022). Tehtévin tul-
kinnassa oppilaan tulee tunnistaa jokin aiemmin tuttu malli tai tehtavatyyppi, jolla
tehtévin saa ratkaistua. Télldinen skeema voi olla esimerkiksi Pythagoraan lauseen
kdytto. Sanallisia tehtédvid usein myos vaikeutetaan erilaisilla ominaisuuksilla. Teks-
ti voi olla monimutkaisesti kirjoitettua ja se voi sisdltda epaolennaisia tietoja. Myos
esimerkiksi laskujen monimutkaisuus ja mahdollisen mallikuvan poissaolo vaikeut-
tavat sanallisen tehtdvén ratkaisemista (Arsenault & Powell, 2022).

Sanallisten tehtédvien ratkaisemisessa tehtéavin tulkitseminen ja visualisointi voi usein
aiheuttaa vaikeuksia (Arsenault & Powell, 2022). Etenkin geometrian sanallisissa
tehtévissd visualisointi on térkedssa roolissa, silla ilman visualisointia oppilas ei
usein pysty tuottamaan riittavan hyvéa ratkaisua (Zakelj & Klancar, 2022). Zakelj ja
Klanc¢ar (2022) méarittelevit visualisoinnin olevan erilaisten visuaalisten esitysten
luomista, soveltamista ja pohdintaa. Visualisointi voi esimerkiksi olla sita, ettd op-
pilas pystyy luomaan mallikuvia sanallisen tehtédvanannon perusteella mentaalisesti
tai fyysisesti esimerkiksi paperille piirtamalla (Zakelj & Klancar, 2022). Visualisoin-
tia pidetadn tarkedna osa-alueena etenkin avaruudellisessa hahmottamisessa ja hyva
visualisointi parantaa oppilaan ongelmanratkaisukykyd (Hlongwana ym., 2025). Se
luo olennaisen perustan oppilaan tilanhahmotuskyvylle ja sitd voidaan pitda jopa
tarkeinpdné osana matemaattista ongelmanratkaisua (Hlongwana ym., 2025). Vi-
sualisointi ei ole tdysin synnynnéinen kyky, vaan sitd harjoitellaan jo matematiikan
alkuopetuksessa. Koska visualisointia voi harjoitella, olisi sen kdyttoon kannustami-
nen ja sen opettaminen tirkedd kaikilla koulutustasoilla (Zakelj & Klancar, 2022).



Zakelj ja Klancar (2022) luettelevat artikkelissaan erilaisia tapoja visualisoida geo-
metrisia kasitteitd. Naita tapoja ovat esimerkiksi konkreettiset mallikappaleet, staat-
tiset graafiset esitykset (esimerkiksi kuvat), dynaamiset graafiset esitykset (esimer-
kiksi videot tai sovelmat) ja tietokoneohjelmilla tehdyt esitykset. Nadiden didaktisten
apuvalineiden kaytto geometrian opetuksessa opettaa oppilaita visualisoimaan geo-
metrisia kasitteita. Lisdksi mallinnusten kiytto voi auttaa oppilaita ymmartaméan
geometrisii késitteité ja niiden villisid suhteita syvemmin (Zakelj & Klancar, 2022).
Esimerkiksi tietokoneohjelmat mahdollistavat kolmiulotteisten kappaleiden hyvén
hahmottamisen, mikd auttaa monien tehtdvien ratkaisemisessa. Télld on myds iso
vaikutus oppilaan avaruudellisen hahmotuskyvyn kehittymiseen (Zakelj & Klancar,
2022).

Hlongwana ym. (2025) artikkelissa viitetddn, ettd kuvat tiivistavit geometrisia ti-
lanteita paremmin kuin pelkké sanallinen kuvaus. My6s Arsenault ja Powell (2022)
artikkelin mukaan oppilaat suoriutuvat tehtévista yleensd paremmin, jos tehtéavéin-
annossa on mukana tilannetta mallintava kuva pelkén tekstin liséiksi. Hlongwana ym.
(2025) artikkelissa tutkitaankin, miten oppilaat vastaavat geometrian tehtdviin ja
kuinka hyvin he onnistuvat niissé. Tutkimuksessa kiytettiin sekd mallintavia kuvia
sisaltavia tehtavia ettd pelkkid sanallisia tehtéavid. Tulokset osoittavat, ettd pelkin
sanallisen ohjeen sisdltavasséd tehtavissa oli monilla oppilailla ongelmia geometris-
ten késitteiden ja niiden vélisten suhteiden ymmaértamisessd. Mallikuvan sisaltavis-
sé tehtavissd suoriutuminen oli taas parempaa, etenkin sellaisilla oppilailla, joilla
on matemaattisia vaikeuksia. Tehtdvinannon mallikuvien huomattiin siis ohjaavan
oppilaiden kriittistd ajattelua oikeaan suuntaan tehtéviaa ratkaistaessa (Hlongwana
ym., 2025).

Mallikuvien ja visualisoinnin roolia on tutkittu myos muissa tutkimuksissa. Muda-
ly ja Reddy (2016) tutkivat visualisoinnin roolia euklidisen geometrian tehtévissé.
Tutkimuksen tuloksista selvisi, ettd suurin osa tutkimukseen osallistujista piti visua-
lisointia merkittavina osana todistusta ja ongelmanratkaisua. Osallistujien mielesta
kaaviot ja kuvat ovat hyodyllisid geometristen ongelmien ratkaisemisessa. Tutkimuk-
sesta kuitenkin selvisi myés, ettd vaikka mallikuvien piirtdminen koetaan hyodylli-
send, ei kaikilla tutkimukseen osallistuneilla ollut riittavéasti valmiuksia tuottaa niitéa
onnistuneesti (Mudaly & Reddy, 2016). Myos Mudaly (2021) tutkimuksesta selvisi,
ettd mallikuvat ovat ratkaisevan téarkeitd oppimisprosessissa, koska ne vahvistavat
syvempad ymmaéarrystd ratkaistavasta tehtévésta. Paperille piirretyn tai mentaali-
sen mallikuvan avulla oppilas pystyy poimimaan helpommin ratkaisun tehtéavaan
ja pohtimaan sitd monelta eri kantilta. Artikkelissa mainitaan, ettd opetuksen ja
oppimisen yhtena tarkeimpéna asiana onkin visualisoida tehtéavananto joko mentaa-
lisesti tai ulkoisesti, esimerkiksi piirtaméalla mallikuva paperille (Mudaly, 2021). Vi-
sualisointitekniikoiden ja mallikuvien kdyton tiarkeytta korostetaan myos Hlongwana
ym. (2025) artikkelissa.

Geometriaa pidetdéan usein vaikeana ja helposti ahdistusta aiheuttavana matematii-
kan osa-alueena (Mudaly & Reddy, 2016). Koska geometrian tehtavien ratkaiseminen
saattaa tuntua vaikealta ja tyoladlta, opiskelijat yrittavat usein muistaa todistuksia



ja laskukaavoja ulkoa syvillisen ymmaértdminen sijaan (Mudaly & Reddy, 2016). Té-
ma johtaa siihen, ettd opiskelijat tekevét helposti virheitd ratkaistessaan tehtéavia,
eivitkd 10yda ratkaisuja virheisiinsé (Supardi ym., 2021). Opiskelijoiden on huomat-
tu my0s usein tulkitsevan geometriaan liittyvid kysymyksia vadrin, silla syvéllinen
ymmarrys on heikkoa (Hlongwana ym., 2025).

3 Virhekasitykset

Téassé luvussa madritellaan virheen ja virhekésitykset termit. Luvussa esitelldan ylei-
simpié syitd matematiikassa esiintyville virhekésityksille ja keinoja niiden poistami-
seen. Lopuksi virhekésityksia tarkastellaan vield tarkemmin geometrian ndkokulmas-
ta esimerkkien avulla.

3.1 Virhe ja virhekasitys

Virhe ja virhekésitys liittyvat vahvasti toisiinsa, mutta ovat eri asia (Luneta & Ma-
konye, 2010). Virhe on jokin pieni erehdys, lipsahdus tai poikkeama halutusta tark-
kuudesta. Virheet eiviat tapahdu systemaattisesti, koska ne ovat tahattomia vadria
vastauksia. Virheitd voidaan havaita erilaisissa oppilaiden tekemissa tuotoksissa, ku-
ten kirjoitetussa tekstissd, puheessa tai laskutehtévissé (Luneta & Makonye, 2010).
Yksi virheen tunnusomainen piirre on se, ettd oppilas pystyy itse korjaamaan teke-
ménsé virheen spontaanisti (Mosia ym., 2023). Virheitéd tehd&én seké aloittelijoiden
ettd asiantuntijoiden toimesta, eli kukaan ei pysty kokonaan vélttymé&én niiltd (Mo-
sia ym., 2023).

Virheet eivit kuitenkaan valttamatta tapahdu aina satunnaisesti, vaan niiden juuret
voivat olla oppilaan virheellisessi ajattelussa (Mosia ym., 2023). Systemaattisia vir-
heitd kutsutaan virhekésitykseksi (Luneta & Makonye, 2010). Virhekésitykset ovat
siis toistuvia vadria vastauksia, jotka johtuvat virheellisestd ajattelutavasta (Luneta
& Makonye, 2010). Toistuvat virheet kertovat siité, ettd oppilaalla ei ole kunnollista
ymmarrysti kisiteltavista asiasta, eli hdnelle on syntynyt virhekésitys asiasta (Oz-
kan ym., 2018). Virhekésityksen aiheuttama virheellinen ajattelutapa johtuu usein
oppilaan omista kokemuksista tai vidrinkésityksistd opetuksen aikana (Ozkan ym.,
2018). Usein virhekésitykset myos ovat oppilaalle intuitiivisesti jarkevid, minké ta-
kia niité ei ole pystytty opetuksessa korjaamaan (Luneta & Makonye, 2010).

Virhekasityksid voidaan siis pitda virheiden osajoukkona, eli kaikki virhekésityk-
set voidaan maaritella virheiksi, mutta virheet eivit valttamatta ole virhekésityksia
(Ay, 2017). Virhe siis mahdollisesti seuraa virhekésityksestd ja virheitd havainnoi-
malla voidaan 16ytaé virhekésityksid oppilaan ajattelun taustalta (Ay, 2017). Vir-
hekésityksid voi kuitenkin olla myos vaikea 16ytaé ja ne saattavat jaada opettajil-
ta huomaamatta. Esimerkiksi matematiikan laskun vastaus voi olla oikein, mutta
todellisuudessa siihen ollaan paisty vahingossa, eikd oikeita menetelmia kdyttamal-
14 (Luneta & Makonye, 2010). Télloin virhekésitys ei ilmene vastauksesta, vaan
sen huomaamiseksi taytyisi opettajan seurata oppilaan ajattelua ja padttelyketjua.
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Opettajien olisikin térkead kiinnittdd huomiota oppilaiden selityksiin, jotta he voi-
sivat seurata paattelyd kunnolla (Luneta & Makonye, 2010).

Virhekasityksen rooli on matematiikassa huomattavasti merkittavampi kuin yksit-
taisten virheiden (Ozkan ym., 2018). Virheet ovat satunnaisia, joten niiden tutkimi-
nen on pedagogisesti vihemmén hyodyllistd kuin virhekésityksien tutkiminen (Mo-
sia ym., 2023). Monet opettajat ovat myds usein tietaméttomia oppilaidensa virhe-
késityksistd, vaikka huomion kiinnitdminen niiden korjaamiseen edistéisi oppilaan
osaamista (Luneta & Makonye, 2010).

3.2 Virhekasitykset matematiikassa

Matematiikka on kumuloituva tiede, eli tieto rakentuu tiedon péélle (Ozkan ym.,
2018). Koska matematiikassa opittavat aiheet liittyvét toisiinsa, on aiemmin opittu-
jen kasitteiden ymmartaminen valttamatonta uusien késitteiden oppimisessa. Mate-
matiikassa opetus liittykin suoraan siihen, ettd oppilaan ymmartavit matemaattis-
ten késitteiden merkityksen ja yhteyden toisiinsa (Ozkan ym., 2018). Kun oppilaat
oppivat uusia asioita, rakentavat he tiedon aiempien tietojensa ja omien ennakko-
luulojensa péille. Jos siis aiemmin opitussa tiedossa on virhekasitys, siirtyy se myos
uuteen tietoon (Ay, 2017). Tdméa on yleistd matematiikassa, silld uusia késitteita
on melkein mahdotonta mééritelld kiyttaméatta jo aiemmin opittuja kisitteita (Ay,

2017).

Luneta ja Makonye (2010) méérittelevit artikkelissaan matematiikan olemuksen ole-
van sitd, ettéd tietdd mitd tehda ja miksi tehdé niin. Matematiikassa on siis oleellis-
ta ymmartaa merkitykset tehtavien laskutoimitusten taustalla (Ozkan ym., 2018).
Oppilaiden on kuitenkin usein huomattu suorittavan satunnaisia laskutoimituksia
vain saavuttaakseen ratkaisun (Ozkan ym., 2018). Oppilaat turvautuvat siis ma-
temaattisten sadntdjen ulkoa opettelemiseen, eivitkd ymmérrd syvallisesti, miksi
laskutoimituksia tehddén (Riccomini, 2005). T4lloin oppilaan matemaattinen tieto
on yleensé proseduraalisella eli toimintatapaan liittyvélla tasolla (Luneta & Mako-
nye, 2010). Tall4 tasolla ollessaan oppilas tietdd miten tehtévi ratkaistaan, mutta ei
ymmarra, miksi ratkaisuun vaadittavat laskutoimitukset tehdédn. Tehtavét ratkais-
taan usein nopeasti ulkomuistista, mika johtaa helposti virheiden ja mahdollisten
virhekésitysten syntymiseen (Luneta & Makonye, 2010). Yksi syy tehtdvien ulkoa
opettelemiselle on matematiikan abstrakti luonne, jonka monet oppilaat kokevat
vaikeana (Musyadad & Martadiputra, 2021). Abstraktius aiheuttaa matematiikkaa
kohtaan ennakkoluuloja, mika vihentéad oppilaiden halua ymmaértaa matematiikkaa
syvéllisesti (Ozkan ym., 2018). Matematiikka koetaan vaikeana oppiaineena eiké si-
té haluta ymmaértad kunnolla, miké lisaé virheiden mahdollisuutta (Musyadad &
Martadiputra, 2021).

Matematiikan syvéllisen ymmérryksen puutteen lisdksi virheitd matematiikan ko-
keissa aiheuttaa esimerkiksi kysymysten lukeminen véaérin ja huolimattomuus tehtéa-
vad tehdessd (Musyadad & Martadiputra, 2021). Musyadad ja Martadiputra (2021)
ovat artikkelissaan késitelleet viittad eri kohtaa tehtévien teossa, jossa virheitd voi



tapahtua. Ensimmainen kohta on tehtdvanannon lukeminen, jolloin oppilaat voivat
lukea vadrin tehtdvanannossa esiintyvia termeja, symboleja tai tarkeita tietoja. Téa-
mén jilkeen oppilaan tulisi ymmartaéd, mitd tehtévissa kysytdan. Usein oppilaat
eivit kuitenkaan tiedd, mitéd tehtévassa kysytddn. Kolmas kohta liittyy tehtavéssa
tarvittavien muutosten tekemiseen. Oppilaat saattavat esimerkiksi tehda yksikon-
muunnoksia, mutta eivit suorita niitd kaikille suureille. Lisdksi he saattavat kiyt-
taa vaaria laskutoimituksia tehtédvan tekemiseen. Neljés virheen mahdollisuus liittyy
tehtévan kasittelytaitoihin. Oppilaat voivat tehda laskuvirheitéd tai eivit osaa jat-
kaa laskun tekemistéd. Viimeisessa kohdassa virheet liittyvit lopullisen vastauksen
esittdmiseen. Virheita voi syntyd, kun oppilaat eivit osaa paatelld vastauksia teke-
miensé laskujen perusteella tai he esittavit vastauksen liian epatarkasti. Musyadad
ja Martadiputra (2021) tutkimuksessa selvisi, ettd oppilaat tekivit eniten virheité
kolmannessa vaiheessa eli muutosten tekemisessa. Véhiten virheita tapahtui tehtéa-
vianannon lukemisessa (Musyadad & Martadiputra, 2021).

Ozkan ym. (2018) esittelevit artikkelissaan esimerkkejé virheita ja virhekésityksia
poistavista tekijoistd. Yhtenéd tarkeimmista tekijoistd pidetddn arkielaman ja kou-
lussa opeteltavien késitteiden yhdistamisté toisiinsa. Artikkelin mukaan opetuksessa
tulisi kayttaa etenkin arkielamaéan liittyvia esimerkkeja, jotta oppilaat pystyisivat
yhdistdmadn matematiikan abstraktit asiat konkreettisiin ja tuttuihin késitteisiin
(Ozkan ym., 2018). Konkreettisten esimerkkien lisiksi olisi térkedd, ettd oppilaat
pystyisiviat yhdistdmaan uuden tiedon aiemmin opetettuun tietoon. Jos opittavat
asiat jaavat irrallisiksi toisistaan, voi virheitd syntyd helpommin. Ozkan ym. (2018)
korostavat opettajan vastuun merkitysté virheiden poistamisessa. Opettajan tulisi
esimerkiksi ohjata oppilaita uusien kéasitteiden opetuksen jokaisessa vaiheessa, jotta
virhekasityksilta valtyttadisiin. Lisdksi opettajan tulisi kiinnittdd huomiota mahdol-
listen aiempien virhekasitysten korjaamiseen ennen uusien késitteiden opettamista
(Ozkan ym., 2018).

Asenteet virheité ja virhekésityksia kohtaan ovat muuttuneet, eiké niitd pidetéd enédé
yhté kielteisessd valossa (Mosia ym., 2023). Virhekésitykset ajatellaankin nykyaan
enemman mahdollisuuksina opettajille ymmértas, miten oppilaat ajattelevat ja ké-
sitteellistavit matemaattista sisaltod. Mosia ym. (2023) mainitsevat artikkelissaan,
ettd opetuksen onnistumisen kannalta olisi tdarkedd, ettd matematiikan opettaja ky-
kenee analysoimaan oppilaiden tekemia virheitd ja kehittdmédn ratkaisuja niiden
korjaamiseen. My6s Riccomini (2005) artikkelissa painotetaan virheiden tunnista-
mista, jota opettajat pystyvit tekeméan oppilaiden tyoskentelyn systemaattisella
tarkkailulla. Artikkelissa tutkittiin opettajien kykyéa tunnistaa oppilaiden tekemia
virheita. Tutkimus osoitti, etté opettajat pystyivit tunnistamaan virhemalleja, mut-
ta eivit aina osanneet maaritelld syvallisempéad syyté virheelle. Téllé voi olla vakavia
seurauksia etenkin huonommin suoriutuvien oppilaiden kehitykselle, silld jos he ei-
vat saa tukea virhekéasitystensa korjaamiseen, jatkavat he todennéakoisesti samojen
virheiden tekemistad. Tama puolestaan lannistaa oppilasta ja heikentéda edelleen ha-
nen tulevaa suoriutumistaan matematiikassa (Riccomini, 2005).

Virhekasitysten tunnistaminen ja niiden poistaminen on linjassa myos Luneta ja



Makonye (2010) artikkelin kanssa. Artikkelissa mainitaan, ettd nykyédén suositel-
laan siirtymisté opettajakeskeisesta opetuksesta oppijakeskeiseen lahestymistapaan.
Siiné térkedd on reagoida oppilaiden kohtaamiin vaikeuksiin, kuten matematiikas-
sa tehtéviin virheisiin ja virhekésityksiin (Luneta & Makonye, 2010). Oppilaiden
tekemié virheitd ei siis pitaisi ndhdd ongelmana, vaan oppimisen mahdollisuutena
(Mosia ym., 2023). Opettaja voi parantaa oppilaiden matemaattisten ajattelun ke-
hittymisté ja sita kautta syvéillisempéa oppimista esimerkiksi pyytamalla enemman
selityksia laskutoimituksiin (Ozkan ym., 2018). Néiin opettaja pystyy paremmin né-
kema#n, missé kohtaa tehtavaa oppilaat tekevéit virheita. Lisdksi selitysten lisddmi-
nen kehittdéd oppilaan taitoja, silla selitykset pakottavat oppilaita harjoittelemaan
matemaattista ajattelua eiké vain opettelemaan sééntoja ulkoa (Ozkan ym., 2018).

3.3 Virhekasitykset geometriassa

Uygun ym. (2024) esittelevit artikkelissaan erilaisia keinoja, joiden avulla oppilai-
den geometrisia virhekasityksia on pyritty tunnistamaan ja tutkimaan. Naita keinoja
ovat esimerkiksi ongelmanratkaisutehtavat, teknologian hyodyntédminen, havainnol-
listavien kuvien ja dynaamisten geometriaohjelmien kaytto sekd van Hielen teoriaan
pohjautuvat testit (Uygun ym., 2024). Koska uusien asioiden oppiminen riippuu op-
pilaan kognitiivisesta tasosta ja opittavien asioiden monimutkaisuudesta, ei kaikkien
oppilaiden ole mahdollista oppia uusia késitteitd samassa tahdissa (Ay, 2017). Van
Hielen teoriaan pohjautuvilla tutkimuksilla yritetdan usein selvittaa, liittyvatko geo-
metriassa ilmenevéit virhekasitykset siihen, ettd oppilaan oma van Hielen taso on eri
kuin opetuksessa vaadittava taso.

Tutkimuksista on selvinnyt, ettd geometriassa virheitd tapahtuu péaaasiassa siksi,
koska oppilailla on vaikeuksia ymmaértdéd opetusta (Luneta, 2015). Tama johtuu esi-
merkiksi siitéd, ettd oppilas on eri van Hielen ajattelutasolla kuin opettajan opetus
vaatisi. Oppilas ja opettaja eivit siis ymmarra toisiaan, mika aiheuttaa virheité ja
mahdollisesti virhekésityksié (Luneta, 2015). Mosia ym. (2023) tutkimuksessa selvisi,
ettd tutkimukseen osallistuneet oppilaat toimivat korkeintaan kolmannella van Hie-
len tasolla. Suurin osa heidén tekemistéaén virheita johtui siitd, ettd oppilaat tekivat
johtopédtoksia geometrian tehtidvien vastauksista visuaalisen esityksen perusteella,
eli toimivat van Hielen teorian tasolla 1. Useat tutkimuksen tehtévét olisivat kui-
tenkin vaatineet tason 4 paattelyd. Tutkimuksesta siis selvisi, ettéd oppilailla oli vain
osittaiset tiedot ja taidot geometriasta (Mosia ym., 2023). Myos Luneta (2015) tut-
kimuksessa selvisi, ettd tutkimukseen osallistuneet oppilaat toimivat alemmalla van
Hielen tasolla, kuin tehtévat vaativat. Artikkelissa korostetaan, ettd opettajan olisi
tarkeda tietad, milla van Hielen tasolla hénen oppilaansa toimivat. Taméan tiedon
avulla opettaja pystyy suunnittelemaan opetuksesta mahdollisimman hyodyllista ja
eliminoimaan oppilaiden geometrisia virhekésityksié (Luneta, 2015).

Esimerkiksi Ozerem (2012), Ozkan ym. (2018), Luneta (2015) ja Uygun ym. (2024)
ovat tutkineet geometrisia virhekésityksia. Tutkimuksissa selvitetdan, mita virhekéa-
sityksid oppilailla on geometriasta ja mitka ovat mahdollisia syitd virhekasityksille.
Ozerem (2012) ja Ozkan ym. (2018) tutkimuksissa selvisi, etti pinta-alan laskemises-
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sa tehtiin paljon virheita. Virheet johtuivat usein visualisoinnin puutteesta tai vaa-
rin kaavan kiytostd (Ozerem, 2012). Erilaisten kuvioiden, kuten nelikulmion, moni-
kulmion ja kolmion késitteissd ja mééritelmissd huomattiin virhekésityksia (Uygun
ym., 2024; Ozerem, 2012). Oppilaat eiviit esimerkiksi ymmérténeet kuvioiden omi-
naisuuksia ja niiden suhteita toisiinsa (Ozerem, 2012). Hahmotuksessa olevat virhe-
késitykset ja ongelmat ilmenivit myos vaikeuksina tehdé peilikuviin tai kuvioiden
siirtdmiseen liittyvid tehtévid oikein (Luneta, 2015; Ozerem, 2012).

Paljon virhekasityksid ilmeni kulmien suuruuteen ja niiden merkitykseen liittyen
(Ozerem, 2012). Oppilailla oli vaikeuksia esimerkiksi kulmien suuruuksien laskemi-
sessa sekéd vierus-, risti- ja samankohtaisten kulmien hyddyntdmisessa tehtéavissa.
Myos koordinaatistoon liittyvéat tehtévat, kuten origoa leikkaavan suoran yhtélo tai
suoran kulmakertoimen mééritys aiheuttivat oppilaille virheitd (Ozkan ym., 2018).
Virheet yksikonmuunnoksissa ovat myos yleisié ja johtuvat usein siitd, ettd oppilaat
eiviit osaa miettii muunnosten jirkevyyttéd (Ozerem, 2012). Muiden matematiikan
osa-alueiden tavoin myo0s geometriassa iso osa virheistd ja virhekasityksista osoit-
taa, ettd oppilaat ovat opetelleet mekaaniset laskutoimitukset ulkoa, mutta eivat
ymmérra laskutoimitusten syvéllisempid merkityksid ja mééritelmid (Ozkan ym.,
2018).
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4 Tutkimuksen toteutus

Téssé luvussa késitellddn tutkimuksen aineisto ja tutkimuskysymys (luku 4.1) se-
ké aineiston analyysiprosessi (luku 4.2). Liséksi luvussa 4.3 esitellddn tutkimuksessa
kasiteltavin ylioppilaskoetehtavit. Jokaiseen tehtdvddan nédytetddan myos yksi mah-
dollinen malliratkaisu.

4.1 Aineisto ja tutkimuskysymykset

Téamén tutkimuksen tarkoituksena on selvittda, millaisia virheita ilmenee sanallisis-
sa geometrian ylioppilaskoetehtévissd matematiikan pitkéssa ja lyhyessa oppiméé-
rissd. Liséksi pohditaan, mité syitéd l0ydettyjen virheiden syntymiseen voi olla.

Tutkimuskysymys on:

e Minkalaisia virheita sanallisissa geometrian ylioppilaskoetehtévissa yleisimmin
tehd&aén?

Tutkimuksessa tarkastellaan kolmea ylioppilaskoetehtéavaa. Kaikki kolme koetta ovat
vuodelta 2021 ja niiden sisélto perustuu vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmaan.
Tutkielmassa analysoitavana aineistona toimii Ylioppilastutkintolautakunnan luo-
vuttama korpusaineisto, joka koostuu sadan satunnaisesti valitun anonyymin koke-
laan vastauksista tutkimuksessa késiteltaviin ylioppilaskoetehtaviin. Aineistosta kéy
ilmi my6s kokelaan saama arvosana ylioppilaskokeesta.

Tutkimuksessa késiteltavisté tehtavista kaksi on pitkdn matematiikan ja yksi lyhyen
matematiikan ylioppilaskokeista. Jokainen tehtévistd on kokeen B-osassa, joten ko-
kelailla on ollut laskinohjelmat kiytossédan tehtévia ratkaistaessa. Kyseiset tehtéavat
valikoituivat tutkimukseen, silld niiden tehtdvanannot olivat kokonaan sanallisia.
Tehtévanannot eivét siis siséltdneet valmiita mallikuvia, vaan kokelaiden tuli hah-
mottaa tilanne sanallisen kuvauksen perusteella.

4.2 Analyysin kuvaus

Analyysiprosessi suoritettiin kiiymaéalld aineistona olevat kokelaiden vastaukset 1dpi
kahteen kertaan. Ensimmaisessa vaiheessa vastaukset kaytiin yksitellen 1api. Jokai-
sen vastauksen kohdalla pohdittiin, missa tehtévian kohdassa kokelas on tehnyt vir-
heen, jos hén on sellaisen tehnyt. Ratkaisuissa ilmenneet virheet yksinkertaistettiin
sanalliseen muotoon ja jokaisen uuden ratkaisun kohdalla pohdittiin, mihin maéari-
tellyista virhetyypeista se sopii. Yksi tehtava saattoi sisdltdméaan useita eri virheité,
jolloin se kuului useaan virhetyyppiin. Jos ratkaisujen lapikdynnissa ilmaantui uusi
virhetyyppi, lisdttiin se listaan. Ratkaisujen ldpikdynnin jalkeen virhetyyppien sanal-
lisia nimié voitiin muokata ja tarvittaessa yhdistad muutama virhetyyppi keskendan.

Prosessin toisessa vaiheessa jokaisen tehtavan kaikki 100 ratkaisua kaytiin uudestaan

lapi. Vaiheessa tarkistettiin, ettd pitavatko virhetyyppeihin lajitellut edelleen paik-
kaansa. Ratkaisujen toisen lapikdynnin aikana korjattiin mahdolliset ensimmaisessa
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vaiheessa tulleet virheet. Kahteen kertaan ratkaisujen lapikdyminen lisda analyysin
luotettavuutta ja vahentad virheita. Loydetyt virhetyypit olivat jokaisessa kolmessa
tehtéavasséa hieman erilaiset, silla tehtavissa laskettiin eri asioita.

Analyysiprosessin kolmannen vaiheen jilkeen laskettiin taulukkolaskentaohjelmal-
la, kuinka monta ratkaisua kuhunkin virhetyyppiin kuului. Lukuméérat muutettiin
prosenttiluvuiksi, jotta eri virhetyyppien vertailu keskenédéan olisi mahdollisimman
mielekdstd. Yhteenvetona virhetyypit esitettiin taulukoissa, joista nédkee jokaisen
tehtavan virhetyypit. Yleisimmin esiintyneistd virheistd annettiin myos esimerkit,
joiden pohjalta virhetyyppi on helpompi ymmaértaa.

4.3 Tehtavanannot ja malliratkaisut

4.3.1 Kevat 2021, pitkd oppimaara, tehtava 12. Piilotetut pallot

Poydalld on kolme 3-séteista palloa, joista kukin pallo koskettaa kahta muuta. Pallot yritetdan peittad puolipallon muotoisella
kuvulla, jonka séde on 2. Kupu on kuitenkin liian pieni, jolloin sen reuna j&a joka kohdassa 1 yksikén korkeudelle pdydasta.
Madarita sateen I tarkka arvo.

Kuva 1: Piilotetut pallot (Ylioppilastutkintolautakunta, 2021a)

Ratkaisu:

Kuvun keskipisteen kautta kulkee symmetria-akseli z. Pallojen keskipisteet muo-
dostavat tasasivuisen kolmion, jonka yhden sivun pituus on 6. Kolmion kérjen etéi-
syys kolmion keskipisteesté, eli symmetria-akselista z, saadaan laskettua jakosuhteen
avulla. Kuvassa 2 nékyy ylhaaltd pain kuvattuna pallot ja niiden muodostama kol-
mio. Kolmion kérjesté vastakkaiseen sivuun piirretyn korkeusjanan pituus h saadaan
laskettua Pythagoraan lauseella ja se on

3?4+ h*=6
h =162 — 32
h = 3V3.

Etaisyys kolmion kérjesta A keskipisteeseen d on % koko kolmion korkeudesta h, silla
jakosuhde on 1:2. Kolmion kérjen etéisyys keskipisteesté on siis

)
dzgh:§-3\/§:2\/§.

Koska kuvun reuna jéa 1 yksikon korkeudelle poydésté, on kuvun reunan ja pienen
pallon keskipisteen korkeusero 2. Lasketaan pienen pallon keskipisteen etéisyys ison
kuvun pohjan keskipisteestda Pythagoraan lauseella. Tilannetta on havainnollistettu
kuvassa 3.

1132 _ 22 + (2\/5)2

r=1/4+(2V3)2 =4

Koska pieni pallo on kuvun siséllé ja koskettaa kuvun pintaa, on kuvun sédde R edella
lasketun etéisyyden ja pienen pallon sdteen summa R=x+r=4+3 =7T7.
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Kuva 2: Pallot ja kupu ylh&alta péin kuvattuna

Kuva 3: Pallot ja kupu sivusta péin kuvattuna

4.3.2 Syksy 2021, pitkid oppiméiird, tehtava 7. Avaruuskappale

Tama tehtava on tarkoitettu ratkaistavaksi ohjelmistolla. Vastaukset voi antaa likiarvoina, ja perusteluiksi riittavat
kuvakaappaukset tai selitykset, joista ilmenee, mita on mitattu. Tehtavan voi myos ratkaista algebrallisesti laskemalla.

Tarkastellaan monitahokasta M = ABCDEF, jonka pohja ABCDE on saannéllinen viisikulmio ja jonka sivutahkot ovat
tasasivuisia kolmioita.

1. Piirrd kuva monitahokkaasta M. (4 p.)

2. Mé&aritd monitahokkaan M sidrman AF ja pohjan vilinen kulma. (2 p.)
3. Madaritd monitahokkaan M tahkon A BF ja pohjan vilinen kulma. (2 p.)
4. Maarita monitahokkaan M tilavuus, kun sarmén pituus on a. (4 p.)

Kuva 4: Avaruuskappale (Ylioppilastutkintolautakunta, 2021c)

Ratkaisu:
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1. Hyédynnetddan Geogebra-ohjelmistoa. Piirretaén sdannollinen monikulmio -toiminnolla
viisikulmio, jonka jokaisen sivun pituus on a=1. Témaéan jalkeen piirretdén viisikul-
mion ympérille ympyra niin, ettd ympyré sivuaa jokaista viisikulmion kdrkea. Tamé
tehddan ympyra: kolme kehén pistettd -toiminnolla. Seuraavaksi méaéritetddn ym-
pyran keskipiste keskipiste-toiminnolla. Monitahokkaan korkeus saadaan laskettua
hyodyntamalla kuvassa 5 nidkyvda suorakulmaista kolmiota, jonka monitahokkaan
huippu, yksi viisikulmion kéarjista ja viisikulmion keskipiste muodostavat.

Kuva 5: Suorakulmainen kolmio AOF

Ratkaistaan korkeus OF Pythagoraan lauseella, kun sivutahkon sivun pituus on
AF = a = 1 javiisikulmion ympdrille piirretyn ympyrén side on AO = 550 + 10v/5.

AO? + OF? = AF?
OF = VAF? — AO?

OF = \/12 - (1—10\/50+ 10\/5)2

1
OF = = [-10 <\/_—5> ~ 0,53

Kaytetaan Geogebran laajenna pyramidiksi tai kartioksi -toimintoa valitsemalla poh-
jaksi viisikulmio ja korkeudeksi 0,53. Geogebran piirtdméa kuva monitahokkaasta M
on kuvassa 6.

2. Kaytetaan Geogebran kulmanmittaustoimintoa ja syotetéaén pisteiksi kartion huip-
pu, yksi viisikulmion kéarjista seké viisikulmion keskipiste. Kulman suuruudeksi saa-
daan v = 31, 72°. Kulma nékyy kuvassa 7.

3. Maéritetadn jonkin viisikulmion sivun keskipiste Geogebran keskipiste-toiminnolla.
Tamén jalkeen kiytetddn kulmanmittaustoimintoa ja valitaan pisteiksi kartion huip-
pu, asken madritelty piste seké viisikulmion keskipiste. Kulman suuruudeksi saadaan
0 = 37,38°. Kulma nédkyy kuvassa 7.
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Kuva 6: Monitahokas M

Kuva 7: Monitahokas M ja lasketut kulmat

4. Geogebra laskee automaattisesti viisikulmion pinta-alan, joka on 1,72. Aiemmin
laskettu kartion korkeus on 0,53. Lasketaan tilavuus:

1
= -Ah
v 3

V= % 1,72-0,53 ~ 0,3

Koska viisikulmion sivun pituus a on piirroksessa 1, on tilavuus kerrottava luvulla
a®. Lopullinen tilavuus on siis V=0,3 a®.
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4.3.3 Syksy 2021, lyhyt oppimaéiri, tehtiava 12. Tornin rakentaminen

Linnaan rakennetaan katkaistun pyramidin muotoista tornia. Tornin korkeudeksi on suunniteltu 10 metria ja seinan
leveydeksi tornin huipulla 80 % leveydesta tornin juurella. Saatavilla oleva rakennusmateriaali rajoittaa tornin seinien pinta-
alan 120 neliémetriin. Laske seinan leveys tornin juurella.

Kuva 8: Tornin rakentaminen (Ylioppilastutkintolautakunta, 2021b)

Ratkaisu:
Geogebralla piirretty havainnollistava mallikuva tilanteesta nakyy kuvassa 9. Tornin
pohjan sivun pituus on x ja huipun leveys 0,8x. Katkaistun pyramidin korkeus on

10 m.
AF
h=10m
D
X

Kuva 9: Mallikuva katkaistusta pyramidista

Jokainen sivutahko on puolisuunnikas, jonka yhdensuuntaisten sivujen pituudet ovat
x ja 0,8z. Sivujen pituuksien erotus jakautuu tasaisesti molemmille puolille, kuten
kuvasta 10 ndhdé&an. Sivutahkon korkeus on s, ja se saadaan laskettua kuvassa 10
nékyvian suorakulmaisen kolmion avulla Pythagoraan lauseella.

(0,12)* + 10% = 2

s =1/(0,1z)* + 102

Yhden seinén pinta-ala saadaan laskettua puolisuunnikkaan pinta-alan kaavalla.
Pinta-ala on

x + 0,87

— s

A =0,9z1/(0,1z)% + 102,

A:
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c 0.8x D G

w

h=10m

& ¥ O D LS

0,1x 0,1x 0,1x

Kuva 10: Mallikuva pyramidin seindn puolisuunnikkaasta seké seindn ja korkeusja-
nan muodostavasta kolmiosta

Seinén leveys tornin juurella, eli pituus z, voidaan laskea CAS-laskimella. Seinid on
4 kappaletta ja seinien yhteenlaskettu pinta-ala on 120 neliometrid, joten ratkaistava

yhtélo on 4-0,924 / (0,1:1;)2 + 102 = 120. Vastaukseksi saadaan x = 3,33149m ~ 3,3m.
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5 Tulokset

Téasséd luvussa esitellidn aineiston analysoinnista saadut tulokset jokaiseen tarkas-
teltavaan tehtévdan. Tuloksina esitetddn tehtavistd 10ydetyt virhetyypit ja niistéa
annetaan esimerkkeja. Erityisesti keskitytdédn niihin virhetyyppeihin, joita esiintyi
eniten vastauksissa. Yhdessa vastauksessa voi esiintyé useita virhetyyppejé.

5.1 Kevat 2021, pitkd oppimaara, tehtava 12. Piilotetut pal-
lot

Kevaan 2021 pitkdn oppimédrin tehtavissa kasitelladn kolmea kuvun alle asetettua
palloa. Tehtava on ylioppilaskokeen B2-osassa, eli aivan kokeen lopussa. Kyseisen
tehtavan on siis ajateltu olevan kokeen vaikeimmasta paastd. Tehtdvan vaikeus ja
mahdollinen ajan puute nikyi kokeilaiden vastauksissa. Otoksessa vain yksi koke-
las oli saanut tehtyéd tehtavin taysin oikein. Kokelaista 58 %:lla tehtdva oli jaanyt
kesken jossain kohtaa. Monissa kesken jééneissé tehtéavissd kokelas oli pelkdstadn
hahmotellut mallikuvaa tehtdvanannon tietojen perusteella. Kuitenkin myos tehtéa-
van kesken jéatténeilla kokelailla saattoi esiintyd virheitd heidédn ratkaisussaan.

Yleisin kokelaiden tekemé virhe oli se, etta kuvun sdde oli méaaritetty vaarasta koh-
taa. Taman virheen oli tehnyt 29 % kokelaista. Oikeassa ratkaisussa tulisi ensin rat-
kaista yhden pienen pallon keskipisteen etéisyys kolmen pallon keskipisteiden muo-
dostaman tasasivuisen kolmion keskipisteeseen. Tata pituutta hyodyntaen pystytadan
laskemaan pienen pallon ja kuvun keskipisteiden vélinen etdisyys, jonka jéalkeen t&-
hén tulisi viela lisata pienen pallon side. Esimerkiksi kuvan 11 kokelas ei kuitenkaan
ollut huomioinut pienen pallon ja kuvun keskipisteiden etéisyytté laskiessaan sité,
ettd pienen pallon etdisyys kuvun keskipisteen kautta kulkevasta korkeusakselista ei
ole sama asia kuin pienen pallon sdde. Tamé johtuu siitéd, ettd kaikki kolme pien-
ta palloa koskettavat toisiaan. Lisdksi kokelas on lopussa kiayttdnyt pienen pallon
siateend pituutta 2, vaikka side on 3. Myos kuvan 12 kokelas on maarittanyt sa-
teen vadarin. Han on laskenut oikein pienen pallon keskipisteen etéisyyden kuvun
keskipisteen kautta kulkevasta korkeusjanasta. Témén jdlkeen kokelas on kuitenkin
ajatellut, ettd kuvun sidde kulkee samassa linjassa pienen pallon sédteen kanssa. Hén
ei ole laskenut Pythagoraan lauseella pienen pallon ja kuvun keskipisteiden vélista
etaisyytta.

15 % kokelaista oli yrittanyt ratkaista tehtavin kiayttamaélla tilavuuden tai pinta-alan
laskemista. Kokelaat olivat esimerkiksi laskeneet jokaisen pienen pallon tilavuuden
ja koittaneet nédiden avulla maarittda kuvun sddetta. Tehtdvanannossa ei kuitenkaan
ole annettu tarpeeksi tietoja siihen, ettd tehtavan pystyisi ratkaista tilavuuksia tai
pinta-aloja laskemalla. Kuvan 13 esimerkkikokelas on lahtenyt ratkaisemaan tehté-
vaa ajattelemalla, ettd pienten pallojen keskipisteiden muodostama kolmio toimii
pyramidin pohjana. Ratkaisussa on virheellisesti ajateltu, ettd kyseinen pyramidi
olisi tetraedri, vaikka todellisuudessa tata ei voida tietdd. Valitsemalla pyramidin
tetraedriksi on kokelas tehnyt oletuksen pyramidin korkeudesta, vaikka sen pitaisi
olla tuntematon.
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tilanne sivusta

Kahden kuvun muodostaman ympyran kesksipiste on yhden yksikén korkeudella maasta, el
peitettyjen pallojen keskipisteiden korkeudelle on matkaa ylospain kahden yksikén verran.

Tama korkeusjana ja pienemman pallon sade muodostavat suorakulmaisen kolmion.

Kuvun sade R on taman suorakulmaisen kolmion hypotenuusan seka yhden peitetyn pallon
sateen summa.

Lasketaan hypotenuusan pituus

=\22+32 + [13

jolloin kuvun sade on

R=\[13+2
Kuva 11: Kokelas 62, kevéit 2021 pitké, arvosana M
Puolipallo jaa kiinni kohtaan, jossa pallojen leveys on suurin.

Pallojen keskipisteet muodostavat tasasivuisen kolmion.

Sinilauseella kolmion karjesta etaisyys keskipisteeseen on

a_ 6
sin(30) sin(120)
solvel - 0 r g=2- ﬁ

a
sin(30) sin(120)
Lisaamalla pallon sade etaisyyteen kolmion keskipisteesta kolmion kulmaan saadaan matka
keskipisteesta puolipalloon kohtaan, jossa puolipallo jaa kiinni.

2343+ 2343

Lisaamalla tahan mittaan pallon sateen ja vahentamalla luvun 1, saadaan puolipallon sade,
kun se on jokapuolelta yhden yksikén irti maasta.

2\[3+343-1 » 2-\[345
Sade R=2-\[3 45

Kuva 12: Kokelas 15, kevat 2021 pitka, arvosana E
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K.oska pallot koskettavat toisiaan, niiden keskipisteet muodostavat tasasivuisen kolmion, jonka

; g g 3
sivun pituus on 2- 2 * € ja pinta—ala — *
]

&

[ | L

Koska kuvun reuna jaa jokaisesta kohdasta 1 yksiken korkeudelle poydasta, symmetrian nojalla
voidaan sanoa etta kuvun keskipiste on (pallojen keskipisteiden muodostaman) kelmion
keskipisteen kanssa samalla suoralla.

Muodaostetaan pyramidi, jonka pohja on pallojen keskipisteiden muodestama kolmia ja kerkeus

kolmion keskipisteen etaisyys kuvun keskipisteesta. Pyramidin pohja on siis —, sarma pallgjen
7

A

keskipisteiden etaisyys eli 6, Koska kuvun reuna jaa 1 yksikon korkeudelle ptydasts, on sen
etéisyys pallojen keskipisteiden kautta kulkevasta tasosta 3-1 * 2. Pyramidin korkeudeksi

saadaan R-2.
Pyramidin tilaviuus
19 3 (r—2)
1 2

% (r=2) *

toisaalta pyramidi on tetraedn ja sen tilavuus on

@V2

12

, missa a=6
627
12

Ratkaistaan R,

W=

so]ue( R [r_3}=fl:’l J_'T .r) v =12 .}'L_'-I-L

2 12

Kuva 13: Kokelas 5, kevat 2021 pitka, arvosana L

Kokelaista 9 % oli katsonut arvon suoraan Geogebrasta. He olivat piirtaneet kuvan
tilanteesta ylhdaltd péin katsottuna ja Geogebran mittaustoimintoja kiyttamalla
ratkaisseet tehtavin. Niissa vastauksissa ei kuitenkaan oltu huomioitu sité, etta ku-
vun sade ei kulje samassa linjassa pienten pallojen vaakasuuntaisen sidteen kanssa.
Kuvun sidde on téstd 2 yksikkod alempana, silla kupu jéa yhden yksikon padhén
poydan pinnasta. Esimerkiksi kuvan 14 kokelas on méarittdnyt kuvun sidteen vaa-

riasta kohtaa, jolloin vastaus on véaarin.

21



kuwun sade= 6.5

B=6.3

Kuva 14: Kokelas 45, kevét 2021 pitkd, arvosana B

Osalla kokelaista (8 %) oli hankaluuksia hahmottaa tilanne oikein. He olivat aja-
telleet, ettéd pallot ovat kuvun alla padllekkdin tai yhdessa rivissa. Esimerkkikuvan
15 kokelas on asetellut pallot kuvun alle péaallekkdin. Vaaran kuvan piirténeilla ko-
kelailla esiintyi vastauksissa myos muita virheitd. Kuvan 15 kokelas on esimerkiksi
yrittdnyt ratkaista tehtavia tilavuuksien avulla. VAdrin ymmarretty tilanne johti
siis my6s muihin virheisiin tehtavan sisalla.
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1z

R

Lasketazn pallojen tilavuus
V= ;ﬂ" =S(§1rr') = 36x
Yhden pallon tilavuus on 12x

Jotta saadasb selville krvun alareunan siteen pituus tulee laskea segmentn, jonka kuvun alareuna leikkaa, tilavuns. Lasketasn vhden pallon segmentti.

v (r-3)
e =8 (s-2)

h=-1.82374 or h=2.32178 or h=8.50196

”
12" m=n-h=-

solve

f ?1' [
3——h
V3

Korekus ei voi olla negatiivinen tai alle siteen verran, eli sen tavtyy olla .5,

Kuvun side on 3485 =115
Niin saadaan, ettd kuvun halkaisija on 13, ja timEn mukazn kupu ei mahdu pallojen paglle.

Kuva 15: Kokelas 19, kevét 2021 pitké, arvosana B

Muita tehtavissa ilmenneitéd virheité oli esimerkiksi vadrien pituuksien laskeminen.
Téama virhe esiintyi 8 %:lla kokelaista. He olivat laskeneet tehtavissa jotain sellaisia
pituuksia, joiden kautta ei ole mahdollista paédsta oikeaan ratkaisuun. Myos 8 %:lla
vastauksista esiintyi virhe pienen pallon keskipisteen ja kuvun pohjan keskipisteen
valisen etdisyyden laskemisessa. Kokelaat olivat joko ajetelleet etédisyyden védrin
tai laskeneet sen védrin. Kyseinen etéisyys oli ajateltu vadrin esimerkiksi sellaisis-
sa tapauksissa, jossa oltiin kidytetty muodostuvan suorakulmaisen kolmion toisena
kateettina pienen pallon sddettd 3, eikd pienen pallon keskipisteen etéisyytta kor-
keusjanasta. 5 % kokelaista oli ajatellut tehtavanannon tilanteen védarin. He olivat
esimerkiksi laskeneet kuvun séteen sellaisessa tilanteessa, ettd kupu peittéisi pallot
kokonaan. Kokelaista 4 % oli arvannut ratkaisuunsa arvoja tai he eivit esittaneet pe-
rusteluja laskuilleen. Viimeinen virhetyyppi on pienen pallon keskipisteen ja kuvun
keskipisteen kautta kulkevan korkeusjanan vélisen etdisyyden laskeminen vaarin. 2
% kokelaista oli ymmaértanyt laskea tdméan etdisyyden, mutta lasku oli tehty vaérin.
Taulukossa 1 nékyy kaikki virhetyypit ja niiden méaérét prosentteina.
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Taulukko 1: Tehtéavéassa esiintyneet virheet, n=100

Virhetyyppi Maara (%)
Tehtava jadnyt kesken 58
Kuvun sdde maéaritetty vaarasta kohtaa 29
Laskettu tilavuuksia tai pinta-aloja 15

Arvo katsottu Geogebrasta 9

Kuva véarin 8

Laskettu vaaria pituuksia 8

Pallon ja kuvun keskipisteiden etdisyys vadrin 8
5

4

2

Tehtévananto ymmaérretty vadrin
Arvattu arvoja / ei perusteluja
Pallon keskipisteen ja korkeusakselin etdisyys viarin

5.2 Syksy 2021, pitkad oppimaara, tehtava 7. Avaruuskappale

Pitkdn oppimé&irén syksyn 2021 tehtéavéssé oli tarkoituksena mallintaa ohjelmistol-
la viisikulmiopohjainen pyramidi, jonka jokainen sivutahko on tasasivuisen kolmion
muotoinen. Liséksi tehtévissa tuli laskea kaksi pyramidin kulmaa ja pyramidin ti-
lavuus. Vaikka tehtdva oli tarkoitettu laskettavaksi ohjelmistolla, pystyi tehtavin
tekemadn myos algebrallisesti. Tehtavé 10ytyy ylioppilaskokeen Bl-osasta, joten sen
pitéaisi olla keskivaikea. Tehtévé osoittautui yllattavan vaikeaksi, silld vain 6 % otok-
sen kokelaista oli saanut tehtéavan taysin oikein laskettua. Tehtéva oli varsin pitké,
silla se sisaltda nelja eri kohtaa. Luultavasti tasté syysta johtuen 37 %:lla kokelaista
tehtava oli jadnyt kesken ainakin jonkun osan kohdalla. Vaikka tehtéva olisi jaanyt
kesken, on mahdolliset tehdyissd kohdissa esiintyneet virheet otettu kuitenkin huo-
mioon.

Jopa 76 %:lla kokelaista ei ollut esitettyna riittavid perusteluja pyramidin mallinta-
miseen liittyen. Ilman perusteluja pelkéstd kuvasta on mahdotonta nahdéa tarkasti,
toteuttaako monitahokas vaaditut ehdot. Perusteluissa pitéisi olla joko luotettavas-
ti mitattuna riittdvin monen sivun pituus tai sanallisesti selitettyné vaiheittain se,
mité ollaan tehty. Jokaisella tdhén 76 %:iin kuuluvalla kokelaalla esiintyi kuitenkin
virhe myos jossain toisessa tehtévan osa-alueessa tai tehtava oli jadnyt joltain osin
kesken.

Perustelujen puuttumisen jalkeen seuraavaksi eniten virheité esiintyi pyramidin muo-
don kohdalla. 45 % kokelaista oli mallintanut pyramidin ohjeiden vastaisesti. Eri-
tyisesti virheitd nakyi siiné, ettd sivutahkot eivat olleet tasasivuisien kolmioiden
muotoisia. Tama johtui siitd, ettd pyramidin korkeus oli vaaré, jolloin sivutahkoista
tuli tasakylkisid kolmioita. Osalla kokelaista pyramidi ei ollut ylipdatdéan kolmiu-
lotteinen, jolloin se ei vastaa tehtdvianannon vaatimuksia. Osa vastauksista naytti
silmamaaraisesti ohjeiden mukaiselta, mutta b- ja c-kohdissa méaéritetyt kulmien
suuruudet olivat kuitenkin véadrin, jolloin my6s pyramidin taytyi olla vddranlainen.
Esimerkiksi kuvan 16 ratkaisun tehnyt kokelas on piirtdnyt pyramidin liian korkeak-
si, jolloin se ei toteuta ehtoa sivutahkojen tasasivuisuudesta.
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Kulman suuruus:

65.91° ~ 66°

Kuva 16: Kokelas 16, syksy 2021 pitka, arvosana C

Tehtévan viimeisesséd kohdassa vaadittu tilavuuden laskeminen tuotti myos ongel-
mia usealle kokelaalle. 22 % kokelaista oli kiyttanyt tilavuuden laskemiseen vaaria,
kaavaa tai ajatellut tilavuuden véadrin. Osalla kokelaista oli unohtunut kerroin %
kartion tilavuuden laskukaavasta. Moni kokelaista oli myos ajatellut, ettd pyrami-
din voi jakaa tetraedrin muotoisiin osiin ja laskea tilavuuden tetraedrin tilavuuden
kaavan avulla. Tama ei kuitenkaan toimi téssé tehtavéssa, silla tetraedrit eivit olisi
saannollisia. Kokelaat olivat ajatelleet tetraedrin jokaisen sivun olevan a:n pituinen,
mutta pyramidin korkeus ja etdisyys pohjan keskipisteestd yhteen viisikulmion kér-
jisté eivit kuitenkaan ole a:n pituisia. Siksi siis tetraedrin tilavuutta ei voi hyodyntaé
tehtévassa. Kuvassa 17 nakyy esimerkki tilanteesta, jossa kokelas on laskenut pyra-

midin tilavuuden tetraedrien avulla.
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4.
Monitahokkaan tilavuuden ratkaisemiseen voittaa kayttad kaavaa
a*y/2

12 | tata kaavaa voidaan kayttad vain, kun kappaleessa on nelja kolmiota.

tihin monitahokkaaseen, mahtuu 5 tillfists kappaletta, missi on neljd kolmiota. téstd voidaan muokata kaavaa

BVE (PN
12 = 12
el1 monitahoklkaan tilavuus voidaan laskea kiivitien kaavaa

M(a)=5 (G‘f)

1

Kuva 17: Kokelas 18, syksy 2021 pitka, arvosana C

Kokelaat tekivit virheitd myos sirmén pituuteen a liittyen. 17 % kokelaista oli kiyt-
tanyt sdrmén pituutena jotain muuta, kuin lukua 1. He eivit olleet myoskaén huo-
mioineet tata lopullisessa vastauksessa, jolloin he olisivat vield voineet saada tila-
vuuden laskettua oikein. Yhtd suuri mééra kokelaita (17 %) ei ollut ilmoittanut
tilavuuden vastauksessa tarvittavaa a-kerrointa. Kokelaat olivat katsoneet tilavuu-
den suoraan Geogebran antamasta tilavuuden arvosta, mutta eivit olleet kertoneet
tata vield a3-kertoimella. Ndmi kaksi virhettd esiintyiviit usein samoissa vastauksis-
sa, mutta ne saattoivat esiintyd myos vain yksinddn. Kuvan 18 esimerkissa kokelas
on piirtdnyt pyramidin siten, ettd sarméan pituus on 6. Télloin tilavuuden arvosta
tulee viidird. Lisiksi kokelas ei ole kertonut Geogebran antamaa tilavuuden arvoa a3-

kertoimella.
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M tilavuus on 64.9.

Kappaleen b tilavuus = 64.96
F

a = 31.65°

Kuva 18: Kokelas 93, syksy 2021 pitki, arvosana A

Tehtévan b- ja c-kohdissa tehtdva kulmien maérittdminen tuotti myos hankaluuk-
sia osalle kokelaista. 14 % kokelaista oli méarittinyt joko toisessa tai molemmissa
kohdissa vaaran kulman suuruuden. Kulmia oltiin maéaritetty esimerkiksi sivutah-
koista, pyramidin huipusta tai pohjasta. Kuvan 19 esimerkkikokelas on maarittanyt
b-kohdassa pyydetyn kulman yhden sivutahkon kulmista. Myos c-kohta on maé-
ritetty sivutahkon kulmasta. C-kohdassa on pyydetty méarittdméadan tahkon ABF
ja pohjan vilinen kulma. Kokelas on todennékoisesti ajatellut, ettd hénen taytyy
maarittda kulma ABF.

Ratkaisuissa ilmeni myds muita virheitd. Kulmien méaérittdmiseen liittyen 9 % ko-
kelaista oli paatellyt, ettd b- ja c-kohtien kulmien tulee olla yhta suuret. Kokelaat
olivat maéarittaneet ensin b-kohdan kulman joko Geogebralla tai algebrallisesti las-
kemalla. C-kohdassa he olivat kuitenkin tehneet paédtelman, jonka mukaan kulmien
tulee olla yhta suuret, silla kyseessd on tasasivuinen kolmio. Tamé ei kuitenkaan
pidd paikkaansa. 8 % kokelaista oli myos laskenut jommassa kummassa kohdassa
kulman suuruuden vadrin. T&lloin kulman maarittdminen oli tehty algebrallisesti
eiki Geogebrasta katsomalla. Tilavuuden laskemisessa 13 % kokelaista oli laskenut
pyramidin korkeuden véaarin ja 4 % pohjan pinta-alan vairin. Korkeuden méarit-
tdmiseen oli esimerkiksi kdytetty véaaria sivujen pituuksia Pythagoraan lauseessa.
Tehtévassa esiintyneet virhetyypit ja niiden maarat nakyvéat taulukossa 2.
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a = Kulma(A, F, H, xytaso : = Kulma(A, B, F
® ( ) O fé] (A.B,F)
— 60.5° — 57.11°

Kuva 19: Kokelas 60, syksy 2021 pitké, arvosana B

Taulukko 2: Tehtavissé esiintyneet virheet, n=100

Virhetyyppi Maara (%)
Tehtéva jaanyt kesken 37
Ei kerrottu perusteluja 76
Pyramidi vaaranlainen 45
Tilavuus laskettu vaarin 22
Vastauksessa ei a’-kerrointa 17
Ei ole huomioitu, ettd a on 1 17
Laskettu vaaria kulmia 14
Pyramidin korkeus laskettu vadrin 13
Pyydetyt kulmat ajateltu yhta suuriksi 9
Kulman suuruus laskettu vaarin 8
Pohjan pinta-ala laskettu vaérin 4
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5.3 Syksy 2021, lyhyt oppiméaara, tehtava 12. Tornin raken-
taminen

Syksyn 2021 lyhyen oppimédrén tehtéavéssd tarkoituksena oli ratkaista katkaistun
pyramidin pohjan sivun pituus annettujen tietojen avulla. Tehtéva 16ytyy kokeen
B2-osasta, joten sen on ajateltu olevan kokeen vaikeimmasta paasta. Tehtavan vai-
keus nakyi kokelaiden vastauksissa, silla yksikdan otoksen sadasta kokeelasta ei ollut
saanut tehtévid ratkaistua tdysin oikein. Otoksen kokelaista noin neljésosa (24%) oli
jattanyt tehtévan kesken tai heidén vastauksissaan oli pelkistddan satunnaisia lasku-
ja, jotka eivéit liittyneet tehtavaan.

Ylivoimaisesti yleisin virhe oli se, ettd pyramidin korkeutta oltiin kéytetty sivutah-
kon korkeutena. Tama virhe esiintyi 74%:1la kokelaista. He eivét siis olleet huomioi-
neet pyramidin sivutahkojen olevan hieman kaltevia. Kokelaiden olisi pitanyt laskea
sivutahkon korkeus erikseen Pythagoraan lauseella hyodyntéden pyramidin kohtisuo-
raa korkeutta. Vain kaksi kokelasta oli ymmaértényt, ettd sivutahkon korkeus pitda
laskea erikseen. He eivat kuitenkaan olleet osanneet laskea korkeutta oikein, joten
hekddn eivit saaneet tehtdvad ratkaistua téysin oikein. Kuvassa 20 on esimerkki
tyypillisesti ratkaisusta, jossa tehtéva oli muuten laskettu oikein, mutta pyramidin
sivutahkojen kaltevuutta ei oltu otettu huomioon. Kuvan 21 kokelas on taas huo-
mioinut kaltevuuden, mutta laskenut sivutahkon korkeuden védrin.

Noin kolmasosa (31 %) kokelaista ei ollut huomioinut, ettd tehtdvinannossa an-
nettu pinta-ala 120m? tarkoittaa pyramidin kaikkien sivutahkojen yhteispinta-alaa.
Kokelaat olivat kayttdneet tatd lukua yhden sivutahkon pinta-alana. 31 % kokelais-
ta oli myos ymmartanyt pyramidin sivutahkojen muodon véairin. Sivutahkot ovat
puolisuunnikkaan muotoisia, mutta kokelaat olivat ymmaéartaneet ne kolmioiksi tai
suorakulmioiksi. Usein kolme yleisinta virhetté, eli vaardn muotoinen sivutahko,
vaard pinta-alan suuruus ja kaltevuuden huomiotta jattdminen esiintyivit samas-
sa vastauksessa. Esimerkiksi kuvan 22 kokelas oli kiyttéanyt sivutahkon pinta-alana
kolmiota. Liséksi han oli hyodyntanyt kaikkien sivutahkojen yhteispinta-alaa yhden
sivun pinta-ala, eikd han ollut huomioinut sivutahkon kaltevuutta korkeudessa.

Torni on katkaistun pyramidin muotoinen eli sen seinét koostuvat neljistd puoli suunnikkaasta, koska me tieddimme tornin korkeuden ja maksimi pinta-alan voidaan néitd hyddyntéd ja laskea
vhden seindn eli puolisuunnikkaan pinta-ala kaavan avulla seinin leveyden arvo.

1
A= 3 (a+b)h
Koska seinié on neljd, vaipan kokonais pinta-ala tulee jakaa neljalld, jotta saadaan yhden seinin pinta-ala.
120
Aeina = T =30
Muodostetaan yhtalo.
1
30 = E(a+0,8a) - 10

1
solve 30:5‘ (a+0.8'a)' 10,a] » a=3.33333

Vastaus: Seinin leveys tornin juurella on siis & 3,34 m

Kuva 20: Kokelas 15, syksy 2021 lyhyt, arvosana E
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Tornien seindala on 120 neliometird, torni on katkaistun pyramidin muotoinen eli seinia 4
yksi seind on pinta — alal tan sa 12(:“2 = 30m?

Seind on puolisuunikkaan muotoinen eli

A= 5 (@+bh=mh

A= 30m?, a=gz, b=z 0,80 ja h = korkeus

Selvitetian h
koko rakennuksen korkeus on 10m

10m h = 13.1508Tm
puolisuunnikkaan pinta — ala saadaan

A=%(a+b)h=mh

Kolmio on suorakulmainen kolmio, selvitetiin x _1
Kolmion bulmat oout yhteenss 180° eli 180° —90° = ¥=w solve(30-§(x+xx0. 80)13.15087)
cos(45) = g {x=2.534686552}
solve(cos(45)=%) z /2.5

{x=13. 15087} V : Seiniin leveys tornin juurella on n. 2.5m

—

Kuva 21: Kokelas 43, syksy 2021 lyhyt, arvosana M

Jotta saadaan lasketiua seinén leveys, kdytetdin kolmion pinta — alan kaavaa % - ah
1

2 -a-10=120 ||: 10

1

E ca=12 II' 0,5

a=24(m)

Vastaus : Seinén leveys tornin juurella on 24 metria.

Kuva 22: Kokelas 87, syksy 2021 lyhyt, arvosana M

Kokelaiden ratkaisuissa esiintyi myos muita virheitd, mutta naita ei ollut yhté useis-
sa ratkaisuissa kuin aiemmin esiteltyja virheita. 8 % kokelaista oli arvannut jossain
kohtaa tehtavia arvoja. Kokelaat eivit olleet esimerkiksi osanneet ratkaista puoli-
suunnikkaan pinta-alan yhtélostd pohjan sivun pituutta, joten se olivat paatyneet
kokeilemaan erilaisia arvoja, joilla yhtalo toteutuisi. Yhtéalon ratkaisu tuotti ongel-
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mia myos 7 %:lle kokelaista, silld heilld oli tullut virhe yht&loa ratkaistaessa. Teh-
tavéssa olisi saanut kiayttdad CAS-laskimia, joilla yhtélon ratkaiseminen olisi sujunut
helpommin. Osa opiskelijoista oli kuitenkin paatynyt ratkaisemaan yhtéloa kasin ja
seitsemén kokelaan ratkaisuissa esiintyi jokin virhe yhtélon ratkaisussa. Muutama
kokelas (4 %) oli tehnyt virheen prosenttilukukertoimen kanssa. Tehtévénannon mu-
kaan seindn leveys tornin huipulla on 80 % leveydesté tornin juurella. Puolisuunnik-
kaan pinta-alan kaavassa pohjan sivun pituus on siis x ja huipun sivun pituus 0,8z.
Virheen tehneet kokelaat olivat kiyttaneet vaaraéd kerrointa huipun sivun pituuden
kohdalla. Kaikki tehtévissa esiintyneet virhetyypit ja niiden méaarét on keratty tau-
lukkoon 3.

Taulukko 3: Tehtévassa esiintyneet virheet, n=100

Virhetyyppi Maara (%)
Tehtava jaanyt kesken/laskettu satunnaisia laskuja 24
Ei huomioitu kaltevuutta 74
Sivutahkot vdaran muotoiset 31
Kaytetty kokonaispinta-alaa yhden sivun pinta-alana 31
Arvot saatu kokeilemalla 8
Yhtélon ratkaisussa virhe 7
Vaara prosenttilukukerroin 4
Sivutahkon korkeus laskettu vairin 2
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5.4 Yhteenveto

Tarkastelluissa tehtéavissa ilmenneet virheet ovat tehtéviakohtaisia, mutta niitd voi-
daan luokitella vield yhteisiin virheluokkiin. Virheluokat maéaritellaan siten, ettd
samankaltaiset virhetyypit sijoitetaan samaan virheluokkaan. Virheluokat toimivat
ikddn kuin ylakésitteend virhetyypeille. Tarkasteltujen tehtévien perusteella pysty-
tdan muodostaan kuusi eri virheluokkaa. Luokat ja niiden selitykset sekd esimerkki-

virheet on koottuna taulukossa 4.

Taulukko 4: Virheluokat ja niiden selitykset

Virheluokka

Selitys ja esimerkkeja

Virhe geometrisessa hahmottamisessa

Kokelas on muodostanut vadran mieliku-
van tehtdvanannon kappaleesta. Han on
esimerkiksi piirtanyt mallikuvan vaérin tai
tulkinnut erisuuret kulmat yhtéa suuriksi.

Perusteluvirhe

Kokelaalla on virhe matemaattisessa argu-
mentoinnissa. Han ei ole esimerkiksi kerto-
nut perusteluja laskuilleen. Kokelas on voi-
nut myos katsoa arvon suoraan Geogebras-
ta tai saanut vastauksen kokeilemalla eri
arvoja.

Laskuvirhe

Kokelas on tehnyt virheen mekaanisessa
laskemisessa. Esimerkiksi yhtélonratkaisu
on tehty vaarin.

Mittoihin liittyva virhe

Tehtévanannossa kerrottuja tai tehtavés-
sé laskettavia mittoja on kaytetty vaarin.
Kokelas on esimerkiksi maarittanyt siteen
vaarastd kohtaa tai ymmértéinyt kahden
pisteen etaisyyden véaarin.

Kasitteellinen virhe

Kokelas on sekoittanut matemaattisia ka-
sitteitd keskendédn tai kiyttanyt tilantee-
seen sopimatonta kaavaa. Hén on esimer-
kiksi hyodyntanyt tilavuuden laskemista,
vaikka siitd ei ole hydtya. Kokelas on voi-
nut myos kayttda kokonaispinta-alaa yh-
den tahkon pinta-alana.

Merkintétapaan liittyva virhe

Kokelas on tehnyt virheen merkintatavois-
sa. Hin el ole esimerkiksi huomioinut vas-
tauksessa tarvittavaa a®-kerrointa.
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6 Luotettavuus

Tutkimustulosten luotettavuuteen vaikuttaa aineiston monipuolisuus ja késittelyta-
pa. Lisdksi tulosten yleistettavyyteen vaikuttaa muun muassa aineiston koko. Ai-
neistona kiytettiin Ylioppilastutkintolautakunnan luovuttamaa sadan satunnaisen
kokelaan vastausta kolmeen tarkasteltavaan ylioppilaskoetehtavaan. Koska vastauk-
set olivat satunnaisia, pitaisi niiden varsin luotettavasti kuvata keskiméaraista ko-
kelaiden suoriutumista tehtévissd. Aineistossa oli vastauksia jokaisen ylioppilasko-
keen arvosanan saaneilta kokelailta. Kevaan 2021 pitkdn oppiméadran vastauksissa
aineiston kokelaista suurin osa oli saanut arvosanan C, M tai E. Syksyn 2021 pitkan
oppimédran tehtavissa aineiston kokelaat olivat saaneet eniten arvosanoja B, C ja
E. Lyhyen oppiméaaréan syksyn 2021 kokeessa arvosanat C ja M olivat suosituimmat
aineiston kokelaiden keskuudessa. Aineistot nayttavéat siis varsin hyvin toteuttavan
yleista ylioppilaskoearvosanojen jakaumaa, jossa suurin osa kokelaista saa arvosa-
nan B, C tai M. Aineistona toimivat ratkaisut eivét siis asetu jompaan kumpaan
aaripaahadn, vaan odotetusti keskelle. Tama lisdé aineiston luotettavuutta, silla sen
voidaan ajatella antavan luotettavaa kuvaa koko Suomen ylioppilaskoetuloksista.

Tulosten luotettavuuteen vaikuttaa se, ettd analyysiprosessin on suorittanut vain
yksi henkil6. Kokelaiden tekemien virheiden luokitteluissa on siis voinut tapahtua
virheitd. Osa kokelaiden tekemistd virheistd on my6s voinut jadda huomioimatta.
Luotettavuutta on yritetty parantaa silla, ettd aineisto kaytiin jokaisen ylioppilas-
koetehtavian kohdalla lépi kaksi kertaa. Tamaé ei kuitenkaan taysin poista mahdolli-
suutta inhimillisille virheille. Virhetyyppeihin lajittelu on siis tehty yhden ihmisen
harkinnan perusteella eikd analysoinnissa ole ollut mahdollista esimerkiksi kysya
kokelaalta, mitd han on ratkaisussaan tarkoittanut. Ratkaisujen analysoinnissa on
voinut siis tulla my6s tulkintaan liittyvia virheité, silld kokelaiden perustelut ratkai-
suissaan olivat valilla varsin vahaisia.

Aineiston otoskoko on tdméan tutkimuksen tavoitteisiin ndhden sopiva. Sata ratkai-
sua antaa hyvan kuvan siitd, millaisia kokelaiden vastaukset keskiméarin ovat. Jos
otoskoko olisi suurempi, olisi tietyt virhetyypit voineet nousta vield enemman esiin
tai mahdollisia uusia virhetyyppeja esiintya vastauksissa. Tutkimuksen tulosten pe-
rusteella voidaan tehdé kvalitatiiviseen tutkimukseen liittyviéd yleistyksia. Tulosten
kautta ei ole kuitenkaan mielekésté tehda tilastollista yleistysta.

7 Pohdinta

Téassé luvussa tarkastellaan tutkimuksessa saatuja tuloksia ja verrataan niitd aiem-
paan tutkimustietoon. Luvussa kidydaan lépi eri virheluokat ja niihin mahdollisesti
johtavat tekijat. Lisaksi tuloksien perusteella tehdaan johtopaatoksia ja pohditaan
mahdollisia jatkotutkimusmahdollisuuksia. Téassé luvussa kokelailla viitataan tutki-
muksen otoksen kokelaisiin.
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7.1 Tulosten tarkastelua

Tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd, mitd virheitd sanallisissa geometrian yliop-
pilaskoetehtavissa yleisimmin tehdadn. Tutkimusaineistona olleiden kolmen mate-
matiikan ylioppilaskoetehtdvin pohjalta saatiin mééaritettya tehtaviakohtaiset virhe-
tyypit. Eri tehtavistd saadut virhetyypit pystyttiin viela yhdistaméaén laajemmiksi
virheluokiksi, joita saatiin méaritettya kuusi kappaletta.

Kevdan 2021 pitkdn oppiméadrdn tehtavissa 12 eniten virheitd tehtiin kuvun séa-
teen vadrastd kohtaa maarittamisessé. Toiseksi suurin virhetyyppi oli tilavuuden tai
pinta-alojen kautta tehtavin ratkaiseminen. Loput virhetyypit liittyivit etdisyyksien
vaarin laskemiseen, puutteellisiin perusteluihin tai vaaranlaisen mallikuvan piirtami-
seen. Tehtavéssa esiintyi siis geometriseen hahmottamiseen, perusteluihin, mittoihin
ja kasitteellisyyteen liittyvia virheitéa. Taulukossa 4 esitellyistd kuudesta virheluokas-
ta siis nelja oli havaittavissa kokelaiden ratkaisuista. Ratkaisuissa korostuivat eten-
kin mittoihin liittyvat virheet. Kokelailla oli siis ollut vaikeuksia ymmartaa, mité
etédisyyksia oikeaan vastaukseen péadseminen edellyttad. Mittoihin liittyvéit virheet
ovat usein myos yhteydessd geometrisen hahmottamisen virheisiin.

Tulokset ovat yhteydessd myos muista tutkimuksista saatuihin tuloksiin. Virheiden
on usein huomattu johtuvan siité, ettd oppilaat tekevit vadria johtopaatoksia tehta-
vanannosta (Mosia ym., 2023). Oppilaat eivit siis ota huomioon kaikkia tehtavéanan-
nosta saatavia ominaisuuksia, jolloin heidédn ratkaisutapansa eivit toimi tehtéavassa
(Mosia ym., 2023). Tdmén ilmion pystyi huomaamaan myos kevian 2021 pitkédn op-
pimaaran tehtavissi, silld iso osa kokelaista oli méarittdnyt kuvun sidteen vaarasta
kohtaa. He eivit olleet ymmartaneet tehtavinannon tietoja oikein, jolloin he olivat
padtyneet vaariin johtopadtoksiin tehtédvan ratkaisemisen suhteen.

Tehtédvanannon lukemiseen ja ymmaéartamiseen liittyviad virheitd on kasitelty myos
Musyadad ja Martadiputra (2021) tutkimuksessa. Sen mukaan oppilaat eivit usein
tiedd, mitd tehtdvdnannossa kysytdan tai he ymmartavat vaarin tehtavinannossa
esiintyvia tietoja. Tutkimuksessa kerrotaan myos, ettd oppilailla voi olla haasteita
tehtavan kasittelytaidoissa, mika voi ilmeté siiné, ettd oppilas ei saa tehtyé tehtéavas
loppuun (Musyadad & Martadiputra, 2021). Kevddn 2021 pitkdn oppimééran teh-
tava 12 oli jadnyt yli puolella kokelaista kesken. Yksi syy télle voi siis olla se, etté
kokelailla oli puutteita kisittelytaidoissa.

Ozerem (2012) kertoo tutkimuksessaan yhden yleisen geometrian tehtivissi esiin-
tyvén virheen olevan védrien kaavojen kiayttdminen. Tamé johtuu kaavan syvallisen
ymmarryksen puutteesta. Myos pitkén oppimédrdn kevddn 2021 tehtavin 12 tu-
loksissa nékyi tdmé ilmio. Osa kokelaista oli nimittéin yrittanyt ratkaista tehtéavai
tilavuuksien tai pinta-alojen avulla. Heidan ymmarrys tehtavin ratkaisemisesta oli
siis mahdollisesti puuttellinen.

Pitkdn oppiméaéran syksyn 2021 tehtavassa 7 eniten virheitd aiheutti lilan suppeat

perustelut. Seuraavaksi eniten virheitd kokelaat olivat tehneet pyramidin piirtami-
sessa, silla 45 %:lla kokelaista se oli tehtavanannon ohjeiden vastainen. Myos lidhes
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neljasosa (22 %) kokelaista oli laskenut pyramidin tilavuuden véérin. Loput virheet
liittyivat kulmien vadrin maarittdmiseen, tarvittavien kertoimien unohtamiseen ja
pyramidin korkeuden tai pohjan véérin laskemiseen. Kokelaiden vastauksissa ilmeni
siis taulukon 4 virheluokista geometriseen hahmottamiseen, perusteluihin, késitteel-
lisyyteen, mittoihin ja merkintdtapoihin liittyvia virheitd. Viisi kuudesta virheluo-
kasta esiintyy siis tamén tehtdvan tehtdvan vastauksissa.

Tehtavassa 7 esiintyvit kokelaiden selitysten puutteet voivat johtua esimerkiksi sii-
té, ettd he eivit ole ymmértineet tehtivid tiysin oikein. Ozerem (2012) nimittiin
kertoo tutkimuksessaan, ettd puutteelliset selitykset voivat johtua opiskelijan ym-
marryksen puutteesta. Tutkimuksen mukaan opiskelija ei siis yksinkertaisesti osaa
selittad vastaustaan, jolloin se jaa vajavaiseksi. Toisaalta selityksien puutteet voivat
johtua myos yksinkertaisesti siité, etta kokelailla ei ole ollut niihin aikaa tai he ovat
kuvitelleet oman vastauksensa olevan tarpeeksi laaja.

Yksi yleinen geometrian tehtévissd esiintyva virhekésitys liittyy kulmiin ja niiden
suuruuksien kisitteisiin (Uygun ym., 2024). Kyseinen virhekésitys esiintyi myos té-
mén tutkimuksen pitkdn oppiméaran syksyn 2021 tehtavian 7 tuloksissa. Osa koke-
laista oli ymmaértanyt tehtédvanannossa kysytyn kulman suuruuden vaarin. Lisdksi
osa oli ajatellut kahden eri suuren kulman olevan yhta suuret. Tama voi siis Uygun
ym. (2024) tutkimuksen perusteella kertoa kulman késitteeseen liittyvistd virheké-
sityksistd. Lisdksi myOs téssa tehtévissa esiintyi Musyadad ja Martadiputra (2021)
tutkimuksessa kerrottuja tehtdvinannon lukemiseen ja ymmartamiseen liittyvia vir-
heita. Virheet nakyivat esimerkiksi véédranlaisen mallikuvan piirtdmisenéd. Osa ko-
kelaista ei ollut esimerkiksi tehnyt pyramidin sivutahkoista tasasivuisia kolmioita,
vaikka niin pyydettiin tehtdvinannossa tekemaan. Téma virhe voi johtua kokelaiden
huolimattomasta tehtdvinannon lukemisesta tai siité, ettd he eivit ymmaérréd, mika
on tasasivuinen kolmio.

Lyhyen oppiméaran syksyn 2021 tehtédvasséd 12 yleisin virhe oli se, etta kokelaat ei-
vat huomioineet pyramidin sivutahkojen kaltevuutta. Paljon virheitd tehtiin myos
siind, ettd sivutahkot olivat ajateltu vaaran muotoisiksi tai tehtdvianannossa ker-
rottua kokonaispinta-alaa oltiin kdytetty yhden tahkon pinta-alana. Muut virheet
liittyivat yhtalonratkaisemiseen, vaaradn prosenttilukukertoimeen, ratkaisun saami-
seen kokeilemalla tai vaarin laskettuun sivutahkon korkeuteen. Taulukossa 4 niky-
visté virheluokista jokaisen pystyi l0ytdmaén kokelaiden vastauksista. Geometrisen
hahmottamisen virhe ndkyi esimerkiksi siiné, etté kaltevuutta ei otettu huomioon.
Kokonaispinta-alan kdyttaminen yhden tahkon pinta-alana puolestaan on kisitteel-
linen virhe. Prosenttilukukertoimen véérin merkitseminen voidaan ajatella merkin-
tatapaan liittyvana virheena ja yhtalonratkaisun vaarin tekeminen laskuvirheena.
Ratkaisun tekeminen kokeilemalla on perusteluvirhe ja véiarin laskettu korkeus mit-
toihin liittyva virhe.

Syksyn 2021 lyhyen oppimééran tehtéva 12 oli jadnyt noin neljasosalla (24 %) ko-
kelaista kesken tai he olivat laskeneet vain satunnaisia laskuja vastaukseensa. Muun

tutkimuksen mukaan tdmé& voi johtua siitd, ettd mekaanisia laskutoimituksia on
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opittu, mutta niiden merkityksid ei ole kunnolla ymmérretty (Ozkan ym., 2018).
Oppilaiden on siis huomattu suorittavan satunnaisia laskutoimituksia vain saavut-
taakseen edes jonkin ratkaisun (Ozkan ym., 2018). Téamé4 ilmi6 ndkyi myos tamén
tutkimuksen lyhyen oppiméaérén tehtavan ratkaisuissa. Kesken jaéneet tehtavéit voi-
vat johtua myo6s ajan loppumisesta kesken.

Aiemmassa tutkimuksessa on huomattu, ettd opiskelijat tekevét virheitd geomet-
rian tehtéivissd erikoisien nelikulmioiden ominaisuuksiin liittyvissi tehtivissi (Oze-
rem, 2012). Lyhyen oppiméaardn syksyn 2021 tehtdvin 12 vastauksissa tdmé ilme-
ni esimerkiksi siten, ettd puolisuunnikkaan muotoiset sivutahkot oltiin ymmaérretty
vaarin kolmioiksi tai suorakulmioiksi. Sivutahkojen pinta-alaan liittyvissé laskuissa
oltiin siis kiytetty vadran muotoisen kappaleen pinta-alan kaavoja. Témé& havainto
tukee Ozerem (2012) tutkimuksessa esitettyi tietoa.

Musyadad ja Martadiputra (2021) tutkimuksessa esitellyt kisittelytaitojen ja ym-
marryksen virheet pystyttiin havaitsemaan myos tdmén tutkimuksen lyhyen oppi-
médran tehtavan 12 ratkaisuista. Kasittelytaitoihin liittyvéit virheet ilmenivét esi-
merkiksi yhtéalonratkaisun virheina. Sivutahkojen kaltevuuden huomiotta jattami-
nen puolestaan on ymmérrykseen liittyvéa virhe. Myos Mosia ym. (2023) tutkimuk-
sessa on kerrottu geometrian tehtédvien virheiden johtuvat usein siité, etta oppilas ei
ota huomioon kaikkia tehtdvinannossa kerrottuja ominaisuuksia. Taéma voidaan ha-
vaita esimerkiksi sivutahkon kaltevuuden huomiotta jattdmisend. Aiempi tutkimus
siis tukee my6s lyhyen oppimaérian tehtavista 1oydettyja virheita.

7.2 Johtopaatokset

Tutkimuksessa késiteltavissa ylioppilaskoetehtévissa kokelaat tekivét erilaisia tehté-
vakohtaisia virheitd, jotka ovat ominaisia juuri kyseiselle tehtéavélle. Taulukossa 4
esitellyisté virheluokista neljé oli havaittavissa kaikista kolmesta tarkastellusta teh-
tavastda. Namé virheluokat ovat geometriseen hahmottamiseen, perusteluihin, kasit-
teellisyyteen ja mittoihin liittyvét virheet. Yhdistéva tekija ndiden neljan virheluo-
kan valilla on se, ettéd ne kaikki liittyvat tehtavin ymmértamiseen. Jokainen kyseisiin
virheluokkiin lajitelluista virheistd on voinut johtua siité, etta kokelas ei ole ymmér-
tanyt taysin oikein tehtavinantoa tai sitd, miten hénen kuuluisi ratkaista tehtava.

Tehtévien ymmartédmiseen liittyvéit vaikeudet voivat johtua siitd, ettd jokainen tut-
kimuksen tehtavista 10ytyy ylioppilaskokeen B-osasta, eli niiden ratkaisemiseen vaa-
ditaan hieman syvempéa osaamista. Kevaan 2021 pitkédn oppimééran ja syksyn 2021
lyhyen oppimééran tehtavit ovat vield kokeiden B2-osissa, joten niiden on ajatel-
tu olevan kokeiden vaikeimpia tehtavia. Tehtévien vaikeus nakyy tutkimustuloksissa
my0Os siind, ettd jokainen tehtévistd oli jadnyt huomattavalla maéaéralla kokelaista
kesken. Pitkdn oppiméaran kevaan 2021 tehtava 12 oli jaanyt kesken jopa 58 %:lla
aineiston kokelaista. Kesken jaéneita tehtavia voi selittdd tehtavien vaikeuden lisdksi
myos se, ettd ne ovat kokeen loppupaéssa. Kokelailla on siis voinut yksinkertaises-
ti loppua koeaika kesken, jolloin he eivit ole saanut suoritettua tehtéavaa loppuun,
vaikka olisivat voineet osata tehdé sen oikein.
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Tehtédvanannon oikein ymmartaminen ja oikeiden ratkaisustrategioiden kiyttdminen
korostuu tutkimukseen valituissa ylioppilaskoetehtévissa, silla niistd yksikdéan ei si-
salla mallikuvaa tehtédvinannossa. Geometrian tehtéavissa on tarkedd, ettéd kokelas
osaa hahmottaa tehtdvin geometrisesti oikein tehtédvanannon perusteella. Kun teh-
tavinannossa ei ole mitddn muuta kuin sanallista tietoa, on hahmottaminen téysin
kokelaan ymmartamisen varassa. Kokelaan tulee visualisoida tehtavé oikein, jotta
han kykenee kiyttdméadn oikeita ratkaisutapoja tehtévin tekemisessa. Téllaisissa
tehtavissd on myo6s vaikeampi parjatéa vain arvaamalla tai ulkoa opittuja ratkaisuta-
poja kayttamalla, silla tehtavin tilanne téytyy ennen laskemista ymmértaa oikein.
Aiemman tutkimuksen mukaan sanallisten geometrian tehtdvien visualisointi ja teh-
tavin tulkitseminen on vaikeaa ja voi hankaloittaa tehtévissi suoriutumista (Arse-
nault & Powell, 2022). Geometriaan liittyvia tehtédvid on myos huomattu tulkittavan
usein vaarin, silla opiskelijoiden syvallinen ymmérrys tehtédvissa vaadittavista tie-
doista on heikkoa (Hlongwana ym., 2025). Tamé tukee huomiota siité, etta tuloksien
perusteella kokelailla olisi vaikeuksia ymmartaé tehtavé oikein sanallisen ohjeen pe-
rusteella.

Kahdessa kolmesta tutkimuksen ylioppilaskoetehtavisté ei vaadittu mallikuvan piir-
tdmistd tehtdvianannossa. Syksyn 2021 lyhyen oppiméirin tehtavassa 12 kuitenkin
41 % aineiston kokelaista oli liittanyt vastaukseen piirtaméansa mallikuvan. Kevaan
2021 pitkdn oppiméaaran tehtavian 12 ratkaisuissa saman oli tehnyt jopa 81 % aineis-
ton kokelaista. Mallikuvan piirtdminen oltiin siis selvésti koettu varsin jarkevané
vaiheena tehtavian ratkaisemista ja kokelaat olivat ajatelleet sen auttavan tehtéavés-
sé suoriutumista. Tamé tukee esimerkiksi Mudaly (2021) tutkimuksessa kerrottua
tietoa siitd, ettd mallikuvien piirtdmista pidetdén téarkedné osana sanallisen tehté-
van suorittamista.

Yksi mielenkiintoinen jatkotutkimusmahdollisuus olisi tutkia sité, etta eroaako ko-
kelaiden osaaminen kyseisissé tehtévissa silloin, jos tehtdvanannossa olisi annettuna
mallikuva tilanteesta. Myos esimerkiksi tehtévan kesken jattédneiden kokelaiden méaa-
riaa voitaisiin verrata kesken jattdneiden méaraan silloin, jos tehtavéssa olisi valmii-
na mallikuva. Toisena mahdollisena jatkotutkimusideana voitaisiin tutkia sitd, mita
tuloksille tapahtuisi, jos aineisto olisi suurempi. Aineistona voitaisiin kiyttda esi-
merkiksi kaikkia tiettyyn ylioppilaskoetehtéiviain vastanneiden kokelaiden ratkaisu-
ja. Néin saataisiin laajempi ja luotettavampi késitys suomalaisten suoriutumisesta
ylioppilaskokeissa.

Opettajat voisivat hyodyntad tutkimuksen tuloksia erityisesti siiné, ettd opetukses-
sa painotettaisiin entistd enemmén geometrian késitteiden syvallistd ymmartamis-
ta. Sanallisten geometrian tehtévien ja mallikuvien piirtdmisen harjoittelemista voisi
myo0s lisdtd entistd enemmén opetukseen. Kun yleisimmaét tehtavissa tehtavit vir-
heet ovat selvilld, voi niiden lisddntymista yrittda ehkaista keskittymalld virheisiin
johtavien syiden korjaamiseen.
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