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Korkojen aikarakennetta kuvataan tuottokayrilla, joka on merkittéva inflaation ja
taloudellisen kehityksen ennustaja taloustieteessd. Tuottokdyra kuvaa velkakirjas-
ta saatavaa tuottoa eri maturiteeteilla, jolloin voidaan tuottokdyrad estimoimalla
ennustaa myos tulevia koron muutoksia. Tuottokdyra voi olla nouseva, laskeva tai
tasainen ja néitd tuottokdyran muotoja pyritddn selittamaéan eri teorioilla.
Nelson-Siegel-mallit ovat malleja, joita kiytetddn laajasti korkojen aikarakenteen
sovittamiseen kdytdnnossa. Tarkat estimaatit nykyisestd koron aikarakenteesta ovat
tarkeitda monilla rahoituksen aloilla, mutta myos aikarakenteen ennustaminen on
tarkedd. Koron aikarakennetta kuvataan tuottokayrilld ja tuottokayria pyritdan en-
nustamaan Nelson-Siegel-malleilla. Nelson-Siegel-mallit ovat laajasti kiytettyja kes-
kuspankeissa ja rahapoliittisessa paatoksenteossa.

Tutkimuksessa estimoidaan tuottokiayréaa Dieboldin ja Lin kaksivaiheisella estimoin-
timenetelmalld ja tutkitaan kolmea eri Nelson-Siegel-mallia koron aikarakenteen
mallinnuksessa. Tutkimuksessa ldhdetdadn liikkeelle kolmen tekijan perusmallista,
joka on kiytossd monissa keskuspankeissa koron aikarakenteen mallinnuksessa. Sen
jalkeen estimoidaan suppeampaa kahden tekijan mallia seké laajennettua neljan te-
kijan mallia ja pyritddn selvittdmaan, mikd naistd malleista on paras estimoimaan
havaittua tuottokayraé.

Asiasanat: koron aikarakenne, tuottokéyré, Nelson-Siegel-malli, AR(p)-prosessi, au-
tokorrelaatio.
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1 Johdanto

Koron aikarakenteella mallinnetaan eri maturiteetin omaavien velkakirjojen
tuottoja toisiinsa, kun muut tekijat pysyvit mallissa muuttumattomina. Tél-
laista mallia kutsutaan tuottokayréiksi. Tuottokayraa pystytdan kuvaamaan
kolmella ekvivalentilla tavalla: diskonttaustekijalla, spot-korolla seké termii-
nikorolla. Kun yksikin néisté tekijoisté tiedetadn, pystytaan kaksi muuta joh-
tamaan kaavan avulla. Tuottokiyra voi olla joko nouseva, tasainen tai laskeva
riippuen siitd, ovatko pitkét korot lyhyiden korkojen ylédpuolella vai alapuo-
lella. Koron aikarakennetta mallinnettaessa kédytetddn nollakuponkilainoja,
jolloin kassavirta koostuu ainoastaan lainan nimellisarvosta.

Nelson-Siegel-malli on erikoistapaus niin kutsutusta yleisesté lineaarises-
ta mallista, ja sitd kiytetddn monissa keskuspankeissa estimoimaan koron
aikarakennetta. Nelson-Siegel-mallit pyrkivatkin estimoimaan, mallintamaan
ja ennustamaan korkojen aikarakennetta. Nelson-Siegel-mallista on esitetty
my0s eri versioita eri tutkijoiden toimesta, joista kahta késitelladn tassa tut-
kimuksessa. Toinen on Dieboldin, Piazzesin ja Rudebuschin [12] kehittdma
kahden tekijan malli, joka on siis suppeampi versio Nelsonin ja Siegelin kol-
men tekijin mallista, kun taas toinen malli on Bjorkin ja Christensenin [4]
laajennettu neljan tekijan malli. Ndiden mallien avulla pyritdan estimoimaan
Euroopan keskuspankin liikkeellelaskemia valtion nimellisia joukkovelkakir-
jalainojen korkoja.

Estimointimenetelméané tutkimuksessa kiytetddan niin sanottua kaksivai-
heista estimointimenetelméé, jonka ovat kehittdneet Diebold ja Li [6]. Mene-
telméssé tuotetaan ensin aikasarjat estimoiduilla arvoilla jokaiselle paramet-
rille. Sen jilkeen estimoidaan parametrien dynamiikka tilayhtaloilla. Tutki-
muksessa estimoidaan mallia ensimméisen, toisen ja kolmannen asteen auto-
regressiivisten prosessien avulla eli yleisesti niin kutsutulla AR(p)-prosessilla,
jossa prosessin nykyinen arvo riippuu lineaarisen mallin tapaan p:sté edellisen
periodin arvosta seké ei-havaittavasta virhetermista.

Tutkielmassa tutustutaan aluksi korkoon ja koron aikarakenteeseen. Ko-
ron aikarakenteesta padstaan tuottokdyraén ja sen eri ominaisuuksiin. Taman
jalkeen tutustutaan mallissa kiytettyihin testausmenetelmiin ja aikasarja-
analyysiin. Seuraavaksi tutustutaan kolmeen Nelson-Siegel-malliin ja niiden
kiyttaytymiseen eri maturiteeteille. Ennen mallien vertailuja kidydaan viela
léapi aineiston kuvaus ja tutkimuksessa kaytettava kaksivaiheinen ldhestymis-
tapa. Lopussa tehdaén padtelmét kolmesta eri Nelson-Siegel-mallista. Tutki-
muksen empiiriset analyysit on toteutettu kokonaan RStudio-ohjelmistolla.



2 Korkojen aikarakenne

Koron aikarakenteella kuvataan eri maturiteetin omaavien velkapapereiden
tuottoja toisiinsa. Koron aikarakennetta mallinnettaessa kiytetaan velkapa-
pereita, jotka ovat niin kutsuttuja nollakuponkilainoja eli bondeja. Koron ai-
karakenteen mallinnuksessa nollakupongin arvo on yleensd normeerattu ar-
voon 1 ja bondi kuvaa silloin siis kassavirtaa, joka koostuu ainoastaan lainan
nimellisarvosta. Talloin koron aikarakenteella verrataan sellaisten arvopape-
reiden tuottoja toisiinsa, jotka eroavat vain niiden maturiteeteissaan. Tamén
myo6té esimerkiksi likviditeetti ja riski ovat kaikille arvopapereille samat.

Korkojen aikarakennetta kuvataan tuottokayralld, joka on merkittéava in-
flaation ja taloudellisen kehityksen ennustaja taloustieteessd. Tuottokéyra
kuvaa siis velkakirjasta saatavaa tuottoa eri maturiteeteilla, jolloin myos
tuottokayraé estimoimalla voidaan ennustaa tulevia koron muutoksia. Tuot-
tokayré voi olla nouseva, laskeva tai tasainen ja néita tuottokayrdn muotoja
pyritaan selittdméan muutamalla eri teorialla, joita on esitelty kappaleen lo-
pussa.

Yleisesti rahoitusmarkkinoiden velkakirja- ja korkomarkkinat jaetaan kah-
teen eri markkina-alueeseen, lyhyen rahoituksen markkinoihin seké pitkan ra-
hoituksen markkinoihin. Lyhyen rahoituksen markkinoihin kuuluvat yleen-
sd esimerkiksi valtioiden ja yritysten liikkeelle laskemat velkakirjat. Lyhyen
rahoituksen markkinat kattavat yleensd alle vuoden mittaiset sopimukset
vaihdettavasta arvopaperista, kun taas pitkdn rahoituksen markkinoihin jae-
taan vahintddn vuoden mittaiset sopimukset. Pitkédn rahoituksen markkinoil-
la kiiydaan yleensé kauppaa esimerkiksi korkotermiineisté, korko-optioista se-
ké koronvaihtosopimuksista. Jatkossa kiaytetadn lyhyen rahoituksen markki-
noihin liittyvista koroista nimitysté lyhyt korko ja niin ikd&n pitkédn rahoi-
tuksen markkinoihin liittyvistd koroista nimitysté pitkd korko. [1]

2.1 Korko

Korko on taloustieteellisessd mielessa rahan hinta eli korvaus lainanantajal-
le lainaamastaan padomasta. Korko on sitd suurempi, mitéd korkeampi riski
lainanantajalla on menettad lainaamansa padoma. Laskennallisesti tarkastel-
tuna, kun lainan méaéara on C' ja korko on kiinted ¢ > 0, niin vuoden paasta
nostettavissa oleva maara on

C(1)=C+iC = (1+4)'C

kun korko 7 on asetettu lainalle, jonka maturiteetti on yksi vuosi. Jos korkoa
maksetaan korkoa korolle -periaatteen mukaisesti n-vuoden mittaisen perio-
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din ajan, on n vuoden jilkeen nostettavissa méaara
C(n) = (1+)"C.

Huomataan, ettéd kertyva korko on sitd suurempi, mitd pidempi maturiteetti
on kyseessa. Yllaolevat tapaukset liittyvat tilanteeseen, jossa korkoa makse-
taan vuosittain. Tarkastellaan tilannetta, jossa laina kasvaa jatkuvasti. Tal-
16in kiytetddn niin sanottua jatkuvaa korkoa, jota kutsutaan myos korkou-
tuvuudeksi. Talloin korkoa liitetdén joka hetki pddomaan. Pddoma on talldin
kasvanut hetkelld n méaran

C(n) = e™C,

jossa ¢ on nimelliskoron raja-arvo. Yleisesti korkouttamisella tarkoitetaan
nykyhetkestd saatavan kassavirran realisoimista tulevaisuuden kassavirraksi
halutulla korolla. Vastakohtana korkouttamiselle on diskonttaaminen, jossa
lasketaan tulevan maksun nykyarvo kiinteiselld kertoimella e~ [11]

Luvun alussa puhuttiin nollakuponkilainasta ja siitd, ettd sen arvoksi
normeerataan yleensé 1, jotta kassavirran voidaan kuvitella olevan vain sen
nimellis-arvo ja néin mallintaa helposti tuottokayrad. Nyt voidaan kayttaa
ylld saatuja kaavoja ja ndhdéén, ettd n maturiteetin omaavan nollakuponki-
lainan C'(n) nykyarvo hetkelld 0 on talloin

C(0) = ﬁc(”)

tai vaihtoehtoisesti jatkuvan koron tapauksessa

C(0) = e~"C(n).

2.2 Tuottokayra

Niin kuin ollaan huomattu, koron suuruuteen vaikuttaa sen maturiteetti. Kun
halutaan kuvata koron aikarakennetta, kiytetddn tuottokayrad. Tuottokay-
riaksi kutsutaan joukkovelkakirjalainojen hinnoista muodostettua kuvaajaa,
jossa esimerkiksi koron riski ja likviditeetti eivit muutu, ainoastaan matu-
riteetti vaihtelee. Tuottokdyra kuvaa siis koron aikarakennetta eri pituisilla
maturiteeteilla, kun muut korkoon vaikuttavat tekijat pysyviat muuttumat-
tomina.

Tuottokéyra voi olla joko nouseva, tasainen tai laskeva. Tuottokayréd on
nouseva, kun pitkat korot ovat lyhyiden korkojen ylapuolella. Téma tarkoit-
taa kiytannossa sitd, ettd esimerkiksi mitd pidemmaélle aikavilille lainan ot-
taa, sitd korkeampi on myos korko. Kun tuottokdyra on tasainen, pitkit ja



lyhyet korot ovat yhtasuuria. Kun taas tuottokdyra on laskeva, lyhyet korot
ovat pitkien korkojen ylapuolella. Tuottokayralla voi olla myds monimutkai-
sempia muotoja, esimerkiksi tuottokdyra voi ensin nousta ja sitten laskea.|[10]

2.3 Kolme teoriaa aikarakenteen muodolle

Tuottokiyrien muodon ennustaminen on taloustieteessa tarkedé ja siksi on
ehdotettu eri teorioita selittaméadn tatd ilmiota. Jotta tatad ilmiota selitté-
va, teoria olisi tarpeeksi hyva, tdytyy sen pystya selittdméadn tuottokiyran
muodon lisdksi kolme ehtoa:

e Eri pituisten velkakirjojen korot liikkuvat samansuuntaisesti.

e Tuottokdyrd on nouseva yleensi silloin, kun lyhyiden korkojen taso on
matala. Tuottokayré voi olla laskeva silloin, kun lyhyiden korkojen taso
on erittédin korkea.

e Tuottokdyrd on yleensa aina nouseva.

Esitelldan seuraavaksi kolme eri teoriaa, jotka pyrkivit selittdmédn néita il-
mioitd mahdollisimman hyvin. Kohta huomataan, ettd odotusten teoria se-
ki erillisten markkinoiden teoria ovat puuttellisia, silla ne eivat pysty selit-
tdmadn jokaista kolmea kohtaa. Molemmat teoriat ovat kuitenkin térkeité,
silld ndma kaksi teoriaa muodostavat vankan pohjan kolmannelle teorialle,
likviditeetin suosintateorialle. [10]

2.3.1 Odotusteoria

Odotusteorian mukaan pitka korko on lyhyiden korkojen odotusarvo. Odotus-
teorian taustalla on oletus etteivét sijoittajat sinélladn suosi eri maturiteetin
omaavia velkakirjoja toisiinsa, jolloin siis kahden eri maturiteetin omaavan
velkakirjan taytyy olla yhta kannattava. Kaytdnnossa siis lyhyiden korko-
jen ollessa viisi vuotta perdkkiin esimerkiksi tasolla 5 prosenttia, pitda myos
pitkédn koron olla viiden vuoden kuluttua 5 prosenttia.

Odotusteoria selittaé, miksi tuottokdyra muuttuu eri aikoina. Jos tuotto-
kéyra on nouseva, silloin odotusteorian mukaan lyhyiden korkojen odotetaan
nousevan tulevaisuudessa, joka tarkoittaa, ettd pitkd korko on téalla hetkella
lyhyen koron ylépuolella. Nyt lyhyet korot oletetaan olevan keskiméaraisesti
korkeampia tulevaisuudessa kuin tdmén hetkinen lyhyt korko on, joka tapah-
tuu vain jos lyhyiden korkojen oletetaan nousevan.

Kun pitkéit korot ovat lyhyiden korkojen alapuolella, tuottokéyréa on las-
keva ja odotusteorian mukaan lyhyiden korkojen odotetaan laskevan tule-



vaisuudessa. Silloin lyhyiden korkojen odotetaan olevan tulevaisuudessa kes-
kim&arin alhaisempia kuin télla hetkelld, joka tapahtuu vain jos lyhyiden
korkojen oletetaan laskevan. Jos tuottokdyra on tasainen, lyhyet korot eivét
odotusteorian mukaan keskiméérin muutu tulevaisuudessa.

Tuottokéyran muodon lisdksi odotusteoria selittda myos kaksi ensimmais-
td ehtoa. Ensinnékin lyhyilld koroilla on ollut ominaisuus, ettd jos ne nouse-
vat tdnéddn, ne ovat yleenséd korkeampia tulevaisuudessa. Kun siis lyhyet ko-
rot nousevat tdndin, nostaa se ihmisten odotuksia tulevaisuuden lyhyista ko-
roista, ja koska pitkét korot ovat odotetuista tulevaisuuden lyhyista koroista
laskettu keskiarvo, niin nousu nostaa myos pitkid korkoja. T&lloin siis myos
pitkat korot nousevat lyhyiden korkojen noustessa, joka selittda ensimmaéisen
ehdon.

Toisaalta kun lyhyet korot ovat matalat, yleensa niiden odotetaan nouse-
van jollekkin normaalille tasolle tulevaisuudessa ja talloin lyhyiden korkojen
odotettavissa oleva keskiarvo tulevaisuudessa on korkea suhteessa nykyiseen
lyhyeen korkoon. Nyt pitkdt korot tulevat olemaan huomattavasti lyhyiden
korkojen ylapuolella ja tuottokdyra on siksi nouseva. Juuri pdinvastoin ta-
pahtuu silloin, kun lyhyet korot ovat korkealla.

Nyt siis odotusteoria on selittédnyt ensimméisen ja toisen ehdon. Odo-
tusteoria ei kuitenkaan pysty selittdméan kolmatta kohtaa, silla tyypillisesti
nouseva tuottokayra viittaa lyhyiden korkojen kasvuun tulevaisuudessa. Kui-
tenkin kiytdnnossa lyhyet korot nousevat tulevaisuudessa yhta todennakoi-
sesti kuin laskevatkin, joten tuottokayrén pitaisi olla tasainen eikd nouseva
odotusteorian mukaan. [10]

2.3.2 Erillisten markkinoiden teoria

Kun odotusteoria olettaa sijoittajien suosivan eri maturiteettien omaavia vel-
kakirjoja yhta paljon, erillisten markkinoiden teoriassa tama oletus on kaan-
netty sen vastakohdaksi. Erillisten markkinoiden teoriassa siis oletetaan, etta
jokaisella eri maturiteetin omaavalla velkakirjalla on omat markkinansa, eiké
eri maturiteetin omaavat velkakirjat vaikuta kyseisen velkakirjan kysyntaan
ja tarjontaan.

Viite eri maturiteettien omaavien velkakirjojen erillisille markkinoille se-
litetddn silld, etta sijoittajilla on yleenséd hyvin vahvat mieltymyksen tietyn
maturiteetin velkakirjoille, jolloin sijoittavat eivét ole kiinnostuneita kuin tie-
tyista velkakirjoista. Se miksi tuottokdyra on yleensé nouseva erillisten mark-
kinoiden teorian mukaan selittyy silld, ettd yleensa sijoittajilla on suurempi
kysynta kohdistuen lyhyen maturiteetin velkakirjoihin, joten pidemmaén ma-
turiteetin velkakirjoilla on tallin matalampi hinta ja korkeampi korko, josta
tuottokdyran nouseva muoto johtuu.



Vaikka erillisten markkinoiden teoria pystyy selittdmaén tuottokdyran
nousevan muodon, se ei pysty selittdméan sité, miksi lyhyet ja pitkéit korot
nousevat yhdessd samansuuntaisesti. Teoria ei pysty myoskiddan selittaméadan
sitd, miksi tuottokdyra on yleensd nouseva silloin, kun lyhyiden korkojen ta-
so on matala ja laskeva silloin, kun lyhyiden korkojen taso on korkea. [10]
Koska erillisten markkinoiden teoria pystyy selittdméaén juuri sen ehdon, jo-
ta odotusteoria ei pysty selittdméén, on ndmé teoriat yhdistetty ja saatu
likviditeetin suosintateoria. Késitelladn tata teoriaa seuraavaksi.

2.3.3 Likviditeetin suosintateoria

Likviditeetin suosintateoria olettaa odotusteorian mukaan, etté velkakirjojen
pitka korko on keskiarvo odotetuista lyhyista koroista. Likviditeetin suosinta-
teorian oletukseen lisdtdan kuitenkin likviditeettipreemio, joka on pidemmaén
ajan velkakirjaan kohdistuvan riskin lisdhinta. Likviditeetin suosintateorian
mukaan velkakirjat eri maturiteeteilla ovat siis toistensa substituutteja, mut-
ta eivat kuitenkaan téydellisia substituutteja.

Lyhyen ajan velkakirjat kantavat vihemmaén korkoriskié, jonka takia myo6s
sijoittajat haluavat sijoittaa ndihin mielummin. Pidemman ajan velkakirjois-
ta sijoittajat haluavat saada sijoitukselleen lisdhintaa kantaessaan suurem-
paa riskiéd, jonka vuoksi sijoittajille tarjotaan likviditeettipreemiota. Likvi-
diteetin suosintateoria ldhtee siis odotusteorian oletuksista, joihin lisétadn
likviditeettipreemio.

Kun likviditeetin suosintateoria ldhtee liikkeelle odotusteorian oletuksis-
ta, neljds tunnettu teoria preferred habitat -teoria ei ota yhtd paljon kan-
taa odotusteoriaan, mutta padtyy samaan lopputulokseen. Preferred habitat
-teoria olettaa sijoittajien preferoivan tietyn maturiteetin omaavia velkakir-
joja enemmaén, joka on lahellé erillisten markkinoiden teorian oletuksia. Pre-
ferred habitat -teoria kuitenkin hyvéksyy, etta sijoittajat voivat sijoittaa eri
maturiteetin velkakirjaan, kuin mité itse preferoivat enemmaén, kunhan odo-
tettu tuotto kyseisesti velkakirjasta on suurempi.

Koska likviditeetin suosintateorian ja preferred habitat -teorian oletukset
ovat ldhes samat, késitellddn seuraavaksi vain likviditeetin suosintateoria.
Tarkastellaan likviditeetin suosintateoriaa ja katsotaan, selittaako se tuotto-
kayraan liittyvat kolme ehtoa eli liikkuvatko velkakirjojen korot samansuun-
taisesti, onko tuottokayré nouseva yleensa silloin, kun lyhyiden korkojen taso
on matala ja toisinpéin ja onko tuottokiyra yleensé aina nouseva.

Koska likviditeetin suosintateoria ldhtee liikkeelle odotusteorian oletuk-
sista, patevét sille kaksi ensimmaéisté ehtoa, silla lisddmaélla likviditeettipree-
mio odotusteorian malliin, ei kidiyrien suunnat muutu, vain kulmakertoimet.
Likviditeetin suosintateoria selittdd myos kolmannen ehdon, silla likviditeet-



tipreemio kasvaa sitd korkeammaksi mitd pidempi aikavili on kyseessé, jol-
loin vaikka lyhyet korot pysyisiviat muuttumattomina, likviditeettipreemio
aiheuttaa tuottokéyrille nousevan muodon. Likviditeetin suosintateoria se-
litt&é siis kaikki kolme ehtoa kuten aikaisemmin todettiin. [10]



3 Aikarakenteen mallintaminen

Koron aikarakennetta kuvaa siis tuottokdyra niinkuin edellisessé kappalees-
sa huomattiin. Kun tarkastellaan koron aikarakennetta juuri talla hetkella,
puhutaan spot-korkokéayrasta ja spot-korkokayraa voikin pitdéd tuottokayran
synonyymind téllaisessa tilanteessa. Kun spot-korkokayra tiedetdén, voidaan
tastd johtaa myos termiinikorkokdyra sekéd diskonttaustekija. Tutustutaan
seuraavaksi lahemmin néihin termeihin ja tarkastellaan niiden yhteytta toi-
siinsa. Lahdetaén liikkeelle diskonttaustekijasté, josta padstdén termiinikor-
koon ja lopulta itse spot-korkoon.

3.1 Diskonttaustekija

Diskonttaustekiji on nimensd mukaisesti se kerroin, jolla tulevaisuudessa
maksettava maksu saadaan diskontattua nykyhetkeen ja néin saadaan vel-
kapaperin nykyarvo. Merkitaan diskonttaustekijad termilla d(t,T'), jossa t
viittaa sopimuksen alkamisaikaan ja 7" maturiteettiin. Diskonttaustekija ku-
vaa siis nollakuponkilainan hinnan nykyarvoa maksun eraéantyessa hetkella
T. [1] Yhden hinnan lain nojalla diskonttaustekijélle patee

d(0,T) = d(0,t)d(t,T),
joten tésta saadaan yleisesti diskonttaustekijille kaava

d(0,7)
d0,t) (1)

d(t, T) =

Diskonttaustekija ajanhetkesté t hetkeen T on siis diskonttaustekija hetkesta
0 hetkeen T jaettuna diskonttaustekija hetkesté 0 hetkeen ¢. [1]

3.2 Termiinikorko

Termiinisopimus kuvaa tulevaisuudessa aloitettavaa sopimusta sijoituksesta
hetkelld ¢, joka toteutetaan hetkelld T, kun t < T. Kun termiinisopimuk-
sessa sovitaan tulevaisuudelle korko, jolla sopimus tehddén, kutsutaan téta
korkoa termiinikoroksi. Termiinikorko f(¢,7") on siis korko tulevaisuudessa
tehtavasta sijoituksesta, joka aloitetaan hetkelld ¢ ja jossa arvopaperin hinta
maksetaan takaisin hetkella 7.

Termiinikorko saadaan méaritettya diskonttaustekijéan avulla, silla

d(t,T) = e~/ EDIT-D), 2)
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joten termiinikorolle saadaan muoto

f(t7T>:_

——In(d(t,T)).

Toisaalta kaavasta (1) saadaan termiinikorolle vield muoto

1) =7 tl”<j<<(?,’;))>' )

Viliton termiinikorko eli hetkellinen korko tulevaisuudessa saadaan, kun an-
netaan tekijan t ldhestyd maturiteettia T eli [1]

r(T) = lim f(¢,T).

t—=T

3.3 Spot-korko

Spot-korot ovat niin sanottuja O-termiinikorkoja eli termiinikorkoja, joissa
sopimuksen aloitusajankohta ¢ = 0. T&ll6in merkitdan

f0,T) = s(T). (4)

Spot-korolla mitataan sijoitetulle padomalle lankeavaa korkoa, joka on si-
dottu spot-korkoon maturiteetin méaarittamaksi ajaksi. Nyt siis erona dis-
konttaustekijaan on se, ettd spot-korko ei muutu ajan kuluessa toisin kuin
diskonttaustekiji. Spot-koron ero taas termiinikorkoon on jo edelld todetusti
se, ettd spot-korko aloitetaan hetkelld 0, kun taas termiinisopimus alkaa tu-
levaisuudessa hetkellé .

Tarkastellaan diskonttaustekijan ja spot-koron yhteytta. Koska ¢ = 0, sovel-
tamalla kaavaa (4) saadaan

(0, 7) = e JOTT — =T, )

josta saadaan spot-korolle muoto

s(T) = —%ln(d(O,T)).

Tatd muotoa hyodyntamalld saadaan mééritettyd yhteys myos termiiniko-
rolle ja spot-korolle. [1]
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3.4 Aikarakenteen mallintamisen komponentit

Korkojen aikarakennetta pystytdan kuvaamaan siis kolmella ekvivalentilla
tavalla: diskonttaustekijalla, spot-korolla ja termiinikorolla. Kun néista yksi
tiedetddn, voidaan kaksi muuta johtaa tunnettujen funktioiden avulla. Kay-
tossa on siis seuraavat notaatiot:

t = sopimuksen aloitusajankohta
T = maturiteetti, jonka jalkeen maksu maksetaan
d(t,T) = diskonttaustekija
s(T') = spot-korko
f(t,T) = termiinikorko
)

r(T) = lyhyen aikavélin termiinikorko.

Nyt diskonttausfunktio d(¢,T"), spot-koron funktio s(7") seké termiinikoron
funktio f(¢,T") voidaan ilmaista toistensa funktioina. Perehdytéén téhén vie-
1a seuraavaksi tarkemmin.

Tarkastellaan seuraavaksi termiinikorkojen ja spot-korkojen riippuvuutta toi-
siinsa ja ldhdetédén liikkeelle termiinikorosta f(¢,7"). Kayttamalld termiini-
korkoon kaavaa (3) saadaan

1 /d(0,1)
f&T) = T—tln<d(0,T)>'

Nyt kiyttamalla kaavaa (2) saadaan

1 e—f(O,t)T)
F(4.7) = —— (5757 ).

josta ndhdéaan, etta

f(tv T) = (f(O’ T)T - f(oa t)t),

T—t
eli termiinikoron ja spot-koron vilille saadaan riippuvuus

s(T)T — s(t)t

FT) = 2 —

Tastd nahddan myos spot-koron ja lyhyen koron vélinen yhteys

lim f(t,T) = Jim 2L =50 _ 4

t—T t—T T —t - ﬁ(S(T)T)
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soveltamalla I’Hopitalin sdantoa. Nyt huomataan, etta

S(T)T = / r(y)dy. (6)

Nyt kun lyhyiden korkojen aikarakenne on tunnettu, on voimassa seuraavat
tulokset lyhyille koroille:

d(t,T) = e Ji "Wy

1 T
J,T)=5— [ r(y)dy
(t,T) 1), (v)

d,(0,) = —r(£)d(0,1).

Niilla muuttujilla pystytdan kuvaamaan koko tuottokdyrd ja kun yksikin
naista tiedetdidn, saadaan aina kaksi muuta johdettua kaavojen avulla.
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4 Tutkimuksessa kaytetyt menetelmat

Tutkittaessa tuottokdyran kiyttaytymistéd, korkojen tuottojen arvoja mita-
taan perdkkaisind ajankohtina t. Talldin tuottojen arvoista muodostuu niin
kutsuttu aikasarja, jota pystytdan tutkimaan aikasarja-analyysin avulla. Jot-
ta stationaarisia aikasarjamenetelmia voitaisiin kayttéaa, aikasarjan tulisi olla
stationaarinen eli siiné ei saisi niakya trendié tai kausivaihtelua.

Perehdytadn téassd luvussa stationaariseen prosessiin ja tutkimuksessa
kiytettavadn AR (p)-prosessiin seki aikasarja-analyysin tiarkedédn kisitteeseen
eli otosautokorrelaatiofunktioon. Téman jélkeen kiydaén lapi viela jadnnos-
sarjan valkoisuuden testaaminen.

4.1 Aikasarja-analyysi

Aikasarjaksi luokitellaan havaintoaineisto, jossa samasta havaintoyksikostéa
saadut havainnot x; ovat saatu perakkiisind ajankohtina, kun t = 1,...,7T,
on ajankohta ja T on ajankohtien lukuméaara. Téssé tutkimuksessa kiytetadan
koroista muodostuvaa aikasarjaa, jossa tietyn kuukauden jokaiselta paivalta
poimitut korot ovat keskiarvoistettu kyseiseen kuukauteen ja merkattu tama
kuun viimeisen paivan koroksi. Taméan my6ta voidaan olettaa, ettd aikasar-
jan perakkiiset ajankohdat ovat yhtd kaukana toisistaan. Koska tutkimuk-
sessa havainnot koron aikarakenteesta ovat korkojen keskiarvoja, niin arvo
on skalaari ja voidaan puhua yksiulotteisesta aikasarjasta.

Aikasarja-analyysin tavoitteena on yleisesti muodostaa tilastollinen malli,
jolla pystytdan kuvaamaan havaittua aikasarjaa ja mallintamaan perakkais-
ten havaintojen riippuvuutta toisistaan. Kun tilastollinen malli on valittu,
voidaan sen parametrit estimoida ja tarkastaa estimoidun mallin ja havain-
tojen yhteensopivuus. Tamén jalkeen voidaan testata parametreja koskevia
hypoteeseja ja kiyttdd mallia ajateltuun tarkoitukseen. [15]

Tutustutaan seuraavaksi stationaarisen prosessin késitteeseen, autoregres-
siivisiin prosesseihin sekéd autokorrelaatiofunktioon. Tamén jélkeen késitel-
ldan valkoisen kohinan késite ja valkoisuuden testaaminen sekid aikasarjan
viivastettyjen havaintojen korreloituneisuuden testaaminen.

4.1.1 Stationaarinen prosessi

Tilastollisen mallin satunnaismuuttujat x;,t = 1, ..., T, muodostavat jarjes-
tetyn jonon, joka on stokastinen prosessi X. Stokastisessa prosessissa aikain-
deksi t madrad satunnaismuuttujien x; jarjestyksen jonossa. Tutkimuksessa
kiytettava malli on diskreetti stokastinen prosessi, missa aikaindeksit ovat
kokonaislukuja ¢t = 0,1,2,...,172. [16]
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Stokastinen prosessi on heikosti stationaarinen, jos seuraavat ehdot ovat
voimassa:

e Odotusarvo ei riipu ajasta eli

E(x;) = p, kaikillat =1,...,T.

e Varianssi on adrellinen, eiké riipu ajasta eli

Var(z,) = 0* < oo, kaikilla t = 1, ..., T.

e Satunnaismuuttujien x; ja xj valinen kovarianssi ei riipu ajanhetkesta
vaan ainoastaan aikavéilin ¢ — h pituudesta eli

Cov(xy, ) = Ye—p, kaikillat =1,...,T.

Ylléolevista ehdoista seuraa, ettd stationaarisen prosessin realisaatiossa ei
saa nikyé esimerkiksi trendid tai varianssin systemaattista vaihtelua.
Kovarianssiehto voidaan merkitd my6s muodossa

COU(ZUt, $t+h) = Yt,t+h = Y0,h;

jolloin voidaan lyhyesti merkita 7y, = 73, ja tatd funktiota voidaan kutsua
prosessin x; autokovarianssifunktioksi h:n funktiona. Kun vakion h arvo kiin-
nitetdédn, sanotaan kovarianssia 7, autokovarianssikertoimeksi viipymalla h.
Yleensa kuitenkin autokovarianssifunktion sijasta kiytetdan autokorrelaatio-
funktiota, joka saadaan kaavasta

pn = Cor(zy, xyyp) = 1Ly
Yo
Koska autokorrelaatiokertoimilla p, on ilmeiset ominaisuudet
po=1
lon] <1
Ph = P—h;

riittdd autokorrelaatiofunktion arvoja testattaessa tutkia vain arvoja h > 0.
On kuitenkin melko haastavaa estimoida néité teoreettisia momentteja, silla
yleensé estimoitavia suureita on déreton méadra. [15]

Heikosti stationaarisen prosessin autokorrelaatiofunktion voi kuitenkin es-
timoida helposti. Estimoidaan ensin odotusarvo kiayttéen otoskeskiarvoa hei-
kosti stationaariselle prosessille x;, jolloin estimaatiksi saadaan



Estimaatti otosvarianssille on talloin

1 T
Cop = T ;([L‘t — j)Q,

ja estimaatti otoskovarianssille A on talldin

Nyt estimaatti otosautokorrelaatiolle h saadaan kaavasta

& _ Yoo = D) — 1)

co Y (xy — )?

Ty = , 0<h<T.

jossa

¢, = aikasarjan h. otosautokovarianssi ja

co = aikasarjan otosvarianssi.

Nyt ollaan kasitelty tdrkeimmét stationaarisen prosessin ehdot seké aikasarja-
analyysissd kiytettava tarked kiisite autokorrelaatiofunktio. [15]

4.2 Autoregressiiviset prosessit

Tutustutaan seuraavaksi lyhyesti tutkimuksessa kaytettaviin aikasarja-
analyysin prosesseihin. Myohemmin Nelson-Siegel-malleihin tutustuttaessa
huomataan, ettd Nelson-Siegel-mallin komponentit olettavat koron riippuvan
lineaarisesti edellisistd koron arvoista. Taman takia kaytetdan autoregressii-
visia prosesseja, jotka olettavat prosessin nykyisen arvon riippuvan lineeari-
sesti prosessin edellisten periodien arvosta seké ei-havaittavasta satunnaisso-
kista eli virhetermista.

4.2.1 AR(1)-prosessi

Ensimmaéisen asteen autoregressiivinen prosessi eli niin kutsuttu AR(1)-prosessi
on muotoa

Y = QY1 + €, € ~ 1id(0, 02)7

jossa virhetermit ¢; ovat riippumattomasti ja identtisesti jakautuneita odo-
tusarvolla nolla ja vakiovarianssilla. Edellisessé kappaleessa tehtyjen oletus-
ten vallitessa eli mikéli regressiokertoimelle ¢ pétee |¢| < 1, on se seké heikosti
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ettd vahvasti stationaarinen. Ensimmaéisen asteen autoregressiivisen proses-
sin odotusarvo on nolla ja varianssi on

0.2

1—¢?

Téassé autoregressiivinen prosessi on keskistetty odotusarvon ympaérille. Au-
tokorrelaatiofunktio AR(1)-prosessille on (ks. [15])

Var(y:) =

)L, kunh=0
PR ¢k, kun h > 0.

4.2.2 AR(p)-prosessi

Yleinen versio AR(1)-prosessista on AR(p)-prosessi eli niin kutsuttu p:n as-
teen autoregressiivinen prosessi. AR(p)-prosessi on muotoa

Yo = 11 + o+ Opli—p + €&, € ~1id(0,0°). (7)

Prosessin nykyinen arvo riippuu siis p:n edellisen periodin arvosta ja
ei-havaittavasta virhetermistd. AR(p)-prosessi voidaan kuvata myos viivésty-
soperaatiota ja polynomia ¢(B) = 1— ¢ B — ... — ¢, BP kéiyttien seuraavasti:

¢(B)yt = €y, € “d(o, 02).

AR(p)-prosessin stationaarisuudelle riittavé ehto on, ettéd polynomin ¢(z)
(z € C) juuret sijaitsevat yksikkGympyrdn kehén ulkopuolella kompleksita-
sossa tal ¢(z) # 0, kun |z| < 1. Edellinen ehtokaan ei valttdmétta ole valt-
taméton, mutta sité ei kisitelld tédssd tutkimuksessa tarkemmin. Autokorre-
laatiofunktio AR(p)-prosessille on (ks. [15])

Ph = Q1Pph—1+ ... + Pppr—p, kun h > 0.

4.3 Mallin korreloituneisuuden testaaminen

Aikasarja-analyysia kiytettdessa halutaan tietdd onko viivistettyjen havain-
tojen valillda autokorreloituneisuutta. Jos autokorreloituneisuutta esiintyy,
téalloin viivéstettyjen havaintojen vélilla on korrelaatiota. Aikasarjan ja sen
viivastettyjen havaintojen korreloituneisuutta voidaan testata useilla eri me-
netelmilla. Téassd tutkimuksessa autokorreloituneisuuden testaamiseen kay-
tetddn Box-Ljung-testia ja kiddnnepistetestia.
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4.3.1 Box-Ljung-testi

Box-Ljung-testisuureella testataan aikasarjan autokorrelaatiota. Box-Ljung-
testi on modifioitu versio

Q = TZT}% ~as X%{? (8)

ja siten siis Box-Ljung-testi on muotoa

Qs =T(T+2) Y 17 /(T = h) ~as Xir, (9)

h=1

koska pienissi otoksissa modifioitu testisuure on lihempéni y? -jakaumaa
kuin testisuure (). Kaavassa luku 7" on otoksen havaintojen lukumaééré, r on
otosautokorrelaation estimaatti ja h:n arvo kertoo, kuinka mones otosauto-
korrelaatio on kyseesséd. Box-Ljung-testissé nollahypoteesi olettaa datan au-
tokorreloimattomuuden viipeeseen H asti. Nollahypoteesin ollessa voimassa,
testisuure noudattaa y?-jakaumaa ja aikasarjan voidaan olettaa olevan val-
koista kohinaa. Muussa tapauksessa mallissa on havaittavissa merkittavia
autokorrelaatiota. [15]

4.3.2 Kaannepistetesti

Kun halutaan testata, onko peridkkiisten havaintojen vélilla autokorrelaatio-
ta, kiytetddn kadnnepistetestia. Kadnnepistetesti testaa sitd, kuinka paljon
kddnnekohtia eli huippuja ja aallonpohjia sarja sisdltaéa. Aikasarjalla y1, ..., y,
on kddnnepiste ajanhetkelld 7, jos y;_1<y; ja y; >y tal y,_1>v; ja ¥ <yiv1-
Ajanhetkelld ¢ kiddnnepisteen todenndkoisyys on 2/3, kun kyseessé on 11D-
sarja. Kun ajanhetkia on 7' kappaletta ja kiddnnepisteitd on n méara, odo-
tusarvo on silloin

E(n) =2(T —2)/3.
Voidaan my0s osoittaa, etta patee
Var(n) = (16T — 29)/90.

Kun ajanhetkien 7" lukuméérd on suuri ja tarkasteltava sarja on valkoista
kohinaa, noudattaa n likimain jakaumaa N (p,,c?2). [9]
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4.4 Jaannossarjan arviointi

Aikasarja-analyysia kiytettdessd halutaan tietdd, onko jddnnossarja statio-
naarinen ja normaalinen. Aikasarjan ja sen jadnnossarjojen stationarisuut-
ta ja normaalisuutta voidaan testata eri menetelmilld. Tassa tutkimuksessa
stationarisuuden testaamiseen kdytetdan laajennettua Dickey-Fuller-testia.
Lisaksi aikasarjan normaalisuutta testataan Jarque-Bera-testilld ja kvantiili-
kvantiili-kuviolla. Kéaydaan seuraavaksi lyhyesti lapi tunnusluvut ja testisuu-
reet tarkemmin.

4.4.1 Laajennettu Dickey-Fuller-testi

Tarkastellaan ensimmaéisen asteen autoregressiivistd mallia eli AR(1)-mallia
kaavassa 7. Jos ¢1=1, prosessilla y; sanotaan olevan yksikkéjuuri. Laajennet-
tua Dickey-Fuller-testia kiaytettaessa nollahypoteesi Hy on, etté prosessilla on
yksikkdjuuri. Kun nollahypoteesi on voimassa, tarkoittaa se sité, ettd pro-
sessi on epastationaarinen. Muussa tapauksessa eli vaihtoehtoisen hypoteesin
H, voimassa ollessa prosessi on stationaarinen. Samoin saadaan p-asteinen
autoregressiivinen yhtalo, joka on muotoa

Y = G0+ Or1y1 + o + Gp1Ytpi1 + Opli—p + €, € ~ 1d(0, 57), (10)
joka voidaan myos kirjoittaa muodossa
p
Ay, = ¢o +yyr—1 + Z BilAyi—iv1 + €. (11)
=2

Vaihtoehtoinen hypoteesi H; on, ettd v < 0, joten testi on yksisuuntainen.
Laajennetussa Dickey-Fuller-testissa estimaatti parametrille v saadaan pie-
nimman nelisumman menetelmalld ja se noudattaa likimain Dickey-Fuller-
jakaumaa, kun havaintojen méaara n on riittavéan suuri ja nollahypoteesi v = 0
on tosi. [17]

4.4.2 Jarque-Bera-testi

Jarque-Bera-testissa kdytetdadn huipukkuudesta ja vinoudesta saatavia arvo-
ja, ja néistéd luvuista lasketaan arvo, joka kertoo normaalijakautuneisuudesta.
Tama testisuure saadaan kaavalla

jossa K on huipukkuus, S on vinous, k£ on estimoitujen kertoimien maara ja
N on havaintojen lukuméiré. Jarque-Bera-testin nollahypoteesi H, olettaa
normaalijakautuneisuuden. Jarque-Bera-testin arvot seuraavat x3-jakaumaa.
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4.4.3 Kvantiili-kvantiili-kuvio

Kvantiililla yleisesti tarkoitetaan murto-osaa tai prosenttiosuutta pisteista,
jotka jadvat tdméan pisteen alapuolelle. Kvantiili-kvantiili-kuviolla voidaan
graafisesti tutkia, onko kahdella eri aineistolla sama jakauma. Kvantiili-kvantiili-
kuvio on ensimmaisen aineiston kvantiilit kuvattuna x-akselilla ja toisen ai-
neiston kvantiilit kuvattuna y-akselilla. Kuvioon piirretdén diagonaali ja jos
molempien aineistojen kvantiilit kulkevat likimain tata viivaa pitkin, ovat
aineistot silloin samasta jakaumasta peraisin. Mitd kauempana pisteet ovat
tasta viivasta, sitd enemman on viitteita siita, etta aineistot ovat peraisin eri
jakaumista.
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5 Nelson-Siegel-mallit

Nelson-Siegel-mallit ovat malleja, joita kdytetdédn laajasti korkojen aikara-
kenteen sovittamiseen kiaytannossa. Tarkat estimaatit nykyisesta koron aika-
rakenteesta ovat tarkeitd monilla rahoituksen aloilla, mutta my6s tulevaisuu-
den aikarakenteen ennustaminen on tirkedd, ja naitd pyritdan ennustamaan
Nelson-Siegel-malleilla.

Nelson-Siegel-mallit ovat laajasti kiytettyjad keskuspankeissa ja rahapo-
liittisessa paatoksenteossa. Vaikka malleista 10ytyy puutteita teoreettisista
perustuksista, Nelson-Siegel-malleja kiytetddn the Bank Internationalin mu-
kaan yhdekséssa keskuspankissa estimointimenetelméana kaikista kolmesta-
toista keskuspankista, jotka raportoivat estimointimenetelménsa BIS:lle. [3]
Nelson-Siegel-mallit ovatkin osa suosituimpia aikarakenteen estimointimene-
telmié.

Nelson-Siegel-mallit pyrkivat optimaalisesti estimoimaan, mallintamaan
ja ennustamaan korkojen aikarakennetta. Nelson ja Siegel ehdottivat jous-
tavaa ja tasaista parametrifunktiota sovitettavaksi aikarakenteeseen ja he
osoittivat heiddn ehdottamansa mallin pystyvian saamaan monia tyypillisesti
havaittuja muotoja, joita tuottokidyrd omaksuu yli ajan. Seuraavaksi tutus-
taan Nelsonin ja Siegelin kolmen tekijan perusmalliin, suppeampaan kahden
tekijan malliin seké neljan tekijan malliin, joka on laajennettu versio Nelson-
Siegel-malleista. 2]

Téassa tutkimuksessa kaytetadn dynaamista kolmiulotteista parametriver-
siota Nelson-Siegel-mallista seké kahden parametrin etté laajennettua neljan
parametrin versiota Nelson-Siegel-mallista. Néille parametreille ehdotetaan
ja estimoidaan autoregressiivisid malleja ja naitd malleja vertailemalla pys-
tytdan tekemédn paatelmia siitd, mikd on paras malli kuvaamaan havaittua
aineistoa.

5.1 Kolmen tekijan perusmalli

Nelsonin ja Siegelin kolmen tekijén perusmallissa sovitetaan termiinikorko-
kiyrédn approksimaatiofunktiota kiinnitettyna ajanhetkené. Nelsonin ja Sie-
gelin kolmen tekijan malli on erittdin suosittu esimerkiksi keskuspankeissa,
silld se antaa tarpeeksi joustavan mallin kiyttamalld vain pientd maaraa pa-
rametrejd. Nelsonin ja Siegelin kolmen tekijan perusmalli termiinikorolle on
muotoa

F(t) = Bot + Bre™ + Bastre™, (12)
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joka on matriisimuodossa esitettyné

Bot 1 Bot | | fo
f(t) = |Bu e | = |Bul| | f
Bor| |tAe Bar| | f2

Beta-parametrit ovat ajassa varioivia muuttujia, mutta merkitdan kyseisia
parametreja merkinnoin Sy, 81 ja B2. Tehddén néin myos jatkossa kahden te-
kijan mallin ja neljén tekijan mallin kohdalla. Kolmen tekijan mallin tekijét
Bo, 81 ja P2 médritetdan alkuehdoista ja A on yhtdloon liittyva vakio, joka
kertoo missa maturiteetissa tekija [y saavuttaa maksiminsa. Mité itseisar-
voltaan pienempi termin A arvo on, sitd nopeammin myd6s vaimenemistermi
p1 lahestyy nollaa ja néin vaikutus hévida mallista. [13]

Kolmen tekijan perusmalli on suosittu aikarakenteen mallintamisessa, sil-
14 mallin kolme komponenttia [1, e, t\e~**] takaavat mallin monotonisuu-
den, kaltevuuden ja kaarevuuden tarpeeksi joustavasti, mutta kuitenkin vain
kolmella komponentilla. Komponenteilla on omat selityksensa:

Bo = pitkéan ajan korkotaso
(1 = mallin kaltevuus

B> = mallin kaarevuus

Kappaleessa 3 todistettiin termiinikoron ja spot-koron yhteys. Kaytetadn nyt
kaavaa (6) eli

Merkitaan seuraavassa T':ta pienella t-kirjaimella aiemmasta poiketen. Nyt
saadaan Nelson-Siegel-mallille esitys

1 t
=1 [ B+ e+ ey

= By + 51<1_t—>6\ﬂ> +52<1_t—)€\tA _ e—tx)

Matriisimuodossa esitettyna spot-korko on

Bo ,\(1,1—&) Bo| |0
s(t)= |b S = |Bi| |51
Bo| | 20— —ix Ba| |52
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Nelson-Siegelin kolmen tekijan mallin lataukset
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Maturiteetti kuukausissa

Kuva 1: Nelson-Siegel-mallin tekijoiden lataukset, kun A = 0.0609.

Kuva 1 kuvaa kunkin komponentin arvon kiyttdytymista maturiteettiin. Ku-
viossa on kiytetty muuttujalle A arvoa 0.0609.

Kuvasta ndhdéan, ettd pitkdd korkoa kuvaava komponentti 3, on vakio,
niinkuin kaavassa (13). Sen vaikutus ei siis vaimene maturiteetin kasvaessa.
Komponentit ; ja [y sen sijaan vaimenevat kohti nollaa, kun maturiteetti
kasvaa. Komponenttia ; kutsutaan lyhyen aikavalin muuttujaksi, silla sen
kerroin spot-korkoon on ensin 1 ja vaimenee sitten eksponentiaalisesti. Kom-
ponenttia [y kutsutaan taas keskisuureksi muuttujaksi, silla sen arvo on aluk-
si nolla, jonka jalkeen muuttujan arvo kasvaa tiettyyn pisteeseen asti, kunnes
sekin ldhtee vaimenemaan kohti nollaa. Komponentti S5 saa spot-korolle ai-
kaan S-muotoisen kiyrén. Niinkuin jo aiemmin todettiin, muuttamalla muut-
tujan A\ arvoa myos kdyrien kulmakertoimet muuttuvat. [13] Téssa tutkiel-
massa kiytetddn kuitenkin parametrille A Dieboldin ja Lin asettamaa arvoa
0.0609, silld se maksimoi komponentin 35 30 kuukauden kohdalla.

Kuvasta 1 havaitut komponenttien muuttumiset ajassa voidaan havai-
ta myos raja-arvon avulla. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa spot-koron
maturiteetti ¢ lahestyy daretonta:

lim s(t) = So.

t—o00

Téssé tilanteessa spot-korko on keskiméardinen pitkd korko, joka on myos
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intuitiivisesti looginen tulos. Pitkdn koron tulee teoreettisesti olla positiivi-
nen eli silloin By > 0. Tiedetddn kuitenkin, ettd kiytdnndssd nain ei aina
reaalimaailmassa ole.

Tarkastellaan seuraavaksi spot-korkoa, kun maturiteetti ¢ ladhestyy nollaa
eli milta malli nayttaa, kun lainan juoksuaika ldhestyy nollaa.

11_1)18 S(t) = ﬁo + ﬁl.
Huomataan, etta lyhyt korko on muotoa [y + ;. Taménkin arvon tulee olla
positiivinen, silla tdmé korko kuvaa vélitontd spot-korkoa. Kun [y kuvaa
pitkda korkoa, termi [, selittdd funktion kaltevuutta sekéd eroa pitkissd ja
lyhyissé koroissa niinkuin jo aiemmin todettiin. 8|

Artikkelissa [6] on osoitettu, ettéd aikaisemmin késitellyt koron aikaraken-
teen tarkeimmat ehdot luvussa 2 pateviat myos Nelsonin ja Siegelin mallille eli
Nelsonin ja Siegelin malli kuvaa siis tuottokdyran nousevaksi ja konkaaviksi.
Diebold ja Li osoittivat myos, etté kertoimet [y, 51 ja B kuvaavat korkota-
son, kaltevuuden seké kaarevuuden niin kuin pitddkin, vaikka Nelson-Siegel-
mallia ei alunperin luotu dynaamiseksi malliksi.

Nelson-Siegel-malli ei kuitenkaan kuvaa kaikkia mahdollisia tuottokay-
ran muotoja halutulla tavalla vaan ongelmaksi muodostuu esimerkiksi mal-
lit, joissa on monia maksimi- tai minimikohtia. Téasta syysté on esitelty myos
monimutkaisempia tuottokiyrdaa kuvaavia malleja, jotka ovat erikoistapauk-
sia Nelson-Siegel-mallista. T&ll6in Nelson-Siegel-malliin on joko lisétty lisaa
komponentteja, muunneltu vaimenemistermien kiyttaytymista tai yhdistelty
néitd molempia.[13] Tutustutaan seuraavaksi kuitenkin yksinkertaistettuun
muotoon Nelson-Siegel-mallista, josta on poistettu kokonaan kolmas kompo-
nentti.

5.2 Kahden tekijan malli

Kahden tekijan Nelson-Siegel-malli on kolmen tekijan malli poistettuna vii-
meinen komponentti eli 35, joka kuvaa kaarevuutta Nelson-Siegelin kolmen
tekijin perusmallissa. Niinkuin ollaan jo aikaisemmin todettu, ndmé kolme
padkomponenttia selittavit tuottokdyraéd jo riittdvésti monissa tilanteissa.
[13]

Kahden tekijan mallissa on poistettu kaarevuutta kuvaava komponentti
[, silld sen on todettu lisddvan suhteessa vain vihan tuottokidyran muotoa ja
néin jo kaksi ensimmaistda komponenttia tuovat tuottokiyralle riittavin so-
pivan muodon. Kahden tekijin Nelson-Siegel-mallia on tutkittu artikkelissa
[12], jossa viitetddn kahden ensimmaéisen termin ennustavan koron aikara-
kennetta tarpeeksi hyvin. Artikkelissa kuitenkin myos todettiin, ettei kahden
tekijan malli riita selittdméadn koko tuottokayraa.
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Kahden tekijan mallissa termiinikorkokéyrélle saatava muoto on talléin

f(t) = Bo+ Bre™™, (13)

joka on matriisimuodossa

o-[l-E e

Spot-korolle saadaan samoin kuin kolmen tekijin mallissa muoto

1 — eft)\ 7
tA ’

S(t) - ,30 —|— 51 [ (15)

joka on matriisimuodossa

=[] o = 3] 1]

Edellisessa kappaleessa huomattiin kuvasta 1 seké spot-koron raja-arvosta,
ettd valiton spot-korko on [y + ;1 ja spot-korko tarpeeksi pitkédn ajanjakson
kuluttua on vain pitkén koron komponentti [y. Télloin poistaessa kolmas
komponentti $, ndmé raja-arvot eivit muutu, vain korkotaso néiden tilojen
valissd muuttuu. Nama ovat ndhtavissd myos kuvasta 2.

Nelson-Siegelin kahden tekijan mallin lataukset
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Maturiteetti kuukausissa

Kuva 2: Kahden tekijan mallin tekijoiden lataukset, kun A = 0.06009.
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Vaikka kahden tekijan malli antaa monessa tilanteessa riittavan tarkko-
ja estimaatteja tuottokiyrille, se ei pysty selittdméan kaikkia tuottokayrin
muotoja niin ikddn kuin ei kolmen tekijan mallikaan. Tutustutaan seuraa-
vaksi Bjorkin ja Christensenin laajennettuun neljan tekijan malliin.

5.3 Bjorkin ja Christensenin neljan tekijan malli

Bjork ja Christensen laajensivat Nelson-Siegelin kolmen tekijan perusmallia
yvhdellé lisdtermilld lisdtédkseen mallin joustavuutta ja lisdsivat malliin kom-
ponentin 3. Komponentti #3 antaa mallille enemmén joustavuutta ja sopi-
vuutta tuottokiyradn. Komponenttia voidaan ajatella toisena kaltevuuden
parametrina, mutta se lahestyy nollaa vield nopeammin mitd komponentti
(1. Télloin siis kaltevuus voidaan ndhdd komponenttien (57 ja 3 summana
neljan tekijan mallissa.

Talloin Bjorkin ja Christensenin neljén tekijin malli termiinikorolle on
muotoa

f(t) = Bo + Bie™™ + Botre ™™ + Bz, (16)

ja sen matriisimuoto on

Bo _1u Bol| | /o
1O =5 e = 5] 11 a7

Bs| | e 2 B3| |fs

Vastaavasti kuin kahdella edelliselldkin mallilla, termiinikorkokayrasta saa-
daan spot-korkokéayra, joka on muotoa
1— e—t)\ 1 — e—t)\ 1 — €—2t)\
t) = = ™) By ()
s(t) = bo+ B () + B (—— =) + B 5.

ja niin ikd&n matriisimuodossa

Bo /\(1—15*“) Bol| |so
S(t) _ ﬁl N _ ﬁl S1
52 % — et 52 59
B3 A1—e™) B3| |53

2t

Tutkitaan seuraavaksi parametrien arvojen kayttaytymistd maturiteet-
tiin. Kuviossa on kiytetty muuttujalle A arvoa 0.0609 niinkuin aikaisemmin-

kin.
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Nelson-Siegelin neljan tekijan mallin lataukset
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Maturiteetti kuukausissa

Kuva 3: Bjorkin ja Christensenin mallin parametrien lataukset.

Kuvasta 3 ndhddaan komponenttien (3; ja (B3 kaltevuuksien lataukset. Li-
sdparametri $3 on jonkin verran toisen kaltevuusparametrin ; alapuolella,
joten sen vaikutus ei ole niin suuri annetussa mallissa, mutta ndiden para-
metrien summa kuitenkin nostaa tuottokiyréaa. Toinen huomion arvoinen asia
kuvassa on, ettd ldhestyessd hetked 0 kaltevuuksien yhteisvaikutus lahestyy
kaksinkertaisia lukemia.

Nyt ollaan esitelty Nelsonin ja Siegelin kolmen tekijan perusmalli, Die-
boldin, Piazzesin ja Rudebuschin rajoitettu kahden tekijan malli sekd Bjor-
kin ja Christensenin laajennettu neljan tekijan malli Nelson-Siegel-mallista.
Tutustutaan seuraavaksi aineistoon.
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6 Aineisto

Tutkimuksessa kiytetddin Euroopan keskuspankin nimellisid joukkovelkaku-
ponkilainojen tuottoja syyskuusta 2004 joulukuuhun 2016, joista estimoidaan
Nelson-Siegel-malleilla sovitettu tuottokayra. Nama nollakuponkivelkakirjo-
jen tuotot ovat laskettu jokaiselta kuukaudelta keskiarvoina tuotoista ja kéy-
tetty sitd maarittamasan keskiméaarainen tuotto jokaiselle kuukaudelle. Nain
ollaan saatu 172 havaintoarvoa jokaiselle maturiteetille.

Aineisto on kerétty aikajaksolta 2004:9-2016:12 ja tutkimuksessa on tél-
16in 172 havaintoa tietylld maturiteetilla. Estimoituja tuottokiyria eri ma-
turiteeteille on 6 kappaletta ja maturiteettien pituudet ovat 3 kuukautta, 1
vuosi, 2 vuotta, 5 vuotta, 7 vuotta sekd 10 vuotta. Aineiston yhten&istami-
seksi ollaan maturiteeteille kiytetty kuukausia eli maturiteetit ovat 3, 12, 24,
60, 84 ja 120 kuukautta.

Aineisto on valittu alkamaan vuodesta 2004, koska siithen mennessé euron
kiyttoonoton vaikutukset tuottoihin olivat jo madaltuneet. Aineisto on valit-
tu paattymasan vuoteen 2016, silla 2010-luvun loppupuolella esiintyneet erit-
tain alhaiset korot, jopa negatiiviset, voisivat hairitd Nelson-Siegel-mallien
kiyttod. Ajanjakson 2004-2016 véliin mahtuu myo6s vuonna 2008 alkanut fi-
nanssialaa jarisyttanyt finanssikriisi, ja tdmé ndkyy myos havaitun aineiston
koroissa.

Nelson-Siegel-mallien sovitetuista tuottokéyristéd tutkitaan luonnollises-
ti my06s sovitettujen tuottokayrien tasoa, kaltevuutta ja kaarevuutta. Mallin
taso on madritetty 120 kuukauden maturiteetin tuottona, kaltevuus 120 kuu-
kauden maturiteetin tuoton ja 3 kuukauden maturiteetin tuoton erotuksena
ja kaarevuus kaksi kertaa 24 kuukauden maturiteetin ja 10 vuoden ja kolmen
kuukauden maturiteettien tulon erotuksena.

Aluksi tutkitaan ndiden eri maturiteettien tunnuslukuja sovitetuilla tuot-
tokéyrilla, esimerkiksi keskiarvoa, hajontaa, minimid ja maksimia seké vi-
noutta ja huipukkuutta. Sen jélkeen tutkitaan sovitettuja tuottokiyria eri
testien avulla ja varmistetaan, ettd mallien viivastetyt havainnot ovat auto-
korreloituneita ja mallien virhetermit muistuttavat valkoista kohinaa ja ovat
taten autokorreloimattomia. Lopuksi tehddéan paatelmét mikd Nelson-Siegel-
malleista on paras estimoimaan havaittua tuottokiyraa.
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7 Aineiston analysointi

Tutustutaan seuraavaksi tutkimuksessa kaytettavadan estimointimenetelméan
seké itse aineiston analysointiin. Korkojen aikarakenteen mallintamisessa kay-
tetdan monia eri estimointimenetelmia. Kaikista menetelmista 16ytyy seka
hyo6tyja etta haittoja esimerkiksi niiden vaativuuden ja tehokkuuden mukaan.
Eri estimointimenetelmié ovat esimerkiksi kaksivaiheinen estimointi, yksivai-
heinen estimointi, jatkuvan ajan menetelmé sekd bayesilainen data-analyysi.
Téssé tutkimuksessa kiytetaan Dieboldin ja Lin [6] kehittdmaa kaksivaiheista
menettelytapaa. Kaksivaiheisella menetelmallé testataan Nelsonin ja Siegelin
kolmen tekijan perusmallia, rajoitetumpaa kahden tekijan mallia sekd Bjor-
kin ja Christensenin neljén tekijan mallia ja vertaillaan, mika néistd malleista
on paras estimoimaan havaittua tuottokayrada. Lahdetdan liikkeelle kaksivai-
heisen estimoinnin esittelysté, jonka jilkeen analysoidaan itse aineistoa.

7.1 Kaksivaiheinen estimointi

Kaksivaiheisessa estimoinnissa on nimensid mukaisesti kaksi vaihetta. En-
simmaéisessd vaiheessa Nelson-Siegel-malli sovitetaan jokaiselle ajanjaksolle
t =1,...,T pienimmén neliosumman menetelmallé, jolloin saadaan estimoi-
tujen parametrien ﬁAot, BAU ja ﬁ;t kolmiulotteinen aikasarja ja vastaava IN-
ulotteinen sarja virhetermien estimaateille €q¢, €14 ja €2¢. Nelson-Siegel-malli
tiivistad siis N-ulotteisen tuottoaikasarjan kolmiulotteiseksi tuottoparamet-
rien ﬁo, ﬁl ja 32 aikasarjaksi, ja on siksi erittdin kdytdnnollinen. Kaksivai-
heisen estimoinnin toisessa vaiheessa dynaaminen malli sovitetaan tuottopa-
rametreihin BO, BAl ja BQ. Tama tuottaa parametrien estimaatit ja ma&raa
tuottoparametrien kehittymissuunnan ja virhetermien estimaatit. [7]
Diebold ja Li asettivat aikaparametrin A\, vakioksi, jolla he onnistuivat
muuntamaan ongelman epélineaarisesta sovittamisesta yksinkertaiseksi li-
neaariseksi regressioksi. Diebold ja Li asettivat aikaparametrin ); arvoksi
0.0609, joka maksimoi keskipitkén aikavélin parametrin £, 30 kuukauden koh-
dalla. [6] Téssé tutkimuksessa ollaan péaddytty myos vakioimaan A, arvoksi
0.0609. Analysoidaan seuraavaksi aineistoa Nelson-Siegel-mallien avulla.

7.2 Kolmen tekijan perusmallin testaus

Tutkitaan aluksi, miten Nelson-Siegelin kolmen tekijan perusmalli toimii kay-
tetyssa aineistossa. Kaikissa testauksissa kiaytetdan Dieboldin ja Lin kehitta-
méa kaksivaiheista estimointia, jossa aikaparametri A on kiinnitetty arvok-
si 0.0609, joka maksimoi keskipitkdn aikavilin parametria £, 30 kuukauden

kohdalla.
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Taulukossa 1 nahdaan aluksi sovitetun tuottokdyran tunnuslukuja eri ma-
turiteeteille sekd kaltevuudelle ja kaarevuudelle. Kaltevuus on méaritetty 10
vuoden maturiteetin ja 3 kuukauden maturiteetin erotuksena ja kaarevuus
kaksinkertaisena kahden vuoden tuottona vihennettynd kolmen kuukauden
ja 10 vuoden maturiteettien tuotot.

Maturiteetti Keskiarvo  Mediaani Keskihajonta Minimi Maksimi Vinous  Huipukkuus
3 0,911 0,245 1,532 -0,861 4,270 0,861 -0,618
12 0,909 0,270 1,615 -0,982 4,454 0,769 -0,793
24 1,090 0,576 1,630 -0,930 4,600 0,611 -0,984
60 1,747 1,631 1,552 -0,499 4,689 0,140 -1,395
84 2,034 2,110 1,523 -0,373 4,684 -0,052 -1,485
120 (taso) 2,292 2,567 1,509 -0,257 4,672 -0,199 -1,505
Kaltevuus 1,381 1,138 0,858 0,008 3,395 0,643 -0,521
Kaarevuus -1,023 -1,093 0,646 -2,075 0,415 0,587 -0,532

Taulukko 1: Sovitetun tuottokéiyrdn tunnuslukuja.

Taulukosta 1 huomataan, ettd maturiteettien vinoudet ovat pienid ja
my6s huipukkuudet ovat pienid. Katsotaan vield, milta korrelaatiot eri ma-
turiteettien vililla ndyttavat. Korrelaatiot kolmen tekijan perusmallille ovat
nahtévissa taulukosta 2.

Maturiteetti 3 12 24 60 84 120
3 1
12 0,9943 1
24 0,9826 00,9955 1
60 0,9256 00,9485 0,9723 1
84 0,8857 00,9111 09423 (,9944 1
120 0,8407 0,8678 09053 0,9792 0,9952 1

Taulukko 2: Kolmen tekijan mallin tuottojen korrelaatiot eri maturiteettien

valilla.

Huomataan, etta korrelaatiot ovat hyvin suuria eri maturiteettien vélilla,
mika viittaa siis voimakkaisiin riippuvuuksiin eri maturiteettien valilla. Tal-
16in tuotot kasvavat samansuuntaisesti maturiteettien kanssa, joka on huo-
mattavissa myos kuvasta 1, jossa keskiarvot kasvavat maturiteettien kanssa.
Mallinnetaan seuraavaksi havaittujen tuottojen keskiarvoja sekéd sovitettua
tuottokdyraéd samassa kuvassa 4.
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Sovitettu ja havaittu keskimaarainen tuottokayra
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Maturiteetti kuukausissa

Kuva 4: Kolmen tekijan mallin havaittujen tuottojen keskiarvot eri maturi-
teeteilla ja sovitettu tuottokayra.
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Kuva 5: Kolmen tekijin mallin havaitut arvot ja sovitettu tuottokiyra nel-
jalta eri paivamaaralta.

Néhdéaan, ettéa sovitettu tuottokiyré estimoi melko hyvin havaittua tuot-
tokdyrad. Tarkastellaan vield havaittuja tuottoja ja sovitettua tuottokiyria
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eri vuosilta poimien nelja eri paivamadrad neljaltd eri vuodelta kuvaan 5.
Kuvasta ndhdaén, etta sovitettu tuottokayra estimoi havaittua tuottokayraa
ldhes téaydellisesti. Kolmen tekijan mallin estimoitu tuottokayra pystyy kyl-
1& seuraamaan havaittua tuottokédyréaa, vaikka arvot vaihtelisivatkin toisiinsa
ndhden, mutta ei kuitenkaan taydellisesti.

Tutkitaan seuraavaksi havaitun ja sovitetun tuottokiyran tason, kalte-
vuuden ja kaarevuuden eroja maturiteetissa. Kuvaan 6 on yhteinéiselld vii-
valla kuvattu havaittuja arvoja ja katkoviivalla sovitettuja arvoja tason vaih-
teluna ajan suhteen.

Aineistoon perustuva taso vs. malliin perustuva taso
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Kuva 6: Kolmen tekijan perusmallin tason, kaltevuuden ja kaarevuuden ha-
vaitut ja sovitetut arvot.

Kuvasta 6 huomataan, ettd sekd tason, kaltevuuden ettd kaarevuuden
sovitetut arvot kuvaavat hyvin mallin havaittuja arvoja. Taulukosta 3 huo-
mataan, ettd estimoiduista parametreista [y, 51 ja f2 ensimméinen on pysy-
vin, silld tekijallad [y on suurimmat autokorrelaatiokertoimet ja viimeinen on
vahiten pysyvin, silld parametrilla 5, on pienimmaét autokorrelaatiot naistéa
kolmesta parametrista.
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Parametri | Keskiarvo Keskihajonta Minimi Maksimi T Ty2 T30
[A 2,937 1,533 0,03 5,532 0,978 0,813 0,504
B -1,973 1,193 -4,741 -0,072 0,97 0,506 -0,119
ﬁz -2,761 1,742 -5,599 1,122 0,947 0,584 -0,014

Taulukko 3: Kolmen tekijan mallin parametrien tunnuslukuja.

Néhdaan, ettd sovitetun mallin arvot tasolle, kaltevuudelle ja kaarevuu-
delle sopivat ldhes taydellisesti havaittuun malliin. Talta osin sovitetun mal-
lin tuotot nayttavat siis mallintavan havaittuja tuottoja erittdin hyvin.

Tutkitaan seuraavaksi sovitetun mallin autokorrelaatiokertoimia. Kuvas-
sa 7 vasemmalla puolella on tason, kaltevuuden seké kaarevuuden otosau-
tokorrelaatiokertoimet ja oikealla puolella on néiden tekijoiden residuaalien
eli jadnnostermien osittaisautokorrelaatiokertoimet. Nédiden kuvaajien osalta
voidaan havaita, etta sovitetun mallin taso, kaltevuus ja kaarevuus kuvaavat

hyvin havaittuja arvoja.
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Kuva 7: Kolmen tekijan mallin viivastettyjen havaintojen autokorrelaatiot ja

osittaisautokorrelaatiot.

Pelkét autokorrelaatio- ja osittaisautokorrelaatiokuvaajat eivat kuiten-
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kaan riitd, vaan on syytd tehdé testeja parametrien [y, 51 ja [y sopivuudes-
ta. Taulukossa 4 on laskettu Box-Ljungin, ki&nnepistetestin, ADF-testin sekéd
Jarque-Bera-testin antamat p-arvot parametreille. Box-Ljung-testin mukaan
parametrien viivastetyt havainnot ovat korreloituneita keskendin. Kédnne-
pistetesti tukee my0s téta oletusta. ADF-testi testaa yksikkdjuurta ja koska
testi on tehty jadnnossarjoille, jadnnossarjat eivat ole stationaarisia. Jarque-
Bera-testi antaa p-arvot nollahypoteesille siitéd, onko jaanndssarjojen viivis-
tetyt havainnot normaalisia. Tuloksista nahdéaan, ettd jadadnnossarjan viivas-
tetyt havainnot ovat ei-normaalisia.

Tarkastellaan testien antamien p-arvojen lisdksi vield jadnnostermien his-
togrammeja ja jadnnossarjojen kvantiili-kvantiili-kuvioita, jotta huomattai-
siin mahdolliset poikkeamat residuaaleissa. Kuvassa 8 jadnnostermien histo-
grammit nayttivat sijoittuvan ldhelle nollaa ja kvantiili-kvantiili-kuviot ovat
ldhes lineaarisia uloimpia havaintoja lukuunottamatta. Nédiden testien ja ha-
vaintojen jélkeen voidaan olettaa kolmen tekijan perusmallin kuvaavan hyvin
havaittuja tuottoja.

Kootaan lopuksi sovitetun mallin sovitetut tuottokayrét eri maturiteeteil-
la samaan kuvaajaan. Kuvasta 9 ndhdéan, ettda yleensd pienemmaén maturi-
teetin omaavilla lainoilla on matalampi tuottokayra, joka on myo6s intuitiivi-
sesti selvaa.
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Frekvenssi

Frekvanssi

Frakvanssi

Parametri | Box-Ljung Kadannepistetesti ADF Jarque-Bera
[A 0,99 0,50 <0,01 < 0,001
i 0,98 0,39 <0,01 <0,001
i 0,95 0,40 0,03 < 0,001

Taulukko 4: Kolmen tekijan mallin parametrien testausta.
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Kuva 8: Jadnnostermien histogrammit ja kvantiili-kvantiili-kuviot.
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Sovitetut tuottokayrat eri maturiteeteilla
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Kuva 9: Kolmen tekijan mallin sovitetut tuottokayrat eri maturiteeteilla.
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7.3 Kahden tekijan mallin testaus

Testataan seuraavaksi Dieboldin, Piazzesin ja Rudebushin kahden tekijan
mallia. Taulukkoon 5 on laskettu keskiarvo, mediaani, keskihajonta, minimi
ja maksimi sekéd vinous ja huipukkuus eri maturiteeteille seké kaltevuudelle
ja kaarevuudelle. Vinouden arvot ovat melko ldhelld nollaa jokaisella matu-
riteetilla ja huipukkuuskin on lahelld nollaa.

Maturiteetti Keskiarvo Mediaani Keskihajonta Minimi Maksimi Vinous  Huipukkuus
3 0,663 -0,181 1,634 -1,091 4,305 0,940 -0,578
12 1,037 0,512 1,565 -0,835 4,417 0,711 -0,836
24 1,373 1,065 1,529 -0,605 4,518 0,446 -1,102
60 1,847 1,783 1,526 -0,446 4,660 0,071 -1,420
84 1,979 2,011 1,535 -0,402 4,700 -0,016 -1,479
120 (taso) 2,085 2,200 1,546 -0,367 4,731 -0,077 -1,513
Kaltevuus 1,422 1,168 0,877 0,021 3,473 0,615 -0,565
Kaarevuus -0,001 -0,001 0,000 -0,001 -0,00001 -0,615 -0,565

Taulukko 5: Sovitetun tuottokdyran tunnuslukuja.

Tutkitaan seuraavaksi maturiteettien korrelaatiokertoimia toistensa kans-
sa. Taulukosta 6 nahdéaén, etté korrelaatiot ovat erittain lahelld arvoa 1 kaik-
kien maturiteettien vililla ja maturiteetit ovat siten erittdin korreloituneita.

Maturiteetti 3 12 24 60 84 120
3 1
12 0,9991 1
24 0,9638  0,9913 1
60 0,8955 09481 0,9817 1
84 0,8707 09299 0,9703 0,9986 1
120 0,8495 09138 0,9594 0,9955 0,9991 1

Taulukko 6: Kahden tekijan mallin tuottojen korrelaatiot eri maturiteettien
valilla.

Kuvaan 10 on havainnollistettu pisteillda maturiteettien aidot havaittu-
jen arvojen keskiarvot sekd katkoviivalla estimoitu Nelson-Siegelin rajoite-
tulla kahden tekijan mallilla sovitettu tuottokéyra. Verrattuna kolmen teki-
jan malliin huomataan, ettd kahden tekijan mallin sovitettu tuottokayra ei
pysty endd yhtd hyvin selittdméaan havaittua tuottokdyraéd ilman kolmatta
parametria (3.
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Sovitettu ja havaittu keskimaarainen tuottokayra
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Kuva 10: Kahden tekijan mallin havaittujen tuottojen keskiarvot eri matu-

riteeteilla ja sovitettu tuottokayra.
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Kuva 11: Kahden tekijan mallin havaittujen tuottojen keskiarvot eri matu-
riteeteilla ja sovitetut tuottokayrét eri paivamadrilla.

Katsotaan tarkemmin sovitettua ja havaittua tuottokiyraa eri paivamaéa-
riltd. Kuvasta 11 ndhd&éan, ettd kahden tekijan mallin sovitettu tuottokay-
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ré pystyy vield jotenkin havainnollistamaan havaittua tuottokiyrad, mutta
kun eri maturiteettien tuottoprosentit vaihtelevat paljon toisiinsa ndhden, on
Nelson-Siegel-mallin estimaatin vaikea havainnollistaa havaittua tuottokay-
raa.

Tarkastellaan kahden tekijan mallin tason ja kaltevuuden havaittuja ja
sovitettuja arvoja kuvasta 12. Aineistoon perustuva taso on piirretty yh-
tendisella viivalla ja estimoitu taso katkoviivalla. Aineistoon perustuva taso
néyttaéd olevan hieman matalampi mitd malliin perustuva taso on. Kaltevuus
sen sijaan nayttda olevan lahes sama seké aineistossa sekd mallissa. Malliin
perustuvaa kaarevuutta ei voida mallintaa, silld mallista puuttuu kokonaan
parametri (5, joka kuvaa mallin kaarevuutta.

Aineistoon perustuva taso vs. malliin perustuva taso

Taso
2

Aika (kuukausissa) vuodesta 2004

Aineistoon perustuva kaltevuus vs. malliin perustuva kaltevuus

Kaltevuus
1 4

' | I [
0 50 100 150

Aika (kuukausissa) vuodesta 2004

Kuva 12: Kahden tekijan mallin taso ja kaltevuus eri maturiteettien valilla.

Alla on laskettu parametreille eri tunnuslukuja taulukkoon 7. Paramet-
ri f; saa enemmén negatiivisia arvoja mitd parametri fy. Parametri 3, on
selvasti pysyvampi tekija mallissa, silld sen autokorrelaatiokertoimet saavat
suurempia arvoja kuin parametri ;.
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Parametri | Keskiarvo Keskihajonta  Minimi Maksimi n T12 T30
Ba 2,335 1,581 -0,285 4,806 0,981 0,842 0,559
I -1,83 1,128 -4,469 -0,027 0,969 0,493 -0,113

Taulukko 7: Kahden tekijin mallin parametrien tunnuslukuja.

Tarkastellaan vield tarkemmin autokorrelaatiokertoimia faktoreille (3, ja
f1 ja ndiden jaannostermeille. Kuvasta 13 ndhdaén, ettd autokorrelaatiot
ovat erittdin voimakkaita parametrilla 5, eli korrelaatiot viivéistettyjen ha-
vaintojen valilld ovat voimakkaita. Autokorrelaatiot parametrin 5y jadnnos-
termilld ovat taas erittdin pienid, joka viittaa parametrin fy todella kuvaa-
van mallin tasoa. Samoin ndhddan parametrin 3; autokorrelaatioiden olevan
voimakkaasti autokorreloituneita ja virhetermien olevan valkoista kohinaa.

Autokorrelaatio vakiotermille  Osittaisautokorrelaatio jaannésterm
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Kuva 13: Kahden tekijan mallin autokorrelaatiot eri maturiteettien valilla
parametreille ja niiden residuaaleille.

Piirretdén jaannostermeistd histogrammit sekéd kvantiili-kvantiili-kuviot,
jotta saadaan varmuus jadnnostermien valkoisesta kohinasta. Kuvassa 14
molemmilla parametreilla jédnnostermien arvot nayttévit sijoittuvan lahel-
le nollaa, joka viittaa valkoiseen kohinaan. Myo6s kvantiili-kvantiilikuvioista
niahdaén, ettd residuaalien arvot ovat lineaarisia muutamaa aédripdaan pistetta
lukuun ottamatta.
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Histogrammi jaannostermille Jaannossarjojen kvantiili-kvantiili-kuvic
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Kuva 14: Kahden tekijan mallin parametrien jadnnostermien histogrammit
ja kvantiili-kvantiilikuviot.

Testataan parametrien sopivuutta jo aikaisemmin esitellyilla testeilla eli
Box-Ljung-testilla, kidnnepistetestilla, ADF-testilld seké Jarque-Bera-testilla.
Taulukosta 8 nahdédn saadut arvot parametreille.

Parametri | Box-Ljung Kadnnepistetesti ADF larque-Bera
fa 0,98 >0,99 0,03 < 0,001
£ 0,98 0,38 <0,01 < 0,001

Taulukko 8: Kahden tekijan mallin parametrien testaus.

Box-Ljung-testilla saaduista p-arvoista ndhdaén, ettd kahden tekijan mal-
lin viivastetyt havainnot ovat autokorreloituneita. Kéannepistetestikin puol-
taa téaté oletusta. ADF-testi on tehty parametrien jadnnostermeille ja nayttad
siis siltéd, ettd mallin jadnnostermit ovat epédstationaarisia. Jarque-Bera-testi
on tehty niin ikddn jadnnossarjalle ja koska saadut arvot ovat erittdin ldhella
nollaa, Jarque-Bera-testin mukaan jadnnossarjat ovat ei-normaalisia.

Nyt kahden tekijan mallia on testattu tarpeeksi ja mallin voidaan olettaa
olevan riittdava. Mallinnetaan lopuksi sovitetut tuottokiyrat eri maturiteeteil-
la samaan kuvaajaan kuvaan 15.
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Kuva 15: Kahden tekijan mallin sovitetut tuottokayrat.
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7.4 Neljan tekijan mallin testaus

Testataan lopuksi vield Bjorkin ja Christensenin neljan tekijan mallia, joka
on siis laajennettu versio Nelson-Siegelin kolmen tekijan perusmallista. Tar-
kastellaan aluksi sovitettujen tuottokdyrien tunnuslukuja eri maturiteeteilla
taulukossa 9.

Kaikilla maturiteeteilla vinous néayttaa olevan melko lahelld nollaa ja hui-
pukkuuden arvotkin ovat melko ldhelld nollaa poislukien suurimmat maturi-
teetit. Keskiarvot ja mediaanit ovat joissain tapauksissa melko kaukana toi-
sistaan. Taulukosta 10 nadhdéaén, etta korrelaatiokertoimet eri maturiteettien
valilla ovat lahelld arvoa 1 eli eri maturiteetit ovat siis erittdin korreloituneita
kesken#dan niinkuin muissakin malleissa. Tama on intuitiivisestikin toivotta-
va tulos, silld eri maturiteettien korot liikkuvat samansuuntaisesti niinkuin
aikaisemmin on todettu.

Maturiteetti Keskiarvo  Mediaani Keskihajonta inimi ksimi Vinous p
3 0,865 0,205 1,540 -0,935 4,237 0,856 -0,632
12 0,994 0,345 1,598 -0,849 4,512 0,780 -0,764
24 1,088 0,574 1,631 -0,934 4,599 0,611 -0,985
60 1,662 1,561 1,572 -0,587 4,632 0,144 -1,422
84 2,014 2,090 1,528 -0,394 4,670 -0,049 -1,491
120 (taso) 2,361 2,644 1,493 -0,186 4,718 -0,216 -1,485
Kaltevuus 1,496 1,262 0,850 0,092 3,383 0,543 -0,656
Kaarevuus | -1,051 41,121 0,650 -2,101 0,396 0,581 -0,541

Taulukko 9: Sovitetun tuottokdyran tunnuslukuja.

Maturiteetti 3 12 24 60 84 120
3 1
12 0,9962 1
24 0,9838  0,9943 1
60 0,9256 0,9442 0,9716 1
84 0,8876 09079 0,9423 0,9943 1
120 0,8433 08648 00,9048 09781 0,9947 1

Taulukko 10: Neljén tekijan mallin tuottojen korrelaatiot eri maturiteettien
valilla.

Tarkastellaan seuraavaksi neljan tekijan mallilla estimoitua sovitettua
tuottokiyrad sekd havaittujen tuottojen keskiarvoja eri maturiteeteissa ku-
vassa 16. Kuvasta huomataan, etta sovitetut tuottokiyrat seuraavat erittéin
hyvin havaittuja tuottoja ja neljan tekijan malli nayttaa taltéd osin toimivalta.
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Sovitettu ja havaittu keskimaarainen tuottokayra
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Kuva 16: Neljén tekijin mallin havaittujen tuottojen keskiarvot eri maturi-
teeteilla ja sovitettu tuottokayra.
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Kuva 17: Neljan tekijin mallin testaus.

Kuvassa 17 on kuvattuna vield havaitut tuotot ja sovitettu tuottokéyréa eri
paivamadrilta. Sovitettu tuottokiyrd mukailee hyvin havaittujen tuottojen
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keskiarvoja my0s satunnaisissa paivamédrissd, joten sovitettu tuottokayra
nédyttad toimivan neljan tekijan mallissa.

Tarkastellaan seuraavaksi neljan tekijan mallin tason, kaltevuuden ja kaa-
revuuden arvoja havaitulla ja sovitetulla tuottokayrélla. Neljan tekijan mal-
lissa lisdtty parametri 83 kuvaa kaltevuutta parametrin 3; kanssa. Kuvasta
18 nahdaan, ettd sovitetun tuottokidyran arvot ovat erittdin lahella havai-
tun tuottokdyran arvoja. Myo6s taso ja kaarevuus saavat lihes samoja arvoja
havaitussa ja sovitetussa tuottokiyrassa.

Aineistoon perustuva taso vs. malliin perustuva taso
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Kuva 18: Neljan tekijan mallin tason, kaltevuuden ja kaarevuuden havaitut
ja sovitetut arvot.

Tutkitaan seuraavaksi parametrien keskiarvoja ja keskihajontaa, minimié
ja maksimia seké autokorrelaatiokertoimia. Taulukosta 11 nahdéan, etta pa-
rametrit 5y ja [ saavat positiivisia arvoja verrattuna kahteen jalkimmaéiseen
parametriin S5 ja 3, joiden molempien keskiarvo on negatiivinen. Paramet-
rin [ maksimikaan ei saa positiivista arvoa, joten kaikki parametrin 35 arvot
ovat negatiivisia.
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Autokorrelaatiokertoimista niéhddan ettd pysyvin parametri on [y, toi-
seksi pysyvin [, ja kaltevuusparametrit 5y ja 83 ovat vahiten pysyvia. Para-
metrin #; arvo on jopa erittain ldhella nollaa 30 viipeen kohdalla.

Parametri | Keskiarvo Keskihajonta — Minimi Maksimi L M2 T30
Bo 3,265 1,469 0,344 5,497 0,975 0,796 0,484
B 3,997 3,116 -5,376 9,073 0,898 0,332 0,018
B -7,39 3,112 -13,51 -2,068 0,928 0,538 0,194
B -6,512 2,961 -12,32 1,19 0,876 0,356 0,108

Taulukko 11: Neljan tekijin mallin parametrien tunnuslukuja.

Kuvassa 19 on kuvattu autokorrelaatiokertoimet eri parametreille. Ku-
vasta on nédhtédvissd vahva autokorrelaatio kaikilla parametreilla, kun taas
jaannossarjoilla autokorrelaatiot ovat melko pienia. Téalla hetkella nayttas
siltd, ettd parametrit kuvaisivat hyvin tuottokidyrén liikettd ja residuaalit
ovat toivotulla tavalla valkoista kohinaa.

Tarkastellaan vield jdannossarjojen histogrammeja ja kvantiili-kvantiilikuvioita
niinkuin aiemminkin. Kuvassa 20 histogrammit néyttavat saavan jilleen ar-
voja lahella nollaa suurella frekvenssilld, joka viittaa valkoiseen kohinaan.
Myo6s kvantiili-kvantiili-kuviot osoittavat jadnnossarjojen olevan valkoista ko-
hinaa, vaikka muutama &aariarvo ei osukkaan lineaariselle viivalle.

Jotta voitaisiin olla varmoja neljan tekijan mallin sopivuudesta ja jaan-
nossarjojen valkoisuudesta, tehdaéan jalleen Box-Ljung-testi, kddnnepistetes-
ti, ADF-testi seké Jarque-Bera-testi. Kuvassa 12 nahddan parametreille teh-
dystd Box-Ljung-testisté, etté viivastetyt havainnot ovat erittdin autokorre-
loituneita. Kédnnepistetesti viittaa samaan tulokseen. ADF-testin mukaan
jaannossarjat eivit ole stationaarisia 5 prosentin luottamustasolla. Jarque-
Bera-testi puoltaa hypoteesia jadnnossarjan ei-normaalisuudesta jokaisella
parametrilla.

Parametri | Box-Ljung Kadnnepistetesti ADF Jarque-Bera
fa 0,99 0,38 0,01 < 0,001
# 0,49 >0,99 0,02 < 0,001
2 0,56 0,94 0,02 < 0,001
s 0,44 0,99 0,03 < 0,001

Taulukko 12: Neljan tekijan mallin testaus.
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Kuva 19: Neljan tekijan mallin viivistettyjen havaintojen autokorrelaatiot ja
jaannossarjojen osittaisautokorrelaatiot.
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Histogrammi jaanndstermille Jaannodssarjojen kvantiili-kvantiili-kuvic
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Kuva 20: Neljan tekijan mallin jadnnossarjojen histogrammit ja kvantiili-
kvantiilikuviot.
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Tehtyjen testien perusteella voidaan olettaa myos Bjorkin ja Christense-
nin mallin kuvaavan havaittua tuottokiyraa sovitetulla tuottokayralla riitta-
van hyvin. Kuvassa 21 on sovitetut tuotot eri maturiteeteilla. Niinkuin aikai-
semmissakin malleissa, myos neljén tekijan mallissa pienimmén maturiteetit
tuotot ovat alhaisimmat ja suurimman maturiteetin tuotot korkeimmat, joka
on myos intuitiivisesti jarkevaa.

Sovitetut tuottokayrit eri maturiteeteilla
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Kuva 21: Neljan tekijan mallin sovitetut tuottokayrat.
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8 Paatelmat

Nelson-Siegel-malleja pystytdén estimoimaan monilla eri tavoilla niinkuin
tutkielmassa huomattiin. Tutkielmassa paadyttiin kiyttaméaan Dieboldin ja
Lin kehittamaéa kaksivaiheista estimointimenetelmaéa, jossa vakioidaan Nelson-
Siegel-malleista parametri A\; estimoinnin helpoittamiseksi. Tutkimuksessa ei
otettu kantaa siihen, oliko valittu estimointimenetelmé& paras juuri koron ai-
karakenteen estimoinnissa.

Tutkimuksessa huomattiin Nelson-Siegelin kolmen tekijéan perusmallin es-
timoivan hyvin havaittua tuottokayrad. Kolmen tekijan malli antoi parem-
man estimaatin havaitulle tuottokéyralle kuin suppeampi kahden tekijan mal-
li. Kahden tekijan mallista puuttui kokonaan kaarevuustermi, jolloin estimoi-
dun tuottokdyran kulku oli jaykempéaa kolmen tekijan estimoituun malliin
verrattuna.

Bjorkin ja Christensenin laajennettu neljan tekijan malli pystyi estimoi-
maan havaittua tuottokdyréd melkein yhtd hyvin kuin Nelsonin ja Siegelin
kolmen tekijan mallikin. Neljén tekijan mallissa estimoitu tuottokayra pystyi
paremmin estimoimaan myos sellaisia paivamadria, joissa tuotot vaihtelivat
suuresti eri maturiteeteilla. Neljan tekijan mallin taso, kaltevuus ja kaarevuus
estimoidussa mallissa oli myos lahimpéané havaittua mallia.

Kuitenkin eri keskuspankeissa kéiytetadn Nelson-Siegelin kolmen tekijan
mallia, vaikka tutkimus antoi viitteitéd, ettd Bjorkin ja Christensenin neljan
tekijan malli antaisi parempia tuloksia havaituista tuottokayrastd mita kol-
men tekijan malli antaa. Toisaalta keskuspankeissa ei kiytetd vakioitua pa-
rametria A, joka saattaa muuttaa tuloksia. Kaiken kaikkiaan Nelson-Siegel-
mallit kuitenkin kuvaavat erittdin hyvin koron aikarakennetta huolimatta
pienesta maarasta parametreja.
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