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Tutkimuksen tavoite on l16ytaé aikateoria, formalisoida ajan kisite matemaattisissa
tieteissd, sekd yleistdd aika matemaattisiin avaruuksiin, siten ettd ajan matemaat-
tiset ja filosofiset perusteet ovat yhta. Vuosisatoja kestinyt filosofinen tutkimustyo
on paatynyt kahteen ajan teoriaan, jotka ovat absoluuttinen ja suhteellinen aika.
Matemaattisissa tieteissi vallitseva aikakisitys on absoluuttisen ajan teoria, joka on
kuitenkin vain osa ajan kokonaiskuvaa. Téysipainoinen matemaattinen ajan teoria
késittaisi myos suhteellisen ajan mutta olisi hyvin perusteltu ja ristiriidaton muiden
teorioiden kanssa.

Aikateoria perustuu kahdelle premissille. Ensimmaéinen premissi on se, etti jo-
tain on olemassa. Tésta premissistd rakennetaan aikateorian matemaattinen perusta.
Matemaattisesti premissi esitetddn siten, ettd on olemassa ainakin yksi objekti, jon-
ka katsotaan edustavan koko maailmaa. Kategoriateoria osoittautuu intuitiiviseksi
ja yleispateviksi ympéaristoksi kasitelld ensimmaéista premissia.

Toinen premissi on se, ettd mitd on olemassa voi muuttua. Toisin sanotusti us-
kotaan muutoksen olevan olemassa. Muutos ei kuitenkaan ole itse maailmassa vaan
maailman ulkopuolella. Muutokselle ei tiedetd syytd, minkad takia se riippuu siitd
kontekstista, jossa muutos havaitaan. Muutos mééritelldin kategoriateoriaan ob-
jektin endomorfismina. Tadmé& endomorfismi liikkuu kategoriassa yhdesta objektista
toiseen, mistd seuraa luonnollisesti sellainen matemaattinen rakenne, jota voidaan
kutsua ajan suhteelliseksi tai absoluuttiseksi teoriaksi.

Premissien formalisoinnin jdlkeen ajan méaritelma tulee kuin itsestdin. Suhteel-
linen ja absoluuttinen aika ovat kuitenkin vain maailman mallin kaksi eri aikakuvaa.
Maailman on se referenssi, johon seké suhteellinen ettd absoluuttinen aika sitoutuvat
temporaalisesti ja mallintaakseen maailman muutosta.

Tassé tekstissd esitetty ajan teoria ei valttamatta ole se aikateoria, joka selittda
ajan luonteen tiysin. Témén tutkimustyon tarkoitus on loppujen lopuksi huomioida
se puute, ettd matematiikassa ei ole olemassa hyvin méériteltyd, kokonaisvaltaista,
tiukasti perusteltua ajan teoriaa. Useat eri matematiikan osa-alueet kuitenkin sitou-
tuvat jonkinlaiseen aikakasitykseen. Ilman kunnollista ajan teoriaa matematiikka ei
voi edetd ndilld osa-alueilla pidemmélle, kuin mikd nykytilassa on mahdollista.

Asiasanat: aikateoria, pro gradu -tutkielma, kategoriateoria, todennékoisyysteoria,
ajan filosofia, metafysiikka, suhteellinen aika, absoluuttinen aika, logiikka.
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1 Johdanto

Mennytté aikaa ei saa takaisin. Aikaa on luonnehdittu liikkeen mitaksi ja tapahtu-
mien jirjestykseksi [I][I0]. On helppoa kuvitella aikajana, jossa jokainen tapahtuma
seuraa toista jarjestyksessi. Aikajana voidaan esittdd vaikka parametrin ¢t € R avul-
la, joka jarjestdd systeemin erilaiset tilat pysyvaidn jarjestykseen.

Tama méaritelmé ei kuitenkaan ole yksiselitteinen. Ristiriita kuplii muutokses-
sa, joka on erottamattomassa suhteessa aikaan [12]. Muutoksella tarkoitetaan sita,
ettd se mikd on maailman asiaintila nyt, ei valttamatta ole sitd aina. Kuitenkaan
maailman sisiltd kisin emme voisi koskaan tietdid miksi maailma muuttuu, koska
muutoksen syyt ovat maailman ulkopuolella [24]. Siitd kuitenkin voidaan olla yht&
mieltd, ettd jotain on ensin oltava olemassa, jotta mikidan voisi muuttua. On kuiten-
kin vaikeaa ajatellaa aikaa ilman muutosta. Toisin sanotusti aika riippuu muutok-
sesta. Kun maailma muuttuu, aika kulkee.

Voidaan kysyé, ettd kulkeeko aika vain, jos maailma muuttuu? Miten pieni muu-
tos on silloin yhden aikayksikon mittainen? Empiristisesti voitaisiin hienovirittaé
parametri ¢ aikajanalla siten, ettd se vastaisi havainnoidussa mittakaavassa ajassa
tapahtuvaa muutosta. Mutta jos mittakaava jostain syysta pienenisi tai suurenisi, ei
t-parametrointi endd vastaisi havaintoja. Aikajana olisi pielessé ja tdytyisi uudelleen
parametroida.

Asetellaan kysymys toisinpéin, eli onko muutos riippuvainen ajasta? On help-
poa kuvitella sellainen maailma, jossa aika virtaisi vain itsensé tdhden, eikd mikaan
muuttuisi. Olisi yhdentekevia se, ettd miten tillainen aika parametroitaisiin, koska
mikddn parametrointi ei tuottaisi muutosta.

Ajatellaan hetki, ettd ollaan aikajanalla sellaisessa pisteessd, jossa mikddn ei
muutu. Jos joskus kuitenkin jotain muuttuisi, olisi sen sijainti aikajanalla joko ny-
kyhetken jilkeen tai ennen nykyhetked. Nykyhetki olisi kuitenkin muuttumaton, ja
aikajanalla meidan ja muutoksen temporaalinen etiisyys voisi olla mita vain. Yhta-
hyvin voisimme olla muutoksen hetkessé juuri nyt, eikd mikaén sittenkdén muuttuisi.

Ongelma on se, ettd aikaa joko on tai ei ole olemassa vaikka mikdin ei muutu,
mutta jos edes yksi asia muuttuu, aikaa on varmasti olemassa. Ei voida varmuudella
tietdd miten asia on, koska kumpikin oletus ajan ja muutoksen suhteesta ovat yhta
pétevia [21]. Toisin sanotusti molemmat selittdviit maailmasta tehdyt havainnot
taysin.

Tarkastellaan ldhemmin nédité kahta aikakésitystd. On itsestdinselvid, ettd muu-
tos implikoi aikaa. Implikaatio ei vilttamétta pade toiseen suuntaa. Johtaako aika
valttdméatta muutokseen vai ei erottaa kaksi eri ajan teoriaa toisistaan. Ensimmai-
nen ajan teoria tunnustaa, ettd implikaatio pitee toiseenkin suuntaan eli aika ja
muutos ovat ekvivalentit. Toinen ajan teoria kiistdd tdmén implikaation, jolloin aika
voi olla olemassa riippumatta muutoksesta. Nimellisesti ndmé& kaksi eri asiaa voi-
sivat olla suhteellinen ja absoluuttinen ajan teoria. Niiden teorioiden jakolinja on
kysymys ajan suhteesta muutokseen:

“Vaikka mitddn muuta ei tapahtuisi, kuluisiko atka silti?”

— S. Albert Kivinen [16]

Absoluuttisen ajan kannattaja vastaisi myontévésti, eli uskoisi ajan kulkevan



vaikka mikddn ei muuttuisi. Absoluuttisen ajan teorioiden perusajatus on se, ettd
aika on olemassa itsensid tdhden omana entiteettindén, eikd néin ollen ole riippuvai-
nen muutoksesta. Aika voisi virrata maailmassa, joka olisi tdysin kuollut eikd kos-
kaan muuttuisi. Tdmén ajan teorian kannattajakuntaan kuuluu useita nimekkaitd
tieteentekijoitd. Esimerkiksi Isaac Newtonin filosofia ja sille rakentunut mekaniikka
perustuvat absoluuttisen ajan teoriaan. Tama selvidd hanen Principian toiseen pai-
nokseen kirjoittamastaan skoliasta, jossa hdn puolustaa absoluuttisen ajan teoriaa
filosofiselta kritiikilta [14].

“Absolute, true, and mathematical time, in and of itself and of its own nature,
without reference to anything external, flows uniformly and by another name s
called duration.(...)”

— Isaac Newton [14]

Nykyinen moderni fysiikka partikkeleineen on jaannoés newtonilaisen fysiikan fi-
losofiasta eli absoluuttisesta ajasta ja avaruudesta, jossa materiaalisilla objekteilla
on paikka, muoto, seki tilavuus avaruudessa ja ajassa [18]. Absoluuttinen aika va-
kiintui fysikassa ja matematiikassa triviaaliksi ajan méaéritelméaksi. Téalloin kuitenkin
sitouduttiin ontologisesti sellaisen substanssin olemassaoloon, jonka ominaisuus on
aika itse [11]|10]. T&t4 postulaattia on kritisoitu sen mahdottomuudesta ja ristirii-
taisista seurauksista. Absoluuttinen aika on ollut kuitenkin matemaattisesti riitta-
van kdytannollinen oletus, jotta on pystytty selittiméan taivaankappaleiden liikkeet
seki tutkimaan dynaamisia systeemejd [10][I8]. Absoluuttisen ajan teoria ei kui-
tenkaan enda riitd selittiméan ddrimmaisid havaintoja todella suuressa tai pienessi
mittakaavassa, mikéd on johtanut erikoisiin fysikaalisiin teorioihin, jotka ldhentelevit
enemmin uskontoa kuin tiedettd [7][18].

Gottfried Wilhelm Leibniz vastusti absoluuttisen ajan teorioita ja oli aikansa
nimekkéin relativisti. Hanen filosofiansa mukaan aika johtui muutoksesta [10]. Leib-
nizin kisitys suhteellisesta ajasta on hénen monadologiansa perusasia. Hinen suh-
teellisen aikakéisityksen merkittdvin heikkous oli kuitenkin se, ettd se ei ollut ma-
temaattisesti kiytannollinen teoria [19]. Leibnizin aatteelliset seuraajat kehittivit
monadologiaa siten, ettd siitd muodostui useita keskenddn hiukan erilaisia tulkin-
toja, joissa kuitenkin kaikissa oli se sama perusajatus, ettd aika ja avaruus ovat
vain havaintoja ja niiden objektiivinen postuloiminen tarpeetonta [9]. Filosofi John
McTaggart esitti suhteellisen ajan teorian ydinajatuksen hyvin kun sanoi:

“A universe in which nothing whatever changed (including the thoughts of the
conscious beings in it) would be a timeless universe.”

— John McTaggart [12]

Vuonna 1908 McTaggart argumentoi, ettd aika ei ole todellinen [12]. Hanen ar-
gumenttinsa keskiossé on kisitys aikajanasta, jossa tapahtumat ovat jirjestetty tois-
tensa suhteen relaatioilla “ennemmin” ja “mychemmin”. Toisaalta samalla aikajanalla
tapahtumat voivat olla joko mennytti, nykyisté tai tulevaa. Kutsutaan néitd kahta
nikemystd ajan B- ja A- sarjoiksi McTaggartin esimerkin mukaan. Nyt viite ajan
olemattomuudesta seuraa kun oletetaan, ettd aikaa on vain, jos on muutosta. Tadméa
oletus yhdessi A- ja B-sarjan kanssa johtaa ristiriitaan. [12].



Koska B-sarja rakentuu vain jarjestysrelaatiosta tapahtumien suhteen, ei tallai-
sessa aikakuvassa ole muutosta. Nykyhetki on merkitykseton ja kaikki on samanai-
kaisesti mennytta nykyisté ja tulevaa. Toisin sanotusti maailmassa mikaén ei muutu,
koska kaikki tapahtumat ovat olemassa samanaikaisesti.

Kuitenkin on niin, ettd maailmassa havaitaan muutosta. Aikajanalla muutos
on mahdollista vain A-sarjassa, jossa tapahtumat vaihtuvat tulevasta nykyiseen ja
lipuvat menneeseen. Jos aikaa on vain silloin kun on muutosta, on A-sarja aikajanan
olemassaololle vilttdmé&aton asia.

A-sarja on kuitenkin ristiriitainen, koska aikajanalla kerran tuleva on sitten ny-
kyistd ja myohemmin mennytti. Aikajanalla tapahtumalla on kaikki kolme ominai-
suutta kerralla, mikd tarkoittaa sitd, ettd tapahtuma on tulevaa nykyistd ja men-
nyttd samanaikaisesti. Tamé on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettd A-sarjassa
kaikki tapahtumat ovat vain tulevaa nykyistd tai mennytta.

Téasta ristiriidasta voidaan péatelld kaksi asiaa:

A) Aikajana on virheellinen oletus, joten se on hyldttivia. TAm& johtaa presen-
tismiin, jossa tapahtumia ei ole olemassa menneisyydessi tai tulevaisuudessa.
Ainoa todellinen asia on nykyhetki, joka muuttuu.

B) Ajan riippuvuus muutoksesta on virheellinen oletus. Joko aika tai muutos ei
ole totta. Koska muutos ilman aikaa on perversio, uskotaan aika todelliseksi
ja aikajana sen ilmiintyméksi. Tama staattinen aikakuva johtaa eternalismiin,
jossa mennyt, nykyinen, ja tuleva ovat kaikki kerralla olemassa. Nykyhetki ja
muutos ovat vain illuusio.

McTaggartin A- ja B- sarjat muistuttavat suhteellisen ja absoluuttisen ajan teo-
rioita. A-sarjassa uskotaan ajan ja muutoksen ekvivalenssi, minki takia hyldtain
kisitys aikajanasta. Suhteellisen ajan teorian méaéritelmé oli se, ettd aika ja muutos
oletetaan ekvivalenteiksi. Niin ollen A-sarja on suhteellisen ajan teoria. B-sarjassa
uskotaan ajan olevan muutoksesta erillinen entiteetti, jolloin luovutaan ajan ja muu-
toksen ekvivalenssista. Absoluuttisen ajan méaritelmé oli se, ettd ajan oletetaan ole-
van muutoksesta riippumaton entiteetti. McTaggartin B-sarja on niin ollen abso-
luuttisen ajan teoria. McTaggartin argumentin korollaari on siis se, etté suhteellisen
ja absoluuttisen ajan teoriat ovat ristiriidassa keskenéén.

On kuitenkin mahdollista rakentaa sellainen malli, jossa sekéd absoluuttisen, etta
suhteellisen ajan teoriat molemmat ovat oikeassa. Sydney Shoemaker esitti ajatusko-
keen, jossa maailmaa tarkastellaan seki suhteellisen, ettd absoluuttisen ajan teorian
ndkokulmasta.

Ajatuskokeessa maailma jaetaan lokeroihin, joista jokainen pysihtyy téysin sil-
loin talloin. Tassd maailmassa olio voi havainnoida muiden lokeroiden pysdhtynei-
syytta, paitsi omaansa. Lokeron pysdhtyminen tarkoittaa taydellistd pysidhtymista,
jossa mitddn ei tapahdu. Olion paikallinen aikakésitys on néin ollen suhteellinen.
Toisaalta joskus koko maailma voi pysidhtyd samanaikaisesti, eikd yksikdan olio voi-
si sitd suoraan havainnoida. Voi olla kuitenkin jarkevdd huomioida koko maailman
pysdhtyneisyys absoluutisen ajan avulla, jossa aika kulkee vaikka mikdin ei muu-
tu. Ei voida yksimielisesti sanoa yhden teorian olevan parempi kuin toinen, kos-
ka molemmat teoriat ovat sopusoinnussa havaintojen kanssa. Esitetdin seuraavaksi
Shoemakerin ajatuskoe: [21][16].



Maailmassa on kolme aluetta a, b, ja ¢, jotka ovat erillisid ja sisdltavat yhdessa
koko maailman. Kullakin alueella esiintyy jahmettymisia, jolloin alueella ei
tapahdu yhtdan muutosta. Jihmettyneen alueen olioilla ei ole introspektiivista
keinoa havaita, etti ovat pysidhtyneessé tilassa — Esimerkiksi jos maailmassa on
olio nimeltd Aristoteles, ja hinen alueensa jahmettyy, Aristoteles jatkaisi
jaihmettymisen jalkeen taysin siitd mihin ennen jahmettymistd jéi, aivan kuin
mitaddn ei olisi tapahtunut. Oletetaan, ettd jahmettyminen kestidé aina yhden
vuoden, sikdli kun vuosi tulkitaan sellaiseksi ajanjaksoksi kuin sen intuitiivisesti
tieddmme olevan. Nyt jos alueiden a, b, ja ¢ oliot havainnoivat toisten alueiden
jahmettymisid (koska tdméa on tdysin mahdollista), niin havainnointitulokset
voisivat olla vaikka seuraavaa: a jahmettyy joka kolmas ja b joka neljds ja ¢ joka
viides vuosi. Néin he voivat paatelld, ettd jahmettymisid tapahtuisi aina talla
samalla tavalla ja nimetd tdmén teoriaksi 7). Toisaalta tdssd tapauksessa kaikki
alueet ovat kuudenkymmenenvuoden vilein jahmettyneité, eikd yksikddn olio voisi
mitenkfin havainnoida juuri 60:nnetta vuotta, silld kaikki maailmassa kuuluu
néihin kolmeen alueeseen. Taméa nékyy heidén teoriassa 17, mutta he eivit voisi
havaita sitd. Oliot voisivat muodostaa teorian 15, joka on my0s sopusoinnussa
havaintojen kanssa, ja jossa aika kulkee vain silloin kun maailmassa ainakin yksi
asia muuttuu. Teoriassa T, Koko maailman jihmettymista ei esiinny 60:ntena
vuotena. Teorioiden erona olisi se, ettd teorian 77 kannattajien ajanlasku
poikkeaisi teorian T, kannattajien ajanlaskusta niin sanotulla karkausvuodella joka
kuudeskymmenesvuosi. Molemmat teoriat kuitenkin selittdisiviat maailmasta
tehdyt havainnot téysin. [21].

Jahmettyneessa tilassa oleva absoluuttisen ajan kannattaja olisi oikeassa, sil-
14 Shoemakerin maailmassa olisi olemassa alueita, joissa aika kuluisi vaikka hénen
oma aikansa ei kulu. Lisiksi karkausvuotena hén voisi vedota teoriaan T}, joka suo-
raan maarittda absoluuttisen ajan koko maailmaan. Toisaalta myos suhteellisen ajan
teorian kannattaja olisi oikeassa. Voisi olla niin, ettd koko maailma olisi jahmetty-
nyt, jolloin teorian T, mukaisesti aikakin olisi kaikkialla pysdhtynyt. Koska molem-
mat tulkinnat olisivat sopusoinnussa havaintojen kanssa, ei ole yksiselitteistd keinoa
paattaa kumpi teoria olisi oikea.

Absoluuttista aikaa ei vilttdmétta voida aina mitata. Voi olla mahdollista, etta
koko maailmankaikkeus pysdhtyy, mutta absoluuttinen aika ei. Vastaavasti suhteelli-
nen aika on aina tdysin maariteltavissi maailmassa tapahtuvista muutoksista, mutta
voi olla matemaattisesti epdkaytannollinen teoria. Vaikka Newtonin filosofinen maa-
ilmankuva perustuu absoluuttisen ajan kisitteeseen, hin oli tietoinen absoluuttisen
ja suhteellisen ajan eroista. Han kirjoitti skoliumissaan ajan méaritelmén ja viittasi
absoluuttiseen aikaan puhtaasti matemaattisena “todellisena” aikana, mutta jatkoi
tatd seuraavalla tavalla:

(...) “Relative, apparent, and common time is any sensible and external measure
(precise or imprecise) of duration by means of motion; such a measure — for
example, an hour, a day, a month, a year — is commonly used instead of true time.’

— Isaac Newton [I4]

2

Vapaasti tulkittuna Newtonin mielessd suhteellinen aika on juurikin sitd todel-
la mitattavissa olevaa aikaa, joka johtuu muutoksesta, ja joka on suhteellisen ajan
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madritelman perusta. Han kuitenkin viittaa absoluuttiseen aikaan matemaattise-
na “todellisena” aikana. Newton ja Leibniz viittelivit ndiden kahden aikakaistyksen
eroista ja siitd, kumpi todella on oikea ajan teoria. Newtonin ajatus absoluuttisesta
ajasta on nykyidn luonnontieteissi ajan perusteoria. Leibnizin ajatus suhteellises-
ta ajasta vaikutti modernin metafysiikan kehittymiseen, ja on silld saralla paljon
pohdittu ajan teoria. [10][14].

Tama ajan dualistinen luonne on kaikkien ajan teorioiden ongelma. Samanaikai-
sesti teorian pitdisi pystya késittelemain aikaa absoluuttisesta ndkékulmasta, mutta
my6s huomioimaan se, ettd aika on paikallisesti suhteellista ja perustuu ekvivalen-
tisti muutokseen. Aika ei kuitenkaan saa olla teorian perusoletus, koska silloin aikaa
ei voida madritelld teoriasta kdsin, vaan teoria perustuisi ajan oletukselle. Histo-
riallisista syistd absoluuttinen ja kaikkialla itsensd tdhden virtaava aika on moder-
nin tieteellisen maailmankatsomuksen keskiossa. Jos matemaattinen ajan teoria on
olemassa, sen tiytyy perustua sellaisille tosiasioille, jotka eivét riipu ajasta, mutta
implikoivat ajan eksistenssin — jotain on olemassa, ja se jokin voi muuttua.



2 Aikateoria

On mieletonté edes kuvitellaa aikaa ilman maailmaa. Téssé luvussa esitetdén kuinka
maailma maééaritellidin kategoriateorian avulla ja tutkitaan méairitelméin seurauksia.
Jokaisen esimerkin tarkoitus on havainnoida jokin maailmaa koskeva sellainen asia,
joka johtaa uuteen mairitelméain tai havainnollistaa edellistd. Lopuksi osoitetaan
kuinka kategoriateoreettinen maailman malli ja predikaattilogiikka sopivat yhteen.

2.1 Maailma
2.1.1 Malli

Maailmasta voidaan rakentaa erilaisia malleja, jotka esittdvit maailmasta tehtyja
havaintoja. Mahdollisuutemme tutkia maailmaa on rajallinen. Kayttamamme kielet
ja symbolit vain mallintavat maailmaa, eikd koskaan vastaa sitd tdysin. Yritetdan
sanoa se, ettd mikdidn maailman malli ei voi koskaan olla maailma itse. Vain maailma
itse on se-miké-se-on eli kaiken perusaines. [24].

Maailma siséltdd kaiken sen mitd on olemassa. Olemassa olevat asiat voidaan
mikd tahansa tilanteeseen sopiva sadnto. Esimerkiksi luokittelukriteeri voisi olla “x
on pallo”. Tassa kontekstissa kaikkien pallojen luokka vastaa niiden olioiden joukkoa,
jotka ovat palloja. Taméa hyvin yksinkertainen luokittelu voidaan esittid morfismina
f maailmasta U pallojoukkoon A.

oL A

Pallot ovat virikkiditda. Objekti B on kaikkien virien luokka ja morfismi g kuvaa

maailman oliot véreihin.

-5 B
Voidaan ajatella, ettd B C U, mutta silloin oletettaisiin, ettd maailma O olisi myos
joukko, miké ei ehké ole totta. Maailma on kaikki se mitd on olemassa, eikd valtta-
méttéd toteuta Zermelo-Fraenkel joukko-opin aksioomia.

Pallojen ja vérien vilinen yhteys voidaan esittdd matemaattisesti kategoriana,
jossa f ja g ovat morfismeja maailmasta U luokkaan A tai B (kts. méir. . Luo-
kat A ja B yhdistdvd morfismi w kuvaa pallot vireihin, niin kuin ne maailmasta
havaitsemme. Toisin sanotusti kategoria on kommutatiivinen eli w o f = g (méér.
ja kuva . Kommutaatio takaa, ettd w vastaa luokkien A ja B todellista suhdetta
maailmassa.

Kategoriateoriaa koskeva materiaali on kokonaisuudessaan Harold Simmonsin
kirjasta An introduction to the category theory [22].

Maaritelma 1. Kategoria C koostuu:
e luokasta objekteja, jota merkitdan Obj(C);

e objektien A, B € Obj(C) vilisistd morfismeista, jota merkitdadn hom(A, B);

morfismi merkitiin A — B tai f A — B; objekti A on morfismin ldhté-
ja B maaliobjekti;



e identiteettimorfismeista idy : A — A, jossa A € Obj(C) on miki tahansa
objekti;

e vhdisteestd fog: A — C,jossa f: A — Bjag: B — C, siten etta
liitédntalaki ja identiteettilaki pétevit: (fog)oh = fo(goh) jaido f = foid.

Maéaritelm4 2. Sanotaan, ettd morfismit f, g, ja w kommutoi, silloin kun kategorian
osa on kuvan [I] kaltainen kaavio ja

wof=g

Maaritelma 3. Maailma U on objekti, joka sisidltdd kaiken olevaisen. Maailman
malli on kolmikko (A, B;w). Mallin objekteja A ja B kutsutaan luokitteluobjekteiksi.
Morfismi w on nimeltédan tulkinta ja mallin objektien vilinen kuvaus. Sanotaan, etta
malli on ontologisesti sitoutunut maailmaan, jos mallin ja maailman muodostama
kategoria kommutoi eli wo f = g (kuva . Maailman ja mallin vilisid morfismeja f
ja g kutsutaan sidoksiksi.

(®)
7 N
A 5 B

Kuva 1: Maailman U sekd mallin (A, B;w) muodostama kategoria. Objektit A ja
B ovat maailman luokitteluobjekteja. Malli on ontologisesti sitoutunut maailmaan
kun mallin tulkinta w seké sidokset f ja g kommutoivat, eli wo f = g.

Maailman O eksistenssi seuraa suoraan premissistd — jotain on olemassa. Kaikki
mitd on olemassa kuuluu maailmaan. Maailman malli kuitenkin rakentuu kahdesta
toisesta objektista A ja B, jotka eivit ole maailma itse. Ei ole olemassa yksiselitteisté
ja tyhjentdvid vastausta sille, mitd nadmé objektit ovat ja miksi ovat olemassa.

Esimerkki 1. Oletetaan, ettd maailmassa U on kolikko. Luokitellaan tdméa kolikko
objektina Kol. Morfismi f

U -1y Kol

on sidos, joka yhdistda kolikon luokan maailmaan. Kolikolla tiedetdén olevan aina-
kin kaksi ominaisuutta. Toisen ominaisuuden nimi on “kruuna” ja toisen “klaava”.
Merkitddn néitd lyhennetysti symboleilla H ja T. Joukko B := {H,T} on toinen
luokitteluobjekti. Sidos g

v-%B
vhdistdd maailmaan ominaisuuden “kruuna” tai “klaava”. Kun vaaditaan, etté tul-

kinta
Kol -5 B

on ontologisesti sitoutunut maailmaan, morfismit f, g, ja w kommutoi. Joukko B
on kolikon Kol ominaisuuksien joukko.



N

KOl {H>T}

Jos maailmassa kisilld olevan kolikon tila on “kruuna”, voidaan tdmé tosiasia
mallintaa tulkitsemalla kolikko-objekti Kol ja ominaisuus H yhdeksi.

w(Kol)=H

Kolikkomallissa voisi olla toinenkin asiaintila, jossa kolikolla on ominaisuus “klaa-
va”. Tarvitaan toinen tulkinta 7, joka toteuttaa kommutointichdon. Morfismit w ja
n ovat yksinkertaisen kolikkomallin kaikki mahdolliset tilat.

Esimerkki 2. Tarkastellaan maailmaa samalla tavalla kuin esimerkissé [Il Maailma
on objekti U ja toinen luokitteluobjekti on B := {H,T'}, jossa symboli H tarkoittaa
samaa kuin “kruuna” ja T “klaava”. Aikaisemmassa esimerkissd maailman mallissa
oli vain yksi kolikko. Lisdtddn malliin kolikoita, siten ettd mallissa on n kolikkoa
K :={Koly, Kols, ..., Kol,}. Nyt maailman malli on (K, B; w) (mé&ar. .
Oletetaan ettd tulkinta w on totaalifunktio joukosta K joukkoon B. Jokainen
kolikko joukossa K kuvautuu tdsméilleen yhteen joukon B jiaseneen seuraavalla ta-

valla:
w(Koly)=H  w(Koly) =T w(Kols)=T
w(Koly) =T  w(Kols) =H w(Kolg)=H

w(Kol,—2) =T w(Kol,—1)=H w(Kol,)=T

Erilaisten mahdollisten tulkintojen lukumé&iri on 2.

Voidaan ajatella, ettd 1 on mallin toinen tulkinta, jossa kolikoilla on eri per-
mutaatio. Nyt w ja n eivit voi olla samanaikaisesti maailman tulkintoja. Jos néin
olisi, siitd seuraisi valittomasti ristiriita. Ajatellaan vaikka yhta kolikkoa Kolg, jolle
pitee w(Koly) = H ja n(Kol) = T. Ristiriita seuraa, jos molemmat nuolet ovat
ontologisesti sitoutuneita.

H=wof=g=nof=T = H=T

Tulkinnat w ja n eiviat toteuta kommutointiehtoa samanaikaisesti. Vain toinen voi
olla kerralla totta.

Jos ensin w toteuttaa kommutointiehdon ja sitten 7, voidaan ajatella maailman
kolikko-olioiden kombinaation olleen ensin tulkinnan w mukainen ja sitten n:n. Tésté
nahdddn, ettd kommutointiehto eli ontologisen sitoutumisen periaate seuraa maa-
ilmaa. Mallin tulkinta taytyy aika-ajoin paivittda maailmasta tehtyjen havaintojen
perusteella, jotta malli edustaa maailmaa mahdollisimaan hyvin.

Esimerkeissi [1] ja [2] oli kaksi yksinkertaista maailman mallia. Molemmissa ta-
pauksissa maailma O oletettiin todeksi, mutta tdméin tarkkaa rakennetta ei tunnet-
tu. Sidoksilla f ja g yhdistettiin luokitteluobjektit maailmaan. Tulkinta w oli mor-
fismi luokitteluobjektien vililld, ja ndméa yhdessé olivat maailman malli (A, B;w).
Malli oli ontologisesti sitoutunut silloin kun maailman ja mallin kategoria kommutoi
eliwo f =g (kuvall] méar. 2).



Esimerkki 3. Morfismin ei tarvitse olla funktio. Ajatellaan relaatiokategoriaa Rel,
jonka objektit ovat joukkoja A ja B sekd morfismit kaksipaikkaisia relaatioita. Toisin
sanotusti morfismit

A5 B

ovat osajoukkoja F' C B x A. Huomaa, etti karteesisen tulon jérjestys ei ole vir-
he. Téassé jarjestyksessa relaation osoittaminen kategoriaksi on helppoa. Kéytetddn
infix-tyylid b Fa = (b,a) € F, jossaa € Ajab e B.

Oletetaan, ettd F' ja G ovat kaksi sellaista morfismia, joille pétee:

AL B %
Maaritelladn yhdiste G o F' seuraavalla tavalla:
¢(GoF)a < e B(cGbFa) (1)

Tassda € A,b € Bjac e C. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tdmé toteuttaa assosiaatio-
ja identiteettilain (mé&ér. [1)).

Oletetaan, ettd H : C — D on kolmas morfismi. Yhtilo madrittid yhdis-
teen, josta seuraa:

d(HoG)bFa < d(HoGoF)a < Fce C(dHc(GoF)a)
ja
bidolFa < bidbFa < bFa +— bFaida — bF oida

Tama osoittaa, ettd Rel on kategoria, jonka morfismit ovat relaatioita eikd funktioi-
ta.

2.1.2 Logiikka

Johdannossa késiteltiin aikateorian filosofisia perusteita. Tarkoitus on, ettd aikateo-
ria olisi yhteensopiva nykyaikaisen metafysikaalisen kisityksen kanssa maailmasta
ja ajasta. Metafysiikassa yritetddn logiikan keinoin 16ytdd kaiken perusteissa ole-
va totuus. Tdhin tarkoitukseen usein kiytetddn loogista kalkyylia eli predikaatti-
logiikkaa. Johdetaan seuraavaksi aikateoriasta predikaattilogiikan syntaksi. Teorian
kontekstista seuraa suoraan myo0s predikaattilogiikan semantiikka. Tama yhdistaa
metafysiikan partikulaarit ja universaalit aikateoriaan.

Tehtévia varten tarvitaan funktori. Funktori kddntda yhden kategorian toiseksi
ja on tavallaan morfismi kahden kategorian vélilli. Funktorin tehtéva on siirtda jo-
kainen kategorian objekti toisen kategorian objektiksi, seké jokainen morfismi toisen
kategorian morfismiksi. Ehto on se, ettd objektien vilinen yhteys siilyy siirrossa.

Maaritelma 4. Funktori on sellainen morfismi, joka yhdistdd kaksi kategoriaa toi-
siinsa sdilyttden néiden sisdisen rakenteen. Olkoon C ja G kaksi kategoriaa, A € C
mikd tahansa ldhtokategorian objekti, ja f lahtokategorian morfismi. Funktori F
toteuttaa seuraavat ehdot:



F
C—G

A——— FA
f—— F(f)

Sanotaan, ettd funktori on Kovariantti, silloin kun alkuperiisen kategorian orien-
taatio sdilyy kuvauksessa. Toisin sanotusti morfismin f ldhtGobjekti A kuvautuu
morfismin F'(f) lahtéobjektiksi F'A, ja sama maaliobjektille. Vastaavasti funktori
on kontravariantti, silloin kun alkuperéisen kategorian oritentaatio kdadntyy. Toisin
sanotusti morfismin f 1&ht6joukko A on kuvan F'(f) maalijoukko. Vastaavasti nuo-
len f maalijoukko on F(f) ldhtéjoukko.

Oletetaan, ettd O on maailma ja A ja B joukkoja, jotka ovat myos maailman
luokitteluobjekteja. Oletetaan myds, ettd tulkinta w on relaatio luokitteluobjektien
vililld, siten ettd kuvan [I] kaavio kommutoi.

Maaritelladn seuraavaksi kaksi funktoria 4 ja V. Kohdekategoria on potenssika-
tegoria, jonka objektit ovat joukkojen potenssijoukkoja ja morfismit joukkoarvoisia
joukkofunktioita. Madritellidn nama funktorit seuraavalla tavalla luokalle A, mutta
samat madritelmit pitevit myos luokalle B:

=
A+——P(A)

AT pra)

3, v

O——0

Molemmat funktorit kuvaavat luokitteluobjektit potenssijoukoikseen, mutta maail-
ma O pysyy muuttumattomana.

Funktorit toimivat morfismien suhteen eritavalla. Maariatain, ettad funktorit ovat
kovariantteja eli sédilyttiviat kuvauksessa morfismien suunnan. Tdmén tarkoitus on
yvksinkertaistaa sitd mielikuvaa, joka kohta muodostuu.

3(w) v(w)
P(A)— P(B)  P(A) — P(B)

A(w)(P) := w[P] V(w)(P) = w[Pc]°

Téassé P on ldhtojoukon jasen, eli P C A ja P tarkoittaa joukon komplementtia.
Merkinnédt w[P] ja w[P¢]¢ médritellain seuraavalla tavalla:

w[P|:={x € B: (p,z) € w jollain p € P}
w[P°]:={x € B:pe€ P aina kun (p,z) € w}
Funktorit nayttavat predikaattilogiikan eksistenssi- ja universaalikvanttoreilta.

Ulkondon liséksi ndmé funktorit kiyttdytyvit kuin olisivat logiikan kvanttoreita.
Tehd&én sellainen lisdys, etté



Kuva 2: Funktoreiden 3 ja V méérittdméat kuvat joukosta P (sininen) verrattuna
koko ldhtojoukon A méérittaméain joukkoon w[A] (punainen).

Omaksutaan predikaattilogiikan tavanomainen syntaksi predikaatteineen ja muut-
tujineen kaikkineen. Tehtédviksi jaa médritella logiikan semantiikka edelld méaaritel-
tyjen funktoreiden avulla. Ydinajatus on se, ettd osajoukko P C A on kuin predi-
kaatti, ja funktoreiden maarittamat kuvaukset téstd joukosta ovat kuin kvanttoreita.

t2beB Az P(z) 2 F.(P)# 0

P(zr) 2 bew[P] VaP(z) 2V, (P)=B

Merkinti 2 tarkoittaa loogista ekvivalenssia médritelmén perusteella, eli 3z P(z)
on loogisesti ekvivalentti epayhtdlon 3, (P) # () kanssa. Sama myos universaalikvant-
torille. Lisaksi z ja b € B mééritellddn loogisesti ekvivalenteiksi ja predikaatti P(x)
ekvivalentiksi b € w[P]. Periaate on sama kuin predikaattilogiikan méaaritelmissé [4].

Maéritellddn negaatio ja disjunktio joukko-operaatioiden avulla. Negaatio yhdis-
tetadn komplementtiin ja disjunktio unioniin. Tutkitaan kuinka nama kayttaytyvit
funktoreiden kanssa. Ndhdaan, ettd talld tavalla madriteltyind negaatio ja disjunktio
toimivat eksistenssi- ja universaalikvanttoreiden kanssa niin kuin pitaa.

Eksistenssikvanttorille ja disjunktiolle péatee osituslaki. Kun disjunktio ja unioni
ovat ekvivalentit méaidritelmassa, eksistenssin osittuminen seuraa suoraan funktorin
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osittumisesta unionin suhteen.

Hw(qu):{xeB; ((z,p) € wja p € P) tai ((m,q)Gu)jaQGQ)}
={zeB:(z,p)cwjape P}U{zeB: (z,q) €wjaqeQ}
=3, (P)U3,(Q)

Nyt eksistenssin méaritelmésta seuraa, ettd kvanttori ja disjunktio toteuttava osi-
tuslain niin kuin pitéa.

Jx(PV Q) <= JxzPVIzQ

Toinen seikka on se, ettd negaation eksistenssi on sama asia, kuin ettd vastaviite
olisi totta aina. Funktorimielessd komplementin kuva funktorissa d,, voidaan kiddntaa
kuvaksi funktorissa V. Kiytetddn funktoreiden 3 ja V méiritelmié, mista seuraa:

Jw(P¢) = w[P°] = Vu(P)°

Koska komplementti on ekvivalentti negaation kanssa, tdstd saadaan negaation ja
kvanttoreiden vilinen vaihdannaissdantd niin kuin pitéa.

Jz(-P) < —VaP

Niilla perusteilla komplementin ja unionin kautta voidaan mééaritelld loogiset
operaattorit. Joukko-operaatioilla méaritellyt negaatio ja disjunktio kayttaytyvit
hyvin. Yhteyden viimeistelee se tosiasia, ettd de Morganin lait toimivat komplemen-
tille ja unionille juuri samalla tavalla kuin negaatiolle ja disjunktiolle.

Yhteenvetona predikaattilogiikan syntaksi voidaan omaksua sellaisenaan. Sym-
bolien merkitys saadaan tulkinnan w avulla siten, ettd predikaatti P(x) on totta
silloin kun pistettd x vastaava tekija b € B on joukon w[P] jésen. Periaate jalos-
tuu negaation ja disjunktion semantiikkaan suoraan. Kvanttorit maarittavit lauseet
ja saavat totuusarvonsa siitd, ettd eksistenssifunktorin kuva ei ole tyhjajoukko, tai
sitten universaalifunktorin kuva on koko maaliavaruus.

3,(P)£0 tai V,(P)=B

Huomaa tulkinnan w rooli ndissd médritelmissa. Tulkinta madrittda funktoreiden
kautta lauseiden totuusarvon. Morfismi w on samanlainen kuin se tulkintafunktio, jo-
ta kiytetddn predikaattilogiikan ja malliteorian rakentamiseen. Siiné tulkintafunktio
vhdistad jokaisen predikaattisymbolin sitd vastaavaan relaatioon maailmassa, funk-
tion sitd vastaaviin funktioihin, ja muuttujat niitd vastaaviin olioihin.

Néytetadn vield, kuinka funktoreista rakennetulla logiikalla paitelldin lausejou-
kosta uusia lauseita. Keskeisessd asemassa on paittelysadnté Modus Ponens, joka
on logiikan aakkostossa esitettynd P —> (). Tama on loogisesti sama kuin =PV @,
mikd voidaan esittdd komplementilla ja unionilla

P(r) = Q) 2 2 € w(P°) Uw(Q)
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Nyt jos P(z) on totta ja P(x) = Q(z), voidaan ensin paatelld P(z)AQ(x), ja
sitten modus ponens Q(x) on totta. Kiinnostava seikka on vélivaihe, jossa P(z)AQ(x
on totta. Unionin ja komplementin kanssa esitettynd taméa olisi

W(P) N (@(P*) Uw(Q)) = w(P) Nw(Q)

Modus ponens padttelysdanto redusoituu konjunktioon. Yritetddn sanoa, etté
jos kahdesta predikaatista P(z) ja Z(x) voidaan péaitelld jotain, on se mitd voidaan
padtelld sama asia, kuin silloin, jos Z(z) olisi implikaatio P(z) = Q(z). Ta-
vallisesti téllaisten todistusten tekeminen on vaikeaa, silld kahden konjunktiosta ei
voida péatelld kolmatta, ilman sité lisdoletusta, ettd toinen tekiji on ensimméisen
ja kolmannen implikaatio.

Kvanttoreiden kautta maaritelty predikaattilogiikka on tdssd mielessd joustavam-
pi. Kahden joukon leikkauksesta voidaan péitelld kolmannen lauseen olemassaolo
melko helposti. Esitetdin téstéd yksi esimerkki, jossa todistetaan joukko-operaatioilla
tehtavi, joka on sovellus S. Miettisen kirjasta Logiikan perusteet sivulta 126 16yde-
tystd harjoitustehtévista [13].

Esimerkki 4. Todistetaan, ettd joku ei ole kuollut seuraavista oletuksista:
a) Kukaan kuollut opiskelija ei kirjoita gradua
b) Joku opiskelija kirjoittaa gradua
Otetaan kiyttéon seuraavat merkinnét:
e D(x): x on kuollut
e O(x): x on opiskelija
e K(x): x kirjoittaa gradua

Formalisoidaan viitteet a) ja b) predikaattilogiikan ja funktorikvanttoreiden kei-
noin. Ensimmiéinen véite a) on predikaattilogiikassa esitettyné seuraavaa:

vz (D(z) AO(z) — =K (z))

Kaikille on totta, ettd jos on kuollut ja opiskelija, niin silloin ei kirjoita gradua.
Tama kiy jarkeen.
Lauseessa implikaatio on loogisesti ekvivalentti disjunktion kanssa

D(zx) NO(z) » - K(x) <= —-D(z)V-0O(z)V-K(x)

Negaatiot ja disjunktiot voidaan kidntaéd funktorikvanttoreihin komplementteina ja
joukko-unionina. Viite a) voidaan esittdd universaalifunktorilla néin:

V,(D°UO°UK®) =B
Toinen viite b) on predikaattilogiikassa esitettyné:
Jz(O(z) A K(z))
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On olemassa ainakin yksi, joka on opiskelija ja kirjoittaa gradua. Konjunktio kdan-
tyy funktorikvanttoreissa joukko-leikkaukseksi. Viite b) voidaan esittdé funktoreilla
seuraavalla tavalla:

3,(ONK) £0

Niaista vaitteista voidaan paitelld, ettd joku ei ole kuollut. Molempien viittei-
den a) ja b) on oltava samanaikaisesti totta. TAm& on sama asia kuin se, etti a)
ja b) molemmat ovat totta. Funktorikvanttorit ovat joukkoja. Looginen konjunk-
tio kddnetdan funktoreiden suhteen joukkojen leikkaukseksi. Néin ollen paittelyn
lahtokohta on viitelauseiden konjunktio (predl.) tai leikkaus (kateg.). Valitaan kate-
goriateoreettinen lahtokohta, jolloin todistus on osoittaa, ettd seuraava leikkaus on
epityhja joukko. Sitten voidaan paatelld, ettd 3,(D°) # 0.

Vo (DCUOUK)NI,(0ONK)=w(DNONK) Nw(ONK)
~ (w(P) uw(ONK)) Nw(ONK)
= w(D)C N w(O NK)
= w(D)C
= V(D)
40
Koska V,,(D¢) # (), on olemassa osajoukko C' C B, jossa V,(D¢) = C' on loogisesti

ekvivalentti lauseen Va(—D(z)) kanssa kun 2 = ¢ € C. Koska C' # 0, V|cx(—D(z))
on patevi lause, mika tarkoittaa sitd, ettd joku ei ole kuollut.

dz(=D(x))

Saman vaitteen klassinen todistus on monimutkaisempi, eiké sitd esitetd tdssa.
Todistus 16ytyy S. K. Miettisen kirjasta [I3]. Todistuksen lyhyt versio menee néin:
Aloitetaan viitteen b) eksistenssin eliminaatiolla, mitd seuraa apuoletus kaikkien
olevan kuolleita. Sitten paételldan kaikkien kuolleiden opiskelijoiden kautta ristiriita,
jossa kirjoitetaan ja ei kirjoiteta gradua samanaikaisesti. Talld perusteella hylatdan
apuoletus ja paatellddn, ettd joku ei ole kuollut.

Menetelmé, jolla funktorikvanttoreilla todistetaan lauseita, nojaa siihen periaat-
teeseen, etté kaikkien lauseiden on oltava totta samanaikaisesti. Toisin sanotusti, jos
predikaattilogiikassa > on ristiriidaton lausejoukko, niin

n
/\ o; on totta
i=1
Tassa o; € 2 kaikilla indekseilla.
Funktorikvanttorimielessd konjunktio on leikkaus. Viitetdsn, ettd ' on funkto-
rikvanttoreiden lausejoukko ja ristiriidaton, silloin ja vain silloin kun

ﬂ%’ #0
i=1

Téssd v; € I'on V,,(P) tai 3,(P) muotoa oleva joukko asianmukaisella sitoutumisella
koko avaruuteen tai epatyhjyyteen. Viitteelle ei esiteté tadssd yhteydessa todistusta,
mutta kannustetaan lukijaa tutkimaan asiaa uuden tiedon toivossa.
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2.1.3 Tila-avaruus

Mallissa voi olla erilaisia tulkintoja, jotka edustavat erilaisia maailmasta tehtyjé
havaintoja. Eri tulkintoja oli esimerkeissi [I]ja[2] 44rellinen mééra, mutta niitd voi olla
myo0s ddrettéomasti. Tulkinnat ovat objektien A ja B vilisid morfismeja, mutta myos
maailman mallin eri tiloja. Morfismien luokka hom(A, B) on mallin tila-avaruus.
Lihdemateriaali: Halmos, Measure Theory [6]; Axler, Measure and integration [3|;
Athreya, Measure theory and probability theory [2].

Miédritelmi 5. Kutsutaan maailman U mallin (A, B; w) morfismien luokkaa hom(A, B)
tila-avaruudeksi ja merkitdan sitd symbolilla §2;

2 :=hom(A, B)
Tila-avaruuden jasenet w € 2 ovat mallin tiloja tai tulkintoja riippuen kontekstista.

Maaritelma 6. Tila-avaruuden osajoukot £ C ) ovat tapahtumia mallin suhteen.
Tapahtumista koostuva joukkoperhe F on o-algebra,

e jos Q€ F;
e aina kun Fy, Ey € F, niin E; \ Ey € F;
e aina kun (E;)°, C F, niin | J;°, E; € F.

Lause 1. Milla tahansa joukkoperheelld F on olemassa yksiselitteinen o-algebra Fy
siten, ettd F C Fo. Jos G on mikd tahansa toinen o-algebra, joka sisdltdda perheen
F, niin silloin Fy C G.

Todistus. Oletetaan, ettd 2 € F. Jokaisella joukolla on potenssijoukko, joten myos
joukkoperheen F jisenten unionilla | F on potenssijoukko P(|JF). Tama siséltaa
kaikki unionin osajoukot. Niin ollen F C P(|JF). Potenssijoukko on selviisti myos
o-algebra, koska Q2 € F C P(f). On olemassa ainakin yksi sellainen o-algebra,
joka sisdltdd joukkoperheen F. Kaikkien niiden o-algebrojen leikkaus on JF, jotka
sisdltavit joukkoperheen F ja koostuvat tila-avaruuden (2 osajoukoista, koska o-
algebrojen leikkaus on myos o-algebra. Nain ollen Fy on yksiselitteisesti pienin o-
algebra, joka sisdltdd joukkoperheen F. O

Maaritelma 7. Tila-avaruuden (2 ja tdmén osajoukkojen joukkoperheen F pari
(Q,]—") on mitta-avaruus, silloin kun F on o-algebra.

Jos tila-avaruus €2 on joukko, voidaan tdhdn méaritelld o-algebra. Tila-avaruus
ja o-algebra F ovat yhdessd mitta-avaruus (Q, F ) (m&éar. .

2.1.4 Tilamuuttuja

Tila-avaruus on maailman mallin (A, B; w) morfismien luokka hom(A, B) (kts. méér.
. Tila-avaruus sisdltdd kaiken tiedon mallista, eli mallin mahdolliset tilat. Tiloja
sanotaan myos tulkinnoiksi, koska mallin tila on morfismi joka tulkitsee ldhtoob-
jektin A maaliobjektiin B. Jos malli on ontologisesti sitoutunut maailmaan, tila-
avaruudessa on olemassa ainakin yksi tila w € €2, jonka suhteen maailman kategori-
aa esittivi kaavio kommutoi (kts. kuva[l). TAm4 tila on maailmasta tehty havainto
mallin suhteen.
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Kuvaus X : Q — R tila-avaruudesta reaalilukuihin luokittelee maailmasta teh-
tyja havaintoja eli mallin tiloja. Ajatellaan, ettd X mittaa, indeksoi, tai muuten
vaan luokittelee mallin erilaiset tilat numeerisesti. Kutsutaan kuvausta X mallin
tilamuuttujaksi.

Maaritelma 8. Tilamuuttuja X on kuvaus tila-avaruudesta reaalilukuihin.
X:Q—R"

Kaanteiskuvaukset siilyttavit joukko-operaatiot. Olkoot B C R o-algebra. Alku-
kuva X ~!(B) on myds o-algebra. Sanotaan, etti tilamuuttuja X on (F, B)-mitallinen,
jos tilamuuttujan alkukuva on o-algebran jisen X !(B) C F. Toisin sanotusti jo-
kaisella B € B on alkukuva X !(B) € F. Eréis tunnettu o-algebra on Borel-joukko
B, joka virittdd mitta-avaruuden (R, B).

Masritelms 9. Olkoon (9, F) mitta-avaruus. Tilamuuttuja X : Q — R on F-
mitallinen, jos kaikkien boreljoukkojen B € B alkukuva on o-algebran F jésen.
Toisin sanotusti kaikille B € B pitee:

XYB)eF

Esimerkki 5. Palautetaan mieleen esimerkki [2} jossa maailman malli rakennettiin

kolikoista, joita oli n kappaletta. Kolikoiden joukko merkittiin symbolilla K. Tar-

kastellaan seuraavaksi miten tdma kolikkojoukko liittyy R™ avaruuteen.
Palautetaan mieleen kuvan [1] kaavio:

N

Tulkinta eli tila w € € on maailmasta tehty havainto mallin (K,B;w) suhteen.
Oletetaan, ettd malli on ontologisesti sitoutunut maailmaan.

Mallin molemmat luokitteluobjektit K ja B ovat diskreettejd ja ddrellisia. Eri-
laisia tiloja on 2", joten myds tila-avaruus €2 on diskreetti ja dédrellinen. Tila-avaruus
ja potenssijoukko P(Q) ovat triviaali mitta-avaruus (Q, P(Q2)).

Tilamuuttuja X :  — R™ kuvaa jokaisen tilan w € €2 bindarivektoriksi, siten etta
vektori vastaa mallin kolikoiden orientaatiota. Vektorin jokainen komponentti vastaa
yhtd mallin kolikkoa, ja komponentin bindédriarvo kolikon “kruunamaisuutta” tai
“klaavamaisuutta”’. Téllainen tilamuuttuja on F-mitallinen kuvaus. Tilamuuttujan
arvo X (w) € {0,1}" on maailmasta tehty numeerinen havainto mallin suhteen.

{Kol;}

B {HT}

Lause 2. Jos X : Q = RjaY : Q — R ovat F-mitallisia tilamuuttujia, myés X +Y
seki XY ovat F-matallisia tilamuuttugia.

Todistus. Todistetaan ensin apulause: Olkoon X :  — Rja Y : Q — R F-mitallisia
tilamuuttujia. Lisdksi £ = {X < Y + ¢} jollain vakiolla ¢ € R. Viitetdén, ettd
EeF.
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Joukon F avoin vili X < Y +c sisdltdé aina rationaaliluvun. Kéytetddn apujouk-
koa E, := {X < ¢ < Y+c} apulauseen todistamiseksi. Osoitetaan etti | J, .o B, = E,
josta viite seuraa.

Jos w € E, niin X(w) < Y (w) + c. Koska jokainen avoin vili sisidltda rationaali-
luvun, on olemassa ¢ € Q, jolle pitee X(w) < ¢ < Y (w)+c¢. Néin ollen w € quQ E,,
joten E C |, o Ey- Jos w € |, .o Ey, on olemassa ¢ jolle pitee w € E,, koska

q€eR

q€Q q€eR

Xw)<g<Y(Ww)+c <= X(w)<Y(w)+c
niin w € E. Tastéd seuraa |J g £y C E seké:
UJE,=E
qeR
Nyt joukko E, voidaan hajottaa kahden erillisen joukon unioniksi
E,={X <qtU{¢g<Y +c}

jossa,

{X <q} = X ([~00,0q))
{g<Y +c =Y (g —cx))

Joukot [—00,q) ja (¢ — ¢, 00] ovat Borel-joukkoja. Tilamuuttujien X ja Y mitalli-
suudesta seuraa, ettd I, € F. Koska quQ E, = E, niin myos £ € F

Todistetaan seuraavaksi padlause. Jos X (w) = o0 ja Y (w) = Foo, niin X +Y
on médritteleméton. Lisdksi, jos X (w) = £oo tai Y (w) = +o0, niin X +Y (w) = +o0
sekd XY (w) = to00. Keskitytain vain tapauksiin joissa X ja Y ovat déarellisién jolloin
on olemassa ¢ € R, siten etti

{X+Y <c}={X<c-Y}

Tilamuuttujan X + Y mitallisuus seuraa apulauseesta. Koska

XY = i((x +Y)?— (X -Y)?

myos XY on mitallinen tilamuuttuja. O
Lause 3. Olkoon (2, F) mitta-avaruus jo E € F. Indikaattorikuvaus

1 (w) = 1 kunwe FE
7700 kunw ¢ E

on mitallinen tilamuuttuja.

Todistus. Oletetaan ettd E € F. Indikaattorin arvojoukko on {0,1} C B, joten

1;'(1)=F ja 1;'(0)=FE°
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Oletuksen perusteella 1,'(1) € F. Madritelmén [7 mukaan = |J F. Komplementti
on E¢=Q\ E. Niistd saadaan

e}

B = JA\ B)

=1

jossa ;o A; = UF. Valittiin sellainen joukkojono, jonka unioni on tila-avaruus.
Nyt o-algebran médritelmén [ perusteella erotus ja unioni kuuluvat o-algebraan.
Koska F, A; € F, myos B¢ € F. H

Misritelmi 10. Tilamuuttuja X : Q — R on yksinkertainen, silloin kun

n

X(w) =Y elg(w)

=1

Yksinkertaisten tilamuuttujien lineaarisuudesta seuraa, ettd jos X ja Y ovat
yksinkertaisia tilamuuttujia, myés X + Y, sekd X — Y, ja XY ovat yksinkertaisia
tilamuuttujia.

Lause 4. Jos tilamuuttuja X : Q — R on yksinkertainen, se on myds mitallinen.

Todistus. Lauseen |3 perusteella indikaattori on mitallinen. Mitallisten tilamuuttu-
jien summa on mitallinen tilamuuttuja, joten yksinkertainen tilamuuttuja on myés
mitallinen. O]

Lause 5. Jokainen reaaliarvoinen mitallinen tilamuuttuja X : Q — R on yksinker-
taisten tilamuuttujien X; raja-arvo.

71— 00
Todistus. Oletetaan, ettd tilamuuttuja X : Q — R on positiivinen eli X > 0. Olkoot
jokainen yksinkertainen tilamuuttuja X; muotoa

Xnp(w) =

Sl jos Bl < X(w) < b im0, 2
n  jos X(w)>n

Tamaé pétee kaikille w € €. Selvisti tilamuuttuja X,, on positiivinen ja yksinkertai-
nen. Jono (X)), on kasvava. Jos X (w) < oo, on olemassa n € N, siten ettd

0 < X(w) - X, (w) < zln

Jos X (w) = oo, myds X, (w) = n kaikilla n € N. Milla tahansa tilamuuttujalla X
on hajotelma
X=X"-X"

jossa XT >0 ja X~ > 0. Sovelletaan edelld esitetty todistus tilamuuttujille X ja
X~ erikseen, miké viimeistelee todistuksen. O
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2.1.5 Tilamitta

Joukkofunktio on kuvaus joukkoperheestd reaalilukuihin. Tila-avaruuden osajouk-
kojen joukkoperheelld on yksiselitteinen o-algebra, jonka suhteen tila-avaruus on
mitta-avaruus. Joukkofunktio tila-avaruuden osajoukoista reaalilukuihin on tilamit-
ta. Mitta maaritelliin mittateoriassa positiiviseksi tdysadditiiviseksi joukkofunk-
tioksi. Tutkitaan seuraavaksi mitd on tdysadditiivisuus ja milloin mitta-avaruuteen
voidaan maaritelld tilamitta.

Midritelmi 11. Joukkofunktio p : F — R, on tilamitta, silloin kun:
1. F on tila-avaruuteen méiaritelty o-algebra;
2. p(Uisy Bi) = Y02, w(Ey) kaikille erillisille tapahtumille (E;):2, C F;
3. (@) =0.

Tapahtumat ovat erillisid silloin kun E; N E; = 0 kaikilla i # j.

Seuraava lause on tirked. Lauseen mukaan, jos joukkoperhe F on puolirengas
ja p on positiivinen ja tdysadditiivinen joukkofunktio, voidaan tdmai laajentaa yk-
siselitteisesti tilamitaksi puolirenkaan generoimaan o-algebraan. Lauseen mahti on
se, ettd puolirengas ja joukkofunktio p ovat helppoja mutta o-algebra ja tilamitta
vaikeita asioita.

Seuraavien lauseiden todistukset ovat minun henkilékohtaisen pohdinnan tulok-
sia. Carathéodoryn lause ei ole helppo eiké intuitiivinen. Sen todistaminen oli hen-
kilokohtainen tavoite (kts. lause . Todistus on tekninen ja vaatii paljon alustus-
ta. Harjaantunut lukija voi 16ytaéd mielenkiintoisia uusia ndkokulmia Carathéodoryn
kriteeriin ja lauseeseen.

Aloitetaan esimitasta, joka ei aivan ole tilamitta mutta voidaan laajentaa sel-
laiseksi. Esimitta pu : F — R4 on positiivinen ja tdysadditiivinen joukkofunktio.
Taman lisdksi tarvitaan joukkoperheen F generoima potenssijoukko.

Maaritelma 12. Joukkoperheen F generoima potenssijoukko sisiltda kaikki ne
joukot, jotka ovat ainakin yhden tdmén jasenen osajoukko.

P(F)={ECQ|3AeF : (ECA)}
Aina pétee ettd jos £ € P(F) ja B C E, niin B € P(F).
Mééritelma 13. Olkoot 1 : F — R, esimitta ja E € P(F). Joukon E p-joukko on
i=1 =1

Huomioidaan erés térked ominaisuus p-joukolle E,. Jos E C B ja E, B € P(F),
niin silloin B,, on pienempi kuin £, sekd péatee B, C E,. Tama johtuu siité, ettd
osajoukolla on enemmaén peitteita.

Lause 6. Olkoot yu : F — R, esimitta. Jos E C B ja E,B € P(F), niin silloin
B, C E, kaikilla E ja B.
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Todistus. Oletetaan E C B jaw € B,,. Télléin on olemassa joukkojono (E;) jolle pa-
tee (E;) € F ja B C U, E;. Koska E C B, niin E C {J;-, E;, mikd on ekvivalentti
sen kanssa, ettd w € F,. Nain ollen B, C F,. n

Yritetddn laajentaa esimitta potenssijoukkoon P(F). Méaritelladn laajennus -
joukon infimumiksi p*(E) := inf E,. Jotta tdmé todella olisi esimitan laajennus
joukkoon P(F), kaikille jasenille E € F on oltava totta ettd p*(E) = u(E).

Lause 7 (Tutkitaan funktiota p*). Olkoot i : F — R, esimitta. Jos E € F, niin
myds p*(E) = p(E).

Todistus. Olkoot p* := inf E,. Voidaan valita sellainen joukkojono (E;)2, C F ettd
E=,Ei ja E;NE; =0 kun i # j. Talloin Y, u(E;) = p(E) jainf B, = p(E) =
p*(E) kaikille joukoille E € F. O

Lause 8 (Tutkitaan funktiota p*). Laajennus p* on monotoninen.

Todistus. Olkoot E, B € P(F) ja E C B. Lauseesta [0] seuraa ettd B, C E,. Jos
oletetaan ettd
inf(B,) < inf(E,)

on olemassa piste b € B, siten ettd
inf(B,) < b <inf(E,)

mutta talloin b ¢ E,, miki on ristiriidassa tuloksen B,, C E, kanssa. Néin ollen on
oltava totta, etti
inf £, <inf B,

Oletuksen p*(E) := inf E, perusteella tdmé& on sama kuin p*(E) < p*(B). O

Lause 9 (Tutkitaan funktiota p*). Olkoot p* : P(F) — Ry ja p*(E) = inf E,.
Lisdksi (E;)2, C P(F), siten etti \J;-, E; € P(F). Talloin pitee

M*(U E;) < Z w(E;)

Todistus. Olkoot (E;) € P(F). Joukkojonon i:nen joukon peitteiden mittojen jouk-
ko on madritelmén [L3] perusteella

Eiu = {ZM(B”) . (BZJ) CFA El C U Blj}
J Jj=1
Tamén summajoukko on
>, - { ) ) <5,
i (2 J

Oletetaan ettd piste 2 kuuluu peitteiden summajoukkoon eli x € ). F; . Téllsin
x on joukkojonon (FE;) jasenten joidenkin peitteiden summa

T = Z Z 1(Bij)
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Néin ollen kaikilla i-indekseilld » _ yu(B;;) € E;,. Toisin sanotusti kaikilla i-indekseilld
joukkojonon (B,;) unioni on joukon E; peite, eli E; C Uj‘;l B;j, sekd (B;;) C F.
Koska osajoukkojen unioni on osajoukko, on olemassa erillinen joukkojono (G,,)2, €

F, jolle pétee
JUs,-Ue.
n=1

i=1j=1
Koska E; C U;’il B;; kaikilla i-indekseilld, saadaan tulos

JecUUs,
i=1 i=1j=1
Nyt tdman ja edellisen perusteella

=1

n=1

[eS)
n=1

ZN(Gn) S (U Ei)u

Kun i # k leikkaus (Bj;)52; N (By;)32, el vilttdmétta ole tyhjé joukko, joten
summassa » ;> 1(By;), voi olla toistuvia termejd, jotka eivéit kuitenkaan toistu
joukon (G,,)%°, summassa. Niin ollen pétee seuraava epiyhtilo:

DG £y D n(By) (2)

Niin ollen joukkojonon (G,)5° ; mittojen summa on joukon (|J;~, E;), jésen, eli:

Eli my6s
Z Z u(Bij) € (U Ei)u

Tama todistaa, ettd summajoukko >, E; on joukon (U2, E;), osajoukko

Z B, C (U E),

Nyt infimumin ominaisuuksista inf(E + B) = inf(E) + inf(B) sekd kun £ C B
niin inf(B) < inf(FE) saadaan etta

inf(G E), <inf(}_E;,) =) infE,
=1 A

()

joka on maéaritelmén perusteella sama asia kuin:

M*(U E;) < Z w(E;)
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Carathéodoryn kriteerin mukaan kaikki ne joukot E € P(F) joille pitee yhtélo
(14)), ovat p*-mitallisia, eli sellaisia joukkoja joille 4* on tilamitta (kts. méér. [11]).

Maaritelma 14. Carathéodoryn kriteeri:
VECQ : p"(E)=p(ENB)+u(E\ B)

Nyt on selvdd ettd p* on esimitan p laajennus, sekd monotoninen ja subadditii-
vinen joukkofunktio, mutta ei vield tiedetd milloin pétee

M*(U E;) > Z pr(E)

Kun selvitimme ne olosuhteet joissa tdméa on totta, tieddmme milloin p* on tay-
sadditiivinen, ja néin ollen myos tilamitta. Jos lauseen [J todistuksessa esiintyvi
epayhtdld ([2)) olisikin yhtésuuruus, silloin olisi totta (o) £;), = >, Ei, ja p* olisi
taysadditiivinen joukkofunktio. Néin on, jos ja vain jos

Z Z w(By) <Y 1(Gh) (3)

Jos oletetaan, ettd pitee
oo o0 (o]
UUs - Ue.
i=1j=1 n=1

lauseen [9] todistuksen mukaisille joukoille, niin silloin tiedetdén se, etté epdyhtilo
seuraa, jos ja vain jos
BN By =10

jai # k tai j # [. Joukon (G,,)5°, ei tarvitse ole erillinen joukkojono, jotta yhtésuu-
ruus séilyisi ja epayhtélo (3) patisi. Tavoite on selvittdd, milloin joukon E € P(F)
peite (G,)22, € F voidaan hajottaa erillisiksi osapeitteiksi.

Kuljetetaan ajatusta seuraavalla tavalla: joukon E € P(F) hajotelma on

JE=E
i=1
ja tdméan jokaisella osalla F; on peite
(Bij);2i € F

Niiden peitteiden mittojen summan >, >°°%, 11(By;) on oltava vihemmén tai yh-
tépaljon kuin joukon E € P(F) peitteen mittojen summa y - u(G,,). Tama ei ole
mahdollista jos

(Ei)iZ, € F

ei ole erillinen joukkojono, koska silloin osapeitteilla (Bij);?‘;l olisi paallekkaisyyksié.
Néin olleen joukon (F;)$2; on oltava erillinen joukkojono.
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Kaikille joukoille on olemassa erillinen hajotelma
E=(EnB)|J(E\B)
milld tahansa joukolla B. Saddetddn, ettd £y = (E N B) sekd Fy = (E '\ B), jolloin

E =J;2, E;, silloin kun E; = () kaikilla ¢ > 2. Olkoot (G,,)22, € F joukon E € P(F)
peite eli £ C |~ | G,,. Tésté seuraa

E,=EnBc|JG.nB (4)
n=1

E,=E\Bc|JG.\B (5)
n=1

Nyt jotta epiyhtalo toteutuisi, joukkoilla F; ja Es on oltava peite, joka
on esimitan maérittelyjoukon F jisen. Tamé on totta jos joukot (G, N B)X2, ja
(G, \ B)22, ovat esimitan p maarittelyjoukon F osajoukkoja. Yleisesti ottaen tima
ei pade kaikille joukoille B € P(F). Nayttia siis siltd ettd p* ei voi olla mitta.

Téasté kuitenkin saimme vihjeen siitd, millaiseen joukkoon esimitan p indusoima
joukkofunktio p* voidaan supistaa mitaksi — mitan méérittelyjoukon pitad olla o-
algebra, joten oletetaan, ettd on olemassa joukko & C P(F), joka on o-algebra,
seka

BeS ja (G,.NB), ja (G,\B),CF

n=1

Lisdksi haluamme, ettd F C S, koska tavoite on laajentaa esimitta p mahdollisim-
man suureen joukkoon.

Jos E,B € Sniin E\ B € S, seki EN B € S. Niin ollen myos kaikille joukoille
E,B € F on oltava totta, etti £\ B € F ja EN B € F. Yhtilosta kuitenkin
ndhdién, ettd joukkojen E, B erotukselle riittdd heikompikin méaéritelma:

E\B=|JE
kun E; € F kaikilla indekseilld. Esimitan maarittelyjoukon F on siis oltava puoli-

rengas, jotta esimitta voidaan laajentaa mitaksi joukkoon & C P(F).

Madritelmi 15 (Puolirengas). Jos kaikille E, B € F péitee EN B € F ja on
olemassa erillinen joukkojono (E;) C F, siten ettd E\ B = |J, £;, niin joukko F on
puolirengas.

Jos kuljetamme ajatusta toiseen suuntaan alkaen joukkofunktion p* taysadditii-
visuudesta

p(E)=p (ENB)+p (E\B) VE,B e P(F) (6)
niin looginen johtopdétds on se, ettd inf(E,) = inf(}_, £;,). Toisin sanotusti E,, =
> Ei,. Jos By = ENDBja Ey, = E\ B, sekdi E,, = () aina kun n > 2, niin tésta

seuraa

EcU,G.NB ja Bycl,G,\B
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seka

(G,NB)>X,CF ja (G,\B)>X,CF

n=1 n=1

Joukon B on jaettava joukko G,, siten ettd leikkaus ja erotus ovat esimitan
madrittelyjoukon F jisenid. Koska tamé ei ole totta yleisesti kaikille joukoille B €
P(F), keskitytiain yhteen osajoukkoon

BeS CPF)

jolle tdméa on totta. Jalleen paitelladn, ettd esimitan méaarittelyjoukon F on oltava
puolirengas.

Jos oletetaan, ettd esimitan méérittelyjoukko on puolirengas, periaattessa voi-
simme kdyttdd joukkofunktion p* oletettua taysadditiivisuutta joukon & madritte-
lemiseksi. Juuri tAmé menetelmé on osoittautunut erinomaiseksi keinoksi laajentaa
esimitta mitaksi, ja tunnetaan Carathéodoryn kriteerind. Maritelma [I7) méarittelee
tdmén joukon.

Palautetaan mieleen vield joukkofunktio p*, joka oli esimitan p : F — R in-
dusoima funktio joukkoon P(F). Esimittaa p ei voitu ongelmitta laajentaa mitaksi
potenssijoukkoon P(F). Huomattiin, ettd u* toteuttaa ainakin lauseen |§] perusteel-
la subadditiivisuuden, mutta ei tdysadditiivisutta. Intuitiivisesti 4* on funktio, joka
mittaa joukkoja ulkopuolelta. Nimetddn funktio p* ulkomitaksi.

Miéritelma 16 (Ulkomitta). Olkoot u* : S — R, jokin tuntematon joukkofunktio.
Joukkofunktio p* on ulkomitta silloin kun

1. S on potenssijoukko;

2. u* on monotoninen, subadditiivinen, positiivinen, ja laajennetusti reaaliarvoi-
nen joukkofunktio;

3. w (D) =0.

Ulkomitalla voidaan approksimoida minkd tahansa potenssijoukon P(F) jise-
nen mittaa ulkopuolelta. Potenssijoukko on suurin joukko johon esimitta p voidaan
laajentaa. Lauseiden ja[9) perusteella y*(F) := inf E,, on ulkomitta.

Méé#ritelmd 17 (p*-mitallinen joukko). Olkoon u : F — R, esimitta ja F puo-
lirengas. Méaéritellddn kaikille joukoille A € P(F) esimitan p indusoima ulkomitta
p*(A) :=inf A,. Kaikkien p*-mitallisten joukkojen joukkoperhe on

Coo = {B €P(F) : YE € P(F) (*(E) = p*(EN B) + w*(E\ B))}

Téata joukko kutsutaan Carathéodoryn joukoksi kreikkalaisen matemaatikon Cons-
tantin Carathéodoryn mukaan.

Suurin joukko, johon esimitta u voidaan laajentaa, siten ettd laajennus on tila-
mitta, on maaritelmén [17]joukko. Joukkoa kutsutaan p*-mitalliseksi joukoksi. Tutki-
taan tarkemmin tata joukkoa. Todistetaan ensin, ettd C,- on algebra. Tamén jalkeen
on helppoa todistaa, ettd C,- on myds o-algebra. Sitten osoitetaan, ettd esimitan
médrittelyjoukon generoima o-algebra on C,- joukon osajoukko. Tutkitaan tdmén
jalkeen ulkomitan p* rajoittumaa g joukkoon C,-. Ndhdddn, ettd rajoittuma i on
tosiaan tilamitta.
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Lause 10. C,- on algebra
Todistus. Olkoot A, B € C,-. Mille tahansa joukolle E pétee
pi(E) = p (ENA)+ p (E\A) (7)
Joukon B avulla summan termeille saadaan yhtalot
W(ENA) = 1" (ENA)NB)+ (BN A)\ B) (8)
p(ENA) =p (ENA)NB)+p*((E\ A)\ B) (9)
Sijoittamalla yht&lot ja @ yhtaloon saadaan seuraava yhtalo
W' (E) = 1 (BN A) 1 B) + (BN A)\ B)
T+ (ENA)NB)+p*((E\ A)\ B) (10)

Korvataan yhtdlostd (10) muuttuja F muuttujalla £ N (A U B), jolloin summan
kolme ensimmaistd termid pysyvit muuttumattomina ja viimeinen termi on nolla.
Saadaan seuraava yhtalo:

W (EA(AUB)) = u (ENA) N B) + i (ENA)\ B) + 4 (E\A)n B) (1)
Koska (E\ A)\ B = E\ (AUB), niin sijoittamalla yht#lo vhtiloon saadaan:
§*(E) = j* (B0 (AU B)) + 4 (E\ (AU B)) (12

Yhtdlon (12) perusteella unioni AU B kuuluu joukkoon C,-.
Vastaavasti, jos sijoitetaan yhtaloon E:n paikalle £\ (A\ B), saadaan:

pEN(A\B) = (ENA)NB)+p (E\NA)NB)+p (E\NA)\B) (13)
Koska (ENA)\ B= EN(A\ B), niin sijoittamalla yhtiloon saadaan:
pH(X) = (EN(A\ B)) +p*(E\ (A\ B)) (14)

Yhtalon perusteella erotus A\ B kuuluu my6s joukkoon C,«. Tyhjdjoukko A = ()
ja tila-avaruus A = Q toteuttavat yhtélon (7)), joten téiméin sekéd yhtildiden [12]ja
perusteella joukko C,« on algebra. [

Lause 11. C- on o-algebra.

Todistus. Lauseen [L0] perusteella C,- on suljettu erotuksen suhteen. Riittdd todistaa,

ettd Cy» on suljettu myds numeroituvan unionin suhteen.
Jos A, B € C+, myés AU B € C-. Olkoot

A:Al ja B:A2 ja U?:lAi:BQ

Talloin B, € C,+. Tehddén induktio-oletus

n

JA.=B.€C

i=1

Nyt B, U A1 € Cy, joten my6s B, ;1 € C,-. Néin ollen B,, € Cy+ kaikilla n € N.
Jos (A;)72, C Cp+, niin myos | J;—, A; € C,+, miké todistaa ettd C,~ on o-algebra. [
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Lause 12. Jos esimitan p : F — Ry madrittelyjoukko F on puolirengas, niin silloin
mddrittelyjoukon generoima o-algebra S(F) on joukon C,~ osajoukko.

Todistus. Koska C,« on o-algebra, riittdd osoittaa, ettd F C C,«, koska S(F) on
pienin o-algebra, joka siséltdd joukkoperheen F. Lauseen |1| perusteella S(F) C C,-

Olkoot F puolirengas ja B € F. Lisidksi E € P(F). Kaikilla joukoilla on olemassa
erillinen hajotelma £ = (EN B)|J(E \ B). Niin ollen

o

wE)={ Lute) « By cFarc U]

i=1 =1

:inf{iﬂ(&) : (Bz‘)?ilC]:/\(EHB)U(E\B)COBi}

i=1

— i (ENB)U(E\ B))

Koska
EﬂBCUfZlEZ-ﬂB ja E\BCUfilEi\B:UiY;

jossa Y; € F, niin
(ENB)U(E\B) C UE NB)U UE\B
joten (B;)2, = (E; N B)2, U(E; \ B)2; C F. Néin ollen

> u(B) =D ul(E:N B)Ey U (B \ B)Zy)

= ulENDB)+ Y p(E:\ B)

Tasta seuraa

P ((ENB)U(E\ B))

mf{Zu : )2, CFA(ENB)U (E\B)CGBz}

inf{iu(E,ﬂB) +iu(Ei\B) . (B;NB)2, U(E;\ B}, C F A }

inf{iu(EiﬂB) (B;NB)X, CFA. }+inf{i,u(Ei\B) (B \B)®, C FA. }

= (ENB)+p"(E\ B)
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eli ¥ € C,-. Tama todistaa, ettd F on p*-mitallisten osajoukko. Koska p*-mitallisten
joukkoperhe on o-algebra lauseen ([11]) perusteella, sekd S(F) on pienin o-algebra
joka siséltdéd joukkoperheen F, niin

S(F) CCye
O]

Nyt on nihty, ettd esimitan x4 : F — R, indusoiman ulkomitan p* : P(F) —
R, osajoukko C,» on o-algebra, joka siséltdd joukkoperheen F, silloin kun tdma
on puolirengas. Liséksi ndhtiin, ettd ulkomitan rajoittuma joukkoon C,- toteuttaa
tdysadditiivisuuden. Jos esimitta p on positiivinen ja reaaliarvoinen joukkofunktio,
ulkomitan rajoittuma joukkoon C,- on tilamitta.

Maéritelmé 18. Olkoot p : F — RT tilamitta ja u* : P(F) — R, timiin indusoi-
ma ulkomitta. Ulkomitan p* rajoittuma g joukkoon C,- on tilamitan laajennus, eli
kaikille £ € F pitee

Kaikki tdhin saakka johdettu tiivistyy seuraavaan lauseeseen, jota kutsutaan
Carathéodoryn lauseeksi. Lause takaa sen, ettd jos esimitta p : F — R, on posi-
tiivinen, reaaliarvoinen, ja méidrittelyjoukko F on puolirengas, niin silloin on ole-
massa yksikisitteinen mitta i : S(F) — Ry, siten ettd timi on esimitan laajennus
o-algebraan S(F).

Lause 13 (Carathéodoryn lause). Jos p : F +— R on positiivinen ja reaaliarvoinen
joukkofunktio ja F on puolirengas, on olemassa yksikdsitteinen tilamitta
,EL . S(.F) — ?_A'_
siten, ettd aina kun (E;)32, C F on erillinen joukkojono ja \J;o, E; = E € S(F),
niin silloin .
E) =Y p(E)
i=1

Todistus. Kun esimitta 1 : F — R, on positiivinen seki reaaliarvoinen joukkofunk-
tio, ja F on puolirengas, ja p* : P(F) +— R on esimitan indusoima ulkomitta, ja kai-
kille E € P(F) pétee p*(E) = inf E,, niin silloin ulkomitan méaritelmén perusteella
kaikille £ € C,~ pétee u(E) = p*(E). Koska S(F) C C,+, niin my6s p(E) = p*(E)
aina kun £ € S(F).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd i(E) = > >~ u(E;) kun E € S(F) ja (E;)2, C F.
Mééritellddn ensin unionijoukko L(F).

LF)={JE : (B)2, CF}
i=1
Todistetaan, ettd L£(F) on o-algebra. Jos F1, Es € L(F), niin silloin
E1 - U El_]
j=1
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jossa (Ey;)32, C F. Lisiksi
By =) By
j=1

jossa (Ey;)32, C F. Téstd seuraa:

EyUE, = (U Eyj) U (UE2J'> = UE;
j=1 j=1 J=1

jossa (E})22, = (E1;)52, U (Ey;)32, C F. Olkoot Ey U Ey = By. Tehddén induktio-
oletus B,, € L(F). Tallin

Bn U En+l U U (n+1)j5 U B,

]:

jossa (B2 = (Bnj)22 U(Emi1);)2y C F, joten ByUE,41 = Buyy € L(F). Témi
todlstaa etta jos (E;)2, C L(F) niin U;2, E; € L(F).
Seuraavaksi todistetaan, ettd erotus £y \ By € L(F). Olkoot £} = F ja Fy = B.

E\B: E)\ UB

<
Il
N
o
Il
—

[
D)
et
3

s

<
Il
—
-
Il
—
>
Il
—_

I
(G
(G
D)
Jlay

-.
I
—
T

jossa ﬂ;’il Yijr € F kaikilla i ja k, koska F on puolirengas ja suljettu leikkauksen
suhteen. Néin ollen on olemassa (X;)2, C F, jolle pitee E\ B = =, Xi.

Koska unionijoukko £(F) on o-algebra ja S(F) on pienin joukon F sisiltavé o-
algebra, niin S(F) C L(F). Néin ollen kaikilla £ € S(F) on olemassa hajotelma
E =2, Ei ja (B2, C F. Koska tiedetdén, ettd p(E) = p(E) kaikille joukoille
E € F, niin kaikille erillisille joukoille (E;) C F péitee

=D uE
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2.2 Muutos
2.2.1 Maailma ja malli

Maailma on kaikki se mitd on olemassa. Havainnointikykymme on rajoittunut maa-
ilmaan. Jos oletetaan, ettd haivainnoisimme jotain maailman ulkopuolelta, on se sil-
loin olemassa, mutta kaikki olemassa oleva on maailmassa, joten se mitd havaittiin
maailman ulkopuolelta olikin maailmassa. Muutoksen syyt ovat maailman ulkopuo-
lella [24].

Kun maailma muuttuu, jokin maailmassa on erilaista. Tamé erilaisuus siirtyy
maailmasta malliin, jonka pitdd muuttua maailman kanssa, jotta se esittéisi maail-
maa ja todella olisi tdméan malli. Erilaiset mallit muuttuvat eri tavalla. Maailmasta
havaittu muutos riippuu siitd mallista, josta kdsin maailmaa tarkastellaan. Muutos
esiintyy mallin tulkinnassa w € Q, joka seuraa maailman muutosta. (kuva .

()

s
N
5@ “ fi@d

Kuva 3: Endomorfismi A on maailman muutos. Endomorfismit § ja d ovat mallin
lahdon ja maalin muutokset. Mallin tulkinta w seuraa maailmaan muutosta lihdon
tai maalin muutoksen suhteen.

Maaritelma 19. Maailman muutos on endomorfismi A : U — O, joka ei ole
identiteeti. Mallin (A, B;w) endomorfismi 0 : A — A on mallin [Ghdin muutos ja
d : B — B maalin muutos. Malli seuraa maailmaa muutoksessa, kun f ja g ovat
niin kuin kuvassa 3] ja w o f = g, seki

(dowod)ofoA=goA

Sanotaan, ettd malli on temporaalisesti sitoutunut, silloin kun malli seuraa maailmaa
muutoksessa.

Esimerkki 6. Tarkastellaan maailmaa, jossa on kaksi uurnaa a; ja as. Uurnat ovat
muuten samanlaisia, mutta niihin on kiinnitetty nimilaput, joilla ne erotetaan toi-
sistaan. Maailmassa on my6s kaksi mustaa kuulaa b, ja by, jotka ovat samanlaisia
mutta eroteltu toisistaan nimitarralla. Kummassakin uurnassa voi olla kuulia. Esi-
tetdan uurnien luokitteluobjektia symbolilla A ja kuulien symbolilla B. Tulkinta w
néiden vélilld on morfismi, joka yhdistds uurnan niihin kuuliin, joiden katsotaan ole-
van uurnassa sisalla. Oletetaan, ettd molemmat kuulat voivat siirtyd uurnien valilla.

Kommutointiehto w o f = g pétee silld vilin, kun maailma pysyy muuttumatto-
mana. Jos maailma muuttuu, kommutointiehto ei vélttdméatta endd pade. Muutos
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Kuva 4: Luokitteluobjektit A := {a1,as} ja B := {by,bs} ovat joukkoa. Mallin
(A, B; w) tulkinta on ontologisesti sitoutunut maailman alkutilaan (harmaa kaavio).
Maailman muutos A vaikuttaa kahteen sidokseen f ja g. Uudet sidokset ovat f o
A ja g o A. Malli sopeutuu muutokseen endomorfismien 0 ja d avulla, siten etti
d o w o9 on uusi ontologisesti sitoutunut tulkinta. Malli on ontologisesti sitoutunut
maailmaan sekd muutosta ennen, ettd sen jilkeen. Endomorfismit d ja d esittivit
niitd mekanismeja, joilla malli sopeutuu maailman muutokseen A.

voi vaikuttaa morfismien f ja g 18ht6on ja A ei ole identiteetti. Malli muuttuu vain
silloin jos,

fH#£foA tai g#goA

Tilanne on sama kuin kuvassa [ Maaritelmén perusteella, maailma muuttuu
siten, ettd muutoksen jidlkeen maailma on erilainen kuin ennen. Maailman muutos
esiintyy mallissa tulkinnan muutoksena w +— dow o 4.

Oletetaan, ettd maailman muutos A on sellainen, ettid uurnat a; ja as vaihtuvat
keskenéddn. Oletetaan myo0s, ettd kuulatkin by ja by vaihtuvat keskendan. Téllainen
muutos voisi seurata vaikka siitd, ettd uurnan a; nimilappu siirtyy uurnaan as, ja
uurnan a, nimilappu siirtyy uurnaan a;. Samanlainen muutos voisi tapahtua myos
mustien kuulien nimitarroille. Malli ei pysty selittdmadn muutoksen syyti, mutta se
seuraa maailman muutosta temporaalisen sitoutumisen periaatteen nojalla.

Urnien nimilappujen muutos voidaan esittdé luokitteluobjektin A endomorfismi-
na 0, joka palauttaa maailman muutoksen. Toisin sanotusti

do(fol)=f

Nimilappujen muutoksen jilkeen malli ei ole tulkinnan w suhteen enéi ontologisesti
sitoutunu maailmaan, koska w tulkitsee uurnien kuulaprofiilit keskenfén ristiin eli
vaarin. Jos uurnassa a; oli ennen nimilappumuutosta kuula b; ja uurnassa as kuula
by, muutoksen jalkeen uurnassa a, on kuula b, ja uurnassa as on kuula b,. Tulkinta w
yhdistda kuulat vanhan profiilin mukaan eikd uuden. Jos tulkinta korjataan oikealta
puolelta endomorfismilla ¢, uusi tulkinta w o ¢ tulkitsee kuulaprofiilin jilleen oikein.
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Vastaavasti kuulien nimitarrojen muutos voidaan esittdd luokitteluobjektin B
endomorfismina d, joka toteuttaa maailman muutoksen.

dog=goA

Nimitarrojen muutoksen jéilkeen w tulkitsee uurnien kuulaprofiilin jilleen vaarin.
Tulkinta korjataan vasemmalta puolelta endomorfismilla d. Uusi tulkinta d o w tul-
kitsee taas kuulaprofiilin oikein.

Maailmassa voi tapahtua asioita, jotka ovat mallin saavuttamattomissa. Muutos
A vaikuttaa malliin vain silloin, kun se muuttaa mallin tilaa eli tulkintaa. Mikd&n
malli ei pysty mallintamaan maailman kaikkia muuttuneita asiaintiloja.

Maéaritelmén perusteella maailman muutos A ei ole identiteetti, mutta mallin
muutokset 0 ja d voivat olla mydos identiteettimorfismeja. Malli muuttu vain silloin,
jos maailman muutos koskee mallinnettavaa osaa maailmasta. Sidokset f ja g voivat
olla vakioita muutoksen suhteen. Jos g on vakio, maalin muutos d on identiteetti,
koska

dog=goA=y

Samalla tavalla jos f on vakio, 1dhdén muutos on identiteetti.
SofoA=dof=f
Malli ei valttdméattd muutu silloin kun maailma muuttuu.

Palautetaan mieleen mallin tila-avaruus Q := hom(A, B), joka on mallin mah-
dollisten tulkintojen joukko. Tila-avaruus sisiltdd kaiken mahdollisen tiedon maa-
ilmasta mallin suhteen. Tila-avaruuden jasenet ovat mallin tulkintoja, mutta téssé
kontekstissa niitd kutsutaan mallin tiloiksi. Tila w € {2 on maailmasta tehty havain-
to mallin suhteen, silloin kun malli on ontologoisesti sitoutunut maailmaan. (kts.
madr. [)).

Maailman muutos A on maailman U endomorfismi, joka ei kuitenkaan ole iden-
titeetti. Malli on temporaalisesti sitoutunut maailmaan, silloin kun tidmé seuraa
maailmaa muutoksessa. Toisin sanotusti mallin kaksi tulkintaa w; ja we := dow; 00
ovat vuorollaan ontologisesti sitoutuneita, eli toteuttavat kommutointiehdon:

ensin  wiof=/f jasitten wyofoA=goA

Ensin w; on maailman tila mallin suhteen ja sitten ws.

Mallin muutos on tila-avaruuden “ensin ... ja sitten ...” relaatio. Tama relaatio
ja tila-avaruuden karteesisen tulon piste ovat ekvivalentteja esityksid mallin muu-
tokselle.

ensin wy ja sitten wy = (w1, ws) € N2

Temporaalinen sitoutuminen riippuu nyt téstd relaatiosta. Relaatio on tosi vain
silloin kun malli on temporaalisesti sitoutunut maailmaan.

2.2.2 Tapahtuma-avaruus ja prosessi

Maaritelma 20. Olkoon U maailma, ja (A, B;w) maailman malli, ja A maailman

muutos. Maailman tila-avaruus on Q. Tapahtuma-avaruus on Q2. Tapahtuma on
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w € Q2 Sanotaan, ettd tapahtuma w : {1,2} + Q on temporaalisesti sitoutunut
maailmaan, jos ensin w; := w(1) ja sitten wy := w(2) ovat ontologisesti sitoutuneita
tulkintoja muutoksen A suhteen.

Maailman mahdollisten tapahtumien joukko Q2 on huomattavasti suurempi
kuin mahdollisten tilojen joukko 2. Tapahtumille, tiloille, ja tulkinnoille kiytetain
samaa symbolia w. Sen pitdisi olla ilmiselvidd asiayhteydestd, ettd mitd objektia
milloinkin tarkoitetaan. Jos sekaannuksen vaara on olemassa, voidaan kiyttd muita
symboleja sekaannuksen vélttamiseksi.

Tilamuuttuja X on kuvaus tila-avaruudesta reaalilukuihin. Tapahtuma w €
Q{12 ei kuitenkaan ole sama asia kuin tila, mutta timin kuva w(i) € € on mallin
tila, jossa ¢ € {1,2}. Kuvaus tapahtuma-avaruudesta reaalilukuihin ei ole tilamuut-
tuja vaan prosessi X. Tdmé& merkitddn samalla symbolilla, mutta sen pitéisi olla
asiayhteydestd selvid, mitd symbolilla tarkoitetaan.

Misritelmi 21. Kuvaus X : QU2 — R™ on prosessi. Prosessin realisaatio on
X(w):A{1,2} — R™

Prosessi on numeerinen keino esittda maailmasta havaittu muutos tai tapahtuma.
Prosessissa on kaksi vaihetta. Ensimmaéinen vaihe X;(w) on sama kuin tilamuuttuja
maailman ensimmadisen tilan suhteen.

Xi(w) := X(wy)

Toinen vaihe on sama kuin tilamuuttuja maailman toisen tilan suhteen.
Xo(w) == X (ws)

Prosessi on temporaalisesti sitoutunut silloin kun pétee

Ensin  Xj(w) jasitten  X3(w)

2.2.3 Integroituva tilamuuttuja

Kasitellddn seuraavaksi tekstin kannalta olennaiset todenndkdisyysteorian méaaritel-
maét ja lauseet. Tekstin materiaali on periisin kirjoista: Protter ja Jacod, Probabili-
ty Essential [8]; Williams, Probability with martingales [23]; Sheldon, Introduction
to probability models [20]; Durrett, Essentials of stochastic processes [5]; Qksen-
dal, Stochastic differential equations an introduction with applications [I5]; Revuz,
Markov chains [17].

Moderni todennikdéisyysteoria perustuu mittateorialle. Seuraavat lauseet ja maa-
ritelméat voitaisiin esittd suoraan myos mittateoreettisessa kontekstissa. Todenn&kai-
syysteorian mahti piilee siiné, etta se tulkitsee abstraktit mittateorian objektit siten,
ettd ne voidaan yhdistdd maailmasta tehtyihin havaintoihin.

Maaritelma 22. Todennékoisyysavaruus on mitta-avaruus (Q,f , [P), jossa P on
todenndkoisyysmitta eli darellinen tilamitta [P(Q) =1.
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Méiritelmd 23. Olkoon X = Y7 | &;1p, yksinkertainen tilamuuttuja. Jos tilamit-
ta on ddrellinen P(E;) < oo aina kun g; # 0, tilamuuttuja on silloin integroituva.
Integraalia kutsutaan odotusarvoksi:

E[X] = zn:si[P(Ei)

Jos yksinkertainen tilamuuttuja on integroituva, sen odotusarvo on direllinen.
Viite seuraa suoraan madritelméstd. Madritelmén 23| perusteella P(E;) < oo kaikille
indekseille, joilla e; # 0. Koska yksinkertaisessa tilamuuttujassa on darellinen m&ara
termejd, odotusarvon on niin ollen myd6s darellinen.

Lause 14. Jos X ja Y owat integroituvia yksinkertaisia tilamuuttujia, siten ettd
X=> 1 alg ja Y =3, bl
sekd o, B € R, silloin odotusarvo on lineaarinen
ElaX + Y] = oE[X] + BE[g]

Todistus.

n

[E[aX + BY] = Z(Oﬁai + Bb;)P(A;)

=1

_ Zaaimi) + Zﬁbimi)
= Z a;P(A;) + B Z biP(A;)

— oE[X] + BE[Y]

0

Lause 15. Jos X = >  e;1p, on yksinkertainen ja melkein varmasti positiivinen
tilamuuttuja, silloin odotusarvo on posititvinen

E[X] >0

Todistus. Jos X = Y ey, > 0, niin & > 0 kaikilla indekseilli i € N, joten
> eP(E;) > 0 ja E[X] > 0. -

Lause 16. Olkoon X ja 'Y yksinkertaisia tilamuuttujia, siten ettd
X =>i1alg jo Y =37 bilg,
sekd X >Y. Tdlloin pdtee:
1. E[X] > E[Y]
2 E[IX + Y] < E[X]) +E[IV]
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5. [E[X]| < E[1X]]
Todistus. Kun sovelletaan lauseeseen [15] tapausta X — Y > 0, saadaan:
E[X-Y]>0
Lauseen [14] perusteella ensimmaéinen viite on tosi:
E[X] > E[Y]

Kolmio-epayhtélostd | X + Y| < |X| + |Y] ja odotusarvon monotonisuudesta
seuraa toinen vaite:

E[IX + Y1) < E[lx]) + E[JY]
Koska | X| > X, odotusarvon monotonisuudesta seuraa:
Ef|x]) > E[X]
Toisaalta | X| > — X joten
Eflx]) > —E[x]

Téastd padtelldan, ettd
—E[1x)] < E[X] < E[|X]]

joka on sama kuin véite. O

Maaritelmi 24 (Odotusarvo). Sanotaan, ettd tilamuuttuja X on integroituva, jos
on olemassa kasvava jono integroituvia yksinkertaisia tilamuuttujia (X;)2,, joka
suppenee kohti raja-arvoa X. Tilamuuttujan odotusarvo on yksinkertaisten tila-
muuttujien odotusarvojen raja-arvo:

E[X] = nli_}r&;gi[P(Ei)

Yksinkertaisten tilamuuttujien odotusarvon mééritelmé perustuu siihen, etté
odotusarvo on &airellinen. Niin ollen, jos tilamuuttuja X on integroituva mitalli-
nen kuvaus, sen odotusarvo on myos dédrellinen.

Lause 17. Jos X on integroituva tilamuuttuja ja o € R, nitn aX on myds integroi-
tuva tilamuuttuja.

Todistus. Oletetaan, ettd X on integroituva tilamuuttuja, joten mééritelmén perus-
teella on olemassa yksinkertaisista tilamuuttujista koostuva monotonisesti kasvava
jono (X,,)°,, joka suppenee kohti tilamuuttujaa X.

Olkoot a € R. Tutkitaan jonoa (aX,)2,. Yksinkertaisten tilamuuttujien inte-
graaleja koskevasta lauseesta [14] tiedetéiédn, ettd odotusarvo on lineaarinen.

ElaX] = lim a ) &P(E))
1=1

= anli_{&;@lP(Ei)
= oz[E[X] < 00

Niéin ollen aX on integroituva tilamuuttuja. O]
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Lause 18. Jos X ja Y owal integroituva tilamuuttujia, niin X +Y on integroituva
tilamuutiuja.

Todistus. Olkoot (X,,)5, ja (Y,,)o°_, sellaisia yksinkertaisista tilamuuttujista koos-
tuvia jonoja, jotka suppenevat kohti raja-arvoja X ja Y. Tutkitaan jonoa (X, +
Y,

n=1
[E[X + Y] = nh_>HC}O ;(ai + b)) P(E;) (15)
= T}Lrgo;az[P(EJ +”h—>r2°zlbl[P(El) (16)
=E[X]+E[Y] <00 (17)
Nain ollen X + Y on integroituva tilamuuttuja. [l

Lause 19. Tilamuuttuja X on integroituva, jos ja vain jos X+ ja X~ ovat integroi-
tuvia tilamuuttugia.

Todistus. Oletetaan, ettd tilamuuttuja X on integroituva. Hajotelma positiiviseen
ja negatiiviseen osaan on X = X+ — X~. Koska positiivinen ja negatiivinen osa
voidaan esittdd muodossa

X+: ‘X‘_'_X
2

P (e
2

ovat myos X ja X~ integroituvia tilamuuttujia, miké seuraa odotusarvon ominai-
suuksista (kts. lause [16)).

Oletetaan ettd X ja X~ ovat integroituva. Odotusarvo on lineaarinen operaat-
tori. Tilamuuttujan hajotelma on

X =X"-X"
joten myos X on integroituva. O
Lause 20. Integroituvan tilamuuttujan X integraalifunktio

v(E) = [E[X | E]
on tdysadditivvinen joukkofunktio

Todistus. Oletetaan ettd X on integroituva tilamuuttuja, jolloin on olemassa yksin-

kertaisista tilamuuttujista koostuva jono (X,,)> ;, joka suppenee kohti rajafunktiota
X.
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Olkoot (E;)2, C F erillinen joukkojono, siten ettd | J, E; € F. Nyt integroitu-
van tilamuuttujan maaritelmésta ja yksinkertaisten tilamuuttujien integraalifunk-
tion tdysadditiivisuudesta seuraa

V(U E)=E[X | UE,—]

=lmE[X, || JE]

2.2.4 Siirtyméioperaattori

Palautetaan mieleen Carathéodoryn lause (kts. lause [L3]). Puolirenkaaseen mééri-
tellylld taysadditiivisella joukkofunktiolla on yksiselitteinen laajennus puolirenkaan
generoimaan o-algebraan. Integroituvan tilamuuttujan integraalifunktio on tdysad-
ditiivinen joukkofunktio. Carathéodoryn lauseen perusteella tamé voidaan yksiselit-
teisesti laajentaa mitaksi o-algebraan F.

Maaritelma 25. Olkoon X : © — R” tilamuuttuja. Tilamuuttujan indusoima o-
algebra o (X)) on pienin o-algebra jonka suhteen X on mitallinen kuvaus. Olkoon Y :
) — R" toinen tilamuuttuja. Tilamuuttujan Y ehdollinen odotusarvo tilamuuttujan
X suhteen on sellainen integraalifunktio

vy = E[Y |o(X)]
jolle pétee vy (F) = v(F) kaikilla F € o(X).

Maéritelma 26. Olkoon X : Q — R" tilamuuttuja ja o(X) tdmén indusoima o-
algebra. Ehdollinen todennikéisyysmitta P(E|o(X)) tilamuuttujan X suhteen on
indikaattorin 15 ehdollinen odotusarvo

P(E|o(X)) :=E[1g|o(X)]

Ehdollinen odotusarvo on kaksipaikkainen operaattori. Borel-joukko sisdltia kaik-
ki numeroituvat joukot. Pisteen x € R™ alkukuva on méaritelméan perusteella mitalli-
nen joukko. Ehdollinen odotusarvo [P(E | X = :c) on parametrin x suhteen mitallinen
kuvaus, mutta joukon E suhteen mitta.
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Maaritelma 27. Olkoon U maailma ja (Q, F ) maailman mallin tila-avaruus. Suir-
tymdoperaattor: on kaksipaikkainen kuvaus

P:QxF R

joka on kaikkien w € ) suhteen mitta P(w,-), mutta joukkojen E € F suhteen
F-mitallinen kuvaus P(-, E).

Palautetaan mieleen tilamitta p (kts. médr. [I1)). Oletetaan, ettd tilamitta on
todennédkdisyysmitta. Téssd mielessi u(E) on todennikoisyys sille, ettd maailman
mallin tila on joukossa F € F. Tilamitta tavallaan sisdltdé kaiken tiedon maailman
tilasta mallin suhteen. Siirtym&operaattori operoi tilamittaan oikealta puolelta.

pP(E) =k, [P(,E)]

Ehdollinen todennékoisyys médrittelee siirtymaoperaattorin reaalilukujen jouk-
koon. Olkoon X : Q +— R tilamuuttujia. Oletetaan, ettd siirtyméoperaattori on
pisteen w € €2 suhteen todennikoisyysmitta. Satunnaismuuttujan X jakautuma on
[P(X _1(B)), jossa B € B on Borel-joukko. Ehdollisen todennékéisyyden suhteen
tilamuuttujan X jakautuma médrittaa siirtyméoperaattorin.

P(z,B) :==P(X '(B)| X = z)

Prosessi X on kuvaus tapausavaruudesta Q% reaalilukuihin. Prosessi koostuu
vaiheista X7 ja Xs, jotka ovat temporaalisesti sitoutuneita maailmaan (kts. maér.
. Siirtyméoperaattori esittda niitd mekanismeja, joilla mallin tila w; € 2 muut-
tuu toiseksi tilaksi wo € 2. Operaattori antaa todennakoisyyden sille, ettd malli
on seuraavaksi tilassa wo. Temporaalisen sitoutumisen periaate koskee siirtyméope-
raattoria. Jos mallin alkutilan tilamitta on g, malli on temporaalisesti sitoutunut
operaattorimielessi, silloin kun pP(E) on mallin tilamitta muutoksen jélkeen.

Misritelms 28. Prosessi X : Q7 — R" on Markovinen, silloin kun seuraavan
kokeen todenndkdisyys riippuu vain prosessin nykytilasta. Toisin sanotusti

[P<Xt+1 =z Xy =y, Xemr = Y15, Xo = 3/0) = [P(XtJrl =z|X; = Z/t)

Diskreetin Markovin prosessin siirtymétodennékoisyydet voidaan esittad siirty-
méoperaattorilla P(i, j) := P(X = j| X = i). Diskreetit siirtyméoperaattorit ovat
kaikki my0s matriisioperaattoreita. Matriisimuodossa riviavaruus on siirtyméatoden-
nékoisyydet tilasta X (wq) = ¢ tilaan X (ws) = j.

Esimerkki 7. Tarkastellaan taas maailmaa, jossa on kaksi uurnaa a; ja as. Maail-
massa on myos n mustaa kuulaa. Kuulien lukuméérd on vakio. Kummassakin uur-
nassa voi olla kuulia. Tila-avaruus (Q, F ) sisdltdd mallin kaikki mahdolliset tilat ja
tapahtuma-avaruus Q2! kaikki mahdolliset muutokset uurnien ja kuulien suhteen.
Oletetaan, ettd mikd tahansa kuula voi siirtyd uurnien vililld. Masratadn prosessi

X8 4R

sellaiseksi kuvaukseksi, jonka arvo X;(w) on uurnan a; mustien kuulien lukumé&éra
alkutilanteessa.
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Uskotaan, ettd havaintojen perusteella ollaan paadytty sellaiseen malliin, etté
jos alkutilassa uurnassa a; on X(w;) = k mustaa kuulaa, niin muutoksen jilkeen
lopputilassa on X (w2) = k + 1 mustaa kuulaa varmuudella 2% tai X (wp) = k — 1
mustaa kuulaa varmuudella % Maadritelladn siirtymaoperaattori P tila-avaruuteen
Q) siten, ettd tilamuuttujan X jakautuma siirtyméoperaattorin suhteen yhtyy luot-
tamuslukuihin "n;k ja %

n—k

n

Plkk+1) :=P(Xo(w) =k+ 1] X1(w) =k) =

Pk, k—1):

P(Xo(w) =k — 1] X1 (w) = k) S

Maaritelldan tilamitta p. Tama mitta on mallin alkutilan todenndkoisyysmitta.
Jos p(E) = 1, mallin alkutila on varmasti joukossa £ C Q. Joukko voi olla myos
yksio, koska tila-avaruus 2 on diskreetti. Siirtyméoperaattori P(-, j) operoi mittaan
1 oikealta seuraavalla tavalla:

pP(E) =Y u(i)P(i, j)

1€0Q2

Tulos pP(j) on todenndkéisyys sille, ettd muutoksen jilkeen mallin tila on j € €.
Toisin sanotusti Xo(w) = j todennékoisyydella pP(7).
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2.3 Aika

Tavoite on mairittaéd aika. Koko tekstin tarkoitus on johdattaa lukija aikateoriaan.
Toistaiseksi ei ole késitelty aikaa kuin vain johdannossa. Aika havaitaan vain maail-
masta ja liittyy olennaisesti muutokseen. Maailman ja muutoksen méaaritteleminen
oli kuitenkin valttdmatonta. Maailma O on kaikki se mitd on olemassa. Maailman
malli (A, B;w) on ne puitteet, josta maailmaa voidaan havainnoida. Muutos A on
maailman endomorfismi, joka ei ole identiteetti. Muutos liittyy olennaisesti aikaan,
mutta ei kuitenkaan ole aika itse. Muutoksesta seuraa aika, mutta ajasta ei valtta-
matta seuraa muutos.

Erilaisia aikakuvia on kaksi — suhteellinen ja absoluuttinen aika. Nama tunne-
taan myos ajan A- ja B-sarjana sekd yhdistetddn filosofisiin suuntauksiin presentis-
mi ja eternalismi [I2]. Suhteellinen aika havaitaan maailmasta suoraan ja siti mita-
taan kelloilla. Se virtaa tulevaisuudesta menneisyyteen ja on ekvivalentti muutoksen
kanssa. Absoluuttinen aika maarittad tapahtumien jarjestyksen. Absoluuttinen aika
siséltda kaiken tiedon tulevista ja menneistd tapahtumista ja on rakenteellinen osa
maailman mallia.

Tutkitaan seuraavaksi néitd kahta erilaista aikakuvaa. Molemmat maéritellaan
muutoksen kautta, mutta eri tavalla. Suhteellisen ajan méaaritelmén perusajatus on
se, ettd aika ja muutos ovat keskendin ekvivalentit. Absoluuttisen ajan perusaja-
tus on puolestaan se, ettd aika ei vilttdméattd implikoi muutosta. Suhteellinen ja
absoluuttinen aika ovat riippuvaisia siitd mallista, josta maailmaa tarkastellaan.

Muutos esiintyy mallissa tulkinnassa w € hom(A, B), joka on morfismi luokit-
teluobjektista A luokitteluobjektiin B. Maailman muutos A, ldhdén muutos ¢, ja
maalin muutos d ovat sellaisia endomorfismeja, jotka esittévit niitd mekanismeja,
joilla maailma muuttuu ja malli seuraa maailmaan muutosta. Toisin sanotusti muu-
toksessa pétee, ettd

ensin w ja sitten dowod

madrittavat ontologisesti sitoutuneen maailman mallin. Sanotaan, ettd malli on tem-
poraalisesti sitoutunut silloin kun se toteuttaa tdmén relaation. (kts. méar. [19]ja20).

Maailman mallin tulkinta on my6s mallin tila w € €2. Temporaalisesti sitoutuneen
mallin muutos esitetiéin tila-avaruuden jésenten jirjestettynd parina (wy,ws) € Q2.
Voidaan ajatella, ettd wy := dow;0d. Temporaalisen sitoutumisen periaatteen nojalla
jarjestetty pari toteuttaa relaation

ensin  w; ja sitten wo

Kahden tilan muodostama piste w := (wq,wq) on tapahtuma, jossa mallin tila muut-
tuu ensimmaisesti toiseksi. Tapahtuma on myos kuvaus w € Q2 lukuparista tila-
avaruuteen.

2.3.1 Tapahtumaketju

Tapahtumat mallintavat maailman muutosta. Malli on temporaalisesti sitoutunut
maailmaan, silloin kun se seuraa maailmaa muutoksessa. Toisin sanotusti mallissa
tapahtuma on sellainen muutos, joka todella havaitaan maailmassa.
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Tapahtumat voidaan jarjestad ketjuksi. Yhtd tapahtumaa seuraa toinen silloin,
kun néiden tilat sopivat yhteen. Olkoon w := (wy,ws) ja n := (1, 12) kaksi tapah-
tumaa. Nama muodostavat ketjun kun ws = n;. Tapahtumaketju voidaan esittda
kolmikkona (wq,ws, 72).

Misritelmi 29. Olkoon U maailma ja Q2 maailman mallin tapahtuma-avaruus.
Tapahtumaketju on tapahtumista jarjestetty jono

w = (W1, Wa, W3, « -+, Wn—1, W)

siten ettd (w;,wiy1) € Q2 kaikilla indekseilld i € {1,2,...,n — 1}. Kaikkien tapah-
tumaketjujen joukkoa QN kutsutaan tapahtuma-avaruudeksi.

Tapahtumien joukko Q{12! ja tapahtumaketjujen joukko QN ovat molemmat
tapahtuma-avaruuksia. Sen pitéisi olla selvdéd asiayhteydestd, ettd kumpaa objek-
tia tarkoitetaan. Tapahtumien joukko Q2} on tapahtumaketjujen erikoistapaus,
jossa ketjussa on vain kaksi jisentd. Tapahtuma-avaruudella tarkoitetaan tésti al-
kaen tapahtumaketjujen joukkoa QN, joka sisiltii myds tapahtumien joukon.

Maailman muutos A ei ole identiteettimorfismi mutta 14hdén muutos 0 ja maa-
lin muutos d voivat olla. Temporaalisen sitoutumisen nojalla malli seuraa maail-
man muutosta. Malli muuttuu vain silloin, kun maailman muutos koskee maailman
mallinnettavaa osaa. Tapahtuma w € Q{12! esittdd mailmasta havaittua muutos-
ta mallin suhteen. Tapahtuma voi olla niin sanotusti nolla tapahtuma, jos maailma
muuttuu mutta malli ei.

Maisritelmi 30. Tapahtuma-avaruuden tapahtuma © € Q{12 on nolla-tapahtuma,
silloin kun

o(1) = 0(2)

Maailmasta havaittu muutos on sellainen tapahtuma, joka ei ole nolla-tapahtuma.
Havaittu muutos todella muuttaa mallin tilaa yhdesté toiseksi. Nolla-tapahtuma ei
muuta mallin tilaa. Vaikka maailma muuttuisi, malli ei valttdméattd muutu. Nolla-
tapahtuma voi esiintya silloin kun muutos on mallinnuksen ulkopuolella tai sellaises-
sa osassa mallinnettavaa maailmaa, ettd mallin tarkkuus ei pysty sitd havaitsemaan.

Tapahtumaketju voi sisaltda sekd havaittuja muutoksia, ettd nolla-tapahtumia.
Tapahtuma ja muutos riippuvat toisistaan kun malli on temporaalisesti sitoutunut
maailmaan. Suhteellisessa aikakuvassa muutos ja aika ovat keskendén ekvivalentit.
Muutoksesta seuraa aika ja ajasta seuraa muutos, joten myos tapahtumasta seuraa
aika ja ajasta tapahtuma. Nolla-tapahtumassa mikddn ei muutu mallin suhteen.
Absoluuttisessa aikakuvassa aika voi olla olemassa ilman muutosta. Maailmaan malli
el valttamattd muutu vaikka maailma muuttuisikin. Nolla-tapahtumasta voi seurata
aika ja ajasta nolla-tapahtuma. Absoluuttinen ja suhteellinen aika eroavat toisistaan
sen perusteella, onko tapahtumaketjussa nolla-tapahtumia vai ei.

2.3.2 Suhteellinen ja absoluuttinen aika

Mairitelma 31. Olkoon QN maailman tapahtuma-avaruus. Aika on mitta-avaruus
(D\I,N, 7'), jonka suhteen tapahtumaketju on mitallinen kuvaus w : N — Q. Ajan-
jakso on mitallinen joukko T' € N. Ajanmitta on tiaysadditiivinen ja positiivinen
joukkofunktio 7, eli tilamitta.

40



Tapahtuma-avaruus on temporaalisesti sitoutunut maailmaan. Temporaalisen si-
toutumisen periaate takaa sen, ettd tapahtumaketjun tapahtumat ovat oikeassa jar-
jestyksessi. Tahtumaketjun alkutila voi olla miké tahansa maailman mallin tila, joka
on alkuhetkelld ontologisesti sitoutunut maailmaan. Tapahtumaketju seuraa maail-
maa siten, ettd tdméi pysyy ontologisesti sitoutuneena kaikilla parametrin ¢t € N
arvoilla.

Maééritelmi 32. Olkoon (N, N, 7) maailman mallin Aika. Tapahtuman w(t) € Q"
parametri t on suhteellinen aika, jos tapahtumaketjussa ei ole nolla-tapahtumia.
Toisin sanotusti kaikilla ¢ € N

w(t) Zw(t+1)
Parametri t on absoluuttinen aika jos se ei ole suhteellinen aika.

Suhteellinen aika on maaritelméan mukaan ekvivalentti mallin muutoksen kanssa.
Malli muuttuu jos ja vain jos suhteellinen aika muuttuu. Toisaalta absoluuttinen aika
ei ole ekvivalentti muutoksen kanssa. Maailman mallin muutos implikoi absoluutti-
sen ajan muutosta. Absoluuttinen aika voi muuttu vaikka mallin tila ei muuttuisi.
Maailman malli on temporaalisesti sitoutunut maailmaan. Aika kuitenkin havaitaan
vai maailman mallista ja on riippuvainen maailman muutoksesta. Malli ei kuiten-
kaan ole sama asia kuin maailma. Maailma itse on olemassa ja maailma voi muuttua,
mutta siind on kaikki mitd maailmasta voidaan sanoa.

Esimerkki 8. Oletaan, ettd maailman mallin tila-avaruus koostuu kahdesta tilasta.
Q= {wy, ws}
Tapahtuma-avaruus voidaan esittdi tuloavaruutena

Q{l’z} = {(wl,Uh), (Wla w?)a (w27 wl)a (w27 wQ)}

Malli on temporaalisesti sitoutunut maailmaan. Toisin sanotusti, tapahtumalle w €
()2 pitee relaatio

ensin  w; Ja sitten w;
jossa i,7 € {1,2}.

Oletetaan, ettd tapahtuman w(t) parametri ¢ on suhteellinen aika. Toisin sa-
notusti vain (wy,ws) ja (w2,w;) ovat mahdollisia tapahtumia. Tapahtumaketjussa
mallin tila muuttuu vuorotellen yhdesta tilasta toiseksi (wq,ws, wy, ws, ... ).

Olkoon X : QI'2} s R prosessi, siten etti X(w;) = 1 ja X(wy) = 2. Tille
prosessille voidaan rakentaa yksinkertainen siirtymé&operaattori

P(i,j) =P(X(w) =j| X(w) =1)

jonka arvo on nolla silloin kun ¢ = j, mutta muuten yksi. Tamén siirtymaoperaattori
matriisiesitys on:

P— [‘1) (1)] (18)
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Selvisti matriisin parilliset iteraatiot ovat identiteetti P?* = 1 ja parittomat matrii-
siitse P2+ = P. Siirtymématriisin potenssit kiyvit till3 tavalla kaikki luonnolliset
luvut lapi. Néin ollen siirtyméoperaattori pitee sellaisenaan myos tapahtumaketjun
muutoksen mallintamiseen. Malli on temporaalisesti sitoutunut maailmaan. Siirty-
mématriisin iterointiluku on mallin suhteellinen aika, joka muuttuu vain silloin kun
maailma muuttuu. Suhteellisen ajan médritelmén perusteella muutos ja aika ovat
ekvivalentit.

Oletetaan seuraavaksi, ettd tapahtuman parametri ¢t on absoluuttinen aika. Nyt
nolla-tapahtumat (wi,w;) ja (wg,ws2) ovat my6s mahdollisia. Siirtyméoperaattorin
matriisin lavistijan arvot eivit endi ole nolla.

pP.— P11 P12
P21 P22
Operaattori on riveittdin todennikdisyysmitta, joten rivisummat ovat

piitpi2=1 pa+pn=1

Oletetaan, ettd prosessin tilamitta aloitushetkelld on (1) = 1ja p(2) = 0. TAma
voidaan esittad rivivektorina (1,0). Siirtyméaoperaattori operoi tilamittaan oikealta

puolelta.
P11 P12
P = (1,0
s ( >lp21 Pzz}

Laskemalla saadaan, etta
,uP(l) = Pu MP(2) = P12

Niin ollen alkutilan w; jélkeen mallissa havaitaan tapahtuma (w;,w;) todenndkoi-
syydella pj; ja tapahtuma (w;,ws) todennékdisyydella pjo. Mielenkiintoinen seikka
on se, ettd todennikoisyydelld p;; mallin tila ei muutu, jolloin mallista ei voida myos-
kddn mitata suhteellista aikaa. Absoluuttinen aika voi muuttu vaikka suhteellinen
aika ei muuttuisi.

Onko reaaliarvoisilla potensseilla minkéanlaista tulkintavoimaa? Iterointiluku eli
suhteellinen aika ¢ on esimerkin tapauksessa diskreetti. Se saa arvonsa vain koko-
naislukujen joukosta. Reaalilukuarvot olisivat kuitenkin mukavia, joten tutkitaan
tatd kysymysta hiukan.

Muutetaan yhtalén siirtyméamatriisin potenssit reaaliarvoisiksi seuraavalla
tavalla. Lasketaan matriisin logaritmi ja sijoitetaan se eksponenttifunktioon. Ekspo-
nenttifunktiolle maaritellian reaaliarvoiset potenssit lukusarjana. Ensin selvitetdén
transitiomatriisin logaritmi. Kéytetadn eksponenttifunktiota ja tutkitaan tdmén sar-
jakehitelmaé.

exp(@P) = HP’“

k=1
.
Kun 0 = 5 niin

exp(6P) = ]lcos(g) +iP sin(g) =P
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Paatellaan tasta, ettd

i |32

In (P) = 5 BL+2P) = — lQ 3}

Prosessin jatkuva-aikainen interpolaatio voidaan esittdi eksponenttifunktion ja

siirtymamatriisin logaritmin avulla. Palautetaan mieleen, etta siirtymamatriisin po-
tenssi on mallin muutosten lukumééraa.

T
t_

P':=exp ( 1 (31 + 2P)>

= ]le%t<cos (%T)]l + ¢ P sin (%))

Jos t € R, siirtymadmatriisin komponentit ovat kompleksilukuja. Kompleksiluvut
ovat seuraus siitd, ettd yritetddn interpoloida jatkuva-arvoisella muuttujalla dis-
kreettia mallia. Tilanne on sama, kuin jos yritettéisiin korottaa negatiivinen luku
reaaliarvoiseen potenssiin.

Esimerkki 9. Olkoon Q := {wy,ws, ..., w,_1,w,} tila-avaruus. Tarkastellaan tapah-
tumaketjua (w;)32, € ON. Oletetaan, ettd [P(wj |wl) = % kaikilla 4,7 € {1,2,...,n}.
Toisin sanotusti tapahtumat ovat tasaisesti jakautuneita. Tarkastellaan suhteellista
aikaa absoluuttisen ajan nakokulmasta.

Suhteellisen ajan méiritelmén mukaan tapahtumaketjussa ei ole nolla-tapahtumia.
Jos hetkelld ¢ maailman mallin tila on w(t) = w;, niin todennékoisyy sille, etti tila
pysyy samana eli havaitaan nolla-tapahtuma on

Plw(t+1) = w; |w(t) = w;) = -

Vastaavasti todennikoisyys sille, ettd néin ei ole on edellisen komplementti, eli

Pt +1) £ | wlt) = w)) = -

n

Prosessi on Markovin prosessi, eli siirtyméatodennikdéisyydet ovat riippumattomia
absoluuttisen ajan hetkestd t. Téamaén lisdksi prosessi on bernoulli jakautunut. Néin
ollen todennéksisyys sille, ettd absoluuttisen ajan hetkelld ¢ suhteellinen aika on
noudattaa binomijakautumaa

-1
ts ~ Bin(t, n

)

Suhteellinen aika ¢, on néin ollen binomijakautunut absoluuttisen ajan suhteen.
Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta suhteellisen ajan nakokulmasta. Oletetaan,
ettd tapahtumaketjun parametrointi ¢ on suhteellinen aika. Tamé ei pysty mittaa-
maan nolla-tapahtumien méaariaa. Tilanne on nyt pidinvastainen kuin edellisessa ase-
telmassa. Mikd on absoluuttisen ajan t, arvo kun suhteellinen aika on ¢? T&ma
kysymys on tdsmailleen negatiivisen binomijakautuman méadritelmé. Paatelld, etta
absoluuttinen aika on negatiivisesti binomijakautunut suhteellisen ajan suhteen.

)

n—1

te ~ NB(t,
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Absoluuttinen ja suhteellinen aika ovat toistensa suhteen todennikoisyysjakautu-
neita. Toisin sanotusti, jos maailmaa tarkastellaan absoluuttisen ajan nidkokulmasta,
ei voida varmuudella tietds, mikd on maailman mallin suhteellinen aika. Sama toisin
pain.

Tutkitaan seuraavaksi Shoemakerin ajatuskoetta [2I]. Shoemakerin ajatuskokeen
lyhyt versio kuuluu néin:

Ajatellaan, ettd maailma voidaan jakaa lokeroihin joista kukin lokero pysahtyy
tdysin ja kokonaan tietyin véliajoin. Lokerosta voidaan havainnoida muiden
lokeroiden pysahtyneisyys, mutta ei sitd onko lokero itse pysdhtynyt vai ei.

Tallaisessa maailmassa eldvit oliot voivat tehdd maailmasta kaksi teoriaa, joista

toinen on absoluuttisen ajan teoria ja toinen suhteellisen ajan. Molemmat teoriat
selittavit maailmasta tehdyt havainnot taysin, eikd voida vakuuttavasti sanoa
yhden mallin olevan parempi kuin toinen.

Esimerkki 10 (Shoemakerin ajatuskoe). Jaetaan maailma kolmeen lokeroon a, b, c.
Lokerot jahmettyvit 3, 4, ja 5 vuoden vilein. Jihmettymisen vuotena lokerossa ei
havaita muutosta, muuta muutoin lokero voi muuttua tila-avaruuden €2, €, tai €2,
suhteen. Esitetdin maailman jahmettymiset kuvassa

Lokeroiden a, b, ja c jaksolliset jAhmettymiset

OT

Aika vuosina

Kuva 5: Shoemakerin ajatuskokeen malli, jossa jokainen lokero on omalla vaakarivil-
lddn. Punaiset suorakulmiot tarkoittavat jahmettyneitd vuosia. Jihmettymisjakson
pituus on 60 vuotta, jonka jilkeen kaava toistuu.

Olkoon X : QN xONxON +— R3 prosessi, maailman mallin tapahtuma-avaruudesta
reaalilukuihin. Parametroidaan prosessi parametrilla ¢ € R siten, ettd ¢ € [0,1) on
ensimmaéisen vuoden ajan parametri, ¢ € [1,2) on toisen vuoden, ja t € [n—1,n) n-
vuoden ajan parametri. Jos ajan parametri on absoluuttinen aika, viimeisena eli 60
vuotena prosessi ei muutu. Toisin sanotusti X;(w,, wp, w.) on vakio kun ¢ € [59,60).
Vuosi 60 sisédltdad paljon nolla-tapahtumia. Maédritelméan perusteella suhteellisen ajan
mukaan parametroitu tapahtumaketju ei voi sisaltdd nolla-tapahtumia. Néin ollen
suhteellisen ajan kuvassa 60:nnetta vuotta ei ole olemassa.
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3 Loppusanat

Tutkielmani tulos ei ehké ole se aikateoria, joka on lopullinen matemaattinen teoria
ajasta. Toivon kuitenkin, ettéd lukija saisi tdsta tekstistd sen ajatuksen, ettd mate-
maattinen ajan teoria on olemassa. Tehtdva on vain 10ytaa se.

Ryhdyin etsimédan ajan matemaattista teoriaa siitd lahtokohdasta, etta sen olisi
sovittava yhteen ajan metafysikaalisten nikemysten kanssa. Aikaa késittelevid 1dh-
deaineistoa ei 16ytynyt kirjastosta matematiikan osastolta yhtddn. Fysiikan osastol-
ta 10ysin muutaman ldhteen, mutta ne kaikki késittelivit aikaa vain yhdestd nako-
kulmasta. Einsteinin suhteellisuusteorian, termodynamiikan, ja kvanttimekaniikan
vaikutus fysikaaliseen aikakésitykseen on suuri. Yksinkertaisesti sanottuna luonnon-
tieteistd ei 10ydy melkein yhtddn ldhdettd matemaattisen ajan teorialle, joka olisi
riippumaton edelld mainituista fysikaalisista teorioista.

Taméa on ongelma siitd syysté, ettd luonnontieteissé tavallisesti oletetaan ilman
perusteluja absoluuttinen aika. Leipétekstissd néhtiin, ettd absoluuttinen aika on
vain puolet ajan todellisesta luonteesta. Lisdksi jos absoluuttinen aika on teorian
postulaatti, niin kuin se on kaikissa fysikaalisissa teorioissa, ei téllainen teoria voi
tutkia aikaa ilman kehapaatelmi.

Kavin koko yliopiston kirjaston lidpi, kun etsin aikaa kisittelevid lahdekirjalli-
suutta. Metafysiikan osasto oli ainoa kunnollinen aikaa kisitteleva kirjallisuuslédhde.
Tama filosofian alalaji sisdltad kokonaisvaltaisesti vuosisatoja kestinytta pohdintaa
siitd mitéd aika on. Ajan filosofia on pysynyt alusta saakkaa hyvin samankaltaisena.
Eri aikakausien filosofit padtyivit kaikki samoihin perusajatuksiin ajasta, maailmas-
ta, ja muutoksesta.

Tavoitteeksi muodostui formalisoida ajan metafysiikka ja rakentaa matemaatti-
nen ajan teoria. Metafysiikassa aikakésitys oli merkittavésti erilainen kuin fysiikas-
sa. Toisin sanotusti metafysiikka tunnusti myos suhteellisen ajan mahdollisuuden.
Absoluuttinen ja suhteellinen aika néyttaytyivat lopulta yhden ja saman asian eri
puolina.

Tyo ei lopu tdhédn. Tasta tutkielmasta on jitetty pois sellaiset méaritelmét, esi-
merkit, lauseet, ja muut tulokset, jotka olivat vield kirjoitushetkelld keskeneréiisié.
Esimerkiksi kysymys jatkuva-arvoisesta ajan parametroinnista jatettiin pois. Maa-
ilmaa ja muutosta koskevaa jatkotutkimusta voisi tehdd vaikka maailman mallin
osamallista, jonka méaéritelma jatettiin myos tasta tekstistd kokonaan pois.

Minulle henkilokohtaisesti tarked kysymys on kuitenkin se, ettd miten mallin
tila-avaruus upotetaan metriseen avaruuteen, ja mikd on tdméin avaruuden dimen-
sio? Aikateorian puitteissa on mahdollista méaritta tilojen vilinen etisyys, ja tahén
voidaan kdyttda aikaa. Toisin sanotusti kahden tilan vilinen etdisyys on se aikaero
(suhteellinen tai absoluuttinen) joka todennékdisesti on néilld kahdella tilalla ta-
pahtumaketjussa. Etéisyys eli metriikka tuo aikateoriaan lisié rakennetta, jota voisi
tutkia.

Tamén tekstin luomisty6 on ollut koettelemus, mutta kannustan jokaista lukijaa
pohtimaan hetken sitd kysymystéd, ettd mikd on matemaattinen ajan teoria. TAdma
se ei ehkd ole, mutta uskon sen olevan olemassa. Ajan matemaattinen teoria on
mielenkiintoinen tutkimuskohde jo itsensi tdhden, mutta sen merkittévin hyoty olisi
sen sovelluksissa.

45






Viitteet

1]
2]

131

4]

[5]

[6]
7]

18]

19]
[10]

[11]

[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

Aristoteles. Fysiikka. Gaudeamus, Helsinki, 1992.

K. Athreya ja S. Lahiri. Measure Theory and Probability Theory. Springer,
New York, 2006.

S. Axler. Measure, Integration € Real Analysis. Springer Nature, Cham, en-
simmaéinen laitos, 2020.

C. C. Chang ja H. J. Keisler. Model theory. North-Holland, Amsterdam, toinen
laitos, 1977.

R. Durrett. Essentials of stochastic processes. Springer, New York, kolmas
laitos, 1999.

P. Halmos. Measure Theory. Van Nostrand, New York, 1950.

S. Hossenfelder. Lost in math : how beauty leads physics astray. Basic Books,
New York, ensimmaéinen laitos, 2018.

J. Jacod ja P. Protter. Probability essentials. Springer, Berlin, toinen laitos,
2004.

R. Juti. Lyhyt metafysiikan historia. Gaudeamus, Helsinki, 2019.

G. W. Leibniz, T. Aho, ja et al. Filosofisia tutkielmia. Gaudeamus, Helsinki,
2011.

C. Macdonald. Varieties of things : foundations of contemporary metaphysics.
Blackwell, Oxford, 2005.

J. E. McTaggart. The unreality of time. Mind, 17(68):457-474, 1908.
S. K. Miettinen. Logiikan perusteet. Gauedeamus, Helsinki, 2002.

I. Newton ja A. Janiak. Isaac Newton : philosophical writings, ss. 59-114.
Cambridge University Press, Cambridge, toinen laitos, 2014.

B. Oksendal. Stochastic Differential Fquations An Introduction with Applica-
tions. Springer, Berlin, Heidelberg, viides laitos, 1998.

S. Pihlstrom, A. Siitoinen, ja R. Vilkko. Aika. Gaudeamus, Helsinki, 2000.

D. Revuz. Markov chains, osa 11. North-Holland publishing company, Amster-
dam, 1975.

B. Russel. The analysis of matter. Routledge, London, 1992.

B. Russel. A critical exposition of the philosophy of Leibniz : with an appendix
of leading passages. Routledge, London, 1992.

47



[20] M. R. Sheldon. Introduction to probability models. Academic press, New York,
10. laitos, 2010.

[21] S. Shoemaker. Time without change. The Journal of Philosophy, 66(12):363—
381, 1969.

[22] H. Simmons. An introduction to category theory. Cambridge University Press,
Cambridge, 2011.

[23] D. Williams. Probability with martingales. Cambridge university press, Cam-
bridge, ensimmadinen laitos, 1991.

[24] L. Wittgenstein. Tractatus logico-philosophicus. Kegan Paul, Trench, Trubner
and CO., LTD., 1922.

48



	Johdanto
	Aikateoria
	Maailma
	Malli
	Logiikka
	Tila-avaruus
	Tilamuuttuja
	Tilamitta

	Muutos
	Maailma ja malli
	Tapahtuma-avaruus ja prosessi
	Integroituva tilamuuttuja
	Siirtymäoperaattori

	Aika
	Tapahtumaketju
	Suhteellinen ja absoluuttinen aika


	Loppusanat
	Kirjallisuusluettelo

