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Tassé tutkielmassa kisitellddn Box—Cox-muunnosta. Box—Cox-muunnoksen tavoit-
teena on l10ytad sopiva muunnos tilastollisen mallin vastemuuttujalle potenssimuun-
nosten perheesté, jotta malliin liitetyt oletukset toteutuisivat paremmin. Box—Cox-
muunnosta hyodynnetaén erityisesti virhetermien heteroskedastisuuden vahentami-
seen, normaalisuusoletuksen parantamiseen seké vastemuuttujan ja selittdvien muut-
tujien vélisen suhteen linearisoimiseen.

Tutkielman alussa esitelliin Box—Cox-muunnoksen matemaattinen kehikko ja esi-
telladn sen sovelluskohteita. Taman jalkeen kasitelladn erikoistapauksena lineaaris-
ta regressiomallia ja Box—Cox-muunnoksen hyodyntamisté lineaarisen regressiomal-
lin yhteydessa. Lisdksi muunnoksen toimivuutta lineaarisessa regressiomallissa ha-
vainnollistetaan aineistoesimerkkien avulla. Tutkielman lopuksi esitellidn muuta-
mia Box—Cox-muunnoksen pohjalta kehitettyja laajennuksia, jotka monipuolistavat
muunnoksen kayttémahdollisuuksia.
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1 Johdanto

Usein lineaarisiin malleihin liitet&dén oletus mallin lineaarisesta rakenteesta, virheter-
mien normaalisuudesta sekd virhetermien homoskedastisuudesta. Néiden oletusten
pohjalta Box ja Cox esittelivit tutkimusartikkelissaan An Analysis of Transforma-
tions 2] (1964) Box—Cox-muunnoksen, jonka tavoitteena on l6ytaé sopiva potenssi-
muunnos mallin vastemuuttujalle, mikéli edelld mainitut oletukset eivét alkuperai-
sen aineiston pohjalta rakennetussa mallissa toteudu. Box—Cox-muunnosta voidaan
hyodyntéia laaja-alaisesti erilaisissa tilastollisissa malleissa, kuten aikasarjamalleissa,
yleistetyissé lineaarisissa malleissa tai lineaarisissa sekamalleissa. Lisdksi muunnosta
voidaan hyodyntéda selittdavien muuttujien muuntamiseen.

Taméan tutkielman tavoitteena on ensin yleisesti perehtyd Box—Cox-muunnokseen.
Menetelmén yleisin sovelluskohde on usein kuitenkin lineaarinen regressiomalli, jon-
ka vuoksi tutkielmassa tarkastellaan tarkemmin lineaarisen regressiomallin mate-
maattista rakennetta sekd parametrien estimointia suurimman uskottavuuden me-
netelmalld. Tamén jélkeen kdydaédn ldpi, miten Box—Cox-muunnosta voidaan hyo-
dyntéa lineaarisen regressiomallin yhteydessa ja havainnollistetaan taté kahdella ai-
neistoesimerkilla.

Box—Cox-muunnoksella on kuitenkin rajoitteensa, koska menetelmé on alun perin
madritelty vain positiivisille vastemuuttujan arvoille. Box—Cox-muunnoksen pohjal-
ta on taten kehitetty lukuisia erilaisia laajennuksia, joissa mahdollistetaan esimerkik-
si muunnosten tekeminen negatiivisille vastemuuttujan arvoille tai selittdvien muut-
tujien ja vastemuuttujan yhtdaikainen muuntaminen. Muunnoksen eri laajennuksiin
tutustutaan lyhyesti tutkielman viimeisessa kappaleessa.

Tyon keskeisend ldhteend on kiytetty Neterin ym. teosta Applied Linear Statistical
Models [6] (1996), jota hyodynnetddn etenkin Box—Cox-muunnoksen ja lineaarisen
regressiomallin méarittelyssa tyon alkuvaiheessa. Tamén lisdksi tyon téarkeimpiin
lahteisiin kuuluvat Sheatherin teos A Modern Approach to Regression with R [§]
(2009), jota hyddynnetddn parametrien estimoinnissa luvussa |3|sekd Davisonin teos
Statistical Models [4] (2003), jota seurataan etenkin parametrien estimoinnissa lu-
vussa [l



2 Box—Cox-muunnos

Box—Cox-muunnoksen tavoitteena on 16ytaa sopiva muunnos tilastollisen mallin vas-
temuuttujalle potenssimuunnosten perheestd (engl. the family of power transforma-
tions), jotta kyseiseen malliin liitetyt oletukset toteutuvat paremmin. Box—Cox-
muunnosta hyodynnetdadn etenkin malleissa, joiden oletuksena on vastemuuttujan
odotusarvon rakenteen yksinkertaisuus, virhetermien normaalisuus sekd virheter-
mien homoskedastisuus. Vastemuuttujan odotusarvon rakenteen yksinkertaisuus voi
tarkoittaa esimerkiksi sita, ettd vastemuuttujan odotusarvo esitetidén lineaarisena se-
littdvien muuttujien funktiona tai muuna vastaavana riittavan yksinkertaisena funk-
tiona. Tamén luvun paaasiallisina lahteind on hyodynnetty alkuperaistd Boxin ja
Coxin artikkelia [2] seké kirjan [0] lukuja 3.8 ja 3.9.

Tarkastellaan seuraavaksi aineistoa, joka siséltda yhteensa n havaintoyksikkoa. Mer-
kitddn havaintoyksikoitéd indeksilla ¢ = 1,. .., n ja satunnaismuuttujien Y; realisoitu-
neita arvoja eli vastemuuttujan arvoja merkinnéalla y;. Maaritellddn potenssimuun-
nosten perheen muunnokset ndiden merkintojen avulla seuraavasti:

yr =y} (1)

jossa y; > 0, A on reaalinen parametri, joka maéritellaan aineiston perusteella ja ¥
on muunnetun vastemuuttujan arvo havaintoyksikolle 7. Perheeseen kuuluvia muun-
noksia ovat esimerkiksi:

A=2 v =
A=0.5 (

5

A=0 yr =log(y;) (sopimuksen mukaisesti)
1
A=-05 yr =
Vi
1
A=-1.0 yr = —
Yi

Box—Cox-muunnoksen etuna on, ettd se muodostaa jatkuvan muunnosperheen, jo-
ka sisdltaa useita yleisesti kiytettyja muunnoksia erityistapauksinaan. Téllaisia ovat
esimerkiksi logaritmi-, juuri- ja kddnteislukumuunnokset. Box—Cox-muunnos méari-
telladn positiivisille vastemuuttujan y; arvoille seuraavasti:

A
N _ Y \ ! ()‘ # 0)7 (2)

Yi
log(y:) (A=0)

jossa y; > 0. Box—Cox-muunnosta on suositeltavampaa kayttaa teoreettisen tar-
kastelun kannalta kuin tavallista potenssimuunnosten maégritelméa , koska muun-
nos on jatkuva kohdassa A = 0. Tama voidaan todeta tarkastelemalla muunnoksen
raja-arvoa, kun parametri A lahestyy nollaa:

oy eNog(yi) _ o0 o eMos(yi) _ p0log(y:)
lim = lim = lim
A—0 A=0 A0 A=0

- D [eAlog(yz)] = 60~1og(yi) . log(yl) = 10g<yz)



Lisaksi esimerkiksi lineaaristen mallien tapauksessa ykkoselld vahentamisella ja para-
metrilla A jakamisella ei ole merkittavaa vaikutusta mallin tulkintaan, jolloin muun-
nokset [1] ja [2] ovat kiytinnossi ekvivalentit|3, s. 84]. Box—Cox-muunnos siilyttii
my0s vastamuuttujan ja selittdvan muuttujan vélisen suhteen suunnan kaikilla pa-
rametrin A arvoilla, mikd helpottaa lineaarisissa malleissa parametrien tulkintaa.
Tamaé tarkoittaa, ettd Box—Cox-muunnos on kasvava funktio kaikilla parametrin A
arvoilla, kun taas tavallisessa potenssimuunnosten maéritelmassd muunnos on vé-
henevd muuttujan y suhteen, kun A < 0. [12], s. 151|

Box—Cox-muunnoksen hyodyntdminen ei kuitenkaan rajoitu lineaarisen regressio-
mallin tapaukseen. Muunnos keskittyy etenkin mallin virhetermien homoskedasti-
suuden ja normaalisuuden parantamiseen eiké niinkéén itse mallin rakenteeseen. Ta-
méan vuoksi Box—Cox-muunnosta voidaan hyodyntdd myds muiden mallien, kuten
aikasarjamallien, epélineaaristen mallien, sekamallien tai yleistettyjen lineaaristen
mallien kontekstissa esimerkiksi virhetermien homoskedastisuuden ja normaalisuu-
den parantamiseen. Kirjallisuudessa Box—Cox-muunnos usein kuitenkin esitetéan li-
neaarisen regressiomallin yhteydessé, minka vuoksi luvuissa |3] ja 4| keskitytaan Box—
Cox-muunnoksen hyodyntdmiseen lineaarisen regressiomallin tapauksessa.

3 Lineaarinen regressiomalli

Lineaarinen regressiomalli on laaja-alaisesti kiiytetty tilastotieteen menetelmé, jota
hyodynnetddn monilla eri tilastotieteen sovellusaloilla, kuten biologiassa, sosiaali-
tieteissd ja taloustieteessé. Lineaarisen regressiomallin avulla pyritdan vastaamaan
ongelmiin, joissa selvitetddn kahden tai useamman muuttujan valisia riippuvuuksia.
Mallin selittavat muuttujat voivat olla jatkuvia tai luokka-asteikollisia sekd néiden
yhdysvaikutuksia. Vastemuuttuja puolestaan on lahtokohtaisesti jatkuva numeeri-
nen muuttuja. Madritelladn seuraavaksi lineaarinen regressiomalli, mité oletuksia
sithen liittyy sekd miten mallin parametreja voidaan estimoida. Luvun pa&asialli-
sina lihteind on hyddynnetty kirjan [6] lukua 6. Lisiksi alaluvuissa [3.2] ja on
hyodynnetty kirjaa [8, s. 21, 90-91].

3.1 Lineaarisen regressiomallin maarittely

Tarkastellaan edelleen aineistoa, joka koostuu satunnaismuuttujien Y; realisoituneis-
ta arvoista y; seka selittdvien muuttujien havaituista arvoista x;9,. .., z;,. Aineis-
tossa on siis yhteensd n havaintoyksikkoa ja p + 1 selittdvad muuttujaa. Lineaari-
nen regressiomalli kertoo, miten satunnaismuuttujan Y; jakauma riippuu selittavien
muuttujien arvoista ja se maaritellidan havaintoyksikolle ¢ seuraavasti:

Yi = Bo+ Bizin + Bawig + -+ Bprip + i = B + &
jossa ¢ = 1,...,n on havaintoyksikon indeksi ja lisdksi:

e Jo,..., B, ovat mallin kiinteitd, mutta tuntemattomia parametreja, joiden ar-
voja yritetddn estimoida. Parametri $; on mallin vakiotermi, jota vastaava
selittava muuttuja saa arvon yksi kaikilla havaintoyksikailla.



® Z;0,...,%;;, ovat mallin selittdvien muuttujien arvoja havaintoyksikolle ¢, joi-
den oletetaan olevan tunnettuja kiinteitd vakioita. Vakiotermia vastaavaa se-
littajaa x; o = 1 kutsutaan vakioselittajaksi.

e £; on havaintoyksikon ¢ virhetermi. Se kuvaa mallin satunnaisosaa eli vaste-
muuttujan havaitun arvon ja mallin ennustaman arvon erotusta.

. Vastemuuttujan odotusarvon ja mallin selittdvien muuttujien suhde on muotoa
EY] = Bo + Brziy + -+ + BpTip.

Huomionarvoista on, ettd mallin lineaarisuus liittyy nimenomaan vastemuuttujan
ja parametrien J3; véliseen riippuvuuteen, jolloin esimerkiksi selittdvien muuttujien
korottaminen potenssiin mallin linearisoimiseksi on mahdollista. Lineaarinen regres-
siomallin voidaan lisdksi esittdd matriisimuodossa seuraavasti:

Y=XB+¢

jossa Y on (n x 1) vektori, joka koostuu satunnaismuuttujista ¥;, X on (n x (p+1))
matriisi, joka koostuu selittdvien muuttujien havaituista arvoista seké vakioselitté-
jastd, B on ((p+ 1) x 1) vektori, joka koostuu mallin parametreista, ja € on (n x 1)
vektori, joka koostuu mallin virhetermeista. Esimerkiksi yhden selittdvian muuttujan
lineaarinen regressiomalli voidaan matriisimuodossa kirjoittaa seuraavasti:

Yi 1 = &1
AN TONE
: : 61 :

eli lyhyesti

Y = 501n+51w+€-

3.2 Lineaarisen regressiomallin oletukset

Lineaariseen regressiomalliin liittyy tiettyjé oletuksia, joiden taytyy toteutua, jotta
mallista tehtyja padtelmia voidaan pitdéd luotettavina. Tamén vuoksi oletusten to-
teutumista on syyta tarkastella aina uuden mallin muodostamisen jilkeen. Kaydaan
nama oletukset seuraavaksi tarkemmin lapi:

1) Lineaarisuus: Vastemuuttujan odotusarvon ja selittdvien muuttujien vélinen suh-
de on muotoa E[Y;] = fo + f1xiq1 + -+ + BpXip.

2) Homoskedastisuus: Mallin virhetermeilld &; oletetaan olevan vakio varianssi o2
riippumatta havaintoyksikosta. Téastd seuraa, ettd myos mallin vastemuuttujilla Y;

on sama varianssi 2.

3) Normaalisuus: Mallin virhetermit ¢; noudattavat normaalijakaumaa, jonka odo-
tusarvo on nolla ja varianssi o2, Yhtépitivisti Y; ~ N(x.3, 0?).



4) Riippumattomuus: Mallin virhetermit ¢; ja yhtapitdvisti mallin vastemuuttujat
Y; ovat toisistaan riippumattomia.

Néiden oletusten lisdksi mallin selittdvien muuttujien valilla ei sallita taydellisia
lineaarisia yhteyksia [0, s. 285-290|. Toisin sanoen selittdvien muuttujien matriisin
X sarakkeiden tulee olla lineaarisesti riippumattomia eli matriisin tdysiasteinen.

3.3 Mallin parametrien SU-estimaatit

Mallin parametrit taytyy estimoida, jotta loydetdén aineistoon parhaiten sopiva mal-
li. Lahestytaén ongelmaa suurimman uskottavuuden estimoinnin eli SU-estimoinnin
avulla. Koska vastemuuttujat oletetaan riippumattomiksi ja vastemuuttujan jakau-
ma normaaliseksi, yhteistiheysfunktioksi saadaan

- (yi — =;B)?
v (Y18, o 11 eXP (—T)

r\" 1 & .
= (U 27r) exp <_r‘_2;(yi_wi/8)2>'

Uskottavuusfunktio saadaan suoraan yhteistiheysfunktiosta, kun aineisto ajatellaan
kiintedna ja mallin parametrit puolestaan muuttujina:

L(B, o*ly) = (U#m)"exp (—% Z@/ - w;ﬂ>2> .

Muutetaan funktio vield logaritmiseksi uskottavuusfunktioksi tarkastelun helpotta-
miseksi. Liséksi uskottavuusfunktiosta voidaan jakaa pois ne termit, jotka eivét riipu
mallin parametreista eli joilla ei ole vaikutusta parametrien estimointiin. Merkitaan
nédiden termien pois jattamistd jatkossa merkinnalld oc. Logaritminen uskottavuus-
funktio saa nyt muodon:

l08L(8, 0%]y) = ~ 5log(2m) — Slog(e?) — 5 5 RSS(H)

Mog(o?) — -
x 2log(a) 202RSS(B)

jossa

n

RSS(B) = ) _(yi — xiB)* = (Y - XB)(Y — XP)

i=1
on jadnnosneliosummafunktio (engl. the residual sum of squares). Uskottavuusfunk-
tio maksimoituu parametrin 3 suhteen, kun jadnnosneliGsummafunktio saa pienim-
méan arvonsa. Kyseinen piste on parametrin 8 SU-estimaatti. Suurimman uskotta-
vuuden estimaatti 16ydetaén derivoimalla jadnnosneliGsummafunktio parametrin 3
suhteen ja asettamalla derivaatta nollaksi. Suurimman uskottavuuden estimaatiksi
saadaan talloin

n -1 5
B=(X'X)"'X'y = (Z iUﬂi) szyz
=1

i=1



Néhdéan, ettd kyseinen estimaatti yhtyy parametrin 3 pienimmdn neliosumman
estimaattien. Talloin silld on myos samat hyoddylliset ominaisuudet. Estimaattori
B on harhaton ja tarkentuva seké silla on kaikista harhattomista estimaattoreista
pienin varianssi [6, s. 35, 227].

Korvaamalla logaritmisesta uskottavuusfunktiosta parametrit 8; niiden SU-estimaa-
teilla Bj, saadaan parametrin o2 logaritminen profiiliuskottavuusfunktio. Derivoi-
malla logaritminen profiiliuskottavuusfunktio parametrin o2 suhteen ja asettamalla
derivaatta nollaksi saadaan myds parametrille 02 suurimman uskottavuuden esti-
maatti:

7= Lrss(a) = L3 (- aipy
n Lo

n <
=1

Tésta estimaattorista saadaan harhaton versio korvaamalla luku n luvulla n —p—1
I8, s. 20].

4 Box—Cox-muunnos lineaarisen regressiomallin yh-
teydessa

4.1 Mallin parametrien estimointi

Jos lineaarisen regressiomallin oletukset eivéit toteudu, voidaan harkita muunnosten
tekemistd mallin vastemuuttujalle tai selittdville muuttujille. Oikeanlaisen muun-
noksen tunnistaminen voi kuitenkin olla hankalaa, mihin Box—Cox-muunnos tar-
joaa keinon sopivan potenssimuunnoksen loytamiseksi. Kéydaan seuraavaksi lapi,
miten Box-Cox-muunnosta voidaan hyodyntda lineaarisen regressiomallin tapauk-
sessa ja miten mallin parametrit talloin estimoidaan. Taméa luku perustuu kirjaan
[4, s. 389-390].

Oletetaan nyt, ettd lineaarisen regressiomallin vastemuuttujille Y; tehdédén kaavan
mukainen muunnos. Télloin lineaarinen regressiomalli saa muodon

YN =Xg+e.
Oletetaan liséksi, ettéd talloin muunnetuille satunnaismuuttujille pétee
Y~ N(@iB.0%).

Tavoitteena seuraavaksi on muodostaa parametrille A profiiliuskottavuusfunktio ja
sen avulla 16ytaa parametrille A SU-estimaatti. Alkuperdisten satunnaismuuttujien
Y; tiheysfunktiot voidaan ratkaista tiheysfunktioiden muunnoskaavan avulla seuraa-
vasti:

\) 7 2)\2
_ () _ oy dy 1 (yi — ziB) Al
Fily) = o) - 1 = fro (™) - T (——202 Y



jossa |J| on Jacobin determinantti Box—Cox-muunnokselle. Satunnaisvektorin Y =
(Y1,...,Y,) yhteystiheysfunktio voidaan nyt johtaa satunnaismuuttujien Y; tiheys-
funktioiden tulona, kun satunnaismuuttujat oletetaan riippumattomiksi:

Y o (LS ) T
f(y‘/BﬂTZ?)‘)_ <O’\/%) eXp( 20.2 Z(yz ww@)2> Eyz/\ 1'

i=1

Tamé voidaan vastaavasti muuttaa uskottavuusfunktioksi ja edelleen logaritmiseksi
uskottavuusfunktioksi:

logL(B, 0%, Ay) = logL(B,0°,\)
1 n n

n 2 () 2
o —Elog(a ) — 252 S WY =B+ (A= Dlog(y).
i=1 i=1
Profiiliuskottavuusfunktion ideana on maksimoida uskottavuusfunktio “kiusapara-
metrien” suhteen jokaisella kiinnostavan parametrin A arvolla. Témén vuoksi muo-
dostetaan ensin logaritmisen uskottavuusfunktion avulla parametreille 3 ja o SU-
estimaatit parametrin A\ funktiona. Merkitdén saatuja SU-estimaatteja

5 1 R 1 < s\ 2
— (X'X)' X'y 6= RSB =Y (s - lB))
B = ( ) Yy = (Bxr) - ; Y; B
jossa RSS (B/\) on muunnoksen y® jaannosnelisummafunktio. Parametrin A loga-
ritminen profiiliuskottavuusfunktio saadaan nyt korvaamalla edellisestd logaritmi-
sesta uskottavuusfunktiosta parametrit 3 ja o2 ndiden SU-estimaateilla 3, ja 63:

logLp(\) = logL(B,, 5%, \ly)

n,o. 1 O 3 \? -
o —§log(02) ~ 557 g (ylw - CEQ,@A> +(A-1) E log(y;)
A =1 =1

n

o —3loa(e) + (4= 1) 3 logw)

Etsimalld se parametrin A arvo, jossa logaritminen profiiliuskottavuusfunktio saa
suurimman arvonsa, loydetdan parametrille A SU-estimaatti.

On myo6s huomioitavaa, ettd Box—Cox-muunnosta voidaan hyodyntaé vastemuuttu-
jan lisdksi myos selittaville muuttujille. Jos esimerkiksi lineaarisen regressiomallin
lineaarisuusoletus ei toteudu, mutta mallin virhetermit ovat normaalijakautuneita ja
homoskedastisia, muunnosten tekeminen yhdelle tai useammalle selittavélle muuttu-
jalle on suositeltavaa, koska vastemuuttujan muuntaminen voi johtaa virhetermien
jakauman epanormaalisuuteen tai varianssin heteroskedastisuuteen. Jos puolestaan
lineaarisuusoletus toteutuu, mutta mallin virhetermit eivat ole normaalijakautunei-
ta ja niiden varianssi ei ole homoskedastinen, tarvitaan lahtokohtaisesti muunnosta
vastemuuttujalle, jotta mallin kaikki oletukset toteutuisivat. Tapauksissa, joissa se-
ké normaalisuus- ja homoskedastisuusoletusten lisdksi mallin lineaarisuusoletus ei
toteudu, saattaa vastemuuttujan muuntaminen auttaa linearisoimaan mallia. Lisak-
si selittdvien muuttujien ja vastemuuttujan yhtadaikainen muuntaminen voi auttaa
mallin linearisoimisessa tai lineaarisuuden yllapitdmisessi. [0, s. 124-126]
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4.2 Box—Cox-muunnoksen geometrinen versio

Box ja Cox esittelivit tutkimusartikkelissaan muunnoksesta my6s muokatun version,
jossa muunnetut arvot kerrotaan vastemuuttujan y geometrisella keskiarvolla, joka
korotetaan potenssiin 1 — A. Maéritelladn Box—Cox-muunnoksen geometrinen versio
seuraavasti:

N _ ™ o)A — gm(y)' - (v —1)/A (A #0),
R {gm(y) log(y) (A=0)

jossa gm(y) = ([[i, yi)l/ " on vastemuuttujan y geometrinen keskiarvo. Geomet-

risella keskiarvolla kertominen varmistaa sen, ettd muunnoksen yl(: ) yksikot ovat
samat kaikilla parametrin A\ arvoilla. Téstéd seuraa, ettd jadnnosneliosummien suu-
ruusluokka ei riipu parametrin A arvosta. Tama tekee jadnnosneliGsummien vertai-
lusta helpompaa eri parametrin A arvoilla. Voidaan liséksi osoittaa, ettd Jacobin
determinantti muunnokselle yp) saa arvon yksi kaikilla muuttujan A\ arvoilla [12]
s. 153, s. 289]. Tallin logaritminen uskottavuusfunktio muunnokselle yff\) saadaan
yksinkertaisempaan muotoon:

logL(B, 0%, Ny) = logL(B,0°,\)

n 2 1 ) /' 2)\2
x ——=log(c”) — — o —ax3)°.
5108(%) 557 201~
Taman avulla voidaan jalleen muodostaa kiinnostuksen kohteena olevalle paramet-
rille A profiiliuskottavuusfunktio. Logaritminen uskottavuusfunktio maksimoidaan
ensin parametrien 3 ja o2 suhteen jokaisella parametrin A arvolla, miki vastaa pa-
rametrien 3 ja o2 SU-estimaatteja, kun \ olisi jokin tunnettu vakio. Saadut SU-

estimaatit ovat taten
R 1 R 1 <& X\ 2
X X =1 X, (V) 52 _ 2 — N _
Br = (X'X)' XYY 6% = ~RSS(Br) =~ 2‘_1: (v — @By

missa RSS(BA*) on geometrisen Box—-Cox-muunnoksen jadnnosneliGsummafunktio.
Kun kyseiset SU-estimaatit sijoitetaan edelliseen logaritmiseen uskottavuusfunk-
tioon, parametrin \ logaritmiseksi profiiliuskottavuusfunktioksi saadaan

n n N 1 — A\ 2
logLp(\) = —§log(27r) - EIOg(U?\Q T 952 Z (Z/Z(:\) - w;ﬁ,\*>
A =1

o —Slog(63.).

Etsimélld tdmén funktion maksimikohta 16ydetéén edelleen parametrille A SU-esti-
maatti \.

4.3 Luottamusvilin muodostaminen parametrille \

Muodostetaan seuraavaksi parametrille A approksimatiivinen luottamusvéli luotta-
mustasolla 1 — « perustuen kirjaan [4, s. 126] seké tilastollisen paéttelyn kurssien
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luentomonisteeseen [7]. Luottamusvilin muodostaminen perustuu uskottavuusosa-
maaraan otossuureeseen

~

W(A) = =2r(Ay) = —2[logLp(A) — logLp(A)]

jossa 7(A;y) on normitettu logaritminen profiiliuskottavuusfunktio parametrille A.
Jos tilastollinen malli toteuttaa oletukset SU-estimaattorin asymptoottisesta nor-
maaliudesta, patee

W) 22

kun n — oo. Tamaé tarkoittaa, ettd uskottavuusosaméaérian otossuure suppenee ja-
kaumaltaan kohti khiin nelion jakaumaa yhdelld vapausasteella, kun n kasvaa rajat-
ta. Kéytdnnossa suurilla n arvoilla W () likimain noudattaa y3-jakaumaa. Tdmén
perusteella parametrille A voidaan muodostaa nyt approksimatiivinen luottamusvali
luottamustasolla 1 — a:

A 1
logLp(A) —logLp(X) < Sxi(a)

jossa x3(a) on x?-jakauman a-ylikvantiili eli piste, jonka oikealle puolella on osuus «
todenndkoisyysmassasta. Tamé tarkoittaa, ettd parametrin A arvoja, joille W () <
X3(a) voidaan pitdd uskottavina luottamustasolla 1 — a. Jos luottamustasoksi on
valittu esimerkiksi 95 % eli @ = 0.05, niin x%(0.05) = 3.84.

Parametrin A arvo valitaan usein luottamusvélin sisdltd SU-estimaatin arvon la-
helta, koska nama arvot tekevit mallista usein helpommin tulkittavan kuin tietty
SU-estimaatin arvo. Téall6in SU-estimaatin arvon 16ytéminen ei ole vélttamatta tar-
peellista. Esimerkiksi arvon A = 0 kiyttaminen SU-estimaatin A=0.13 sijasta voi
olla helpommin ymmaérrettavissa ilman, ettd muunnoksen tehokkuus kérsii. Jos pa-
rametrin A SU-estimaatti on puolestaan lahelld lukua 1, muunnoksen tekeminen vas-
temuuttujalle voi olla kokonaan tarpeetonta. Sopivan parametrin A arvon l6ytami-
seksi kannattaa kuitenkin tutkia parametrin A uskottavuusfunktion kiyttéytymistéa.
[6, s. 133-134]

4.4 Esimerkkeji muunnoksen soveltamisesta aineistoon

Kaydaédn seuraavaksi lépi kaksi esimerkkié, joissa aineistoon sovitetaan lineaarinen
regressiomalli ja Box—Cox-muunnosta hyodynnetdén virhetermien heteroskedasti-
suuden vahentamiseen sekéd normaalisuusoletuksen parantamiseen. Ensimmaéisen esi-
merkin aineisto on yhdistetty Tilastokeskuksen tuottamasta aineistosta ”"Asunto-
kuntien tulot ja tulojen rakenne alueittain, 1995-2024” [9] sekdi Maanmittauslai-
toksen tuottamasta aineistosta ”Asuinpientalokiinteistot haja-asutusalueella / ra-
kentamattomat kohteet” [5]. Tilastokeskuksen aineisto siséltad tiedot Suomen kun-
tien asuntovieston méadrasta sekd keskiméaariisistd bruttotuloista asuntokunnittain
vuonna 2024. Maanmittauslaitoksen aineisto sisaltda puolestaan tiedot Suomen kun-
tien haja-asutusalueiden rakentamattomien pientalokiinteistojen kiinteistokauppo-
jen keskimaaraisista nelichinnoista seké kiinteistojen keskimaéraisista nelididen lu-
kuméiristd vuonna 2024. Yhdistetyn aineiston havaintoyksikk6ind ovat ne Suomen



kunnat, joissa haja-asutusalueiden rakentamattomien pientalokiinteistojen kiinteis-
tokauppojen lukumaéaéra oli vahintaan kolme vuonna 2024. N&itd kuntia on yhteensa
175 kappaletta.

Sovitetaan ensin yhdistettyyn aineistoon tavallinen lineaarinen regressiomalli, jonka
vastemuuttujana on kiinteistokauppojen keskiméériinen neliohinta (€/m?) ja selit-
tdvind muuttujina ovat kiinteistojen keskimédrinen pinta-ala neliometreiné, asun-
tovaeston lukuméiré sekd keskimédriset bruttotulot asuntokunnittain. Lineaarinen
regressiomalli saa télléin muodon

hintakeskiarvo = By + fipinta-ala_ka + fPrasuntovaesto + fBsbruttotulot + &

ja lisiksi Rin funktioiden 1m() ja summary() avulla saadaan mallin parametreille
seuraavat SU-estimaatit seké testitulokset:

Call:
Im(formula = hintakeskiarvo ~ pinta_ala_ka + asuntovaesto +
bruttotulot, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-17.797 -2.405 0.085 1.786 35.615

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -1.707e+01 .081e+00 -5.542 1.11e-07 *x*x*
pinta_ala_ka -4.830e-04 .969e-04 -2.453 0.0152 =
asuntovaesto 8.420e-05 .261e-06 9.092 2.40e-16 **x*
bruttotulot 3.918e-04 .526e-05 8.655 3.52e-15 *%*x

Signif. codes: O ’x*x*x*x’ 0.001 ’*xx’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1 > ’ 1

S O -, W

Residual standard error: 5.42 on 171 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5155, Adjusted R-squared: 0.507
F-statistic: 60.66 on 3 and 171 DF, p-value: < 2.2e-16

Tuloksista ndhdééan, ettd mallin korjattu selitysaste saa arvon 0.507. Lisaksi kaikki
selittaviat muuttujat ovat yksittdisten muuttujien t-testien perusteella tilastollisesti
merkitsevid luottamustasolla 0.05 ja F-yleistestin p-arvo on merkitseva, mika viit-
taa siihen, ettd kokonaisuutena selittavilla muuttujilla on tilastollisesti merkittéava
yhteys mallin vastemuuttujaan.
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Residuals

J|Standardized residuals|

30

20

Kuvan (1| perusteella kuitenkin huomataan, etta lineaarisen regressiomallin oletukset
eiviat kunnolla toteudu, jolloin mallin tuloksia ei voida pitdd téysin luotettavina.
Mallin residuaalien varianssi kasvaa voimakkaasti sovitteen arvon kasvaessa. Liséksi
residuaalien jakauma on voimakkaasti oikealle vino.

Residuals vs Fitted

40
Fitted values

Scale-Location

40

Fitted values

Standardized residuals

Frequency

20 30

10

-10

80

60

40

20

Normal Q-Q Plot

Theoretical Quantiles

Histogram of residuals

| =

T | |
20 30 40

——

T
10

Residuals

Kuva 1: Alkuperiisen mallin diagnostiikkapiirrokset.
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Oletetaan seuraavaksi, ettd mallin vastemuuttujalle tehdain kaavan mukainen
Box-Cox-muunnos ja aineistoon sovitetaan uusi lineaarinen regressiomalli:

hintakeskiarvo® = By + Pipinta-ala_ka + fsasuntovaesto + fSsbruttotulot + €.

Parametrin A\ estimointiin voidaan hyodyntéda R:n MASS-paketista 16ytyvaa funktiota
boxcox (), joka laskee ja piirtdd logaritmisen profiiliuskottavuusfunktion seké esittéaa
approksimatiivisen 95 % luottamusvilin Box—Cox-muunnoksen parametrille A:

bc <- boxcox(
lm(hintakeskiarvo ~ pinta_ala_ka + asuntovaesto +
bruttotulot, data = data),
lambda = seq(-4, 4, 0.01),
plotit FALSE) .

Normitettu logaritminen profiiliuskottavuusfunktio parametrille A
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Kuva 2: Parametrin A normitettu logaritminen profiiliuskottavuusfunktio, SU-
estimaatti sekd 95 % luottamusvali.

Kéaytannossa boxcox () laskee valitulta véliltd useille parametrin A arvoille loga-
ritmisen profiiliuskottavuusfunktion arvon. Néiden pisteiden perusteella muodoste-
taan logaritmisen profiiliuskottavuusfunktion kuvaaja, jonka sovittamisessa hyddyn-
netdan oletusarvoisesti splini-interpolointia. Parametrin A SU-estimaattia etsitdian
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puolestaan oletusarvoisesti véliltd [—2, 2] frekvenssilla 0.1, miké tarkoittaa, ettd us-
kottavuus lasketaan yhteensa 41 eri parametrin A arvolle. Naista arvoista se, jonka
profiiliuskottavuus on suurin, on parametrin A SU-estimaatti. [I1], s. 171]

Tamén luvun esimerkeissé parametrin A SU-estimaattia etsitdén valilta [—4, 4] fre-
kvenssilld 0.01. Parametrin A SU-estimaatiksi saadaan titen A = 0.01 ja 95 % luot-
tamusvéliksi [—0.12,0.13]. Valitaan parametrin A arvoksi A = 0, koska se on tulkin-
nallisesti helpompi kuin saatu SU-estimaatin arvo ja A = 0 sisdltyy SU-estimaatin
95 % luottamusvaliin. Vastemuuttujalle tehtdvd muunnos vastaa talloin siis logarit-
mimuunnosta.

Kuvan [3| perusteella uuden mallin residuaalien varianssi ei enédé kasva yhta voimak-
kaasti sovitteen arvon kasvaessa sekd residuaalien jakauma muistuttaa enemmén
normaalijakaumaa. Lineaarisen regressiomallin oletukset toteutuvat nyt siis huo-
mattavasti paremmin. R:n funktioiden 1m() ja summary() avulla saadaan jilleen
uuden mallin parametreille seuraavat SU-estimaatit seké testitulokset:

Call:
lm(formula = Hintakeskiarvo_bc ~ pinta_ala_ka + asuntovaesto +
bruttotulot, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.48304 -0.30208 -0.02021 0.39244 1.99159

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -1.398e+00 3.390e-01 -4.124 5.80e-05 x*x*x
pinta_ala_ka -6.985e-05 2.167e-05 -3.223 0.00152 =x*=x
asuntovaesto 7.007e-06 1.019e-06 6.876 1.11e-10 =**x*
bruttotulot 4.978e-05 4.981e-06 9.995 < 2e-16 x*x

Signif. codes: O ’*xx%x’ 0.001 ’xx’> 0.01 ’x> 0.05 >.” 0.1 ’ ’> 1

Residual standard error: 0.5964 on 171 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5057, Adjusted R-squared: 0.497
F-statistic: 58.31 on 3 and 171 DF, p-value: < 2.2e-16

Tuloksista huomataan, ettd uuden mallin korjattu selitysaste saa arvon 0.497 eli mal-
lin selitysvoima on sailynyt ldhes ennallaan. Lisdksi yksittédisten t-testien perusteella
kaikki selittavit muuttujat ovat edelleen tilastollisesti merkitsevia luottamustasol-
la 0.01 ja F-yleistestin perusteella kokonaisuutena selittéjilla on tilastollisesti mer-
kitsevd yhteys mallin vastemuuttujaan. Mallin selittdvid muuttujia pinta-ala_ka,
asuntovaesto ja bruttotulot vastaavat parametrien estimaatit ovat 31 = —6.985-
1072, 32 = 7.007 - 107 ja Bs = 4.978 - 107°. Taméi tarkoittaa, etti yhden yksi-
kon lisdys selittdviin muuttujaan muuttaa vastemuuttujaa kertoimella e’ olettaen,
ettd mallin muut selittdjat pysyvéit vakioina. Esimerkiksi yhden neliometrin lisdys
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Residuals

J|Standardized residuals|

kiinteiston pinta-alaan pienentaé kiinteistokaupan hinnan keskiarvoa noin 0.007%.
Muuttujien asuntovaesto ja bruttotulot vaikutus vastemuuttujaan on puolestaan
positiivinen.
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Kuva 3: Uuden mallin diagnostiikkapiirrokset.

Havainnollistaan seuraavaksi vield Box—Cox-muunnoksen toimintaa R:n MASS-pake-
tista l0ytyvan aineiston Cars93 avulla, joka koostuu erilaisista autojen hintoihin ja
ominaisuuksiin liittyvistd muuttujista. Sovitetaan aineistoon seuraava lineaarinen
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Residuals

J|Standardized residuals|
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regressiomalli:
Max.Price = [y + [fiWeight + €

jossa Max.Price on auton korkein arvioitu myyntihinta kerrotuna tuhannella dolla-
rilla ja Weight on auton paino paunoina. Kuvasta {4 ndhdaén, ettd residuaalien va-
rianssi kasvaa sovitteen arvojen kasvaessa ja liséksi residuaalien jakauma on oikealle
vino.

Residuals vs Fitted Normal Q-Q Plot
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Kuva 4: Alkuperiisen mallin diagnostiikkapiirrokset.
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Oletetaan, ettd mallin vastemuuttujalle Max.Price tehdddan kaavan [2] mukainen
muunnos, jolloin lineaarinen regressiomalli saa muodon

Max.Price®™ = 3, + fiWeight + €.

Estimoidaan parametrin A arvo jélleen SU-menetelmélld R:n boxcox-funktion avul-
la. Parametrin A SU-estimaatiksi saadaan A = —0.54 ja 95 % luottamusvéliksi
[—0.88, —0.2]. Valitaan parametrin A arvoksi selkeyden vuoksi nyt A = —0.5. Uuden
mallin diagnostiikkapiirroksista ndhdéan, ettd residuaalien varianssi ei kasva enéé
yhté voimakkasti sovitteen arvojen kasvaessa ja lisdksi residuaalien jakauma muis-
tuttaa normaalijakaumaa. Box—Cox-muunnoksen avulla onnistuttiin siis molemmis-
sa esimerkeissd loytdméan potenssimuunnosten perheestéd vastemuuttujalle sopiva
muunnos, jonka avulla saatiin mallia parannettua.

Normitettu logaritminen profiiliuskottavuusfunktio parametrille A
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Kuva 5: Parametrin A normitettu logaritminen profiiliuskottavuusfunktio, SU-
estimaatti sekd 95 % luottamusvali.
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Residuals

J|Standardized residuals|
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Kuva 6: Uuden mallin diagnostiikkapiirrokset.

5 Box—Cox-muunnoksen laajennuksia ja sovelluskoh-
teita

Box—Cox-muunnos mééariteltiin edellisisséd luvuissa ainoastaan positiivisille vaste-
muuttujan arvoille. Tama kuitenkin rajaa muunnoksen kayttomahdollisuuksia, kos-
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ka todellisuudessa vastemuuttujan arvot voivat usein olla my6s negatiivisia. Taman
vuoksi Box—Cox-muunnoksen pohjalta on kehitetty lukuisia erilaisia laajennuksia,
jotka sallivat esimerkiksi negatiiviset vastemuuttujan arvot tai mahdollistavat usean
muuttujan muuntamisen samanaikaisesti. Kéydadn seuraavaksi 1api néista laajen-
nuksista muutamia.

5.1 Muunnokset negatiivisille vastemuuttujan arvoille

Alkuperéisessd Boxin ja Coxin tutkimusartikkelissa [2] méaariteltiin myos negatiivi-
sille vastemuuttujan arvoille sopiva muunnos seuraavasti:

(yi + /\2))‘1 —1

y O = N (A1 #0)
log(y; + A2) (A1 =0)
jossa y; > —Aa.
Vastaavasti tdmén normalisoitu versio on
v it -1

(
Z =

missé gm(y; + A2) on muuttujan y; + Ay arvojen geometrinen keskiarvo.

Toinen tapa ottaa huomioon negatiiviset vastemuuttujan arvot on Yeon ja Johnsonin
[1] (2000) kehittelemé versio Box—Cox-muunnoksesta:

(g 1) —

% (y: >0, A#£0),

yR) = 1052;(yi+1))2 . (i >0, A=0),
v —y; + 1) =1

- 0, AN#£2

5 (yi < #2),

| —log(—y; + 1) (y; <0, A=2).

Kun vastemuuttujan arvo y; on positiivinen, Yeo—-Johnson-muunnos vastaa aiemmin
luvussa [2] esitettyé tavallista Box—Cox-muunnosta , jossa jokaiseen vastemuuttu-
jan arvoon lisdtadn luku 1. Vastaavasti kun vastemuuttujan y; arvo on negatiivi-
nen, Box—Cox-muunnoksen tavalliseen versioon sijoitetaan vastemuuttujan paikalle
arvo —y; + 1 ja parametrin A paikalle 2 — X\. Verrattuna alkuperiiseen Box—Cox-
muunnokseen Yeo—Johnson-muunnos kayttaytyy eri tavalla etenkin positiivisille 14-
helld nollaa oleville vastemuuttujan arvoille. Box—Cox-muunnoksessa téllaiset ar-
vot muuttuvat enemmain kun taas Yeo-Johnson-muunnos muuntaa téllaisia arvoja
maltillisemmin [12] s. 160-161]. Yeo—Johnson-muunnoksesta on vastaavasti olemassa
myo6s geometrinen versio. Lisaksi muunnoksen pohjalta on kehitetty robusti versio,
joka mahdollistaa eri parametrin \ arvot positiivisille ja negatiivisille vastemuuttu-
jan arvoille [T].
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5.2 Usean muuttujan samanaikainen muuntaminen

Joissakin tilanteissa voidaan hyotyd vastemuuttujan sekd yhden tai useamman se-
littdvin muuttujan samanaikaisesta muuntamisesta. Esimerkiksi, jos vastemuuttu-
jan seka selittdvan muuttujan jakaumat ovat vinoja, voidaan molempien muuttu-
jien muuntamista kokeilla mallin linearisoimiseksi. Velilla [10] (1993) esitteli Box—
Cox-muunnoksesta usean muuttujan version (engl. Multivariate generalization of the
Boxz—Cox transformations method), jossa Box—Cox-muunnoksen geometrista versio-
ta sovelletaan kahdelle tai useammalle muuttujalle multinormaalijakauman saa-
vuttamiseksi. Multinormaalijakauman késitettd ja kayttotarkoituksia tarkastellaan
esimerkiksi kirjassa [6l, s. 645-650].

Kaydaéan seuraavaksi lyhyesti lapi, mitd useamman muuttujan samanaikaisella muun-
tamisella kidytdnnossd tarkoitetaan. Olkoon y = (yi,...,y,) vektori muuttujista,
joiden arvoja halutaan muuntaa. Oletetaan nyt, ettd jokaiselle muuttujalle y; teh-
déan kaavan mukainen geometrinen Box-Cox-muunnos ja merkitdén nain saatuja
muuttujia merkinnalld ¥ (y, ) = (Var(y1, A1), - ¥ar(yp, Ap)). Oletetaan liséksi,
ettd muunnoksen jalkeen 1,/ (y, A) noudattaa multinormaalijakaumaa:

jossa p on muuttujien odotusarvoista koostuva vektori ja 3 on jokin tuntematon
positiivisesti definiitti symmetrinen matriisi, jonka arvoja yritetdéan estimoida. Mul-
tinormaalijakauman yhteistiheysfunktion avulla voidaan esimerkiksi muodostaa pa-
rametrivektorille XA = (Ay,...,\,) logaritminen profiiliuskottavuusfunktio, joka voi-
daan maksimoida parametrivektorin A suhteen. Estimoinnin tarkempia yksityiskoh-
tia késitelladn kirjassa [12] s. 290-291] ja hyva esimerkki monimuuttujaversion hyo-
dyntdmisestd mallin linearisoimiseksi sekd parametrivektorin A estimoimisesta R:n
avulla 16ytyy esimerkiksi kirjasta [8, s. 95-98|. Lisdksi on huomioitavaa, ettd me-
netelmén yhteydessd voidaan hyodyntdd Box-Cox-muunnoksen sijaan esimerkiksi
Yeo—-Johnson-muunnosta, miké laajentaa menetelmén kéyttomahdollisuuksia [12] s.
290].
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