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Taméan tutkielman tarkoituksena on tarkastella ja esitelld sekd suullista ettd
kirjallista kielentdmistd opetuksen apuvélineend niin peruskoulussa kuin lukios-
sakin. Tutkielman péddpointtina on my0s tarkastella matemaattisen ajattelun
ilmaisemista kielentdmisen avulla. Tutkielmassa on myo6s vertailtu kielentdmisen
hy6tyjen matemaattisen ajattelun eri osa-alueiden kehittymisen perusteella.

Tutkielma on kirjallisuuskatsaus, jossa lahteinad on kaikki l6ydettavissa ja saatavilla
olevat aiheeseen liittyvat tutkimukset.

Suurimmaksi hyddyksi matematiikan kielentdmisessd nousee ajattelun jasentémi-
nen ja matemaattisen ymmarryksen syventdminen. Oppilaille on hyodyllista jasen-
nelld ajatteluaan ja reflektoida oppimaansa, jolloin esimerkiksi monimutkaisten ja
vaikeiden asoiden oppiminen helpottuu. Luokkahuoneissa tapahtuvan keskustelun
seurauksena oppilaat saavat tukea ja ideoita toisiltaan jakaessaan omia ajatuksi-
aan suullisesti. Vertaisryhmi saa myos uuden mahdollisuuden sisdistid opetettavan
asian, kun sitd kéasitelliin keskustellen opettajajohtoisen opetuksen jilkeen. Kui-
tenkaan proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon nikokulmasta kielentdminen ei
vastaa taysin tyydyttavisti kaikkien hyotyjensd puolesta.

Opettajan nikokulmasta kielentdminen saattaa mahdollistaa padsyn oppilaiden ym-
mérryksen syvyyteen ja nain ollen heidédn oppimisensa arviointi tehostuu. Arvioinnin
lisdksi opettaja saa arvokasta tietoa siitd, miten tiettyjd asioita kannattaa opettaa
ja ylipdansi, mita asioita oppilaat kokevat vaikeiksi.

Tutkielman perusteella matematiikan kielentdminen voisi olla toimiva tydtapa mate-
matiikan tunneilla. Kielentdmisen kayttokelpoisuutta opettajan kannattaisi kokeilla
omassa luokassaan, silld siitd voisi saada hyotya sekd oppilaiden oppimiseen etté
opettajalle arviointimenetelmaiksi ja opetuksen suunnittelun avuksi. Kielentdmisen
kiyttaminen on kuitenkin tilannekohtaista ja sen kiyttoa pitdd muokata kontekstiin
sopivaksi.

Asiasanat: matematiikka, kielentdminen, matematiikan kielentdminen, matemaatti-
sen ajattelun kielentdminen.
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1 Johdanto

Monissa kouluissa ajatellaan, ettd monen vuoden pakollinen matematiikan
opetus takaisi olosuhteet, joissa oppilaiden matemaattinen ajattelu kehittyi-
si. Tdma& on usein oletuksena, koska matematiikka nihdéin loogisesti kehit-
tyvind taitona, joka kehittyy niin normaalieldméssé kuin koulussakin. Tut-
kielmassa lahteina kiytettyjen tutkimuksien mukaan koulunsa paattavat op-
pilaat eivit ole vilttamatta kehittyneet matemaattisessa ajattelussa. Monet
matematiikan opettamista tutkineet tutkijat ajattelevat syyksi opetuksen lii-
allista keskittymistd matemaattiseen siséltoon, kun sen sijaan pitéisi koros-
taa enemmaén prosesseja eli mistd on kyse ja miksi matematiikassa tehdiin
opetetun lailla [2]. Toisaalta ajattelu voidaan kisitteellistdd kommunikoin-
nin osa-alueeksi, kommunikoinniksi itsensd kanssa. Ajattelumme on dialo-
ginen prosessi, jolla me informoimme itseimme, argumentoimme, kysymme
kysymyksid ja odotamme omia vastauksiamme [30]. Burton pohtii artikke-
lissaan myos, voiko matemaattista ajattelua opettaa. Sitd pohditaan myos
téssd tutkielmassa.

Perinteisessd peruskoulun oppilaan tai lukiolaisen matematiikan vihkossa
nikyy todella vihan kirjoitettua tekstid verrattuna muiden oppiaineiden vih-
koihin. Lasku kirjataan nikyviin matemaattisin symbolein, ja vaikka mate-
maattista ajattelua tarvitaan tehtévii ratkaistaessa, vihkoon kirjataan vain
lasku ja siitd saatu tulos. Tehtavaa tarkistaessa tehtdvin oikeellisuuden maa-
raa kuitenkin tulos, jolloin oppilaat kokevat, ettd ajatteluprosessin kuvaamis-
ta ei tarvita. Tarkastajan olisi kuitenkin tirkedd tietdd, miten tulokseen on
paadytty, jotta oppilaan ymmérrys aiheesta tulisi ilmi. Ndin tarkastaja voisi
selventad virheellisid késityksid uudelleen ja saada tietoa oppilaille hankalista
aiheista seka niihin liittyvistd opetustyyleista.

Matematiikan kielentdmisen ldhtokohdista on tehty lukuisia opetuskokei-
luja Suomessa, lidhes kaikilla koulutustasoilla esiopetuksesta yliopistoon, vaik-
ka se on melko uusi tutkimusaihe [10]. N&illd kaikilla koulutustasoilla mate-
matiikan opiskelu voidaan ndhdé sosiaalisena prosessina, jossa luonnollinen
kieli on tdrkeda kuviokielen, taktiilisen toimminnan kielen ja matematiikan
symbolikielen kanssa [10, 32]. Matemaattisiin késitteisiin ja algoritmeihin
voidaan joustavasti yhdistda luonnollista kieltéd, kuviokieltd ja matematiikan
symbolikieltd oppitunneilla.

Matematiikan kielentdmiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun esit-
tdmistd ja ilmaisemista kielen avulla joko suullisesti tai kirjallisesti. Kielen
avulla oppilaiden oma matemaattinen ajattelu nikyy muille oppilaille seki
opettajalle. Kielentamisen avulla siis voidaan nihdé oppilaan matemaattinen
ymmarrys ja sen kehittyminen tietyssd kisiteltdviissd aiheessa. Opettajalle
kielentdminen toimii pohjana oppimisen arvioinnille sekd opetuksen suunnit-



telulle. Matemaattisella ajattelulla tarkoitetaan téissd tyOssd matemaattisen
tiedon, konseptuaalisen ja proseduraalisen, prosessointia. [11, 31]

Valtakunnallisella tasolla on myos kiinnitetty huomiota oppilaiden mo-
nipuoliseen ilmaisuun matematiikassa. Perusopetuksen opetussuunnitelmas-
sa [24] yleisesti kaiken oppimisen kerrotaan tapahtuvan vuorovaikutuksessa
toisten oppilaiden, opettajan ja muiden aikusten kanssa. Yhdessid oppimi-
sen kerrotaan edistdvin oppilaiden luovan ja kriittisen ajattelun sekéd ongel-
manratkaisun taitoja. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa ma-
tematiikan opetuksen tehtdvini on kehittdd oppilaiden loogista, tdsmallisté
ja luovaa matemaattistta ajattelua. Opetussuunnitelma korostaa myos taitoa
perustella sekd kykyé tulkita ja tuottaa matemaattista tekstid. Kielentamisen
kautta ajattelu ja sen kehittyminen voidaan saada havaittua paremmin kuin
ilman kielen kiyttod apuna. Myos keskustelun ja yhteistyGtaitojen tarkeytta
korostetaan perusopetuksen opetussuunnitelmassa. Suullisen kielentéimisen
kautta tapahtuva keskusteleminen on matematiikassa ldhes tarkein pointti,
joten sen avulla pafstain myos tihan opetussuunnitelman tavoitteeseen. [24]

Lukion opetussuunnitelmassa 2015 matematiikan opetuksen yleisissi ta-
voitteissa matematiikan tehtdvd on opettaa kiyttdméain puhuttua ja kirjoi-
tettua matematiikan kieltd seké kehittda laskemisen, ilmiéiden mallintamisen
ja ongelmien ratkaisemisen taitoja [25].

Kuten ylldolevista voidaan paitelld, oppilailta ja opiskelijoilta edellyte-
tdan matemaattisen kielentdmisen taitoa. Opetussuunnitelma korostaa myos
matematiikan luonteen ymmaértamistd. Oppimansa soveltamisen osaaminen
on myds padpointtina matematiikan opetussuunnitelmassa. Matematiikan
opetusta tulisi siis mahdollisesti kehittdd soveltavampaan suuntaan ja ongel-
manratkaisutaitoja enemmén harjaannuttavaan. [25] Matematiikan opetus
on muutoksen edessi tietotekniikan kehittyessa ja vallatessa yhid enemmén
matematiikkaa. Laskimilla ja laskinohjelmistoilla voi yhi enemmén laskea
laskuja taysin ymméartdmatta, mitd laskussa edes tapahtuu. Talldin tehté-
vien ratkaisuissa tulisi ndkyd myos ajatusprosessi, jolla laskutoimitukseen ja
ratkaisuun on paadytty. Viimeistadn ylioppilaskirjoituksissa vastaajalta edel-
lytetddn vastausta, jonka ulkopuolinen matematiikkaa osaava lukija pystyy
ymmértidmadn. Ylioppilastutkintolautakunta korostaa matematiikan hyvéin
vastauksen piirteissa syksylld 2018 vilivaiheita ja riittdvid perusteluja. Vas-
tauksesta tulee selvitd, miten ratkaisuun on péaddytty.[35] Tahén tarvitaan
matematiikan kielen lisdksi luonnollista kieltd ja mahdollisesti kuvioita. |11]

Suullinen kielentdminen on laajemmin kiytossd jo kouluissa, varsinkin
opettajien toimintatavoissa. He tuovat esiin matemaattista ajatteluaan opet-
taessaan matematiikan aiheita seki selittdessddn tehtédvia ja niiden ratkaisu-
tapoja. Kirjallinen kielentiminen ei ole niin laajasti tunnettu tyoskentelyta-
pa, ja se vaatiikin hieman enemmaén etukiteissuunnittelua ja aikaa opettajil-



ta.

Téassé tutkielmassa on esitelty seké suullista etté kirjallista kielentédmisté
ja niiden hyotyja oppimisen ldhtokohdista. Kielentdmisen hyotyja vertaillaan
kansainvilisesti tunnettuun matemaattisen ajattelun malliin ja sen nakokul-
mista pohditaan kielentdmisen eri aspekteja. Oheismateriaalina tutkielmassa
on kiytetty luokkahuonekeskustelun kiyttédmiseen ja yllapitdmiseen ohjaile-
via tutkimuksia, joissa on esitelty paapiirteittdin suullisen kielentémisen ta-
poja. Suullinen kielentdminen olisi hankalampaa kuvailla ilman konkreettisia
esimerkkejé, joten on tutkielman etenemisen kannalta jarkevad esitelld my6s
luokkahuonekeskustelun perspektiivi. Tyossa lapikdytavit aiheet sopivat niin
peruskouluun kuin lukioonkin, ja hieman muokattuna oikeastaan mille ta-
hansa koulutustasolle. Alussa lahdetédéin liikkeelle matemaattisesta ajattelus-
ta ja ymmaérryksesté, jotta kielentdmiselle saadaan muodostettua perustellut
lahtokohdat. Sen jilkeen esitellddn kielentdmista ja aletaan vertailemaan sen
hy6tyjd matemaattisen ajattelun kehittymiseen.

2 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu on laaja kisite, joka on melko vaikea méaritelld yk-
siselitteisesti. Matemaattiselle ajattelulle 16ytyykin useita erilaisia, toisistaan
poikkeavia méaritelmid. Madritelmét koostuvat usein myos toisistaan eroa-
vista késitteistd. Sternberg [31] on todennut tutkimuksessaan, ettd mate-
maattisen ajattelun erilaiset méaaritelmét johtuvat tutkijoiden erilaisista tut-
kimusldhtokohdista. Tutkimusldhtokohtia voivat olla esimerkiksi: opiskelijan
ympaérilla vallitseva kulttuuri, taidot prosessoida informaatiota, ongelmanrat-
kaisutaidot tai matemaattiset kyvyt ja uskomukset [11]. Vaikka matemaat-
tiselle ajattelulle onkin loydettdvissd monia erilaisia madritelmia sekd tut-
kimuksia matemaattisen ymmarryksen lisddmisestd, on ymmarrysta lisdavia
opetusmetodeja erittdin vaikea kehittdd. Suurin osa opettajista luottaakin
tutkimuksista saatuihin “intuitioihin” opetuksessaan [30].

Burtonin [2] mukaan matemaattinen ajattelu on ajattelutyyli, joka koos-
tuu tarkoista operaatioista ja prosesseseista sekd matemaattisesta dynamii-
kasta. Burton korostaa, ettd matemaattista ajattelua kiiytetdan aina, kun ky-
se on matematiikkaan liittyvistd kontekstista. Jos ajattelun ajatellaan olevan
tapa kehittdd ymmarrysté ja laajentaa jo tiedossa olevien asioiden hallintaa,
matemaattinen ajattelu hyodyntaa tarkoituksia ja tapoja tdhidn matematii-
kan oppimisessa. Nama tavat ovat matemaattisen ajattelun operaatiot, pro-
sessit ja dynamiikat. [2]

Matemaattisen ajattelun operaatiot ovat mité tahansa tapahtumia, jot-
ka saavat ajattelemaan matemaattisesti. Yksinkertaisuudessaan lapsen nah-
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dessé palikoita, hdnelle voi herita ajatus niiden lukumaérédsta. Operaatioita
ovat kaikki matematiikan relaatiot eli kaikki mitkd herédttévit ajattemaan
vastaavuuksia, yhtildisyyksia, lisddmistd tms. [2]

Matemaattisen ajattelun prosesseja Burton [2] ajattelee olevan neljé: tas-
mentadminen, otaksumien arvaileminen, yleistdminen ja vakuuttuminen. Téas-
mentimiselld tarkoitetaan kysymyksen tai ongelman kohdatessa tapahtuvaa
tarkan merkityksen etsimistd. Tamén jidlkeen tapahtuu otaksumien arvaile-
minen eli kun merkityksid on tarpeeksi etsitty, arvaillaan asioiden valisia yh-
teyksid. Otaksumien arvaileminen on siis kiytannossd hypoteesien, eli mita
voisi tapahtua ja miksi, tekemistd. Tamé arvaileminen tapahtuu ldhes au-
tomaattisesti. Arvailujen myo6ta asia tulee etsittyd, esitettyd ja seuraavassa
vaiheessa se tulisi osoittaa todeksi.

Yleistamisessd oppija kehittda jarjestyksia ja tarkoituksia suuremmasta
tietomadrasta ja yleistdd mistd tietyt asiat johtuvat. Yleistyksien jidlkeen on
vield todistettava, etté asia on vakuuttava. Ensin ajattelija vakuuttaa itsensé
ja sen jalkeen muut. Téssé prosessissa omista yleistyksista tulee siis julkisia.
2]

Matemaattisen ajattelun dynamiikalla tarkoitetaan liikkkumista erilaisten
yhteyksien ja vanhojen tietojen vililla useiden eri ajatuskierrosten avulla.
Jokainen ajatuskierros rakentaa ymmaérrysti ja tietoa edellisestd kierrokses-
ta. Burtonin |2| prosessit liittyvit seuraavassa kappaleessa esitettividn kon-
septuaaliseen tietoon, niitd ei voi kidyttad ulkoa opettelemalla, vaan asiasta
muodostuu ymmarrys prosesseja kiyttiessa.

2.1 Matemaattinen ajattelu ja osaaminen

Matematiikan oppiminen on monien eri osa-alueiden yhdistelmé. Oppilai-
den on opittava matemaattisen kielen avulla merkityksid, yhteyksid ja las-
kustrategioita, heidén on osattava lukea ja tulkita matemaattisia apukeinoja
kuten diagrammeja, graafeja seké osattava kiyttad apuvilineité, esimerkiksi
laskimia tms. Oppimiseen vaikuttaa tietenkin myos metodit, joita opettajat
kayttaviat. Naitd osia yhdistelemdlld oppilaat ajattelevat ja puhuvat mate-
matiikasta. [19] On siis selvéé, ettd oppiminen ylipdénsi sekd matemaattinen
ajattelu eivit ole yksiselitteisié asioita. Lermanin [19] mukaan matemaattinen
ajattelu, kieli ja ymmértdminen ovatkin kietoutuneet toisiinsa, ja ne vaikut-
tavat oppimiseen. Lermanin kisitys ymmartamisestd on siis paasadntoisesti
samanlainen kuin Kilpatrickin ym. matemaattisen osaamisen maaritelma.

Kilpatrick, Swafford ja Findell ovat méarittéineet, mité tarvitaan menes-
tyksekkiddseen matematiikan opiskeluun. Matemaattinen osaaminen koostuu
viidesté toisistaan riippuvasta piirteesta:



1. Kisitteellinen ymmaértdminen (conseptual understanding), tarkoit-
taa matemaattisten kiisitteiden, menetelmien ja naiden vélisten suhtei-
den ymmaértdmistd. Kun oppilas hallitsee kéisitteellisen ymmaértidmisen,
hdn tuntee matemaattisen idean ja osaa soveltaa sitd. Talléin oppilas
osaa myos jidsennelld oppimaansa, ja yhdistdd uutta tietoa vanhojen
opittujen asioiden kanssa.

2. Proseduraalinen sujuvuus (procedural fluency), tarkoittaa taitoja
kiyttdd matemaattisia laskutoimituksia ja menetelmia oikealla taval-
la, joustavasti, tdsmaéllisesti ja tehokkaasti. Proseduraalinen sujuvuus
tukee kisitteellisen ymmaérryksen muodostumista. Sujuvuuteen liittyy
my0s kyky arvioida saadun vastauksen oikeellisuutta, miké on hyodyl-
linen ja tarvittava taito usein myos arkielamassa.

3. Strateginen kompetenssi (strategic competence) on kyky muodos-
taa, esittdd ja ratkaista matemaattisia ongelmia. Strateginen kompe-
tenssi onkin samankaltainen yleisemmin esiintyvéan kisitteen ongelman-
ratkaisutaidon kanssa. Oppilailta usein onnistuu tietynlaisten ongel-
mien ratkaiseminen, mutta oppimansa soveltaminen ei endi onnistu-
kaan. Oppilaat usein tarvitsevatkin harjoitusta juuri soveltaviin tilan-
teisiin. Jotta soveltaminen onnistuu, vaaditaan asioiden ymmartamista
ja laskutoimituksien sujuvaa osaamista.

4. Mukautuva péittely (adaptive reasoning), tarkoittaa kyvykkyytté
loogiseen ajatteluun, reflektioon, perustelemiseen ja omien péitelmien-
sé todistamiseen. Mukautuvaan paéttelyyn kuuluu myos kyky yhdistaéa
kisitteitd ja tilanteita. Jotta perusteleminen on oikeanlaista ja validia,
tarvitaan tietoa vaihtoehdoista, jotta ne voidaan huomioida. Mukau-
tuva péattely on matemattisen ymmartamisen yhdistava tekija, jonka
avulla yhdistyy faktat, proseduurit, asiat ja ratkaisumetodit.

5. Yrittelidisyys (productive disposition), tarkoittaa oppijan ominaista
taipumusta ajatella ja ndhdd matematiikka hyodyllisend ja kannatta-
vana. Tdhéan liittyy my6s usko omaan kehitykseen ja omiin kykyihin.
Jotta mikéd tahansa neljistd edelld mainitusta osaamisen piirteestd ke-
hittyisi, on oppijan uskottava, ettd matematiikka on ymmarrettiavas,
eikd umpimahkaistd, ja ettd he voivat oppia sitd. Yrittelidisyys kehit-
tyy, kun huomaa taitojensa kehittyvin ja niin se auttaa myods muita
piirteita kehittyméan.

Y1Ia esitellyt piirteet ovat kietoutuneet toisiinsa ja yksittdin ne eivit takaa
matematiikan oppimista. Kuvassa 1 on havainnollistettu piirteiden kietoutu-
mista toisiinsa. Matemaattinen osaaminen ei myoskidan kehity keskittymalla
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Kuva 1: Kuvassa havainnollistettu matemaattisen osaamisen piirteiden riip-
puvaisuutta toisistaan (suom. Joutsenlahti 2005). [16]

yhteen tai kahteen piirteistd. Ne myos tukevat toisiaan, eli yhden piirteen ke-
hittyessd, myos muut kehittyvit. Piirteiden esittdmien osaamisalueiden hal-
litseminen antaa pohjan matemaattiselle osaamiselle. [16]

Téassa tutkielmassa keskitytddn kielentdmisen nakokulmasta kahteen en-
simmaiseen Kilpatrickin ym. méaérittamiin piirteisiin. Miten ne kehittyvat ja
mitéd tarvitaan mihinkin kielentdmisen osa-alueeseen.

2.2 Konseptuaalinen ja proseduraalinen tieto ja repre-
sentaatiot

Matemaattinen tieto voidaan jakaa kahteen eri tyyppiin: proseduraaliseen
tietoon ja konseptuaaliseen tietoon. Eri tutkijoiden mééaritelmét néista tie-
doista eroavat toisistaan hieman, koska niiden eroavaisuudet voi olla helppoja
maédaritelld periaatetasolla, mutta kiytannossa niiden erot eivit olekaan sel-
keitd ja yksikéisitteisia [8]. Jos tietoa ei pysty jakamaan konseptuaaliseen tai
produraaliseen tietoon, niin kyseessd on strategiatieto. Téssd tutkielmassa
tiedoille kiiytetdan seuraavaksi esiteltdviid madritelmia.

2.2.1 Konseptuaalinen tieto

Haapasalo ja Kadijevich [8] ovat mé&é&ritelleet konseptuaalisen tiedon seuraa-
vasti:

"Konseptuaalinen tieto on taitavaa liikkumista eri kdsitteiden,
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méadritelmien, algoritmien, proseduurien ja ongelmien valilla kdyt-
tden erilaisia reprensetaatioita.” [8]

Haapasalo [7] on tdsmentényt, ettd konseptuaalinen tieto rakentuu periaat-
teiden ja késitteiden ymmartdmisesta. Siihen sisdltyy myos kyky ymmaéartad
periaatteiden ja kisitteiden vélisid suhteita seké taito soveltaa niita erilaisis-
sa konteksteissa. Konseptuaalista tietoa ei voi saavuttaa ulkoa opettelemalla,
vaan uutta tietoa kehittyy jasentelemélld tiedon eri sisdltoja ja riippuvuuk-
sia. Konsepti voidaan ndhdad myos matemaattisena tietona, joka on esitetty
formaalina ja eksaktina késitteens [29].

2.2.2 Proseduraalinen tieto
Proseduraalinen tieto on médritelty seuraavalla tavalla [8]:

"Proseduraalinen tieto méadritelliéin dynaamisena ja onnistuneena
sdantojen, algoritmien, proseduurien kaytolla oikeanlaisten repre-
sentaatioiden avulla. Tadméa edellyttdd usein ndiden esitystapo-
jen pohjana olevien tietojirjestelméan syntaksin ja esitysmuoto-
jen ymmartamistd, mutta ei sen sijaan valttdmatta nadiden omi-
naisuuksien tietoista ajattelemista, varsinkaan suorituksen ollessa
automatisoitunut.”

Proseduraalinen tieto vastaa kysymykseen “miten” ja etenee sen jilkeen
vaihe vaiheelta tehtynd matemaattisena algoritmina, jossa jokainen on tehta-
vd ennen seuraavaan vaiheeseen etenemista. Toisaalta proseduraalinen tieto
voidaan kuvata prosessina, joka etenee vaihe vaiheelta kiyttden seuraavas-
sa vaiheessa edellistd [11]. Tdmén médritelmén perusteella proseduraalinen
tieto koostuu tiedoista ja taidoista kiyttdd matemaattisia operaatioita seké
algoritmeja. Toisin sanoen se sisdltdd matemaattiset keinot, joilla ratkais-
taan matemaattisia ongelmia sekd suoritetaan laskutoimituksia. Haapasalo
ja Kadijevich [7] ovat tutkineet, ettd proseduraalista tietoa on mahdollista
kerryttad ja yllapitad laskurutiineilla, jolloin tieto on helposti palautettavissa
mieleen ja soveltaminen onnistuu. Proseduraalista tietoa mitataan padasiassa
tavallisilla kokeilla, jotka sisdltivit hyvin méériteltyja tehtdvid. Nailla pys-
tytddn mittaamaan oppilaan taitoja hallita erilaisia operaatioita symboleita
kiyttamalla sekd ongelmanratkaisutaitoja jollakin proseduurijonolla. [§]

2.2.3 Representaatiot

Representaatiot, joita sekd proseduraalisen ettd konseptuaalisen tiedon mai-
ritelmissé kiytetddn, madritellidn usein ajattelun apuvélineiksi. Ne muodos-
tuvat ja rakentuvat niiden kiyttdmisen myotd. Representaatioita syntyy, kun



jokin matemaattinen rakenne esitelldin eri esitysmuodossa kuin tavallisesti
[20]. Representaatiot voidaan jakaa ulkoisiin ja siséisiin representaatioihin.
Sisdinen representaatio koostuu mentaalisesta kuvasta ja ulkoinen konkreet-
tisesta rakenteesta. Esimerkiksi jonkin ongelman ratkaisu yksilén mielessd on
sisdinen ja paperille kirjoitettuna/piirrettyna se on ulkoinen representaatio.
Aina ei kuitenkaan ole niin, ettd ulkoinen puoli on vain sisdisen heijastus,
mutta niiden yhteys on edellytys sille, etté representaatiota voidaan kiyttaa
tehokkaasti. [8]

2.2.4 Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon yhteys

Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto ovat kaksi tiedon lajia, jotka eivit
automaattisesti tuo mukanaan toista [8, 16]. On myos olemassa tilanteita,
jolloin kumpikaan vaihtoehto ei auta ratkaisuun paasemiseen. Esimerkiksi ti-
lanteessa, jossa oppilas osaa mekaanisesti laskea laskutehtdvan oikein, mutta
ei ymmarrd toimintansa perusteita. Hin saattaa ymmartaa tehtivin ja sen
ratkaisuperiaatteen, mutta taitojen puute estdd tehtivin ratkaisemisen. Tar-
jolla ei ole yleistd ohjetta nédiden kahden tiedon yhdistdmiseen, koska ldhes-
tymistavan méaarad muun muassa aihepiiri, konteksti ja oppijan taustatiedot
[8]. Koska eroa néiden vilille on vaikea tehdé, onkin linkittymistd kuvailtu
seuraavasti

"Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon eroa on kidytannossa
usein vaikeaa jopa epitarkoituksenmukaista tehd&d juuri muulla
perusteella kuin luonnehtimalla suorituksen automatisoitumista
ja sitd kuinka tietoisesti yksilo perustelee tai joutuu perustele-
maan toimintansa vaiheet.” [8]

Konseptuaalisessa tiedossa ja sen rakentumisessa muodostetaan yhteyk-
sid eri representaatioiden vilille. Proseduraalisessa tiedossa yleensé kiytetdan
jotakin yhtd representaatiota. Representaatioita voidaan muuttaa toisiksi
ja vaihdella eri operaatioiden avulla|20|. Hyvéd representaatio ilmaisee vain
ongelman tarkedt piirteet ja useiden representaatioiden kidyttdminen auttaa
konseptuaalisen tiedon kehittymisessé [8, 26]. Tassd tyossi representaatioita
tarkastellaan matematiikan nakokulmasta. Matematiikassa opetetaan taito-
ja, joiden avulla voidaan muotoilla seké tulkita taulukoita, kuvaajia ja kaavo-
ja. Nam4 taidot ovat oppilaalla ikddn kuin tyokaluina, joita tarpeen vaatiessa
voi kiyttda. Juuri néitd tyokaluja kutsutaan representaatioiksi, joita oppilas
kiyttad konseptuaalisen tiedon rakentamiseksi. Kielentdmiselld voidaan muo-
dostaa erilaisia representaatioita samoille asioille ja néin saada erilaisia né-
kokulmia konseptuaalisen tiedon puolelle. Ty6ssé tutkitaan liikkumista eri-
laisten reprenstaatioiden vililla kidyttden apuna luonnollista kielta.



Strategiatieto on kognitiivista, ohjailevaa ja kontrolloivaa prosessointia.
Strategioissa on kyse menetelmistd, joissa tarvitaan matemaattisia kisittei-
téd, algoritmeja ja lauseita. Strategiatieto myds ohjailee oppilasta esittiméaén,
muotoilemaan ja ratkaisemaan matemaattisia ongelmia. Oppilailta usein on-
nistuu tietynlaisten ongelmien ratkaiseminen, mutta oppimansa soveltaminen
ei endd onnistukaan. Oppilaat usein tarvitsevatkin harjoitusta juuri sovelta-
viin tilanteisiin. Jotta soveltaminen onnistuu, vaaditaan asioiden ymmaérta-
misté ja laskutoimituksien sujuvaa osaamista. [11, 16]

3 Matemaattisesta kielesta

"Matematiikka on tiede, joka kisittelee rakenteiden mallintamis-
ta, muutosta ja avaruuksia. Matemaattisen formalismin mukaan
matematiikka on aksiomaattisesti méiriteltyjen abstraktien ra-
kenteiden tutkimista symbolisen logiikan ja matemaattisen mer-
kintdjarjestelmén keinoin. Muitakin ndkemyksi& on. Matematiik-
kaa voi ajatella fysikaalisten ja késitteellisten suhteiden ilmaise-
misen kielend, jonka kielioppi ja késitteisto on méaaritelty darim-
maisen tarkkaan. Téméa mahdollistaa asioiden ilmaisemisen tar-
kasti.” [34]

Kieli on symbolinen jarjestelma, joka koostuu symboleista eli merkeis-
td. Jokaisella symbolilla on sekd sisdlto ettd muoto. Kieli toimii apuvélinee-
né ajattelussa, tiedonhankinnassa, vilittdmisessi, vaikuttamisessa, sosiaalis-
ten suhteiden luomisessa sekd yllapitdmisessé [10]. Matematiikan nédkeminen
kielend on sopivaa ja perusteltua, silli matemaattisia ideoita on pystyttava
esittdméadn ja niistd on pystyttavi keskustelemaan luonnollisen kielen avul-
la [27]. Matematiikan kieltd ei kuitenkaan endd pidetd niin yksinkertaises-
ti identifioituna formaaliksi symbolikieleksi kuin ennen [22]. Matematiikan
kieleen kuuluvatkin luonnollisen kielen ilmaukset, joilla on oma erityismer-
kityksensid matematiikassa, matemaattiset symbolit, lausekkeet ja kuviokieli
[21, 14]. Toisistaan eroteltuna matematiikan kielet ovat: symbolikieli, luon-
nollinen kieli, kuviokieli ja taktillinen toiminnan kieli [14].

Edes matemaatikoilla ei kuitenkaan ole tidysin yhtendistd tapaa kiyttaa
matematiikan kieltd, vaan siind on seki yksilollisia ettd kulttuurellisia ero-
ja |4]. My6s koulumatematiikan kieli eroaa siis matemaatikoiden kiyttamés-
ta kielestd. Koulumatematiikan kieli koostuu yleisesti matematiikan sym-
bolikielestd, matematiikkaan liittyvasta luonnollisesta kielestd, mahdollisesti
muusta luonnollisesta kielestd sekii matemaattisista kuvioista. Aihepiirista
riippuen esimerkiksi geometriassa, kuviokieli voi olla keskeisemmaéissi osas-
sa kuin muut kielet [13]. Jotta kielen avulla kommunikoiminen onnistuisi
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my6s matematiikan tunneilla, pitda symboleja, kieltd ja koulumatematiikas-
sa kiytettyja tapoja osata hyodyntda. Yhta tirkedéd on niiden merkityksien
ymmaértaminen [4]. Tavallisilla luonnollisen kielen sanoilla, kuten "puoli" tai
"piiri", ja ilmaisuilla, kuten "jos ja vain jos", saattaa olla erilaisia merkityksia,
ja kayttotapoja riippuen, onko kyse matematiikasta vai arkielamén keskus-
telusta. Taméan takia koulumatematiikan kieltd on osattava kayttdad oikealla
tavalla. Oppilaille voi usein olla hyddyllista selittdd matemaattisia tehtévid
luonnollisen kielen avulla omin sanoin, silld luonnollisen kielen ja matemaat-
tisten ajatusten onkin havaittu olevan enemmain yhteydessé toisiinsa kuin on
uskottu [22].

Peruskoulun oppimateriaaleissa oppilaille opetetaan ainoastaan matemaat-
tisen symbolikielen (Kuva 2 MSK) kidytt6d. Monille oppilaille kuitenkin oli-
si hyodyllisempéad kdyttdd matemaattisen symbolikielen lisédksi luonnollista
sekd, kuviokieltd. Kuvassa 2 on havainnollistettu kielten yhteyttd toisiinsa
matemaattista tehtavaa ratkaistaessa. Kuvassa 2 matematiikan luonnollisel-
la kielelld (MLK) tarkoitetaan matematiikan kielen ja luonnollisen kielen yh-
teistd aluetta, joka sisdltdd siis luonnollisen kielen sanoja, joilla on matema-
tiikassa tdsmaéllinen erityismerkitys. Myds kisitteiden nimet kuuluvat télle
alueelle, esimerkiksi edelld mainittu "piiri” tai "lieri¢”. Matematiikan kuvio-
kieleen (MKK) kuuluvat matematiikan tehtévin ratkaisun kannalta térkeét
kuviot, esimerkiksi geometriset kuviot tai tilastolliset kuvaajat. Opettaessa
tulisikin kannustaa oppilaita kiyttdméin tehtdvin ratkaisussa omaa luonnol-
lista kieltdan, ja vasta sen jilkeen véhitellen siirtyméain matetaattisempaan
muotoiluun. Talld tavoin oppilaat ymmartivit asian paremmin ja jotta hei-
dan kiyttdmansd matematiikan kieli kehittysi ja muuttuisi sujuvammaksi.
[21, 13]

Oppilaiden liiallinen keskittyminen oikeanlaiseen matemaattiseen muo-
toiluun, saattaa rajoittaa itse matemaattisen aiheen ymmérrysti. Muotoi-
lu on kuitenki vain sivuseikka aiheen ymmértédmisessd ja oppimisessa. Paul
Cobb (1988 kts. [21]) on havainnut tutkimuksessaan oppilaiden luottavan
enemmé&n matemaattisesti saatuun ratkaisuun, kuin muulla tavalla saatuun
ratkaisuun. Havainnot liittyvit juuri matemaattiseen muotoiluun keskitty-
miseen. Esimerkkind erds alakoulun oppilas, joka oli saanut yhteenlaskusta
1649 oikean vastauksen laskemalla laskun paédssilaskuna sormia apuna kayt-
tden. Tamaén jalkeen oppilas laski laskun allekkain paperilla ja sai vastauk-
seksi 15. Kun oppilaalla oli kaksi eri vastausta, luotti hian allekkainlaskuun,
eikd, omaan pédttelyynsi. [21]

Jamisonin [9] maaritelmén mukaan kieli, jota matematiikassa kédytetaén,
eroaa normaalista arkipdiviisestd kielestd kolmella tavalla. Ensimméiseksi
matemaattinen kieli on ajatonta, siité ei pysty havaitsemaan mennytté, nyky-
hetked tai tulevaa, asiat vain tapahtuvat. Téasta syysta oppilaille voi aiheuttaa
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Matematiikan
kieli

Luonnollinen

Kuviokieli Kieli

Kuva 2: Matematiikan sanallisen tehtivin ratkaisuissa matematiikan kieli,
kuviokieli ja luonnollinen kieli yhdistyvét. Lyhenteilld merkityt alueet ku-

vaavat matematiikan symbolikieltd (MSK), matematiikan luonnollista kieltd
(MLK) ja matematiikan kuviokieltd (MKK). [13]

hankaluuksia muotoilla matematiikan kielelld tavallisiin asioihin liittyvia esi-
merkkejd. Jamisonin mukaan tdma ei kuitenkaan ole merkittava ongelma op-
pilaiden matematiikan kielen kiytossa ja ymmarryksessé. Toinen eroavaisuus
on, ettd matemaattinen kieli ei sisilld tunnesanoja. Matemaatikot saattavat
joissain tilanteissa elavoittdd puhettaan, mutta pdfasiassa matemaattisessa
kielessd ei ole tunnetta. Tamakddn ei tuota oppilaille ongelmia, koska tun-
nesanat eivit luontaisesti kuulu matemaattiseen kirjoittamiseen. Kolmas ja
tutkitusti eniten oppilaille vaikeuksia tuottava eroavaisuus on matemaattisen
kielen tarkkuus. Kielen selkeys ja monitulkinnallisuuden puuttuminen ovat
kaikkein hankalin asia oppilaille. Normaalissa kielessd on tulkinnan varaa ja
piilotettuja merkityksid, jolloin oppilaat etsiviat niitd myos matematiikassa.
Monitulkinnallisuutta etsiessdin oppilaat saattavat huomaamattaan vaihtaa
tekstin tarkoitusta, jolloin he ymmaértavit asian vadrin. Matemaattisen kielen
selkeyttéd pitéisi korostaa ja harjoitella. Monitulkinnallisuuden puuttumista
on korostettava esimerkkien ja oletuksien avulla. Matemaattisen kielen op-
pimiseen tarvitaan samoja tyokaluja kuin kielten tunneilla: kirjoittamista,
puhumista, kuuntelua, muistisdéntoja yms. [9]

On olemassa lahes kaikkialla hyviksytty looginen ja retorinen rakenne
matemaattiselle esitykselle, joka koostuu maérittelysta, teoriasta ja todistuk-
sesta. Rakenne on keksitty jo kauan ennen ajanlaskun alkua, ja jo muinaiset
kreikkalaiset kiyttivit titd samaa rakennetta. Rakenne on kuitenkin esitetty
usein sirpaleisesti oppikirjoissa, jolloin oppilaille ei muodostu tarkkaa koko-
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naiskuvaa siitd. Lahjakkaimmat oppilaat saattavat sisiistdd sen epaselvista
esitystavasta huolimatta, jolloin he ymmaértivit rakenteen ja osaavat kiyttasd
sitd jatkossa. Suurimmalle osalle oppilaista rakenne jai kuitenkin irralliseksi,
ja selked matemaattinen rakenne tuntuukin vain sekavalta. [9]

4 Matematiikan kielentaminen

4.1 Mita matematiikan kielentiminen on?

Matematiikan kielentdmiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun moni-
puolista ilmaisemista kielen avulla, joka tapahtuu pifdsddntoisesti joko suul-
lisesti tai kirjallisesti|12, 19]. Esimerkiksi Sfard |30] on tutkimuksessaan to-
dennut, ettd kommunikaatio ihmisten vililld ja yksilllinen ajattelu ovat kak-
si eri puolta samasta ilmidstd eli kommunikaatiosta. Kielentdmisen voidaan
siis ajatella tapahtuvan myos yksilollisesti itselleen. Kaikkiin kielentédmisen
ja kommunikoinnin puoliin tarvitaan matematiikan kielen sujuvaa osaamista,
jolloin on my0s ymmarrettava, ettd luonnollisen kielen lauseet eivit valtta-
méittd kidnny helposti matematiikan kielelle. [28]

Talla hetkelld on vallallaan ajatus, etti kielelld on suuri rooli opetukses-
sa ja oppimisessa ja varsinkin ajatus siitd, etta keskustelu on hyoddyllinen
keino oppimisen syventdmisessi [22]. Lerman (2001) toteaa tutkimuksessaan
matematiikan oppimisen tai matemaattisesti ajattelemaan oppimisen olevan
oppimista puhua matemaattisesti.

"Saat opiskelijan puhumaan matematiikasta —saat opiskelijan ajat-
telemaan matematiikkaa|15].”

Samaa ajatusmallia on nidhtdvissid opetussuunnitelmistakin, silld kommuni-
koinnin ja matemaattisen kielen osaamisen merkitystd korostetaan [25].

"Matematiikan opetuksen tehtdvina on tutustuttaa opiskelija ma-
temaattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan perusideoihin
ja rakenteisiin, opettaa kiayttdmain puhuttua ja kirjoitettua ma-
tematiikan kieltd.” [25]

Lukion opetussuunnitelmassa korostetaan myos matemaattisen ajattelun sel-
keda ilmaisua.
Matematiikan ainedidaktiikan tutkimuksissa matemaattisen kielentémi-

sen on havaittu tukevan oppimista ainakin kolmen nidkokulman puitteissa
|10, 23]:
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1. Matematiikan kielentdminen yhdistdd oppilaan matemaattisen ajatte-
lun ja kielen. Oppilas jésentelee ja selkeyttdd omaa ajatteluaan seka
monipuolistaa matemaattista ilmaisuaan kirjoitetun tai puhutun kie-
len avulla. Oppilas perustelee ja reflektoi omia uskomuksiaan. [10] Jos
oppilaalla on konseptuaalista tietoa aiheesta, hin pystyy tietoisesti eri-
laisiin reprentaatioihin, joita kielentdmisen avulla voidaan jésennelld ja
harjoittaa. Han pystyy kielen avulla selittdméaéin, l6ytaméaan todistuk-
sia, yleistiméin yms. Konseptuaalisen tiedon avulla hén myo6s pystyy
vastaamaan esimerkiksi kysymykseen miksi. Kielentdmisen ensimmai-
nen hyoty perustuu tiedon konseptualisoimiseen ja erilaisten reprens-
taatioiden kiyttéon oppilaan jasennellessi omia ajatuksiaan kirjalli-
sesti tai suullisesti. Jos oppilaalla ei kuitenkaan ole aiheesta konsep-
tuaalista tietoa, ei kielentimiselld vilttadméattd saada konseptuaalista
tietoa myoskidin rakentumaan, koska oppilaalla ei vilttaméatta ole min-
kidanlaista etukiteistietoa aiheesta eika néin ollen representaatioitakaan
kiytettavissi. Silloin kielentdmisen toisen hyédyn avulla oppilas voisi
rakennella konseptuaalista tietoa.

2. Samanaikaisesti oppilaan oma ajattelu nikyy myos muille oppilaille ja
opettajalle. Kielentamisen avulla tehtdvien ratkaisuun saadaan uusia
nikokulmia, mikid tukee matematiikan oppimista sekd oman osaamisen
arviointia. Samanaikaisesti kun yksi oppilas ilmaisee oppimaansa kie-
lellisesti, muut oppilaat voivat verrata omia tietojaan ja kisityksidin
toisen oppilaan ilmaisuun, ja voivat keskustelun avulla muovata seki
omaansa etti toisen oppilaan tietdmystd.[10, 23] Reprensentaatiot ra-
kentuvat vanhojen representaatioiden péille, jolloin niitd muokataan
tai vanhat vaaranlaiset reprensentaatiot hylatdin. Oppilaiden ajatte-
lun tullessa esiin muille kielentdmisen seurauksena, he voivat vertailla
omia reprensentaatioitaan ja muokata tai rakentaa omiaan uudelleen.
Voi myds olla, ettéd vertaisryhmésta esille tulevat erilaiset reprensentaa-
tiot ovat vuorovaikutuksessa siten, ettd toinen esitystapa selittad toista,
jolloin kysymyksessé on representaatioiden vilinen vahva yhteys|8]. Yk-
sinkertaisesti ilmaistuna suullinen kielentdminen /keskustelu nahdaén
prosessina, jossa omaa tietoaan on mahdollista kerryttid tai muokata
vastaamaan tilannetta muiden tietojen perusteella.

3. Opettajan arviointi- ja suunnittelutyohén saadaan tiarkedd tietoa, kun
oppijoiden ajattelu ja osaaminen on selkedimmin nahtavissa.

Nama kolme nidkokulmaa kielentdmisestd patevat kaikille ikdluokille alakou-
lusta korkeakouluun. Kielentdmisen hyotyjen yhteydessd on syytd pohtia
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my6s niiden toimivuutta esimerkiksi oppimisvaikeuksista kérsievien oppilai-
den tilanteessa. Puutteet matematiikan osaamisessa voivat johtua monista
eri syistd, ja ennen kuin mitdin apukeinoa yritetdin kiyttdd opetuksessa,
tulee ensimmaéisend maarittas, mistd oppimisen haasteet kunkin oppilaan ti-
lanteessa johtuvat [30].

Kielentdmisen tutkimus on Suomessa vasta alkuvaiheessa [10]. Kielen-
tamistd on kuitenkin tutkittu ldhes kaikilla koulutustasoilla opetuskokeilu-
jen merkeissé. Kirjallista kielentdmistéd on kokeiltu peruskoulu-, lukio- ja yli-
opistotasolla, suullista kielentdmistd on harjoitettu jo esiopetuksessakin [14].
Téassa tutkimuksessa esiteltavit tiedot ja kielentdmisen kdyttotavat soveltu-
vat niin peruskoulutasolle kuin lukioonkin.

Matemaattinen kommunikoiminen eli kielentdminen voi tapahtua niin sa-
nallisesti, kuvallisesti kuin my&s toiminnan kautta, joista kaikissa kiytetdan
erilaisia reprentaatioita. Kielentdminen voi tapahtua yhdessd muiden kans-
sa, mutta myos tdysin yksindan |19, 30]. Oppilas jisentelee matemaattista
ajatteluaan kielentdessiin, jolloin opittu tieto saattaa muuttua konseptuaa-
liseksi, silld se verkostoituu kielen avulla muihin tietoihin [10, 18].

Monipuolisella kirjoittamisella matematiikan tehtdviad ratkaistaessa on
monia hyotyjé: sen on tutkittu edistivin matematiikan oppimista ja syventé-
van tietoa, kehittdvadn ymméartadmistd, parantavan asenteita ja helpottavan
huomattavasti opettajan arviointity6té [14]. Kirjoittaminen ja lukeminen ma-
tematiikassa ei kuitenkaan ole tavanomainen prosessi, kuten esimerkiksi vie-
raan kielen tilanteessa. Matematiikan lukeminen yhdistiad tekstin lukemisen,
kuvaajien tulkitsemisen, symbolien tunnistamisen ja tulkitsemisen seké su-
juvan liikkkumisen ndiden kaikkien vililld. Jotta kirjoittaminen ja lukeminen
matemaattisesti onnistuu, pitda kielellinen syntaksi ymmaértaa ja sen kiaytto
hallita. [17]

Verbaaliset sanonnat matematiikkaan liittyvissd keskusteluissa taas ta-
kaavat nikemyksen yksilolliseen matemaattiseen ajatteluun, ja ilmentéavét
malleja, joita oppilaat havaitsevat matemaattisissa ongelmissa [23]. Mate-
maattisen ajattelun ilmeneminen ei kuitenkaan ole yksinkertainen tai helpos-
ti esille tuleva aspekti. Matemaattiseen ajatteluun liittyvissi tutkimuksissa
kaikki eivit kuitenkaan esitd asiaa samalla tavalla kuin Meaney, silld kie-
len avulla esitetyt nikemykset eivit ldhes koskaan vastaa tdysin alkuperéisid
ajatuksia. T&ll6in kommunikoinnin voidaan ajatella olevan myds esitystapa
jo valmiille ajatuksille [30]. Lerman [19] on kuvaillut tutkimuksessaan, et-
td matematiikan luokassa tapahtuva kommunikaatio ja vuorovaikutus ei ole
“ikkuna” oppilaan mieleen ja ajatuksiin, koska mieli ja ymmérrys eivit ole
staattisia tai muutettavissa tekstuaaliseen muotoon, mutta kielennetyt aja-
tukset kuitenkin vastaavat kontekstissaan tietoutta ja aktiivisuutta asiasta.
Sen avulla tietojen jakaminen eli kommunikointi tapahtuu [19]. Matemaatti-
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sen idean esittdmistapa vaikuttaa myos oppilaan ymmarrykseen, jonka vuoksi

olisi tirkedd, ettd oppilas saisi ja pystyisi ilmaisemaan asian omin sanoin ha-

luamallaan tavalla[10, 18]. Seké suulliseen ettéd kirjalliseen kielentédmiseen ja

niistd esitettyihin hyotyihin keskitytddn tarkemmin seuraavissa kappaleissa.
Jos kielentdmisen lahtokohdat tiivistettiisiin yhteen lauseeseen:

"Kun oppilas ymmaéartda MITEN asiat on kerrottu, he voivat pa-
remmin ymmartdd MITA on kerrottu ja vasta silloin heilld on
mahdollisuus ymmartia MIKSI tapahtuu niin kuin on kerrottu.”

9]

4.2 Kielentiminen opetuksen apuna

Matemaattisten koulutusohjelmien yhtendinen tavoite on kehittdd oppijan
kykyd kommunikoida koulumatematiikan kielelld ja kiyttdd matemaattisia
symboleita oikealla tavalla [4]. Pimmin [27] mukaan ilman harjoittelua ja oh-
jaamista matematiikan kielen kiyttoon, matemaattinen sanasto voi johtaa
oppilaita harhaan, jolloin he voivat muodostaa viirdnlaisia tarkoituksia esi-
merkiksi matemaattisille merkeille. Oppilaat saattavat myos kehittad muisti-
saantoja tai lainalaisuuksia, jotka ovatkin vaillinaisia, jollaisista esimerkkina
kaikki luvut ovat parillisia tai parittomia” ja "kertominen suurentaa” [27].

On havaittavissa oppilaiden ajattelevan usein, ettd arkipéiviinen logiik-
ka ei endd pade matematiikan tunnilla. Esimerkiksi he voivat ratkaista ih-
misen idksi 180 vuotta, ja sen enempéad ajattelematta luulevat vastauksen
olevan oikein. Oppilas siis luottaa muistamaansa laskusdéntoon, joka ohjaa
hdnen pdattelydin representaatioiden vililld. Oppilaille on siis syntynyt aja-
tusmalli, jonka mukaan omaa tietdmysté luokkahuoneen ulkopuolella ei kuu-
lu huomioida matematiikassa. Ongelma saattaa johtua siitd, ettd oppilaat
luulevat olevansa "pakotettuja” kdyttamaan matemaattisia termeja ja malle-
ja. Jos oppilaita rohkaistaisiin kiyttdméain enemméin arkielaimén luonnollis-
ta kieltd tehtivien ratkaisuissa, voisivat ratkaisut olla realistisempia. Vasta
epamuodollisen vastauksen jalkeen, tehtdvinratkaisu voitaisiin muotoilla ma-
tematiikan symbolikielelld algebrallisesti. Ajatellessaan arkipaiviisen kielen
olevan kiellettyd, oppilaat menettdvit vaihtoehtoisia tapoja kuvailla oppimi-
aan asioita. [21]

Usein oppikirjat vahvistavat oppilaiden kasitysta siitd, ettd vain mate-
maattinen esitysmuoto on sopiva ratkaisemaan matematiikkaa. Oppilaiden
ymmarrys jaa talloin puutteelliseksi, koska he eivit osaa liittda asioita arki-
paivaisiin tilanteisiin. Oppilaat eivit myoskdan osaa selittdd miksi saatu rat-
kaisu johonkin tehtdviian on oikea. Oppilaat siis oppivat kylld ratkaisemaan
tehtavid, mutta eiviat kuvailemaan tulokseen johtanutta ajatusprosessia tai
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perustelemaan, miksi vastaus on oikein. Toisin sanoen oppilaat osaavat mate-
maattiset proseduurit, mutta konseptuaalinen tieto aiheesta puuttuu. Oppi-
laiden tulisi siis ymmartéi, etta kirjoitetut selitykset ovat osa matematiikkaa
ja tirked osa matemaattisen tehtivin ratkaisua ja néin ollen konseptuaalista
tietoa tulisi rakentaa. |21, 8]

4.3 Suullinen kielentaminen

Suullinen kielentdminen perustuu matematiikan luokassa tapahtuvaan kom-
munikaatioon ja vuorovaikutukseen muiden oppilaiden ja opettajan kesken.
Kommunikaatiolla tarkoitetaan tietojen jakamista ihmisten kesken yhteisen
symbolisysteemin eli kielen kautta. Merkitysten rakentaminen luokassa ei
ole jokaisen oppilaan yksityinen prosessi, vaan merkityksid voidaan muodos-
taa yhdessd kommunikoiden. Oppilaat esittévat siis erilaisia representaatioi-
ta toisilleen. Sen myo6té tietoa ei siirretd opettajalta oppilaille vaan raken-
netaan yhdesséd [2, 30]. Ideaalisessa tilanteessa oppilaat uskaltavat ilmaista
omia ideoitaan ja ndkemyksidén omin sanoin pelkddmétté virheita [10]. Jotta
luokassa olisi vapaa ja myonteinen ilmapiiri keskustella, on jokaisen oppilaan
kunnioitettava toisiaan. Jokaisen oppilaan tulee kuunnella mitd muilla on
sanottavana, jokaisen oppilaan on kuultava, mitd muut puhuvat ja jokaisen
oppilaan on osallistuttava keskusteluun jossain vaiheessa. Kenenkéién ei kui-
tenkaan ole pakko osallistua tiettyyn keskusteluun, jos se tuntuu epamiellyt-
tavaltd [3]. Avoimessa keskustelussa oppilas havaitsee mité itse tietaé verrat-
tuna muihin. Jos keskustelu perustuu piiasiassa tietimykseen, voi aiheuttua
epavarmuutta ja paniikkia, mutta jos keskustelu pidetddn olettamuksien ja
perustelujen testaamisen tasolla, voi se olla hyodyllistd ajatuksien syventé-
misessi ja konseptuaalisen tiedon rakentumisessa [2|. Sfard [30] on todennut
tutkimuksessaan, ettd kysymyksen "ymmarsivatko oppilaat asian” sijaan oli-
si hyodyllisempéad kysya "miten oppilaat ymmarsiviat asian”. Talloin ilmenisi
my6s mahdolliset vaarinymmarrykset.

Suullisen kielentamisen voi liséité osaksi opetusta kolmella helposti toteu-
tettavissa olevalla tavalla: koko luokan keskustelulla, pienryhmé-keskustelulla
tai parikeskustelulla [3]. Koko luokan keskustelussa opettaja johtaa keskus-
telua, mutta hén ei ole ensisijaisesti dénessi kysymyksia esittden. Ennemmin
opettajan rooli on kannustaa oppilaita esittiméain ajatteluaan ja perustelu-
jaan. Tietenkin opettajan on oltava keskustelun johtaja, jotta tiedetddn kes-
kustelun tarkoitus ja pysytddn asiassa. Perusteluiden ei myoskdan tarvitse
olla taysin oikein, vaan paipointtina on saada oppilaat kertomaan ajatuksi-
aan. Opettajan keskustellessa yhden oppilaan kanssa, hin voi oikeanlaisilla
kysymyksilld ohjata keskustelua niin, ettd oppilas itse ymmaértdd asian oi-
kein. Opettaja siis aiheuttaa oppilaalle kognitiivisen ristiriidan, jonka kautta
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oppiminen tapahtuu [29]. Sfard [30] pohtii kuitenkin tutkimuksessaan, on-
ko edelld kuvaillussa tilanteessa aina kyse oppimisesta ja ymmaéartimisesta.
Oppilaalla kuitenkin on tarve vastata opettajalle oikein ja ohjaileviin kysy-
myksiin saattaa pystyd vastaamaan oikein ilman sen suurempaa ymmarti-
misté asiasta. Oikea vastaus voi jadda mieleen, mutta ei valttamatta pystyta
varmistumaan, syntyyko syvempad ymmarrysté siithen johtaneista syisté.

Pienemmassa ryhmaéssé keskustellessa oppilaat saavat helpommin kerrot-
tua oman mielipiteensé, kun kuulijoina ei olekaan koko luokka. Periaate on
muuten ldhes sama kuin koko luokan keskustelussakin. Opettaja ei kuiten-
kaan voi kontrolloida kaikkien ryhmien keskustelua samanaikaisesti, joten
keskustelu ei valttdmitta ole tuottoisaa koko ajan [3]. Pienemméssi ryhmés-
si keskustellessa herdd muutama kysymys, esimerkiksi jos matemaattinen
asia ei tuota vaikeuksia kenellekdiin ryhmén jasenisté, ei keskustelun hyodyl-
lisyytta ole mahdollista médrittdd [30]. Sama epikohta piatee myos seuraa-
vaksi esitettdvassi parikeskustelussa.

Parikeskustelun padpointtina on nopea ajatustenvaihto lahimmaén vierei-
sen ihmisen kanssa, ennen vastaamista koko luokan kuullen. Suurin hyoty
téssd tavassa on se, ettd oppilaiden seuratessa opetusta, on heilld tarve saa-
da oma aidnensd kuuluviin. My6s oppilaat, jotka eivit valttamatta ole ym-
martineet kaikkea, voivat saada pariltaan nopean vastauksen kysymyksiin-
sd. Parikeskustelu toimii siis my6s hyvin osana koko luokan keskustelua [3].
Parikeskustelussa ei kuitenkaan ole opettajaa eikd muutakaan asiantuntijaa
kuulemassa keskustelua, joten keskustelun tuloksena ei valttdméattd synny
minkddn nakoista ndkyvad ymmaérryksen syventymistéd [30]. Anna Sfard [30]
on analysoinut kahden oppilaan keskustelua ja havainnut, ettd tdssdkian ta-
pauksessa toisen oppilaista yrittdessd selventdd ymmartamaansa asiaa toi-
selle, ja selityksen ollessa tdysin tyydyttiavaa, ei huomattavaa ymmarryksen
kasvamista valttamaéatta tapahdu siitdkddn huolimatta toisen oppilaan koh-
dalla.

Suullinen keskustelu matematiikan luokkahuoneessa auttaa oppilaiden
oppimista suorasti ja epasuorasti. Keskustelun avulla voi oppia tai saada
tietoa toisten oppilaiden ideoista, ideoiden vilisistd suhteista, strategioista,
prosesseista, faktoista, matematiikan historiasta yms. Kaikista néistd asioista
voidaan keskustella, jolloin ne myos tulevat ymmaérretyksi, jolloin tieto voi jo-
pa muuttua konseptuaaliseksi. Epasuorasti keskustelu vaikuttaa oppimiseen
sosiaalisen yhteisollisyyden kautta. Oppilaat saavat toisiltaan kannustusta,
uusia ideoita ja tukea. [3]

On kuitenkin muistettava, etté vaikka suullisen kielentdmisen kautta saa-
tu informaatio on epailyksetté térkedd, se ei aina ole riittivisti selittddkseen
kaikkea oppilaan ymmaérryksesté ja ajattelusta. Kun oppilas kertoo suullisesti
ajatuksistaan ja ideoistaan, ne eivit tdysin vastaa monimutkaisia ajatuspro-
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sesseja, joten opettaja tai muu kuulija ei valttamatta saa tarpeeksi informaa-
tiota auttaakseen oppilasta oppimaan. Varsinkaan syita sille, miksi kyseessé
oleva oppilas ymmaértiaé asiat kertomallaan tavalla, on todella vaikea saada
selville pelkilld luokkahuonekeskustelulla. [30] Luokkahuoneessa tapahtuvan
keskustelun toisena kdantdpuolena on muistettava, ettd useimmiten varsinkin
parikeskustelussa, toinen oppilaista “leimataan” osaavaksi osapuoleksi ja toi-
nen vihemmin osaavaksi. Témén kaltainen jaottelu ei Lermanin [19] mukaan
vilttdméattd vaikuta matemaattiseen osaamiseen ja siihen siséltoon, mité op-
pilas tuottaisi, mutta omaan oppimiskyvykkyyten silld voi olla merkitysta.

4.3.1 Vinkkeji suulliseen kielentidmiseen matematiikan opetuk-
sessa

Oppilaat eivit vilttamétta ole tottuneet keskustelemaan matematiikan tun-
neilla, jolloin se voi aluksi olla heille vaikeaa. Keskustelussa apuna olevia
tapoja on tutkittu, ja tidssi kappaleessa esitellddn niistd viisi tehoikkainta,
jotka auttavat saavuttamaan halutun pdamaéadrin matemaattisen ajattelun
ja oppimisen syventimisessi. Naméi viisi tapaa eivit kuitenkaan ole ainoita
mahdollisia ja niitd voi soveltaa monella eri tavalla.

Ensimméinen tapa on “uudelleen kertominen”: Opettaja toistaa op-
pilaan vastauksen ja lisdé sithen kysymyksia ikddnkuin tarkistaakseen, etti
oppilas on ymmaértinyt asian oikein. Samalla oppilaalta voi saada tarkempia
perusteluja asiaan. Toisaalta oppilaan vastauksen uudelleen kertominen aut-
taa toisia oppilaita ymmartamadn asian paremmin. He my6s kuulevat sen
uudelleen opettajan toistaessa vastauksen, jolloin heilli on enemmén aikaa
miettid ja sisdistdd asiaa. [3]

Toinen tapa keskustelun luomiseen on ”toistaminen”. Ensimméisen op-
pilaan vastauksen jilkeen, annetaan vuoro seuraavalle oppilaalle, jonka teh-
tavana on toistaa toisen oppilaan vastaus omin sanoin. Téssdkin tavassa op-
pilailla on enemmén aikaa prosessoida vastausta. Oppilaat myos saavat osal-
listua keskusteluun enemman. Toistamisen avulla myos taataan se, etta jokai-
nen oppilas kuulee kiisiteltdvin vastauksen. Muut oppilaat voivat ymmaéartaa
opiskeltavaan asiaan liittyvid késitteitd ym. uudella tavalla vertaisryhmaéssé
tapahtuvan keskustelun myoté. |3

Kolmas tapa lisitd keskustelua on ”perustelu”: Oppilaat lisdédvit omia
perustelujaan ja pédttelyitddn toisen oppilaan perusteluihin. Opettaja voi
jatkaa keskustelua kysymykselld: "Oletteko samaa vai eri mieltd ja miksi?".
Oppilaat siis vertaavat omia paitelmidin toisen oppilaan padtelmiin ja néin
ollen pystyvit kertomaan ovatko samaa mieltd toisten kanssa vai eivit. On
tiarkedd kisked oppilaita myos perustelemaan vastuksensa, jotta opettaja voi
varmistua oppilaan oikeasti ymmaértivin asian. |3|
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Neljas keskustelutapa on ”vastauksen syventdminen”. Oppilaat saavat
tilaisuuden jatkaa toisen oppilaan vastausta ja néin ollen esimerkiksi syven-
tdd vastausta tai kertoa erilaisia nikokulmia aiheesta. Toiset oppilaat saavat
ndin arvioida aiemmin esitetyn vastauksen oikeellisuutta. Liséiksi he oppivat
keskustelemaan eri ratkaisuvaihtoehdoista. [10, 3|

Viides tapa keskustelun lisddmikseksi on “odottaminen”. Yhteinen miet-
timistauko on hyvi tapa luoda ja yllapitda keskustelua. Oppilaat eivit véilt-
tdméatta ole sanavalmiita, varsinkaan kasitellessd heille uusia asioita, joten
tauon aikana he ehtiviit prosessoimaan tietojaan. Miettimisaikaa olisi hyvi
antaa myos oppilaalle, jolle on jo annettu vastausvuoro. Nain hénelld on aikaa
miettid vastaukselleen perustelu. [3]

Suullisen kielentdmisen ja luokkahuonekeskustelun yksi paatavoitteista
on muuttaa oppilaiden ndkemyksid matematiikan kompleksisuudesta ja sel-
keyden puutteesta, varsinkin heidén opetellessa uutta ja monimutkaista ma-
temaattista asiaa. Keskustelun avulla tieto rakentuu jo aikaisemmin opit-
tujen asioiden péille muovaillen ja ahvistaen ennalta opittua. Opettaja saa
myos tietoa siitd, mitd aihealueita oppilaat kokevat monimutkaiseksi, jolloin
jatkon kannalta on hyodyllistd painottaa monimutkaiseksi koettuja asioita
enemmén. |3, 30, 9|

4.4 Kirjallinen kielentaminen

Oppilaan tekeméi matematiikan sanallisen tehtdvin ratkaisua katsoessa, usein
nikee vain laskulausekkeen, laskutoimituksia ja tuloksen tai mahdollisesti
vain joitain nédisté [23]. Nakyvissd on siis vain kiytetyt proseduurit, jos niité-
kddn. Joutsenlahden [12] nikemyksen mukaan olisi tirkedd, ettd kirjallises-
sa ratkaisussa kiytettiisiin symbolikielen lisdksi kuviokieltd, matematiikan
luonnollista kieltd ja mahdollisesti luonnollista kieltd (Kuva 2). Samassa tut-
kimuksessa Joutsenlahti on todennut, ettd peruskoulun oppikirjat ohjaavat
oppilasta yhdenlaiseen ratkaisumalliin: muodostamaan lausekkeen ja laske-
maan laskun. Suppea, symbolikielelld esitetty ratkaisu ei tue monipuolista
kielenkdyttod matemaattisen ajattelun ilmaisemisessa. Tastd syystd oppi-
laan ajattelu- ja ratkaisuprosessi jaavit opettajalle tai ratkaisun tarkaste-
lijalle avoimiksi[10]. Vaikka oppilaat kokevat usein kirjallisen kielentdmisen
tyoldaksi, sen vaatiessa paljon enemmén kirjoittamista kuin muutaman rivin
laskulausekkeet, ovat Joutsenlahden [10] mukaan kielentdmisen hyodyt niin
suuria, ettd kielentdminen kannattaa. Kirjallisen kielentdmisen etu on myés
konkreettinen, kirjallinen esitys, johon voi palata uudelleen esimerkiksi ko-
keeseen lukiessa tai kotitehtidviad tehdessi. Kielentdja voi tarvittaessa myos
muokata aiempaa tuotostaan. Kielentdmisen seurauksena myos opittu asia
voi jadda paremmin muistiin [23, 12].
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“Standardi’- malli "Kertomus™ malli

Luonnollinen kieli / Kuviokieli
Matematitkan symbolikieli
Luonnollinen kieli / Kuviokieli
Matematitkan symbolikieli
Matematiikkan symbolikiell Luonnoilinen kieli / Kuviokieli

Matematiikan symbolikieli

TEHTAVAN RATKAISU

Luonnoifinen kieli / Kuviokieli
Matematiikan symbolikieli

Luonnoilinen kdeli

Kuva 3: "Standardi™ ja “kertomus”™mallien havainnollistus|12]

Suulliseen kielentdmiseen verrattuna kirjallisessa kielentdmisessd oppi-
laalla on enemmén aikaa jasennelld ajatuksiaan ja rakennella ratkaisua. Kir-
jallinen ratkaisu on usein myd&s selkedmpi, joka on hyddyllistd ratkaisun lu-
kijan kannalta. Suullisessa kielentdmisessé oppilas kuitenkin saa palautteen
vilittomaésti ja kuulee myos ratkaisun oikeellisuuden kuulijoilta, toisin kuin
kirjallisen kielentdmisen tapauksessa, vastaus tarkistetaan usein vasta myo-
hemmin. Lisdksi suullisessa vastauksessa saa vertaistukea kuulijoilta, kirjal-
lisen kielentamisen ollessa yksilotyota. [23, 27]

4.4.1 Kirjallisen kielentdmisen malleja

Joutsenlahti [12| on kehittényt viisi kirjallisen kielentdmisen mallia, joita
voi soveltaa matemaattisten (sanallisten) tehtivien ratkaisuissa. Mallit ovat:
“standardi’-, "kertomus’-, "kommentti’-, "tickartta’- ja "paivikirja’-malli.

"Standardi™malli (Kuva 3) keskittyy vain matematiikan symbolikielen
kiyttoon. Se on tavanomainen malli, joka esitelldén peruskoulun oppikirjois-
sa. Malli on yksinkertainen ja suosii yhdenlaista esitystapaa: lauseke, laskut
ja lopuksi vastaus yksikkoineen. Ratkaisu on persoonaton, eikd ratkaisijan
tarvitse itse ymmaértaa ratkaisua, vaan sen voi vain toistaa esimerkin avulla.
Myo6skdan ratkaisun lukija tai kuulija ei saa minkaddnlaista tietoa ratkaisi-
jan ymmaérryksestd. (Joutsenlahti 2009) Normaalisti juurikin kyseinen malli
on laajalti kiytossi oppilaiden keskuudessa, ja siihen liittyy edelld olevissa
kappaleissa esiteltyjd ongelmia.

"Kertomus™mallissa (Kuva 3) tehtévin ratkaisun perusteet kuvataan sa-
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Luonnollinen kieli

Luonnollinen kieli

Luonnollinen kieli
Luonnollinen kieli
Matematiikan symbolikieli Luonnollinen kieli

Luonnollinen kieli

TEHTAVAN RATKAISU

Luonnollinen kieli

Luonnollinen kieli

¥ Luonnollinen kieli

Kuva 4: "Kommentti™mallin havainnollistus [12]

nallisesti. Ratkaisun edetessd vaiheet kuvaillaan sanojen ja kuvioiden avulla.
Esimerkiksi lyhyet viliotsikot kuvaavat tehtdvan ratkaisuvaiheita, ja yleensi
myos kdytetyt merkinnét esitelldén. Ratkaisussa yhdistellaan eri kielid (kts.
kuva 1) tukemaan ja jisentdmé&én ratkaisun vaiheita. Samalla ratkaisuproses-
si selkeytyy myos lukijalle, niin lukija saa tietoa ratkaisijan ymmértédmisesta
ratkaisemassaan tehtdvissd ja mahdollisia virheitd on helppo seurata. Op-
pikirjoissa sanallisten tehtidvien malliratkaisut ovat usein "kertomus”-mallin
mukaisia.

"Kommentti”™-mallissa (Kuva 4) tehtévi on ratkaistu tdysin matematiikan
symbolikieltd kdyttien ja sen vieressd, ikdédn kuin toisella sarakkeella, on rat-
kaisuvaiheen syyt ja perustelut luonnollisella kielelld. Mallia voidaan kutsua
my0s pedagogiseksi malliksi, koska opettajat usein kiyttaviat mallia tunneilla
perustellessaan valivaiheita laskun vierelle tehtdvin ratkaisemisen lomassa.
12)

"Tiekartta”™mallissa (Kuva 5) tehtévi ratkaistaan ensin vain kuvailemalla
ratkaisuprosessia sanallisesti ja kuvioiden avulla. Lukija saa jo sen perus-
teella kiisityksen ratkaisun padpiirteistd ja tarvittavista perusteluista. Vasta
tdmén jilkeen tehtéivé ratkaistaan matemaattisesti tehtdvin alussa esitellyn
kuvauksen mukaisesti. Tehtavin jilkimmé&inen "matemaattinen vaihe” vastaa
ensimmaisend esiteltyd “standardi”-mallia. "Tiekartta”-mallissa siis tdydenne-
tdan ratkaisun takana oleva ajatustyd “standardi”-mallin ratkaisun tueksi.
[12]

"Paivikirja”mallissa (Kuva 5) edetdén padsaantoisesti “standardi”mallin
mukaisesti, sen enempéé kirjoittamatta. Kuitenkin ratkaisijan kohdatessa on-
gelmallisia kohtia, han jasentdd ja selkeyttdd omaa ajatteluaan kirjoittamalla
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Mk “Paivakijamalli

Luonnoltinen kiedi / Matematitkan symbolikieli

Kinviokieli

Luonnoilinen kieli / Kuviokieli

Matematikan symbolikieli

TEHTA VAN RATKAISU

Matematiikan symbolikieli

Luonnofinen kieli Luonnoliinen kieli

Kuva 5: "Tiekartta” ja "paivikirja”mallien havainnollistus [12].

tai kuvioita apuna kdyttiden. "Paivikirja’-mallin ensisijainen tarkoitus onkin
selkeyttad ratkaisijan omia ajatuksia, ei niinkdén informoida lukijaa. [12]

Kaikissa Joutsenlahden mairittelemissad ratkaisumalleissa vastaus anne-
taan erillisend ja kokonaisena virkkeend. Kun vastaus annetaan yhten&isené
virkkeend, oppilas joutuu itse pohtimaan yksikot, tarkistamaan, etté vastaus
vastaa alkuperiiseen kysymykseen ja arvioimaan vastauksen jarkevyytta teh-
taviissd kuvaillussa tilanteessa. [12]

4.5 Esimerkkeja matematiikan kielentamismalleista

Sama tehtdva on ratkaistu kolmen eri kielentdmismallin avulla.
Tehtavananto:

Luokan kassassa on 400e. Opettaja ostaa 27 junalippua. Yksi lip-
pu maksaa 12e. Kuinka paljon rahaa jaa?|1]

4.5.1 ”Standardi’-malli

400e — 12e x 27 = T6e

Vastaus 76e

4.5.2 7Kertomus”-malli

Junaliput maksavat yhteensé:
27 x 12e = 324e
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Rahaa jai kassaan:
400e — 324e = T6e
Lausekkeena:

400e — 27 x 12e = T6e
Vastaus: Rahaa jaa 76e.

4.5.3 "Tiekartta”-malli

Junalippujen yhteishinta saadaan kertomalla lipun hinta lippujen ma&ralla
ja jaljelle jadava rahaméiiri saadaan, kun vihennetédin kassassa olevasta ra-
hamaérastd junalippujen hinta

400e — 27 x 12e = 400e — 324e = 76e

Vastaus: Rahaa jaa 76e.

5 Opettajan rooli matematiikan kielentimises-
sa

Tarkasteltaessa opettajan roolia matematiikan kielentdmisessid on huomioi-
tava opettajien tietdmys. Ensinndkin myo0s tieto opettamisesta on komplek-
sinen ja hyvin monimutkainen tiedonala, ja toisekseen kyseinen tieto opet-
tamisesta on hyvin paljon riippuvainen kontekstista ja tilanteesta. Yhdesséi
huomioituna ndma kaksi nikemysta tarkoittavat, ettd tieto miten opettaa,
tarkoittaa tietoa, miten opettaja tulkitsee ja soveltaa tiedon monimutkai-
suutta. Matematiikan kielentdmisessd on erittdin tdrkedd, miten opettajat
itse ymmaértivit oppilaan konseptuaalisen tiedon kehittymisen [6]. Doerrin
[6] mukaan kyseisen tiedon kehittymisen huomaaminen ei ole sama asia kuin
havaita oppilaan ymmértineen yhden tavan ajatella asiaa tai kehittdneen
vhdenlaisen idean asian pohjalta.

Jotta kielentdminen saadaan luonnolliseksi osaksi matematiikan opetus-
ta, on opetusjirjestelyt suunniteltava etukiteen niin, ettd kielentdmista tue-
taan. Opetuksen tulee sisdltdad tarkoin harkittuja materiaaleja, esimerkkeji
ja malleja, jotka rohkaisevat ja kannustavat oppilaita kielen kiytto6on mate-
matiikassa. Onnistuneen kielentdmisprosessin seurauksena opettaja saa viit-
teitd oppilaiden ajatteluprosesseista arvioimalla oppilaiden toimintaa ja kie-
lentédmisessi syntyvia kuvia seké ideoita [18]. Niiden eri reprensentaatioiden
avulla voidaan tulkita konseptuaalista ja proseduraalista tietoa. Lisdksi se
voi johtaa kehittdméin opetuskeinoja, joilla voidaan auttaa ja edistid oppi-
laiden oppimista [6]. Opettajan tulisi myds kannustaa oppilaita kiyttdméaan
arkipaivaista kieltd matematiikan tunneilla.
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Oppilasryhmien ollessa suuria, ei suullinen kielentdminen ole mitenkain
mahdollista ldheskddn kaikkien kohdalla yhden matematiikan tunnin aika-
na. Sen takia korostuu vihkoihin tehtavén kirjallisen kielentdmisen merkitys.
Oppilaita tulisi ohjata ja opastaa selostamaan sekd perustelemaan omia rat-
kaisujaan vaihe vaiheelta, tilla tavalla ainakin proseduurit olisivat nakyvissa,
vaikka konseptuaalisesta tiedosta voidaan saada vain viitteitd. Omia ratkai-
sujaan oppilas voi jisentdd esimerkiksi pienien véliotsikoiden avulla. Talléin
opettajalla on mahdollisuus arvioida kiytettyjen kisitteiden ja sisdltojen oi-
keellisuutta ja niiden ymmértdmista. [10]

Opettajan tulisi kiinnittdd huomiota myos palautteeseen, jota antaa oppi-
laalle hinen tuotokseensa liittyen. Tarkoituksenmukainen palaute auttaa op-
pilasta parhaiten. Palautteesta tulee ilmeté oppilaalle, mitd hin on osannut,
mitkd asiat hdn on tehnyt hyvin ja missd olisi vield korjattavaa tai paran-
tamisen varaa. Jos palaute ei ole tarpeeksi informatiivista oppilaalle, han ei
pysty kehittdméian toimintaansa sen avulla, eikd muokkaamaan mahdollisia
virheellisia kisityksid. [18]

5.1 Voiko matemaattista ajattelua opettaa?

Burton [2] on todennut matemaattisen ajattelun olevan luonnollinen tyové-
line luokitella, verrata, yhdistelld ja muunnella ulkomaailman tietoa, jolloin
lapsilla on sita jo kouluun tullessaan. T&lloin luontaista matemaattista ajat-
telua voidaan hyédyntaa silloin, kun opettajat ovat tietoisia siitd ja tietavét
miten se harjaantuu. Oppiminen ei tapahdu pelkistdin tietoa syottamalla tai
harjoittelemalla, vaan samaan aikaan tarvitaan reflektiota, ettd mité on tehty
ja miksi. Oppilaiden matemaattisen ajattelun laatuun ja heidén reaktioihin-
sa/vastauksiinsa matematiikan ongelmissa vaikuttavat heiddn aiemmat ko-
kemukset. Kun asiat on jo opetettaessa perusteltu ja selitetty hyvin, voivat
valmiudet kiyttdd samoja tietoja olla paremmat. Samaan tapaan huonojen
kokemuksien takia matemaattisen ajattelun laatu voi myos heikentya.

Jos oppilaan on havaittu olevan hyvi jossain asiassa, esimerkiksi luokit-
telussa alemmilla luokilla, kuulostaisi jarkevalta harjoittaa taitoa ja esitel-
14 vaihtoehtoisia tapoja kehittdd omia taitojaan. Tamé& onnistuu kuitenkin
vain, jos oppilaan vahvuudet ovat jo etukiteen tiedossa. Jos niité ei tiedeta,
eiké niistd ole keskusteltu tai niité ei ole tutkittu, niin téllaisia harjoituksia
ei pystytd tarkasti maarittamadn. Kun erilaisia mahdollisuuksia tdsmenta-
miseen, otaksumien arvailemiseen, yleistimiseen ja vakuuttumiseen tarjoil-
laan oppilaille, he voivat pystya lihestymadian omaa ajatteluaan syvemmin ja
erilaisista nidkokulmista. Téll6in oppilaille vihitellen muodostuu tyokaluja,
joiden avulla he pystyvit rakentamaan vastauksiaan ja valmiuksiaan mate-
maattisiin ongelmiin. Tassa kohtaa kielentdmisté tarvitaan. Oppilaille voi ol-
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la hyodyllista kirjoittaa ratkaisun lomaan tuntemuksiaan. Téassd tapauksessa
on myds mahdollisuus tiedon konseptualisoimiseen. Opettajan esittdmien tai
tehtdvinannossa esitettyjen oikeanlaisten kysymyksien avulla sanojen kayt-
t6 harjaantuu ja oppilaat saattavat niin kiyttdd samoja sanoja myds omissa
vastauksissaan. Jos oppilas on jumissa tehtdvin kanssa, eiki tiedd miten edeté
eteenpiin, on se hyvd myontia itselleen, jolloin ajatusprosessi lahtee uudel-
leen alusta. Tarvitaan erilainen tdsmentdminen, erilaiset hypoteesit yms. eli
erilaisia ratkaisuun johtavia reprenstaatioita ja proseduureja. Kaytannossa
siis tehtévin ratkaiseminen on tietynlaista yritys-erehdys-toimintaa. [2]

Yksityisesti itselleen kysymyksien luominen ja niiden vélisten implikaa-
tioiden tutkiminen voi olla luonnollinen tapa matemaattisen ajattelun laajen-
tamisessa. T&lloin he havaitsevat ja pohtivat odottamattomia ja vaihtoehtoi-
sia tulkintoja ja voivat miettid piilomerkityksid. Kaiken kaikkiaan he oppivat
testaamaan omia olettamuksiaan ja reflektoivat mité he ovat saaneet selville.
2]

Avain oppilaiden matemaattisen ajattelun havaitsemiseen ja sen kéyt-
toon on sellaisen ilmapiirin luomisessa, joka rakentaa luottamuksen kysyé,
haastaa ja reflektoida. Téllainen ilmapiiri sisdltdd ja kannustaa muun muas-
sa olettamuksien kyseenalaistamiseen, erilaisista tarkoituksista keskustelemi-
seen, kysymyksien esittdmiseen, hypoteesien luomiseen, vakuuttavien todis-
tuksien argumentoimiseen, itsekriittisyyteen ja halukkuuteen muuttamaan
omia nakemyksidin. Opettajan esittamilla kysymyksilld ajatellaan my0s ole-
van vaikutusta tdmén ilmapiirin ylldpitdmiseen. Téllaisia kysymyksid ovat
esimerkiksi: "Miksi ajattelet ndin? Mitd huomaat? Mita jos...?”. [2]

Edelld mainitut keinot kuitenkin saattavat lisitd vain oppilaiden tietoi-
suutta matemaattisista asoista, ilman ajattelun syventymisté. Tietoisuus on
kuitenkin silta, joka yhdistaé erillisid tiedonalueita, informaatiota, kokemuk-
sia, tekniikoita ja ulkopuoliseen maailmaan liittyvid asioita. Pelkkd tietoi-
suuden lisddntyminenkéan ei siis ole haitaksi. Tietoisuuskaan ei kuitenkaan
lisdénny itsestddn vaan sitd pitdd rakentaa harkitusti. [2]

6 Oppimisen arviointi matematiikan kielenta-
misen avulla

Opettajan ndkokulmasta kielentdminen on erittdin hyddyllinen tyokalu. Sen
avulla pystyy arvioimaan, onko oppilas ymmaértynyt asian oikein vai onko
jossain vaiheessa mahdollisesti muodostunut viarinymmarryksid. Opettaja
pystyy my0s arvioimaan konseptuaalisen tiedon kehittymisté jossain méaérin.
Kielentamistehtava voi auttaa opettajaa ndkeméadn tehtdvin uudesta nako-
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kulmasta, ja jopa kehittida opettajan opetusta kyseisestd aihealueesta jatkos-
sa. [2, §]

6.1 Kirjallinen ja suullinen kielentdminen arvioinnin tu-
kena

Opppimisen arviointi on téarked osa opetustyttd. Oppimisen arvioinnin tu-
lisi kuitenkin ennemmin kohdistua asioiden ymmaértdmiseen ja opiskelutyy-
leihin, kuin pelkkd&dn numeroilla tapahtuvaan arvostelemiseen. Pedagogisesti
tarkeimmat arviointimuodot keskittyvit opetus-, opiskelu- ja oppimisproses-
seihin [2]. Monipuolinen kirjoittaminen voi olla apuna opettajan tulkitessa
oppilaiden vastauksia [13]. On kahdenlaisia arviointitekniikoita, joissa kirjal-
linen ja suullinen kielentdminen on apukeinona. Tekniikoilla voidaan arvioi-
da joko oppilaan kyvykkyyttd matematiikassa eli osallistumista, kiinnostusta
ja sitoutumista matematiikkaan ja sen opiskeluun tai oppimisen sisallollista
puolta eli oppilaan ymmarrysta ja sisallollista tietoutta. [17]

Esimerkkind téllaisista tekniikoista muutama, joita Adu-Gyamfi [17] on
teoksessaan esitellyt: Vertaisarviointi, jossa oppilaat arvioivat kirjallisesti toi-
sen oppilaan laatimaa tehtdvin ratkaisua. Néin opettaja pystyy arvioimaan
sekd arvioijan ettd alkuperdisen tehtivin ratkaisijan osaamista.

Kaksivaiheinen testi, on tavanomainen testi, joka toteutetaan kahdessa
vaiheessa. Opettaja arvioi tehtdvit ja antaa kirjallisen palautteen ensim-
méisessd vaiheessa, jonka jilkeen toisessa vaiheessa oppilaiden tehtédvané on
kirjoittaa vield vastaus opettajan palautteisiin. Taméan arviointimenetelméan
avulla sekd oppilas ettd opettaja saavat informaatiota, miten tietty aihealue
on ymmaérretty ja missi asioissa on tullut virheita.

Oppimispéivikirjan kirjoittaminen auttaa oppilaita jisentdméin ajatte-
luaan tietystd asiasta, sddnnostd tai matemaattisesta prosessista. Oppimis-
paivakirja on hyvin informatiivinen, kuitenkin hieman lisdtyota aiheuttava,
arviointikeino opettajalle.

"Oman esimerkin keksiminen” kisiteltévista aiheesta on sisallollistd osaa-
mista arvioiva tehtdvi. Oppilaat saavat esimerkkid keksiessddn sekd analy-
soida matemaattista aihetta ettd esittdd osaamansa tiedon esimerkin luomi-
sen avulla. Esimerkin vaikeustason ja kekselidisyyden avulla voidaan helposti
arvioida oppilaiden ymmarryksen tasoa.

Oppilaiden syvempédd ymmarrysta voidaan tulkita myos kuvaajien, dia-
grammien ja kuvien tuottamisen avulla. Kun oppilas saa vapaat kidet tehda
aiheeseen liittyvid kuvioita tms., niin siithen liittyvad prosessi ja itse tuotos
kuvaavat oppilaan omaa késitystd aiheesta. [17]

Oppimisen sisdltod arvioivia menetelmid on tietenkin monia muitakin,
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Kuva 6: Kielentdmisen ulottuvuudet [28§]

mutta tdssa ylla esiteltyné oli muutama kielentdmistd hyédyntava tekniikka.
Hieman muokkaamalla tekniikoita saa kevennettyéd ja muutettua eri luokka-
asteille sopiviksi.

7 Kielentamisen hyotyja

7.1 Kenelle kielentimisestid on hyotya?

Kysymysta voidaan tarkatella kolmesta eri nakokulmasta: opiskelijan omasta
nikokulmasta, vertaisryhmén nakékulmasta ja opettajan nikokulmasta [15].

Opiskelijoiden omasta nikokulmasta kielentdminen auttaa selkeyttamain
opiskeltavaa asiaa, heidan jasennellessdén ja selittdessddn vaikeita asioita tu-
tulla ja selkedlld kielelld. Tieto saattaa siis muuttua konseptuaaliseksi ja pro-
seduurit voivat automatisoitua harjoittelun tuloksena. Myds erilaisia repren-
sentaatioita voi muodostua ja vanhoja vadrinymmérryksid voidaan pystya
korjaamaan. Oppilaat myos pysyvit kirryilli omasta oppimisestaan. Kun
oppilas reflektoi omin sanoin oppimaansa, hian identifioi asioita helpoiksi tai
vaikeiksi. Tunnistaessaan itselle vaikeat asiat, voi niihin perehtyi jatkossa
tarkemmin. Taméa hyoty saavutetaan esimerkiksi jo siind tapauksessa, kun
oppilas kirjoittaa opettajalle kirjallisen viestin episelviistd asiasta. Kielen-
tden tehdyt tehtdvit myos ovat hyodyllisid asioita kerratessa ja kokeeseen
lukiessa. [5, 2|

Kielentdminen on hyodyllista oppilaalle myos ratkaisuprosessin selkeytté-
misessd. Kun oppilas kirjoittaa aluksi tehtivissa annetut tiedot ylos ja mihin
tehtdvassa etsitadn ratkaisua, laskutoimitukset tehtydan, on oppilaan help-
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po palata tehtdvin alkuun tarkistamaan, ettd tehtdvinannossa annetut fak-
tat on huomioitu ja, ettd oikeaan kysymykseen on vastattu[5]. Kun oppilaat
ovat tottuneet kielentdmiseen, he pysyvéit kérryilli omassa osaamisessaan,
jolloin my&s oman opiskelun itsearviointi helpottuu. Oppilaat oppivat mil-
lainen tekniikka sopii heille ja mikd tukee heidén oppimistaan. Kun oppilail-
la on mahdollisuus vaikuttaa omaan oppimiseensa, myos opiskelumotivaatio
nousee. Téssd kyse on Kilpatrickin ym. méarittelemésta yrittelidisyydesta.
Usko omaan kehitykseen ja omiin kykyihin kasvaa, kun oppilaat saavat on-
nistumisia. [18, 16]

Oppilaille on my6s hyodyllistd kuvailla oppimisprosessia kirjoittaen. Il-
man kirjoittamista oppiminen tapahtuu vain arvioimalla tehtivai ja toteut-
tamalla laskutoimitus. Kirjoittamisen myotd tehtavid tarkastellaan syvem-
min ja tietoa jarjestellian ennen laskun toteuttamista. Tehtdvat pitdd siis
muodostaa niin, ettd oppilaat joutuvat syventyméiin tehtdvanantoon ja or-
ganisoimaan siind kerrottavia tietoja ja miettiméan otaksumiaan ja odotuk-
siaan, sekd todistamaan niitd todeksi eli kiyttdmain Burtonin (1984) méérit-
telemid matemaattisen ajattelun prosesseja. Vield tehtivin ratkaisemisenkin
jalkeen tehtavia pitda ajatella uudelleen. Esimerkiksi tehtdvian ratkaisemi-
sen jilkeen voisi kirjoitustehtdvina vield olla reflektointia. Esimerkkialoitus
tallaiselle tehtdville voisi olla: "Nahdesséani tehtdvin, ensimmaéinen reaktioni
oli...”. [5, 33|

Vertaisryhmén nakokulmasta kielentdmisen myota pystyy ymmartamaan
paremmin toisten laskijoiden ratkaisuja ja vertaamaan omia padtelmidin
muiden ratkaisuihin. Tehtédvista keskusteleminen on myos helmpompaa, kun
opiskelijat ymmaértavat toisiaan. Matematiikan laskuissa usein on jopa vas-
tausta tiarkedmpéda ratkaisuun kuljettu matka ja siihen péddseminen. Myds
uusia nékokulmia voi saada vertaisryhmén avulla. |28, 2

Opettajan ndkokulmasta kielentdmisen hyodyllisyys nékyy oppilaiden se-
littdessd omia matemaattisia ideoitaan. Talloin opettaja saa tietoa oppilaiden
ymmérryksestid. Opettaja pystyy arvioimaan formatiivisesti oppilaiden oppi-
mista. Kirjoituksien perusteella voidaan arvioida oppilaiden ymmarrysta si-
sallollisesti, algoritmien hallintaa ja ongelmanratkaisutaitoja sekid oppilaiden
asenteita ja tunteita. Esimerkki sisillollistd osaamista arvioivista tehtavista:
"Maérittele yhdensuuntaisuus omin sanoin.” tai "Miten perustelet, ettid i on
suurempi kuin é.” tai "Mitka olivat tAmén péivian tunnin padpointit?”

7.2 Kielentamisen haasteita

Kielentamiseen liittyy myos haasteita. Ensimmaéisend mieleen nouseva kysy-
mys kielentdmiseen liittyen on, ettd miten voidaan sanoa mitéén oppilaiden
ymmarryksestd suullisen tai kirjallisen kielentdmisen yhteydessd. Onko se
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lainkaan mahdollista tai varsinkaan, onko ymmarryksen tasoa mahdollista
mitata. Toisen oppilaan kanssa tapahtuvassa keskustelussa voidaan pohtia,
vaikuttaako keskustelu ja yhteistyd nikyvilld tasolla oppimisessa ja vaikut-
taako keskusteleminen oppimiseen aina myonteisesti molempien keskusteluun
osallistuneiden oppilaiden kohdalla. [30]

Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon kannalta kielentdmisell ei ole
16ydettavissd hyotyja, jos oppilaalla ei ole vield konseptuaalista tai prosedu-
raalista tietoa aihealueesta. Téllin kielentdminen ei yksinkertaisesti ole kan-
nattavaa. Toisaalta esimerkiksi esimerkkeja jaljittelemalld proseduraalinen
tieto voi vihitellen kasvaa. Omia representaatioita oppilaat pystyvit kehitte-
lem&dn ilman kielentdmistikin, tosin esimerkiksi ajatustensa muuttaminen
sanoiksi voi selventdd myo6s omaa ajattelua. Joissain tapauksissa oppilas voi
hallita kéisitteen ja jopa ymmértia asian, mutta ei pysty antamaan verbaa-
lista esitysmuotoa [16].

Toinen suulliseen kielentdmiseen liittyva ongelma tulee esiin toisen oppi-
laan ollessa selkedsti heikommalla tasolla kuin toisen. Miten tédssa tilantees-
sa heikomman oppilaan osaamista voitaisiin parhaalla mahdollisella tavalla
lisité ja onko se mahdollista toisen oppilaan kanssa keskustellessa. Kuiten-
kin joitan aspekteja vadrinymmarryksistd voidaan keskustelunkin perusteella
tulkita, mutta ovatko nama tulkinnat riittdvia auttamaan oppilasta oppimi-
sessa. Varsinkaan reaktioiden ja vastauksien syitd on todella vaikea selvittda
analysoimalla keskustelua. [30, 2|

Varsinkin kirjallinen kielentdminen vaatii oppilailta enemmén keskitty-
misté, aikaa ja ajattelun reflektointia. Ylipdatddn, kun ajatukset pitda kir-
joittaa ylos, on se huomattavasti tyoladmpaéd kuin asioiden pohtiminen vain
mielessddn. Tyoméaaran lisddntyminen ei useinkaan innosta oppilaita, joten
kirjallinen kielentdminen voi jaadd vihaiseksi. Tamén takia kielentdminen
vaatiikin harjoittelua ja ohjaamista oikeaan tapaan, jotta siitd tulisi tehokas-
ta. [23]

Leen [18] mukaan kielentdmisen kdyttdminen ei ole aina perusteltua sen
hy6dyista huolimatta. Kirjallinen kielentdminen ei ole hyodyllistd esimerkik-
si yksinkertaisia laskuja laskettaessa tai silloin kuin verbaalinen keskustelu
opettajan tai luokkatoverin kanssa selkeyttiisi ajatuksia paremmin. Jos kir-
joittamista vaaditaan "pakollisena'voi se myss joissain tapauksissa keskeyt-
tda oppilaan ajatustyon ja niin ollen vain hidastaa ajatusprosessia. Vastuu
havaita varsinkin kirjallisen kielentdmisen hyodylliset kiayttokohteet jaa opet-
tajalle.

Kirjoittaminen ei myoskddn innosta oppilasta, joka kokee olevansa huo-
no kirjoittaja muissakin aineissa tai vaihtoehtoisesti, jos oppilas ei opiskele
matematiikkaa omalla didinkielelldsan. T&lldin kuitenkin vihéisetkin sanat
laskulausekkeiden joukossa kuvaavat oppilaan ymmartdmistd aiheesta. Kai-
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kenlainen kielentdminen on sallittua, eikd siind varsinaisesti ole oikeaa tai
vaaraa tapaa.

Arvioinnin yhteydessd arvioijan on muistettava, ettd kirjallinen ajatus
on aina hieman erilainen kuin alkuperdinen. Pitddkin huomioida mahdolliset
tulkinnanvarat oppilaiden kielennetyista ajatuksista.[19] Arviointi perustuu
edelleen opettajan tulkintaan oppilaan tuotoksesta, joten sithen ongelmaan
ei kirjallisella kielentdmiselléikiddn tdysin saada ratkaisua. Kuitenkin kielenté-
mistéd harjoittelemalla myos tulkinnanvaraisuus pienenee [23|. Arviointi saat-
taa olla myos opettajille hieman tyclaampéad verrattuna pelkkiin laskutoi-
mituksiin vastauksineen. Tarkistaminen vie enemmaén aikaa, mutta toisaalta
oppilaiden ymmaértamistd ja osaamista saadaan arvioitua paljon kattavam-
min.

Kielentdminen ei myodskdan huomioi oppilaiden aikaisempia kokemuksia,
omaa sitoutuneisuutta ja kiinnostusta matematiikan opiskeluun, jotka kui-
tenkin ovat avainasemassa oppimisessa. [19]

8 Pohdintaa

Nykypéivan koulumaailmassa matematiikan opetuksen on kehityttava koko
ajan, kun tietotekniikka kehittyy ja muuttaa matematiikan opiskelua. Las-
kinohjelmistojen avulla pystytdan mekaanisesti laskemaan laskutoimitukset,
ja yksinkertaisimmissa tehtévissa laskin tekee tyon, jolloin laskijan ei tarvit-
se ajatella asiaa lainkaan. Tamén takia onkin mietittavi, miten matematii-
kan opetus tukee matematiikan oppimista myos tulevaisuuden osaajille. Kun
mekaaninen laskeminen ei enfdd vaadi niin paljon, onkin varsinkin ylioppi-
laskokeissa vilivaiheiden selittdminen ja perustelu saanut enemmén painoar-
voa [35]. Asioiden ymmértdminen ja sen ilmaiseminen nékyy silloin laski-
men kiyton rinnalla. Kielentdmista onkin tarjottu ratkaisuksi tdhin muu-
tokseen. Kielentdmistd on opetuskokeilujen ja tutkimuksien my6ta suositeltu
yvhd enemmén opetuksen tueksi [28].

Kasitteet, tieto, ymméartdminen ja ajattelu ovat linkittyneet toisiinsa silla
tavoin, ettd niiden oppiminen, opettaminen tai tutkiminen erillisené objek-
teina on melkeinpd mahdotonta. Kielentdminen ei ainakaan kovin selkefsti
anna apua tai hyotyi seuraaviin ongelmiin: 1) oppilaalla ei ole sopivaa tietoa
kiytettaviksi, 2) tietoa on, mutta se ei aktivoidu tarkasteltavan tehtévin koh-
dalla tai 3) tieto aktivoituu, mutta siti ei osata soveltaa tarkoituksen mukai-
sesti [8]. Tilanteessa, jossa oppilas on esimerkkien avulla oppinut proseduurit
ulkoa ilman koseptuaalisen tiedon kehittymisté, tehtivia kielentdessdin op-
pilas kirjoittaa saman luettelon paperille, jolloin ymmaérryksen syventymis-
td tai representaatioiden linkittymistdkdan tapahdu. Kirjallisuudessa ei ollut
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loydettavissa tdhidn nikokulmaan vastauksia.

Téassd tutkimuksessa padtavoitteena oli esitelld kielentédmisté ja pohtia,
miten kielentdmisestd esitetyt hyodyt liittyvit eri matemaattisen ajattelun
osa-alueisiin. Kielentdminen tukee matemaattisen ajattelun kehittymista, ku-
ten tutkimuksessa todetaan, mutta esiin nousee myds haasteita, joita ei ole
kirjallisuudessa késitelty. Matemaattinen tieto tai ajattelu ei harjaannu kie-
lentdmisen avulla ilman opetettavan asian oppimista. Kielentdmisen on tut-
kittu auttavan oppilasta jasentamain ajatteluaan ja syventdmadn ymmar-
rystdan. Kielentdminen lisid myos kommunikaatiota ja vertaistukea luokka-
huoneissa. Opettajalle kielentdminen tarjoaa monia hyotyjd niin oppimisen
arviointiin kuin opetuksen suunnitteluunkin. Myo6s opetussuunnitelmat ke-
hottavat ajattelutaitojen kehittdmiseen, joten kielentdminen voisi olla rat-
kaisu siithenkin vaatimukseen.

Olisi mielenkiintoista ndhdé tai padstd toteuttamaan kielentdmiseen liit-
tyvid opetuskokeilua. Tutkimuksia lukiessani on mielenkiinto herénnyt, ja
tdmén tutkimukseni jalkeen ikédn kuin teoria kielentdmisestd on jo hallussa.
Seuraava etappi olisi siirtdé teoria kdytantoon.

Kielentdminen voi tuntua oppilaista tyoldiltid tottumattomuuden takia.
Kuitenkin erilaisten toimintatapojen ja harjoittelun seurauksena, jokaisen
luulisi 10ytavan itselleen sopivan tavan kielentda niin suullisesti kuin kirjalli-
sestikin ennalta méaritellyissd tilanteissa. Kaikki tilanteet eivit ole relevant-
teja kielentdmisen kiyton kannalta. Opettajan suunnalta tuleva kannustami-
nen ja ohjaaminen on téssikin asiassa erittiin tirkeaé.

Kielentdmisen hyodyt eivit rajoitu pelkiastian koulumaailmaan, jolloin si-
ta koulussa harjoittamalla voi olla positiivisia merkityksid jatkossa. Nykyaan
lahes kaikissa tyOyhteisoissa tyoskennellddn enemmain tai vihemmén tiimeis-
si. Talloin jokaisen tiimin jasenen on tehtdvi oma osuutensa toistéd, ja myos
heidén on myos pystyttavi esittimiin oma osuutensa muille tiimin jésenille.
Oman ajattelun kielentdminen on siis keskeinen osa myos tiimityoskentelyé.
Tahan valmiuteen keskitytdan kouluissa enemman muiden oppiaineiden kuin
matematiikan tunneilla. Sama sdéntd pitee kuitenkin myds matemaattisil-
la aloilla tyoskenteleville. Matematiikan osaajan pitdd usein osata kielentda

omaa ajatteluaan ja paitelmidin jopa useammalla kuin yhdelld luonnollisella
kielell. [10]
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