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Tama pro gradu -tutkielma on kirjallisuuskatsaus, jossa késitelladn matemaattista luovuutta
ryhmaétydskentelyssd ja sen eri osa-alueissa. Matematiikka on tirkeé osa tdimén hetken maailmaa ja
luovuus on merkittdva osa sitd. Matemaattisesta luovuudesta on oltu kiinnostuneita alan piireissa
kasvavissa médrin 1dhivuosien aikana, mutta ryhmétydskentelyn vaikutuksesta siithen ei ole ollut
paljon puhetta. Tima pro gradu -tutkielma tavoittelee hieman tdydentdmaén tétd aukkoa
tarkastelemalla mitd on ryhméssé tapahtuva matemaattinen luovuus, mitké asiat siihen vaikuttavat
edistdvasti tai haitallisesti ja mitd hyotyja siitd voi olla. Tutkielmassa aihetta 1dhestytdin viidentoista
aihetta kasittelevén tutkimusartikkelin pohjalta. Ty6ssa kdy ilmi, ettd panostaminen matemaattiseen
luovaan ryhmétydskentelyyn voi olla hyddyllistd ja merkittdvad matematiikan opetukselle seka
oppimiselle ja ndiden lisdksi my0s oppijalle itselleen.

Aluksi tutkielmassa puhutaan yleisesti luovuudesta ja esitellddn tyon tutkimusartikkelit, minké jalkeen
syvennytidn tarkemmin matemaattiseen luovuuteen ja sen eri osa-alueisiin. Tamén jalkeen
tarkastellaan ja pohditaan matemaattista luovuutta ryhmityoskentelyssé ja sen eri osa-alueissa.
Lopuksi viel4 tarkastellaan ja pohditaan mitd merkitystd matemaattisella luovuudella on ja miten sitd
voidaan liséta.

Avainsanat: matematiikka, matemaattinen luovuus, kollektiivinen luovuus, ryhmétydskentely
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1 Johdanto

Luovuus on laaja ja monimutkainen késite, jolle ei 10ydy yksiselitteistd madritelmid. Luovana
ajatteluna pidetddn esimerkiksi uusien ideoiden keksimistd, mielikuvituksellisuutta seka
laatikon ulkopuolelta ajattelua. Yksinkertaisesti voitaisiin kuitenkin sanoa, ettd luovuus on
thmisen kyky luoda jotain uutta. Arkieldmissd luovuus rajoitetaan usein esimerkiksi erilaisiin
taiteilijoihin, kun taas tieteen aloilla luovuus on oma moniulotteinen konstruktionsa.
Kirjallisuudesta 16ytyy luovuudelle lukuisia erilaisia mééritelmid, jotka eroavat toisistaan

enemman tai vihemmain kirjoittajan tarkoitusperistd tai tavoitteesta riippuen.

Monet tutkijat jakavat luovuuden kahtia yleiseen (engl. domain-general) ja alakohtaiseen
spesifiseen (engl. domain-specific) luovuuteen seki niiden eri ulottuvuuksiin. Alakohtaisella
spesifiselld luovuudella tarkoitetaan sité, ettd luovuus vaatii tietyn tason ymmaérrysta
kyseiselld siséltoalueella. Monesti ndma kaksi ovat vahvasti yhteydessa toisiinsa. Toinen
kirjallisuudesta 16ytyvé luovuuden merkittdvé kahtiajako on jako luovuuden absolutistisen ja
relativistisen madritelmén vélilld. Luovuuden absolutistinen mairitelmé korostaa uuden tiedon
ja yhteiskuntaan olennaisesti vaikuttavien tuotoksien merkityksellisyytté, kun taas
relativistinen méadritelma keskittyy niin sanottuun arkieldmén jokapéivdiseen luovuuteen,
jossa luovuuden tuotokset ovat tavallisten ihmisten yksil6llisid hyodyllisid aikaansaannoksia,
jotka ovat uusia suhteessa heiddn omiin aikaisempiin kokemuksiinsa. Relativistinen

ndkokanta on koulutuksessa absoluutista ndkokantaa oleellisempi.

Monelle ihmiselle luovuus on taito, jonka kanssa synnytddn tai ei. Tédstd mielikuvasta
huolimatta luovia ajattelutapoja voidaan harjoitella ja kehittdd, silld luovan ajattelun taidot
muodostuvat ihmisen kertyneestd harjoittelusta ja aiempaan kokemukseen perustuvasta
asiantuntemuksesta. Yhteistyon ja luovien ajattelutapojen oppiminen on tarkedé jo koulussa,
silld ndma taidot kulkevat ihmisen mukana koulusta tdmén tulevaisuuteen. Lahestulkoon
jokainen ihminen kayttdd matemaattista ajattelua joko tarkoituksellisesti tai passiivisesti arki-
sekd tyoeldmissddn, silld matematiikka on 14sné jollain tasolla 1dhes kaikessa, mité teemme.
Matemaattisen ajattelun osaamisen merkitys on tdten huomattava sekéd yksilolle ettd
yhteiskunnalle. Pelkka asiasisdllon hallinta ei riitd, vaan myos luovia taitoja tarvitaan.
Harjoittelemalla alakohtaista spesifid luovuutta, kuten tissd matemaattista luovuutta, voidaan
valjastaa tdstd omaksutut tiedot ja taidot edelleen. Monet tutkimusartikkelit (esimerkiksi Abdu
ja Schwartz 2020; Aljarrah 2020; Chiu 2008; Jung 2001; Jung ja Lee 2019; Levenson ja
Molad 2022; Molad, Levenson ja Levy 2020; Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022)



korostavat luovuuden ja yhteistyon taitojen merkitystd matematiikan alalla seka
nykymaailmassa. Globalisaation aikakaudella tyonkuvien muuttuessa soveltavammiksi on
tirkedd, ettd eri lahtokohdista ja koulutussuunnista tulevat ihmiset osaavat yhdistda taitonsa ja
tietonsa ratkaistakseen heidin eteensé tulevia ongelmia yhtena kollektiivina. Tutkimukset
ovat myds osoittaneet, ettd yhteistydllinen luovuus voi olla yksilollistd luovuutta paljon
tehokkaampaa ja merkityksellisempdd niin matematiikassa kuin yleisestikin (Aljarrah 2020).
Yhteisollinen luovuus on yksildiden kayttdytymisen, mukana olevien yksildiden
vuorovaikutuksen ja ryhmén sisdisen vuorovaikutuksen luovan synergian funktio (Jung ja Lee
2019). Téten harjoittamalla yhteisollistd luovuutta monilla eri alueilla voidaan tulevaisuudessa
saavuttaa huippuosaamista monissa erilaisissa tehtivissi, joita globalisaatio voi tuoda

tullessaan.

Luovuuden pohjalta voidaan mééritelld edelleen matemaattinen luovuus, johon syvennytdin

paremmin kappaleessa 3 Matemaattinen luovuus.



2 Tyon tutkimusartikkelien esittely

Tassd tyodssd ldhestytddn matemaattista luovuutta ryhmétydskentelyssé viidentoista aihetta
kasittelevan tutkimusartikkelin pohjalta. Tutkimusartikkeleissa aihetta tarkasteltiin eri ikdisten

oppilaiden ja opiskelijoiden keskuudessa eri metodeilla eri ndkokulmista.

Suurimmassa osassa tutkimusartikkeleita tutkittiin pienryhmien tai parin toimintaa joko
peruskouluikdisten oppilaiden keskuudessa (Aljarrah 2020; Chiu 2008; Goos ja Galbraith
1996, Levenson 2011; Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022) tai lukioikéisten tai siti
vanhempien opiskelijoiden keskuudessa (Jung ja Lee 2019; Levenson ja Molad 2022).
Tutkimusartikkelissa (Aljarrah 2020) keréttiin tutkittavaa dataa videoimalla pienryhmien
toimintaa Design-based research -metodilla, artikkelissa (Chiu 2008) analysoitiin
tilastollisesti pienryhmien keskustelua Dynamic multilevel analysis -metodilla ja artikkeleissa
(Goos ja Galbraith 1996; Jung ja Lee 2019; Levenson 2011; Levenson ja Molad 2022; Sengil-
Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022) seurattiin ja analysoitiin joko parin tai pienryhmén toimintaa
tietyn ajanjakson aikana joko paikan péélti tai nauhoitteilta. Apuna analysoinnissa saatettiin
kayttdd muun muassa opetushetkien muistiinpanoja seké oppilaiden tai opiskelijoiden tekemid
tyomonisteita. Artikkelissa (Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022) tutkimuskohteet, erityisen
lahjakkaat oppilaat, valittiin Case study -metodin tutkimukseen huolellisesti etukéteen.
Tutkimusartikkelissa (Schoevers, Kroesbergen ja Kattou 2018) tutkittiin isompaa
peruskouluikdisten oppilaiden ryhmii Structural equation modeling -metodilla, jossa tutkittiin
tilastollisesti ndiden tekemid erilaisia testejd ja niiden yhteyksid matemaattisen luovuuden eri

osa-alueisiin.

Tutkimusartikkelissa (Abdu ja Schwartz 2020) testattiin yldasteikiisistd oppilaista
muodostuvan ryhmén kanssa, miten oppilaiden kouluttaminen yhdessd oppimiseen vaikuttaa
matemaattisten ongelmanratkaisutehtidvien ratkaisemiseen. Ensin oppilaille pidettiin

alkutilanteen kartoittava testi, sitten koulutusta ja lopuksi vield lopputilanteen kartoittava testi.

Toinen tutkimusartikkeleissa usein esiintyvé tutkimusmenetelma oli kahden tai neljén
erilaisen ryhmén vertaaminen toisiinsa. Ndille kaikille yhteistd oli tutkimusryhmat ja
kontrolliryhmaét. Kahta erilaista lukioikaisisti tai sitd vanhemmista opiskelijoista
muodostuvaa ryhméa vertailivat (Bicer 2021; Molad, Levenson ja Levy 2020), jossa
artikkelissa (Bicer 2021) tutkimusryhmalle pidettiin kurssi, jota kontrolliryhmalle ei pidetty,
ja artikkelissa (Molad, Levenson ja Levy 2020) ohjeistettiin opiskelijoita tutkimusryhmaissa ja



kontrolliryhmissa eri tydskentelytyyleihin tyon eri vaiheissa. Neljda erilaista ryhmaa
vertailivat tutkimusartikkelit (Jung 2001; Kirisci, Sak ja Karaback 2020; Kramarski ja
Mevarech 2003). Artikkelissa (Jung 2001) tutkittiin yliopiston kandivaiheen opiskelijoita, kun
taas kahdessa muussa artikkelissa (Kirisci, Sak ja Karaback 2020; Kramarski ja Mevarech
2003) tutkittiin yldasteikdisid oppilaita. Artikkelissa (Kramarski ja Mevarech 2003) tutkittiin
miten yksilotyo tai ryhmityo ja metakognitiivinen koulutus tai sen puuttuminen vaikuttivat
saman matemaattisen tehtdvén ratkaisemiseen ja artikkelissa (Kirisci, Sak ja Karaback 2020)
kaytettiin Solomon four-group design -metodia mittaamaan Selective Problem Solving -

mallin tehokkuutta oppilaiden matemaattisen luovuuden kehittamiseen.

Tutkimusartikkelissa (Adiredja ja Zandieh 2020) haastateltiin samanikéisid opiskelijoita eri
taustoista Semi-structured interview -metodilla, jossa haastattelu oli avoin, mutta sisélsi

ennalta méératyn joukon kysymyksii, jotka heréttivit keskustelua tiettyé tutkittavaa teemaa

kohti.

Joissakin tutkimusartikkeleissa tutkittava oppilaiden tai opiskelijoiden joukko oli paljon
pienempi tai suurempi riippuen tutkimuksen kéyttdmasta tutkimusmetodista. Esimerkiksi
artikkelissa (Chiu 2008) tutkittava joukko oli erityisen pieni (kaksi neljdn oppilaan ryhmaa),
silld siind tutkittiin yksityiskohtaisesti ryhmain joka ikistd kanssakdymistd, kun taas
artikkeleissa (Kirisci, Sak ja Karaback 2020; Kramarski ja Mevarech 2003) tutkittava joukko
oli huomattavan suuri (201 ja 384 oppilasta), silld kdytetty ryhmié vertaileva tutkimusmetodi
mahdollisti useiden toisiaan vastaavien ryhmien osallistumisen tutkimukseen tehden niisti

mahdollisesti jopa tarkempia.

Artikkelien tutkimuksien yhteydessa kéytettiin paljon erilaisia ongelmanratkaisutehtivia,

joista pari esitellddn myohemmin kappaleessa 5.3.1 Esimerkkeja.



3 Matemaattinen luovuus

Matematiikka on tieteenalana luonnostaan luova. Useat tutkimukset ovatkin osoittaneet, ettd
yleinen luovuus, matemaattinen kyky ja matemaattinen luovuus ovat vahvasti kytkoksissa
toisiinsa (Adiredja ja Zandieh 2020; Bicer 2021; Schoevers, Kroesbergen ja Kattou 2018).
Seka yleinen luovuus ettd matemaattinen kyky ovat edellytyksid matemaattiselle luovuudelle.
Matemaattista luovuutta auttavat myos metakognitiiviset taidot, eli taidot oman ajattelunsa

tiedostamisesta ja sditelystd (Kramarski ja Mevarech 2003).

Matemaattinen luovuus on alakohtaista spesifid luovuutta. Matemaattisten sdéntdjen
tunteminen on siis valttdmatontd matemaattiselle luovuudelle, mutta samalla ne voivat myos
tukahduttaa luovuutta (Molad, Levenson ja Levy 2020). Matematiikka koetaan tosi tiukkojen
sddntdjen sanelemana tieteenalana, jolloin helposti ongelmaan alkaa etsié ratkaisua tiettyjen

raamien sisélté - eikd anna itselleen mahdollisuutta ajatella asiaa luovasti.

Matemaattisen luovuuden ytimeni katsotaan olevan ongelmanratkaisu.
Ongelmanratkaisutehtévét ovat sellaisia tehtdvid, joiden ratkaisumenetelmait eivit ole heti
selkeitd. Talloin ongelman ratkaisijat ohjataan ajattelemaan luovasti.
Ongelmanratkaisutehtdvid ovat esimerkiksi tehtdvit, joilla on useampi kuin yksi ratkaisu,
avoimet tehtdvit sekd ongelman muodostustehtévit. Niilld kaikilla tehtavilld on usein
useampi kuin yksi ratkaisu, joten ne sopivat loistavaksi arvioimaan matemaattista luovuutta ja

sen eri osa-alueita. (Bicer 2021; Schoevers, Kroesbergen ja Kattou 2018)

Matemaattinen luovuuden arviointi voidaan ndhda kahdesta eri ndkokulmasta, luovasta
prosessista ja luovasta tuotteesta (Levenson ja Molad 2022; Molad, Levenson ja Levy 2020;
Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022). Luovalla prosessilla tarkoitetaan prosessia, jonka
lopputuloksena syntyy uusi ja oivaltava ratkaisu kyseesséd olevaan ongelmaan, kun taas
vastaavasti luovalla tuotteella tarkoitetaan ideaa tai ratkaisua ongelmaan, joka on usein uusi
ja/tai omaperdinen. Toisinaan prosessia ja tuotetta on kuitenkin hyvin vaikeaa erottaa
toisistaan (Levenson 2011). Aina, varsinkin koulumatematiikassa, ndiden prosessien

erottaminen ei ole vélttiméatonté, vaan niiden voidaan katsoa olevan yksi luova kokonaisuus.

Matemaattiseen luovaan ajatteluun liittyy esimerkiksi taito ratkaista matemaattisia ongelmia
epatavallisin keinoin, 16ytdéd yhteyksid useiden erilaisten matemaattisten konseptien vlilti,
kehittdd uusia ideoita konseptin sisdllé, tehdd epatavallisia johtopddtoksid relevanteista

lahteistd, tunnistaa oleellisia tietoja ja vastauksien oikeellisuutta, luoda matemaattisia



yleistyksid sekd rakentaa uutta matemaattista tietoa. Matemaattisten ongelmien luova ratkaisu
vaatii siis luovaa ajattelutapaa, riskien ottoa, mielikuvituksellisuutta, erilaisten metodien
kayttod ja kehittdmistd, uteliaisuutta ja miettelidisyyttd. (Aljarrah 2020; Bicer 2021; Kirisci,
Sak ja Karaback 2020; Schoevers, Kroesbergen ja Kattou 2018; Sengil-Akar ja Yetkin-
Ozdemir 2022)

Matemaattisen luovuuden kolme tirkeintd ominaisuutta ovat sujuvuus (engl. fluency),
joustavuus (engl. flexibility) ja omaperdisyys (engl. originality, novelty) (Levenson 2011).
Muita tarkeitd ominaisuuksia ovat tehokkuus (engl. effectiveness), tarkkuus (engl. sensitivity)

ja kehittdminen (engl. elaboration). Néistd tarkemmin seuraavissa kappaleissa.
3.1 Sujuvuus

Sujuvuudella (engl. fluency) tarkoitetaan matemaattisen luovuuden kontekstissa erilaisten
ideoiden jatkuvuutta ja assosiaatioiden virtausta. Sitd kdytetddn viittaamaan suuren méérin
ideoita ja/tai vaihtoehtoisia ratkaisuja tuottamiseen (Aljarrah 2020; Levenson ja Molad 2022;
Molad, Levenson ja Levy 2020). Sujuvat ajattelijat pystyvit luomaan monia ideoita ja
lahestymistapoja 16ytddkseen erilaisia ratkaisuja annettuun ongelmaan. Tutkimuksissa
sujuvuutta mitataan useimmiten arvioimalla toistumattomien ideoiden kokonaismaarii
(Levenson 2011). Matematiikan kontekstissa ndiden ideoiden tulee myds olla tietyn alueen
sadntdjen ja madritelmien mukaisia sekd matemaattisesti oikeita (Kramarski ja Mevarech

2003; Molad, Levenson ja Levy 2020).

Kollektiivinen sujuvuus ei vélttimétti ole suurempaa kuin yksiléiden yhteenlaskettu
sujuvuus. Tadma tarkoittaa sitd, ettd ryhma ei valttdmatti keksi suurempaa miiraa erilaisia
ideoita kuin mitd ryhmén jésenet keksisivit erillinsa yhteenlaskettuina. (Molad, Levenson ja
Levy 2020) Avun pyytdminen, selvennysten vastaanottaminen ja strategioiden selittdiminen

johtavat sujuvuuteen (Levenson ja Molad 2022).
3.2 Joustavuus

Joustavuudella (engl. flexibility) tarkoitetaan matemaattisen luovuuden kontekstissa toisistaan
eroavien tuotettujen ideoiden lukumaiérad. Silld viitataan useamman kuin yhden oikeellisen
argumentin esittdmiseen viitettd ja/tai paéttelyd perusteltaessa sekd silminndhtiviin
muutoksiin ldhestymistavoissa ongelmia ratkottaessa. (Aljarrah 2020; Kramarski ja Mevarech

2003; Levenson ja Molad 2022; Molad, Levenson ja Levy 2020) Joustavat ajattelijat pystyvit
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muuttamaan ajattelu- ja/tai ldhestymistapaansa etsiessién erilaisia ratkaisuja annettuun
ongelmaan. Tutkimuksissa joustavuutta mitataan useimmiten arvioimalla erilaisten
kaytettyjen strategiakategorioiden tai ratkaisukategorioiden kokonaismééraa (Levenson ja

Molad 2022).

Joustavuuden voidaan katsoa olevan fiksaation, mielen jaykkyyden ja itsensé rajoittamisen
vastakohta (Levenson 2011; Molad, Levenson ja Levy 2020). Joustavuutta on siis irtautua
ndistd stereotypioista. Fiksaatio voi olla joko siséltduniversumifiksaatiota tai algoritmista
fiksaatiota. Sisdltouniversumifiksaatiolla tarkoitetaan sité, jolloin matemaattisen ongelman
ajattelu rajoittuu riittdméttomain midrddn tehtivdin soveltuvia elementtejd, kun taas
algoritmisella fiksaatiolla tarkoitetaan tarpeetonta sitoutumista alun perin toimineeseen
algoritmiin, vaikka algoritmin kayttd muuttuisikin sopimattomaksi tai vihemmaén
optimaaliseksi. (Aljarrah 2020; Levenson ja Molad 2022) Fiksaatio saattaa my0ds kohdistua
matemaattisten sdéntdjen turhan tdsmalliseen noudattamiseen. Matemaattisen tarkkuuden
viliaikainen keskeyttdminen saattaa olla kannattavaa joustavuudelle, kun ongelman ratkaisija
voi miettid erilaisia ratkaisumetodeita ilman pelkoa epdonnistumisesta tai leimautumisesta.
Joissain tapauksissa erilaiset rajoitukset voivat myds luoda luovuutta. (Adiredja ja Zandieh

2020)

Kollektiivisella joustavuudella tarkoitetaan kollektiivista prosessia, eikd vilttimatta sitd, ettd
ryhmad yhdessé tuottaa ratkaisuja erilaisia strategioita kdyttdmalld (Levenson 2011).
Kollektiivinen joustavuus riippuu vahvasti ryhmén jasenten vélisistd vuorovaikutuksista.
Ryhmin jdsenten monimuotoisuus voi olla joko suuri etu tai este (Molad, Levenson ja Levy
2020). Toimivassa ryhmissé kollektiivinen joustavuus pdédsee huippuunsa, kun jokainen
ryhmén jdsen sisdistdd ja omaksuu ryhmén kdyttiman strategian ja pddsee itse tuottamaan
lisdd ratkaisuja, kun taas toimimattomassa ryhméssa ratkaisujen kéyttoon tarkoitettua aikaa

saattaa kulua erilaisiin vuorovaikutustilanteisiin (Levenson ja Molad 2022).
3.3 Omaperaisyys

Omaperdisyydelld (engl. originality, novelty) tarkoitetaan matemaattisen luovuuden
kontekstissa uusien ja/tai ainutlaatuisten ideoiden tai ratkaisujen tuottamista. Silld viitataan
harvinaisten ideoiden tai ratkaisujen tuottamiseen sekd muista poikkeavien
ratkaisumenetelmien kayttdmiseen. Omaperdisyyttd voidaan siis luonnehtia ainutlaatuisena,
ryhmadsté poikkeavana ja yksilollisyyden sdilyttivini ajattelutapana. (Aljarrah 2020;

Levenson 2011; Molad, Levenson ja Levy 2020) Se saattaa olla vahvasti riippuvaista
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matematiikan sisdllon tuntemuksesta ja matemaattisista kyvyistd. Omaperdisyys on
suhteellinen késite, silld se on riippuvainen kontekstistaan. Esimerkiksi luokkahuoneessa uusi
ratkaisu on sellainen, joka on uusi luokkahuoneen osallistujille heiddn oppimishistoriaansa
suhteutettuna. (Levenson 2011; Levenson ja Molad 2022; Molad, Levenson ja Levy 2020)
Tutkimuksissa omaperdisyyttd mitataan usein arvioimalla suhteellisesti harvinaisten ideoiden
tai ratkaisujen lukumiirié (Levenson ja Molad 2022). Suhteellisella harvinaisuudella
tarkoitetaan sitd, ettd esiintyykd idea tai ratkaisu harvoin, esimerkiksi alle viidessétoista

prosentissa yhteenlasketuista ideoista tai ratkaisuista (Molad, Levenson ja Levy 2020).

Omaperidisyydelld voidaan viitata matemaattisen luovuuden kontekstissa kirjallisuudessa
kahteen toisistansa eroavaan asiaan. Omaperéinen idea voi olla joko kyseisessa tilanteessa
syntynyt uusi idea, jonka kuitenkin useat keksivit toisistaan riippumatta tai kyseisessa

tilanteessa syntynyt yksi- ja ainutlaatuinen, tavallisesta selkeésti poikkeava idea.

Omaperiiset ideat voivat syntya ylléttédvissikin tilanteissa ja olosuhteissa. Esimerkiksi saman
strategian toistuva kdyttd voi sattumalta johtaa alkuperdiseen ideaan, vaikka algoritmista
ajattelua pidetddn luovuudelle epdominaisena piirteend. Joskus myds sattumalta toisesta
tilanteeseen liittyméattomasta ideasta hiottu villi idea saattaa osoittautua uuden idean lisdksi
my0s matemaattisesti oikeelliseksi sekéd kontekstissa omaperéiseksi ideaksi. (Levenson ja

Molad 2022)

Kollektiivinen omaperéisyys on erittdin monimutkainen késite. On todella vaikea erotella, ettd
onko uusi idea tulosta koko kollektiivin tai yhden sen jdsenen ajattelusta (Levenson ja Molad

2022; Molad, Levenson ja Levy 2020).
3.4 Sujuvuuden, joustavuuden ja omaperdisyyden suhde

Sujuvuus, joustavuus ja omaperdisyys ovat selkedsti matemaattisen luovuuden perusta.
Erilaiset tehtévit voivat stimuloida néitd luovuuden kolmea eri elementtié eri tasoilla ja eri
voimakkuuksilla. Jokin tehtdvé voi esimerkiksi stimuloida hyvin joustavuutta ja hieman
sujuvuutta, mutta ei laisinkaan omaperdisyyttd, kun vastaavasti taas joku toinen tehtéva voi

stimuloida pelkdstdédn omaperdisyyttd. (Levenson 2011)

Ei ole selkedd ovatko ndmi kolme matemaattisen luovuuden perustan elementtid yhté tarkeita
matemaattiselle luovuudelle tai onko yksi esimerkiksi enemmaén tai vihemman tarked kuin
kaksi muuta. Useissa tutkimuksissa tétéd ajatusta on koitettu selkeyttdd luomalla erilaisia

pisteytyksid ndille kolmelle eri elementille. (Molad, Levenson ja Levy 2020)
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3.5 Tehokkuus, tarkkuus ja kehittaminen

Muita matemaattisen luovuuden tarkeitd ominaisuuksia ovat esimerkiksi tehokkuus (engl.

effectiveness), tarkkuus (engl. sensitivity) ja kehittdminen (engl. elaboration).

Tehokkuudessa arvioidaan, ettd onko idea esimerkiksi sopiva, hyddyllinen, asianmukainen tai
arvokas. On tirked osata olla suvaitseva epéselvyyden tunteelle, eiké heti esimerkiksi kuopata
ideaa ensimmadisen ongelman ilmetessi. Tehokkuus on siten jossain méérin kyky arvioida
voiko kyseisen idean ongelman ratkaista ja onko siihen tarpeeksi aikaa ja muita resursseja tai

kannattaako yrittad keksié jotain kokonaan uutta. (Aljarrah 2020; Levenson ja Molad 2022)

Tarkkuudella tissd kontekstissa viitataan ideoiden parantamisprosessiin antamalla enemmén

yksityiskohtia eli yksinkertaisemmin ideoiden tarkentamiseen. (Levenson ja Molad 2022)

Kehittdmiselld viitataan taas idean jalostamiseen. Siind idea omaksutaan ja sithen rakennetaan
lisdd sisdltod, sitd kisitelladn uudelleen ja uudelleen useista eri ndkokulmista, jotta sitd
saadaan hiottua paremmaksi. (Adiredja ja Zandieh 2020; Aljarrah 2020; Levenson ja Molad
2022)
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4 Luovuus ryhmatyoskentelyssa matematiikassa

Matemaattiset ongelmat ovat usein luotu vaikeiksi yksittdisille ratkaisijoille (Abdu ja
Schwartz 2020). Vaikeat tehtavét pakottavat ratkaisijat soveltamaan tietojaan ja taitojaan, joka
on tirkedd matematiikan syviélliselle oppimiselle. Yksi tapa pureutua vaikeisiin tehtéviin on
ryhmétyoskentely. Ryhmatydskentely on tydskentelyd, jossa kaksi tai useampi ihminen
tyOskentelee yhdessd saman ongelman tai tehtdvén parissa. Siind jokaisen ryhmén jasenen
tarkoituksena on valjastaa omat vahvuutensa ryhmén kayttoon sekd kannustaa toisia yhteisen
padmadrin saavuttamiseksi. Ryhmaéssi tyoskentely on artikkelin (Abdu ja Schwartz 2020)
mukaan usein hyodyllistd matematiikan oppimiselle, silld artikkelissa mainitut tutkimukset
16ysivit sitd tukevia ominaisuuksia, kuten esimerkiksi positiivista keskindista riippuvuutta,

yksilollistd vastuunottoa sekéd edistdvédd vuorovaikutusta.

Ryhmitydskentelylle hyddyllisiksi toimintatavoiksi on esitetty esimerkiksi omien ajatusten
selittdmist toisille, toisten ideoiden ja nikokulmien huomioimista ja kuuntelemista sekd
ymmartamisen yrittdmisté, kysymyksien kysymisté toisilta episelvissi tilanteissa, viitteiden
tukemista tiedolla argumenttien muodostamiseksi ja ryhmén jasenten vélisen toiminnan
yhteensovittamista sekd vastuun jakamista (Abdu ja Schwartz 2020; Goos ja Galbraith 1996).
Ryhmaityoskentelylle epahyodyllisksi toimintatavoiksi on esitetty esimerkiksi toisten
kuulematta jittdmisté, asioista kiistelyd tai vastaavasti my0s asioiden kyseenalaistamatonta

hyviksymisté sekd vastuiden ja tdiden tasapainottamatta jattamistd (Abdu ja Schwartz 2020).

Ryhmin luovuus on ennalta-arvaamatonta, kollektiivista ja tuottavaa. Ryhmaén jasenten
vélinen toiminta ja vuorovaikutus saa vaikutteita toisistaan ja ryhmélld on usein
ominaisuuksia, joita sen jdsenilld ei yksin tyoskennellessé vélttdmattd olisi. Yksilollistd ja
kollektiivista tiedon tuottamista ei voida tiysin erottaa toisistaan ryhmékontekstissa, joten
kollektiivinen tydskentely voi myos antaa tilaa yksilon ideoille ja niiden matemaattiselle
kehitykselle. (Aljarrah 2020) Ryhmin jasenten yhteistyokykyinen tydskentely edistéd heidén
luovaa ajatteluaan matematiikassa, silld ryhmén jésenet voivat vaikuttaa toistensa ajatuksiin

sekd kehittdd toistensa ideoita (Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022).

Luovuus on ennen kaikkea ihmisen yksilollinen ominaisuus. Kuitenkin ryhmaissa yksilot
voivat toimia keskendén luovasti ja saada aikaiseksi sellaisia ideoita ja ratkaisuja, joihin he
eivit olisi erillddn pystyneet (Aljarrah 2020; Levenson 2011). Kollektiivisia luovia tekoja

matematiikassa ovat esimerkiksi ryhméléisten voimien yhdistdminen, normaalista poikkeava
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ajatteleminen ja ideoiden yhdistiminen uudella tavalla (Aljarrah 2020). Ryhmaéssi ideoiden
syntymiseen vaikuttaa siis jokaisen yksilon henkilokohtainen panos ja vuorovaikutus ryhmén
muiden jdsenien kanssa. Ryhméliiset voivat yhdistda ja rakentaa yhteisid ideoita ryhméléisten
yksilollisistd ideoista. Ryhmén yhteisty0ssd matemaattinen idea, joka on alun perin 1dht6isin
ryhmén yhdelté jaseneltd, omaksutaan ja sitd rakennetaan seka kehitetddn eteenpéin yhteiseksi
ideaksi. (Levenson 2011; Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022) Samoin yhden ryhmaéldisen
idea voi muistuttaa toista ryhmaéléistd toisenlaisen idean mahdollisuudesta (Levenson ja

Molad 2022).

Matemaattisessa ryhmétydskentelyssé kritiikin antaminen voi olla hyddyllistd sekd sen
antajalle ettd vastaanottajalle, silld kritiikki stimuloi ajatusprosesseja. Varsinkin kritiikki, joka
keskittyy keskeiseen ideaan annetussa matemaattisessa tehtdvéssi, edistdd luovuutta enemmén
kuin méérillisesti useiden krititkkien antaminen. (Levenson ja Molad 2022) Jos ryhmén jdsen,
joka on kaikista varmin omasta ideastaan, puhuu viimeiseksi, on kaikilla ryhmén jésenilla
mahdollisuus osallistua keskusteluun ja mahdollisista virheistd voidaan oppia lisdd (Abdu ja
Schwartz 2020). Samoin jos yhdelld ryhmén jasenelld on epdvarmuuksia ideansa kanssa, voi
toisella jasenelld olla tietous ratkaista timad epdvarmuus. Matematiikan luokkahuoneessa tdma

voi ilmentyd uusien luovien ideoiden virtana. (Adiredja ja Zandieh 2020)

Ryhmaissd toimiminen ja siind tapahtuvat erilaiset vuorovaikutukset voivat edistimisen sijasta
jossain tapauksissa heikentdd matemaattista luovuutta (Levenson ja Molad 2022). Ryhma ei
esimerkiksi aina luo enemmén ideoita mitd sen jisenet loisivat yhteenlaskettuna yksinéén.
Ryhmin luovaa tyoskentelyd saattaa hiritd muun muassa se, ettd ryhmén jésenistd osa on niin
sanottuja siipeilijoitd tai jopa ryhmin toimintaa héiritsevid jasenid, ryhmén jisenilld on
vaikeuksia ottaa huomioon toisten ideoita tai ryhmén jésenet kuuntelevat niin sanotusti litkaa
muiden ideoita eivitka siten luo itse ideoita tai ettd heilld ei ole riittdvisti aikaa pohtia ja
reflektoida muiden ideoita, jotta he voisivat luoda omia ideoitansa. My0s pelko siitéd, ettd
toiset ryhmaéléiset arvioivat tai arvostelevat saattaa vaikuttaa ryhmélédisen luovaan
matemaattiseen toimintaan negatiivisesti. (Goos ja Galbraith 1996; Jung 2001; Levenson
2011) Ryhmitoimintaan vaikuttaa suuresti myos ryhmin jdsenten vilinen kommunikaatio. Jos
kommunikaatio on huonoa tai tuottamatonta saatetaan monet toimivat ideat sivuttaa, jolloin ei

paastd haluttuun lopputulokseen.
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4.1 Yksilollisen matemaattisen luovuuden ja ryhméluovuuden suhde

Ryhmikontekstissa yksilollistd matemaattista luovuutta ja matemaattista ryhméluovuutta on
erittdin vaikeaa erottaa toisistaan. Ryhma muodostuu yksiloistd, jotka tydskentelevit saman
matemaattisen ongelman parissa. Nama yksilot antavat ryhmaille omia ideoitansa,
oivalluksiansa ja ohjeitansa strategioista ja erilaisista ldhestymistavoista, jotka lopulta
rakentavat yhdessa kollektiivisen luovan ratkaisun. Ryhmaén jésenet tuovat tunnistettavia
henkil6kohtaisia panoksia ryhmin toimintaan, mutta ratkaisu on silti koko ryhmén

kollektiivisen prosessin lopputulos. (Aljarrah 2020)

Omaperidinen ratkaisu voi syntyd monen erilaisen reitin kautta. Toiminnan hetkelld ei
valttamatti ole selkedd, mitké kaikki edeltdvét toiminnat ja/tai vuorovaikutukset ovat sithen
vaikuttaneet. (Levenson ja Molad 2022) Syntynyt idea saattaa tietylld hetkelld vaikuttaa
ryhmién yhden jdsenen aikaansaannokselta, vaikka todellisuudessa ryhmén muiden jdsenten
aikaisemmilla vuorovaikutuksilla on saattanut olla syntyneeseen ideaan erittdin suuri
vaikutus. Lopussa voidaankin pohtia ideoiden kulkua ja pédtelld, miten tietty toiminta on

vaikuttanut lopputulokseen.
4.2 Kommunikaation vaikutus

Kommunikaatiolla on suuri vaikutus ryhmén tydskentelyyn ja sitd my6td myds ryhmén
matemaattiseen luovuuteen. Ne oppilaat, joilla on huonot kommunikaatiotaidot, hyotyvét
todennékoisesti vihemmén ryhmaéssé tyoskentelystd, koska he eivit pysty kommunikoimaan
matemaattista paittelydin, esittdmiin kysymyksié tai tarjoamaan rakentavaa krititkkid muille
ryhmén jésenille. (Kramarski ja Mevarech 2003) Erilaiset ryhméprosessit, kuten esimerkiksi
erimielisyydet, arvioinnit, ryhmén rakenne ja monimuotoisuus tai statuskysymykset voivat
joko tukea tai rajoittaa matemaattista luovuutta. Muun muassa M. M. Chiu kirjoittaa tista
erittdin kattavasti artikkelissaan Effects of argumentation on group-micro-creativity:
Statistical discourse analyses of algebra students’ collaborative problem solving, jossa
tutkitaan yldasteikdisten oppilaiden kommunikointia ryhméssa heidén tydskennellessdin
matemaattisen ongelman parissa. Seuraavan osuuden asiasisdlté on kirjoitettu timén

artikkelin pohjalta.

Ryhmiit, joilla on paljon erilaisia ndkemyksié ja kyky arvostaa toistensa erilaista panosta,
voivat kehittdd enemmén matemaattisia ideoita, perusteluja ja ratkaisuehdotuksia. Ryhmén

jasenten erilaiset ndkdkulmat voivat myos auttaa matemaattisten ideoiden tarkastelussa uusia
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ideoita luodessa, ideoiden patevyyden perustelemisessa sekd niiden puutteiden
tunnistamisessa. Uusia ideoita saattaa syntyé esimerkiksi heritettyjen ajatusten, ideoiden
yhteen kokoamisen tai luovien véérintulkintojen kautta. Virheellinen idea ei siten valttimatta
aina johda ryhméaa harhaan, silld siitd voi kehkeytyd myds uusi kunnollinen idea. Téten

ryhmén monimuotoisuus voi lisidtd matemaattista luovuutta.

Ryhmin tehdessd yhdessé toitd sen jasenet tarkastelevat ja arvioivat toistensa matemaattisia
ideoita ja toimintaa. Jdsenet voivat ohjata ryhmén toimintaa joko olemalla samaa tai eri mielta
toisten ryhmaén jdsenten kanssa. Yhteisymmarrykset kannustavat jatkamaan nykyista

ongelmanratkaisupolkua, kun taas erimielisyydet yrittdvit muuttaa sité.

Erimielisyydet voivat edistdd matemaattista luovuutta seké suorasti etti epasuorasti.
Erimielisyyden osoittaminen herittdd ryhmén jisenten kollektiivisen huomion, jolloin voi
syntyd luovia tilanteita. Esimerkiksi yhden ryhmén jasenen osoittaessa virheellisti paittelya
ryhmin matemaattisessa ideassa voivat kaikki ryhmén jisenet ajatella luovasti yrittdessdian
keksid ratkaisua tdhin ilmenneeseen ongelmaan. Erimielisyydet voivat myds opastaa ryhmaé
pohtimaan matemaattista ongelmaa useammista eri ndkdkulmista ja niiden esille tuominen voi
kannustaa ja rohkaista ryhmén jésenid tuomaan epétavallisempia ideoita ja ajatuksia ilmi.
Siten erheellinenkin erimielisyys, esimerkiksi tilanne, jossa yksi ryhmén jdsen on késittanyt
jonkin asian védrin, voi synnyttdd luovuutta ryhmin kesken. Kohteliaat erimielisyydet seké
tukevat sosiaalisia suhteita sekd edistdvdt ryhmén toimintaa ja sitd my0td matemaattista
luovuutta, kun jésenet yrittdvat ymmartaa kritiikkié, perustella omia alkuperéisid ideoitansa
paremmin tai tunnistaa tehtyjé virheitd sekd luoda uusia toimivampia ideoita. Erityisesti
kohteliaat erimielisyydet edistdvit matemaattista luovuutta, vaikka joissain tilanteissa myds
toykedt erimielisyyden osoittamiset rohkaisevat matemaattiseen luovuuteen. Erityisesti
sellaiset tilanteet, jossa toyked erimielisyys osoittaa virheen aiemmassa ideassa, kannustavat
ryhmaéléisid uuden ndkokulman etsintdin ja luovaan ajatteluun. Erimielisyyksien esille
tuomien on erittdin tirkedd, silld usein niiden puuttuessa virheelliset ideat poikivat lisda
virheellisid ideoita. Erimielisyyksien liséksi ryhméldiset voivat ilmaista havaitsemiansa

ongelmia tai vaikeuksia myos kysymysten avulla.

Kysymykset voivat matemaattisessa ryhmitydskentelyssé viitata joko yksilon tai koko
ryhmén ymmarryksen puutteeseen tai tietiméttomyyteen. Riippuen kysymyksien
ominaisuuksista niilld on hyvin erilaisia vaikutuksia ryhméluovuuteen. Yksilollisen

ymmairryksen puutteeseen tai tietimattomyyteen viittaavilla kysymyksillé tarkoitetaan
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kysymyksid, joissa kysyjan ymmaérryksessd on jonkinlainen aukko tehtdvéankontekstissa.
Néihin kysymyksiin 10ytyy vastaus vanhasta, aiemmin esille tulleesta matemaattisesta ideasta
tai ajatuksesta. Yksilolliset kysymykset rohkaisevat siten vanhojen matemaattisten ideoiden
tarkastelua, joka vie aikaa uusien matemaattisten ideoiden luomisesta ja voi siten vaikuttaa
haitallisesti matemaattiseen ryhméaluovuuteen. Jos kysymys on sellainen, johon yksikéddn
ryhmén jésen ei tiedd vastausta, se voi motivoida matemaattista ryhméluovuutta seki osoittaa

suuntaa, minne piin ldhted ongelmanratkaisupolulla.

Ryhmaiprosessit voivat matemaattisen luovuuden tukemisen sijasta niin ikddn rajoittaa
matemaattista luovuutta. Esimerkiksi edelld mainitut toykeét erimielisyyden osoittamiset
voivat jossain tilanteissa aiheuttaa kitkaa ryhmin jésenten vilille, jolloin yhdessi
tyoskentelyn laatu ja samassa yhteydessd ryhmédn matemaattinen luovuus heikkenee. Tata
saattaa tapahtua muun muassa silloin, kuin erimielisyydet kulkeutuvat ongelmanratkaisun
kontekstista sosiaaliseen kontekstiin, jolloin ryhmén jésenet voivat suojata omia julkisia

mindkuviansa tai statustansa sen sijasta, ettd he edistéisivét yhteisti tavoitetta.

Jokaisella ryhmén sisélld tapahtuvalla arvioinnilla on vaikutuksia ryhmén matemaattisen
tyoskentelyn lisdksi arvioinnin kohteena olevan henkilon julkiseen mindkuvaan eli
késitykseen siitd, millainen thminen hén on ja esimerkiksi millaista tietoa tai taitoa hin omaa.
Arvioinnit voivat olla joko kohteliaita, neutraaleja tai toykeitd. Kohteliaat arvioinnit tukevat
ryhmén jdsenten vélisid suhteita. Jos ryhmén jasenet ovat yksimielisid, he tukevat toisiaan ja
luovat yhteistd perustaa, vahvistavat sosiaalisia suhteitaan sekd edistivét arvioitavan julkista
mindkuvaa. Téllainen toiminta liittyy usein ryhmén korkeampaan tehokkuuteen sekéa
vaikuttavuuteen, mutta saattaa my0s samalla rajoittaa uusien ideoiden ilmaisua. Jos ryhmén
jasenelld on sekd tukevaa ettd ristiriitaista tietoa ryhmén yhteiseen matemaattiseen
nidkemykseen, on tdlld taipumus olla samaa mieltd sekd antaa tukea. Vaikka molemmat tiedot
huomioitaisiin, on yhteinen tieto yleensd uskottavampaa ja vakuuttavampaa kuin yksittdisten
henkildiden epétavallinen idea. Yksimielisyydet siis vahvistavat arvioitavan julkista
mindkuvaa, mutta saattavat rajoittaa uusien matemaattisten ideoiden ilmaisemista.
Yksimielisyydet saattavat my0s haitata ryhmén yhteistd matemaattista toimintaa, vaikka ne
vahvistaisivatkin arvioitavan julkista minikuvaa. A4ripidesimerkkini ryhmin jisen saattaa
kieltidytyé olemasta eri mieltd ryhmén toisen jdsenen kanssa véltelldkseen eri mieltd olemista,
vaikka tdma toinen ryhmién jdsenen olisikin selkedsti vadrdssd. Tassé tilanteessa heiddn
sosiaalinen suhteensa paranee ryhmén yhteisen matemaattisen toiminnan kustannuksella.

Tallainen toiminta mahdollistaa virheellisten ideoiden jatkumisen seka sen, ettd potentiaaliset
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uudet matemaattiset ideat jitetddn ilmaisematta. Neutraaleja arviointeja ovat esimerkiksi
monet keskustelun hallintaan liittyvét toimet, kuten esimerkiksi puheenaiheen vaihtamiset.
Namaé toimet eivit tue eivitkd uhkaa kenenkdén ryhmaldisen julkista mindkuvaa. Toykedt
erimielisyydet sen sijaan voivat uhata arvioitavan ryhmaldisen julkista mindkuvaa
kyseenalaistamalla timén matemaattinen pétevyys asiassa. Sen sijaan ettd kohdehenkild
yrittdisi ymmartidd saamaansa kritiikkid voi timé ryhtyd puolustamaan matemaattista ideaansa
hyokkaamalla impulsiivisesti ja samalla kostamaan emotionaalisesti pelastaakseen oman
julkisen mindkuvansa. TOykedt erimielisyydet siis uhkaavat julkisia mindkuvia ja eskaloivat
konflikteja sekd sosiaalista turvattomuutta ryhmélaisten vélilla ja siten heikentdvat ryhmén
tyoskentelyd ja siten matemaattista luovuutta. Vaikka ryhmén yhteistyo jatkuisikin toykeén
erimielisyyden jilkeen, voi se johtaa ryhmén jdsenid pidittelemédén matemaattisia ideoitansa
sen sijaan, ettd he uskaltaisivat tuoda ne ilmi julkisen mindkuvansa heikentymisen uhalla.

Pahimmassa tapauksessa toykeiden erimielisyyksien kierre tuhoaa ryhmin kaiken yhteistyon.

Ryhmén jésenten julkisen mindkuvan kysymyksiin liittyy vahvasti myds statuskilpailu, eli
kilpailu korkeammasta sijoituksesta nimellisessé arvojarjestyksessi. Statuskysymykset voivat
hankaloittaa ryhmén yhteisty6td esimerkiksi silloin, kun ryhmén jisenet tavoittelevat korkeaa
statusasemaa tai korkeamman aseman omaavat ryhmén jisenet saavat suuremman
vaikutusvallan ja hallitsevat vuorovaikutusta. Statuskilpailuja syntyy, kun ryhmén jésenet
kilpailevat korkeammasta asemasta silld tilloin saa usein enemmén huomiota ja
ryhmaéresursseja. Statuskilpailun aikana tahalliset toykeét toimet, kuten erimielisyydet, voivat
parantaa omaa julkista mindkuvaa toisen ryhmén jésenen julkisen mindkuvan kustannuksella.
Kun kyseinen arvojirjestys on muodostettu, vaikuttaa se odotuksiin yksittdisid ryhmén jdsenid
kohtaan. Korkeamman aseman jdseniltd odotetaan enemmaén, jolloin heiddn matemaattisia
ideoitansa ja mielipiteitdnsd kuunnellaan herkemmin kuin alemman aseman jésenten
matemaattisia ideoita ja mielipiteitd, joita saatetaan helposti aliarvioida tai jattdd kokonaan
huomiotta. Ryhmén jésenet saattavat myds pitdd korkeamman statuksen jisenid usein
matemaattisesti parempina ja hakea niiltd itsevarmentavia arvioita. Koska helposti ryhmén
jasenet alkavat arvostamaan ja tukemaan mieluummin jo aiemmin toimivaksi todettuja
matemaattisia ideoita sen sijaan, etti he esittelisivét uusia ideoita, saattavat varsinkin
alemman statuksen omaavat jasenet pidételld omia ideoitansa alitajuisesti toteuttaen
statustansa. Tdma johtaa ryhmén matemaattisen luovuuden heikkenemiseen. Matematiikan

oppilaiden ryhmétydskentelyssé ensisijainen statusominaisuus on usein aiemmat saavutukset.
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Ryhmin jdsenet, joilla on matematiikka-ahdistusta, saavat usein matalamman statuksen silld

he eivit osallistu menestyksekkdisti ryhmén toiminnan alkuvaiheisiin.

Toykeiden erimielisyyksien lisdksi my0os késkyt haittaavat ryhmén matemaattista luovuutta
epikohteliaan luontonsa takia. Késkyt sanelevat tietyn toiminnan ilman perusteluja ja
odottavat sekd vaativat kohdejdseneltd toimintaa loukaten tdméan vapautta ja estden tdman

luomasta uusia matemaattisia ideoita.

Ryhmin ominaisuudet ja viimeaikaiset toimet voivat siis vaikuttaa suurestikin ryhmén
matemaattiseen luovuuteen ja titd myotd ryhmén yleiseen matemaattiseen suoriutumiseen.
Yleisesti epdkohtelias tai toyked kdytds voi vahingoittaa seki ryhmén toimintaa ettd ryhmén
jasenten vilisié sosiaalisia suhteita, kun taas kohtelias kdytos tukee nditd. Menestyvilld
ryhmilld on todennikoisesti enemmén sellaisia ryhméprosesseja, jotka tukevat matemaattista
luovuutta ja vihemmain sellaisia, jotka rajoittavat sitd. Toimivissa ja menestyvissd ryhmissi
kommunikaatio on avointa ja vastavuoroista, jolloin matemaattisia ideoita on helppo jakaa
sekd niitd on mukava tyostdd yhdessd. Ryhmisséd annetaan ja saadaan palautetta seka
uskalletaan olla my0s eri mieltd toistensa kanssa. Onnistuneella kommunikaatiolla padstdin
kompromisseihin, jotka vievit kohti ryhmin tavoitetta. Ryhmétyoskentelyssa on tirkedd, ettd
jokainen ryhmin jisen saa oman dénenséd kuuluvaksi. Kun ryhmin jisen tuntee turvalliseksi
esimerkiksi ehdottaa epitavallista matemaattista ideaa tai olla eri mieltd muiden ryhmén
jasenten kanssa, matemaattinen luovuus voi lisddntyd hinen itsensa lisdksi myds hdanen

ryhmaéssddn kokonaisuutena (Jung 2001).
4.3 Johtamistyylin vaikutus

Ryhmaityoskentelyyn liittyy usein se, ettd ryhmailld on jonkinlainen johtaja. Johtajuus
ryhmissd méérittelee ryhmén tavoitteet, hallinnoi tarvittavia resursseja ja antaa
mahdollisuuden tarjota kannustimia interaktiivisen johtamisprosessin avulla (Jung 2001).
Tutkimukset ovat osoittaneet, ettd erilaiset johtamistyylit my0s johtavat erilaisiin
ryhmaétydskentelytapoihin, jotka vaikuttavat matemaattiseen luovuuteen eri tavoilla
(Levenson 2011; Levenson ja Molad 2022). Siten my0s johtamistyylilld on suuri vaikutus
ryhmén matemaattiseen luovuuteen. Yksi ryhmin johtajan tarkeimmista tehtévista
matemaattisen luovuuden edistimisen ndkokulmasta on luoda ryhméléisille ympéristo, jossa
ndma kokevat olonsa turvalliseksi ja inspiroituneiksi kokeilla uusia innovatiivisia
lahestymistapoja tai ndkokulmia matemaattiseen ideaan tai ongelmaan ilman pelkoa siitd, etti

epdonnistumisista rangaistaisiin (Jung 2001; Levenson 2011). Ryhmélaisten pitdd my0s tuntea
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olonsa turvalliseksi kyseenalaistamaan sekd omia ettd muiden ryhmaéldisten, mukaan lukien
ryhmén johtajan matemaattisia uskomuksia. Oikeanlainen johtaminen edistda seka

matemaattista luovuutta ettd yhteistyota. (Levenson ja Molad 2022)

Tutkimuksissa on loydetty tukea sille, ettd transformoiva johtavuus edistdd ryhmén
matemaattista luovuutta (Jung 2001; Levenson 2011). Transformoivalla johtajuudella
tarkoitetaan aktiivisia ja emotionaalisia suhteita ryhmin johtajien sekd muiden ryhmén
jasenten vililld. Transformoivan johtajan tarkoituksena on kannustaa ryhménsa jasenid pyrkia
saavuttamaan mahdollisimman korkeita tavoitteita muun muassa niyttimaélla suuntaa,

tekemélld yhdessé, syventdmélld oppimista ja varmistamalla vaikuttavuutta (Jung 2001).

Matematiikan oppitunneilla ryhmén johtajana voi toimia joko opettaja tai yksi ryhmén
oppilaista tai opiskelijoista. Ryhmilld ei vilttamatta kuitenkaan tarvitse olla minkdén tasoista

johtajahahmoa ollakseen luova, vaan se voi tydskennelld ilmankin (Levenson ja Molad 2022).
4.3.1 Opettaja

Matematiikan oppitunneilla opettajalla on todella iso ja tirkeé rooli oppilaiden luovuuden
herattelemisessd. Opettajan tehtdvind on esimerkiksi opettaa matemaattisen tiedon
perusrakenteet ja luoda turvallinen oppimisympéristd, jotka yhdessd luovat perusteet ja
rakennetta luoville matemaattisille prosesseille seké toimia luokan fasilitaattorina eli
henkilond, joka tukee ryhmén yhdessd toimimista. (Levenson 2011) Opettaja fasilitaattorina
rohkaisee ryhmén jisenten vilistd yhteistyotd sekd ryhmén yhdessd toimimista ja tukee
ryhmén ajattelua muun muassa vastaamalla oppilaiden odottamattomiin kysymyksiin sekd
johtamalla ryhmaa oikeaan suuntaan esimerkiksi erilaisten vihjeiden avustuksella. Tdhan
tarvitaan sekd korkeatasoista pedagogista ettd matemaattista siséltotietoa ja -taitoa. (Levenson

2011)

Opettajan on matematiikan oppitunneilla matemaattisen yhteison edustaja ja asiantunteva
osallistuja. Hén hajottaa uuden matemaattisen siséllon osiin ja yhdistdad sen aiemmin opittuun
sekd tarjoaa taustalla olevan matematiikan eritellyn toiminnan. Tdménlainen toiminta
mahdollistaa tietd matemaattiselle luovuudelle, kun oppilaat tai opiskelijat saavat
mahdollisuuden soveltaa oppimaansa myos muille matemaattisille konsepteille. (Levenson
2011; Levenson ja Molad 2022) Yhteistoiminnallisissa matemaattisissa tilanteissa opettaja
toimii sekd ryhmén jdsenend ettd sen johtajana. Tdémén voidaan katsoa olevan transformoivaa

johtajuutta, silld opettaja luo emotionaalisen yhteyden oppilaisiinsa osallistumalla ryhméan
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jasenend, joka motivoi ryhmén muita jasenid seuraamaan hénen ndyttdmainsi esimerkkia.
(Levenson 2011) Tehokasta matemaattista ryhméluovuutta oppitunneilla edistidd yhteistyd
opettajan seké oppilaiden kesken heidén luodessaan yhdesséd uusia matemaattisia ideoita ja

ratkaisuja annettuun ongelmaan opetussuunnitelman puitteissa (Aljarrah 2020).

Matematiikan opettaja voi esimerkiksi edistdd luokan tai ryhmén kollektiivista sujuvuutta,
kun hén yhteistoiminnallisessa oppimistilanteessa kannustaa luokkaa tydskenteleméén
yhdessé tuottamaan mahdollisimman monta erilaista ratkaisua samaan matemaattiseen
ongelmaan (Levenson 2011) Kollektiivista omaperdisyyttd opettaja voi avustaa hyviksymalla
ryhmaéliisten uudet matemaattiset ideat oikeiksi ja kannustaa jatkamaan vield pidemmalle, jos
se on sopivaa (Levenson 2011). Opettajan oma joustava matemaattinen ajattelu ja toiminta
yhdessé ryhmaéléisten kanssa voi myos edistidd ryhméliisten kollektiivista joustavuutta, silla
opettajan toiminta téssa tilanteessa luo puitteet sille (Levenson 2011). Kollektiivinen
matemaattinen luovuus ylipdétién on jossain mairin tulosta ympéristostd, joka sallii vapaan
ajattelun ja joustavasta opettajasta, joka edistdd titd. Opettaja voi esimerkiksi muuttaa tunnin
kulun suuntaa sen mukaan mihin oppilaiden luovat matemaattiset ideat sitd vievit, sen sijaan

ettd hén pysyisi tdsmallisesti tuntisuunnitelmassaan.

Opettaja voi edistdd matemaattista luovuutta myos muilla tavoilla. Tutkimukset ovat
osoittaneet, ettd useiden erilaisten esitystapojen tarjoaminen matemaattisille késitteille,
ideoilla ja ongelmille edistdd matemaattista luovuutta. (Aljarrah 2020; Bicer 2021) Erilaiset
esitystavat voivat olla esimerkiksi visuaalisia tai sanallisia kontekstista riippuen. Opettaja voi
my0s kannustaa opiskelijoitansa keksiméédn uusia matemaattisia ideoita monella eri tavalla,
esimerkiksi pyytdmalld ilman kontekstia tai kontekstin kanssa tai antamalla vihjeita tai
samankaltaisia esimerkkejé toisista konteksteista (Adiredja ja Zandieh 2020). My0s
vaihtelevien tehtdvien valinta ja kdytto on tirkedd, jotta oppilaat padsevit soveltamaan
matemaattisia tietojansa seké taitojansa sekd keskustelemaan asiasta ryhméldistensd kanssa
(Kramarski ja Mevarech 2003). Opettajan on tiarkedéd kannustaa oppilaitansa tai
opiskelijoitansa my0s poikkeavaan matemaattiseen ajatteluun, jotta ndma pohtisivat ongelmia

mahdollisimman monista nakokulmista.
4.3.2 Vertainen

Opettajan liséksi ryhmétydskentelyssé johtajan roolin voi ottaa my0s yksi (tai joissain
tapauksissa useampi) ryhmaén jésenistd. Tdlloin téstd kyseisestd ryhmén jdsenesti tulee niin

kutsuttu ryhmén sosiaalinen johtaja ja asiantuntija, jolle usein annetaan valtuudet paattaa,
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onko ryhmén aikaan samaa ty0 matemaattisesti oikein ja jonka puoleen usein kdidnnytdin
matemaattisissa kysymyksissi. Yleisesti asiantuntija eroaa muista usein kokemuksensa,
patevyytensd ja sisdllon tuntemuksensa perusteella, joten usein tdhén rooliin péétyy

matemaattisesti lahjakas opiskelija. (Levenson ja Molad 2022)

Vertainen opiskelija voi olla hyvd ryhménjohtaja. Ryhmén jasenet voivat helposti samaistua
tédhin ja tuntea olonsa turvalliseksi tuoda saamiaan ideoita esiin ja tutkia niiti eteenpéin.
Ryhmin vilistd yhteistyotd vahvistaa ryhmén jdsenten vélinen arvostus ja esimerkiksi hyvien
ideoiden tai hyvin toteutettujen suunnitelmien kehuminen. Tallin yhteisty6llinen
kollektiivinen luovuus saattaa johtaa kollektiiviseen joustavuuteen (Levenson ja Molad 2022).
Ryhmaén kollektiiviseen matemaattiseen luovuuteen voi vaikuttaa kuka tahansa ryhmén
jasenistd kerdadmalld ideoita ja esittdmalld niitd ryhmaélleen, silld kuuntelemalla ja arvostamalla
muiden ryhmélidisten panoksia ryhmén jésen kartuttaa kykyansi rakentaa muiden ideoiden

varaan (Levenson ja Molad 2022).

Vertainen opiskelija voi kuitenkin olla myds huono ryhménjohtaja (Levenson ja Molad 2022).
Tama voi esimerkiksi hyldtd muiden ryhméléisten potentiaalisia matemaattisia ideoita tai
luoda sellaisen ilmapiirin, jossa ryhmén muut jésenet eivit uskalla tuoda matemaattisia

ideoitansa esille.

Ryhmin jisenet voivat my0s yksilollisesti vaikuttaa sen matemaattiseen luovuuteen eri
tavoilla. Vaikka ryhmén asiantuntija olisi torjunut jonkun ryhmaélaisen saaman idean, tima
voi pysyd siind ja etsid matemaattisesti relevantteja selityksid sille, miksi hdnen ideansa
hyléttiin ja miten tdmén idean voisi saada toimimaan kyseisessd kontekstissa. Télloin hén ei
kuitenkaan kilpaile ryhmén asiantuntijan kanssa élyllisestd paremmuudesta ja laske ryhmén
yhteishenked. Lopulta tdmé voi johtaa ainutlaatuiseen alkuperdiseen matemaattiseen

ratkaisuun idean keksijén tai toisen ryhmaéldisen toimesta. (Levenson ja Molad 2022)
4.4 Yhteistyon erot

Englannin kielelld yhteisty6td voidaan kuvata kahdella eri sanalla, collaboration ja
cooperation, jotka kummatkin kdintyvit suomen kielelle sanaksi yhteisty6. Ndmé kuitenkin
eroavat toisistaan siind, ettd ensimmaéisen voidaan kuvata tarkoittavan tapauksia, jossa
ryhmaldiset tyoskentelevit saman tehtévin parissa, yhdistdvét huomionsa ja koordinoivat
toimintaansa sekd kommunikoivat sanojen, eleiden tai yhteisten esineiden avulla, kun taas

jalkimmaisen tarkoittavan tapauksia, jossa ryhmaéliiset tyoskentelevit yksiloind myds saman
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tehtévin parissa, mutta eivét jaa huomiota toistensa tyohon tai kommunikoi keskendén (Abdu
ja Schwartz 2020; Levenson ja Molad 2022). Ryhmaé saattaa vaihdella useitakin kertoja
ndiden kahden erilaisen yhteistyon muodon vilillé ratkaistessaan heille annettua

matemaattista tehtavaa.

Jotta ryhmaléiset voivat tyoskennelld yksiloind saman matemaattisen tehtdvin parissa ilman
kommunikaatiota toistensa vililld, tdytyy jokaisen ryhmaldisen olla ymmaértanyt misté on
kyse ja mitd seuraavaksi tulisi tehdd (Levenson ja Molad 2022). Tilloin jokainen voi
tyOskennelld omaan tahtiinsa yksilollisesti edistddkseen ryhmén yhteisid tavoitteita (Levenson
ja Molad 2022). Tdménlainen yhteisty0 lisdd yksilollistd matemaattisten viitteiden ja
argumenttien luomista seké nostattaa niiden laatua, silld ryhmén jasenilld on ollut aikaa
ajatella kontekstia ja sisdistdd sen keskeisimmat ideat sekd ongelmat yksilollisesti. Tdméa voi
johtaa yksilon matemaattisen luovuuden kasvamisen lisdksi myos ryhmédn matemaattisen
luovuuden kasvamiseen erityisesti sujuvuuden nidkokulmasta. (Abdu ja Schwartz 2020;
Levenson ja Molad 2022) Néin toimiva ryhméi voi tuottaa ennalta-arvaamattomia alkuperdisid
ratkaisuja (Levenson ja Molad 2022). Tutkimuksissa titi yhteistyon muotoa kayttavat ryhmét
ovat olleet onnistuneempia kuin ne ryhmit, jotka tyoskenteleviét tiiviisti yhdessd koko ajan
ilman aikaa yksildlliselle ajattelulle. Tdma osoittaa yksildllisen ajattelun tdrkeyden myos

ryhmékontekstissa matematiikassa. (Abdu ja Schwartz 2020)

Tadmainlaisen tydskentelyn on katsottu olevan erityisen hyddyllistd esimerkiksi silloin, kun
ryhmén tarkoituksena on keksid mahdollisimman paljon erilaisia matemaattisia ratkaisuja
(Abdu ja Schwartz 2020). Jokainen ryhmén jdsen saa tydskennelld omaan tahtiinsa ja
mahdollisuuden ajatella matemaattisesti luovasti ja luoda omia ratkaisujansa. Ilman
yksildllistd toimintaa menettelevien ryhmien jdsenten on taipumus mukautua ryhmén
yhtendiseen ajatuslinjaan, jolloin he voivat usein pelété kritiikin esittdmisté tai esittdd
potentiaalinen matemaattisen ideansa vihétellen siten, ettei sitd 1dhdetdkdin kehittdmaan
eteenpdin. (Abdu ja Schwartz 2020) Talloin yksittdiset matemaattiset ideat saavat liian vahin
huomiota (Levenson ja Molad 2022). Toisaalta liiallinen yksil6llinen tydskentely ryhmaéssé ei
mahdollista matemaattisten ideoiden ja argumenttien yhteiskésittelyd (Abdu ja Schwartz
2020; Levenson ja Molad 2022). Yksilollisen toiminnan lisdédminen ryhmén tyoskentelyyn
takaa sen, ettd kaikki voivat osallistua, joka pienentdd sen mahdollisuutta, ettd joku ryhmén
jasenisti siipeilee ryhmén mukana melkein kuin vahingossa. Yksilollisen tydskentelyn aikana
toinen ryhmaén jisen saattaa my0s ammentaa toiselta ryhmén jaseneltd 14htoisin olevaa

matemaattista ideaa ja tuottaa siitd ennalta-arvaamattoman alkuperdisen ratkaisun, jota
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kumpikaan ei olisi osannut tuottaa tiysin yksindin (Levenson ja Molad 2022). Samalla tavalla
ryhmén jdsen voi myods muodostaa ryhméssd saadun ratkaisun pohjalta kattavamman
lisdratkaisun yksil6llisen tyoskentelyn aikana, joka voidaan kdyda 1dpi ja sisdistdd muidenkin
ryhmaléisten toimesta seuraavan yhteistydepisodin aikana (Abdu ja Schwartz 2020). Tdma
prosessi voi toimia my0s iteratiivisesti, jolloin matemaattiset ideat synnyttavét toistuvasti
uusia matemaattisia ideoita. Tyon jakaminen osiin ryhmén jdsenien kesken voi myds auttaa
tutkimaan enemmaén erilaisia tapauksia, joiden tutkimisen jdlkeen ryhmaén jdsenet voivat
yhdessa vertailla tuloksiansa, joiden avulla kehittdd yhteisia strategioita tai paityé lopulliseen

ratkaisuun (Abdu ja Schwartz 2020).

Molemmat ndistd yhteistydn muodoista ovat kuitenkin oleellisia prosesseja matemaattisessa
yhteisty0ssi, eikd voida sanoa toisen olevan tarkedmpaa tai toimivampaa kuin toinen.
Tutkimukset ovat osoittaneet, ettd kun ndiden kahden yhteistyén muodon tasapaino
saavutetaan, tulee ryhmissé toimimisesta tehokkaampaa ja tuottavampaa ja
ryhméntydskentely voi suosia ja edistdé kollektiivisen matemaattisen luovuuden eri puolia.
(Abdu ja Schwartz 2020; Levenson ja Molad 2022) Tdmén tasapainon 16ytyminen on
hyodyksi myos yksildlliselle kehittymiselle (Abdu ja Schwartz 2020). Kommunikaatio on
ndin ollen valttdmatontd yhteistyolle (Levenson ja Molad 2022). Néiden kahden yhteistyon
muodon vuorottelemisen oppiminen on siis tirked taito ryhméssa tydskentelyssa ja
matemaattisen luovuuden edistimisessd (Abdu ja Schwartz 2020). Tdma nékyy esimerkiksi
siind, ettd kun ryhmén jésenet ovat saaneet ensin aikaa yksin sisdistdd kontekstin ja luoda
rauhassa omia ideoitaan, ovat he halukkaampia esittdméén niitd muulle ryhmélle yhteistyon

yhteydessd (Abdu ja Schwartz 2020).
4.5 Erilaiset ryhmat

Erilaiset ryhmien ominaisuudet voivat myds vaikuttaa ryhmén matemaattiseen luovuuteen

joko positiivisesti tai negatiivisesti.

Monimuotoisen ryhmén jdsenten erilaiset taustat ja tietopohja voivat tarjota pohdittavaksi
monenlaisia ndkokulmia, mutta toisaalta monimuotoisuus voi olla niin mittavaa, etti se
haittaa ryhmaén jisenid heidén yrittdessddn ymmartdd muiden erilaisia ideoita ja 16ytdd
yhteinen ratkaisu. Monimuotoisuuden puute voi kuitenkin rajoittaa ryhmin matemaattista
luovuutta erityisesti sujuvuuden osalta. (Levenson 2011) My6s ryhmén koolla on merkittavaa

vaikutusta sen matemaattiseen luovuuteen erityisesti joustavuuden osalta (Jung 2001). Vaikka
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suurempi méérd ryhmén jésenid tuo lisdd ndkdkulmia, voi ryhmétydtilanteissa silti vain yksi

puhua kerrallaan, jolloin monet ryhmén jdsenet saattavat jaada tiaysin kuulematta.

Ryhmivalmistelut, kuten esimerkiksi esitysten kisikirjoitukset ja roolit ovat osoittaneet
ristiriitaisia tuloksia. Tdma pohjautuu mahdollisesti eroihin toteutuksissa. Tehokas
ryhmévalmistelu voi edistdd matemaattista luovuutta lisidmalla toivottuja ryhméaprosesseja
kuten kohteliasta kanssakdymisté ja vihentdmaillad epétoivottuja ryhméaprosesseja kuten

toykedd kanssakdymistd. (Chiu 2008)

Ryhmissé saattaa my0s esiintya kilpailua, jolloin véhintddn kaksi ryhmin jasenisti kilpailee
dlyllisestd paremmuudesta tai suvereniteetista. Tima voi vaikuttaa matemaattiseen luovuuteen
negatiivisesti, jos esimerkiksi yksi ryhmin jdsen pysayttia toisen ryhmén jdsenen

potentiaalisen idean kasittelemisen. (Levenson ja Molad 2022)

Monet tutkimukset ovat ehdottaneet keinoja, jotka voivat parantaa matemaattista
ryhméluovuutta. Ndistd merkitsevin on turvallinen ymparisto, jossa ryhméin jdsenet tuntevat
turvalliseksi kertoa omia uusia matemaattisia ideoitansa. Myds avun kysyminen seki
antaminen, tiedon soveltamisen uuteen kontekstiin ja vahvistamisen on katsottu edistdvidn
matemaattista luovuutta ryhmétydskentelyssd. Myos yksilon vastuuntunto ryhméénsa kohtaan
voi kannustaa ryhmén jdsenid ty0skenteleméin yhdessd yhteisen matemaattisen ongelman
ratkaisemiseksi eri taustoista tulemisesta huolimatta. (Levenson 2011) Artikkelin (Goos ja
Galbraith 1996) mukaan yhdessd toimiminen matemaattisten ongelmien parissa on
tehokkainta, jos ndmai ovat tietojen ja taitojen kanssa samalla tasolla sekd kunnioittavat

toistensa mahdollisesti erilaisia ndkokulmia.
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5 Pohdinta ja johtopaatokset

Matematiikka on tirked osa timén hetken maailmaa ja luovuus on merkittava osa sité.
Jokainen yksild voi omalla luovalla toiminnallaan vaikuttaa ratkaisevasti yhteiseen
toimintaan. Tamén vuoksi matemaattisen luovuuden harjoittaminen on térked4, koska silld voi

olla kauaskantoisia positiivisia vaikutuksia.

Artikkeleista kdy ilmi, ettd kun opetuksessa otetaan huomioon luovuus, oppilaiden ja
opiskelijoiden matematiikan osaaminen voi parantua huomattavasti. Opettajalla on tissé suuri
rooli, silld hanen luovan opettamisen katsomuksellaan on tdhédn vaikutusta. Matematiikan
opetukseen tulisi siséltdopetuksen rinnalle siséllyttdad luovaa opetusta ja tima olisi hyva ottaa

huomioon jo opettajankoulutuksessa.
5.1 Merkitys koulutukselle

Matemaattisen luovuuden edistiminen on tarkeé tavoite matematiikan koulutukselle (Molad,
Levenson ja Levy 2020). Globalisaation aikakaudella tyonkuvien muuttuessa soveltavimmiksi
on tarkedd, ettd eri 1dhtokohdista ja koulutussuunnista tulevat ihmiset osaavat yhdistda
taitonsa ja tietonsa ratkaistakseen heidédn eteensd tulevia ongelmia yhtena kollektiivina.
Tutkimukset ovat myds osoittaneet, ettd yhteistydllinen luovuus voi olla yksilollistd luovuutta

paljon tehokkaampaa ja merkityksellisempéé (Aljarrah 2020).

YhteistyOn ja luovien ajattelutapojen oppiminen on tirkedd jo koulussa, silld ndm4 taidot
kulkevat ihmisen mukana koulusta timén tulevaisuuteen. Luovia ajattelutapoja voi harjoitella
ja kehittaa, silld luovan ajattelun taidot muodostuvat ihmisen kertyneesta harjoittelusta ja
aiempaan kokemukseen perustuvasta asiantuntemuksesta. Matemaattista luovuutta, kuten
esimerkiksi ideointia, voidaan oppia (Molad, Levenson ja Levy 2020). Matemaattisen
luovuuden voidaan katsoa olevan suuntautuneisuutta tai taipuvaisuutta matemaattiseen
toimintaan. Tétd voidaan edistdéd kouluissa monilla eri tavoilla. (Levenson 2011; Molad,

Levenson ja Levy 2020)

Luova asenne matematiikkaan edistdd uusien ratkaisujen muotoilua, ndkdkulmien vaihtamista
ja uusien ratkaisujen seka ratkaisupolkujen tuottamista. Ndma seikat yhdessé voivat auttaa
torjumaan opiskelijoiden keskuudessa sitd harhakésitystd, ettd matematiikassa olisi kyse

ainoastaan sddntdjen ehdottomasta noudattamisesta ja siitd, ettd jokaisessa tehtivassi olisi
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olemassa tdsmélleen yksi oikea vastaus ja yksi oikea ratkaisupolku. (Molad, Levenson ja

Levy 2020) Tdma edistdd matemaattista luovuutta entuudestaan.

Koulussa matemaattisen luovuuden yhteni tirkeimpané ilmentyména voidaan katsoa
jokapdivdisid luovia ja merkityksellisid oivalluksia, joita opiskelijat kokevat oppiessaan
esimerkiksi uusia késitteitd (Molad, Levenson ja Levy 2020). Tdménlainen luovuus keskittyy
kokemusten, tekojen ja tapahtumien uuteen ja henkilokohtaisesti merkitykselliseen tulkintaan,
joka on sopiva matemaattiseen kontekstiin (Levenson 2011). Matemaattisten ongelmien
luovaan ratkaisemiseen tarvitaan sekd matemaattista tietoa ettd yleisid luovan ajattelun taitoja.
Opettajien tulee olla tietoisia molemmista edistidékseen oppilaiden matemaattista luovuutta.
(Schoevers, Kroesbergen ja Kattou 2018) Matematiikan luokkahuoneessa luovia prosesseja
ovat esimerkiksi osallistuminen ongelman ratkaisemiseen ja ideoiden luomiseen, ideoiden tai
ldhestymistapoja yhdistdminen uudella tavalla, ongelman analysointi useilla eri tavoilla,

mallien tarkastelu ja mielikuvituksen kdyttiminen (Levenson ja Molad 2022).

Matemaattista luovuutta voidaan edistdd luokkahuoneissa monilla eri tavoilla. Esimerkiksi
opiskelijoiden rohkaiseminen tarkastelemaan matemaattisia ongelmia eri nikokulmista voi
kannustaa opiskelijoita ndkemé&én uusia yhteyksii erilaisten matemaattisten sisiltoalueiden ja
esityksien vililld. (Molad, Levenson ja Levy 2020) Myos keskeisiin matemaattisiin
kysymyksiin keskittyminen voi lisdtd luovuutta (Levenson ja Molad 2022). Useiden
tutkimusten mukaan myds useiden erilaisten tehtdavien kdytto edistad matemaattista luovuutta
ja sen arviointia (Levenson 2011). Tehtdvien tulee olla sopivia ja asianmukaisia kisiteltiviin
athepiiriin, jotta matemaattista luovuutta voi esiintyd (Aljarrah 2020). Kun opiskelijoita
rohkaistaan kdyttdimadan heididn olemassa olevia tietojaan ja taitojaan, joita he tuntevat
olevansa pdtevid kdyttimédn, on matemaattisen luovuuden kannalta tdrkedd ruokkia heidin

uteliaisuuttaan siitd, mihin ndma4 tiedot ja taidot voivat johtaa (Levenson ja Molad 2022).

My®és sosiaalinen ndkdkulma on tirked ottaa huomioon, kun halutaan edistdd matemaattista
luovuutta luokkahuoneessa. Opettajien on tirkedéd pyrkid luomaan sellainen ilmapiiri, jossa
matemaattinen luovuus voi esiintyi ja jossa se voi edistyd. Téahdn auttaa esimerkiksi
oppilaiden rohkaisu arvioimaan toistensa ajatuksia huolellisesti, kommunikoimaan
kohteliaasti ja vélttdmédn toykedd kédytostd ja siitd aiheutuvia luovuutta estivid toimia.
Opettajat voivat pyytda oppilaita harkitsemaan uusia ideoita huolellisesti, luopumaan
impulsiivisista kdytostavoista ja tukemaan kohteliasta kanssakdymisté toistensa kanssa. Jos

toykeda kdytostd esiintyy, on opettajan tirkedd osata reagoida tdhdn asianmukaisella tavalla.
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Hén voi kuunnella ja kannustaa sekd poimia keskustelusta tirkeét ideat ja ohjata

kommunikaatiota oikeaan suuntaan. (Chiu 2008; Kramarski ja Mevarech 2003)

Monissa matematiikan luokkahuoneessa esiintyvissd oppimistilanteissa yksilolliset asetukset
voivat olla turhan haastavia. Talloin opettajan on hyva rohkaista ryhmétydskentelyyn

oppimisen edistdmiseksi. (Abdu ja Schwartz 2020)

Monet tutkimukset ovat myds osoittaneet, ettd oppilaiden kyky siirtdd heidédn jo olemassa
olevia matemaattisia tietojaan ja taitojaan uusiin tilanteisiin on melko rajallinen (Kramarski ja
Mevarech 2003). Téti voidaan auttaa ja edistdéd kouluttamalla oppilaita vastaamaan
metakognitiivisiin kysymyksiin (Kramarski ja Mevarech 2003) Yleinen metakognitiivinen
tieto on ongelmanratkaisuprosessien tuntemista riippumatta siitd, misté erityisalueesta
ratkaistavat ongelmat ovat perdisin. Toimialuekohtainen metakognitiivinen tieto keskittyy
kunkin toimialueen ainutlaatuisiin piirteisiin ja vaihtelee siksi alueittain. (Kramarski ja
Mevarech 2003) Matemaattiselle luovuudelle nima kummatkin ovat tirkeitd, silld tutkimukset
osoittavat metakognitiiviseen koulutukseen altistuneiden oppilaiden suoriutuvan
huomattavasti muita oppilaita paremmin esimerkiksi kaavioiden tulkinnassa ja argumenttien
kayttdmisessd padttelynsi perustelemiseksi. He voivat saavuttaa korkeamman tason
matemaattisia saavutuksia ja pystyvit paremmin selittiméddn matemaattisia ajatuksiaan myos

kirjallisesti. (Kramarski ja Mevarech 2003)
5.2 Hyodyt ja merkitys tulevaisuudessa

Kiinnostus luovuuden edistdmiseen ryhmityoskentelyssd matematiikassa on lisdéntynyt, silla
yksiléiden luovilla ponnisteluilla on katsottu olevan merkittdva vaikutus yhteiseen

suorituskykyyn sosiaalisten ja teknologisten muutoksien maailmassa (Jung 2001).
5.2.1 Ryhmalle

Joskus annettu matemaattinen tehtédva on turhan iso tai vaikea tehdé yksilollisesti, jolloin
tarvitaan ryhmétyoskentelyd. Ryhmaétyoskentelyssd on monia tunnettuja etuja, mutta ndiden
kehittyminen saattaa vieda reilustikin aikaa (Molad, Levenson ja Levy 2020). Siksi
ryhmaétydskentelytaitojen oppiminen mahdollisimman aikaisin on tirkedd. Ryhmaétydskentely
myos altistaa opiskelijat erilaisille ideoille ja ongelmanratkaisustrategioille, jolloin he saavat
mahdollisuuden kriittisesti tutkia ja tarkastella paattelytapoja ja rakentaa syvempaa

ymmarrystd matemaattisista kasitteistd (Molad, Levenson ja Levy 2020). Talloin ryhmén
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jasenet voivat tulevaisuudessa osoittaa suurempaa kontrollia tekemisestién ja heilld on myds

todennékoisesti enemmaén oikeita ratkaisuja (Molad, Levenson ja Levy 2020).
5.2.2 Yksilolle

Yksilo saattaa saada hyotya ryhmaéssa tyoskentelystd myds omaan yksilolliseen
tyoskentelyynsi tulevaisuudessa (Molad, Levenson ja Levy 2020). Ryhmissa tydskennelleet
opiskelijat ovat tutkimuksen mukaan osoittaneet myohemmin enemmén matemaattista
sujuvuutta ja joustavuutta kuin yksilollisesti saman tehtdvén parissa tyoskennelleet opiskelijat.
Kyseinen tutkimus ei l0ytényt eroja opiskelijoiden matemaattisessa omaperdisyydessa.
(Molad, Levenson ja Levy 2020) Edistimalla kollektiivista matemaattista luovuutta voidaan
my0s mahdollisesti edistdd yksilollistd matemaattista luovuutta. Vaikka erilaisten arviointien
pelko voi tukahduttaa yksil6llistd matemaattista luovuutta ryhméssd tyoskenneltdessa,
ryhmissé tydskentely voi antaa ryhmén jdsenille heiltd puuttuvaa sinnikkyyttd matemaattisen
ajatteluun tai rohkeutta kokeilla jotain tdysin uutta, jota hin ei itsendisesti tyoskennellessédn

uskaltaisi kokeilla. (Levenson 2011)

Ryhmaéssi tyoskentelemisestd matemaattisten ongelmien parissa opiskelijoille voi jaada
muitakin hyodyllisid ominaisuuksia, jotka ovat syntyneet ryhmaéssa tydskentelyn yhteydessa,
mutta jadvit, kun opiskelija tyoskentelee itsendisesti. Yksi ndistd on metakognitiivisen
kontrollin lisddntyminen, joka ilmenee esimerkiksi tietyn ongelman olosuhteiden
huomioimisessa, erilaisten suunnitelmien tai strategioiden pohdinnoissa, uuden ja vanhan
tiedon vilisen suhteen huomioimisessa ja edistyksen huomioonottamisessa. (Molad, Levenson
ja Levy 2020) Tdmainlaisesta toiminnasta voi olla runsaasti hyotyé oppilaille ja opiskelijoille
my0s matematiikan ulkopuolella. Erdén tutkimuksen mukaan metakognitiivisiin kysymyksiin
vastaamisella oli mydnteinen vaikutus oppilaiden matemaattisiin suorituksiin sekd kykyyn
selittdd omaa paittelyddn. Kyseiseen tutkimukseen osallistuneet oppilaat menestyivit
paremmin erilaisissa saavutusmittauksissa ja ongelmanratkaisuissa my0s matematiikan

ulkopuolella. (Kramarski ja Mevarech 2003)
5.3 Miten matemaattista luovuutta voi lisata?

Matemaattisen luovuutta edistdmista ja opettamista on tutkittu paljon. Niissd tutkimuksissa
on kaytetty vilineind muun muassa matemaattista mallintamista, avoimia
ongelmanratkaisutehtivid sekd ongelmanmuodostustehtivid. (Jung ja Lee 2019; Kirisci, Sak

ja Karaback 2020) Tutkimuksissa on kédytetty my0s useita erilaisia ldhestymistapoja, kuten
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esimerkiksi asiantuntija ja noviisi -késitetti sekd erilaisia kontrolliryhmié (Goos ja Galbraith

1996).

Matematiikan oppitunneilla opettajat voivat edistié positiivisia ryhmitydskentelyn toimintoja,
kun he ymmartivét, miten erilaiset seikat, kuten esimerkiksi kommunikaatio tai erilaiset
johtamistyylit vaikuttavat kollektiiviseen matemaattiseen luovuuteen. Opettaja voi myds
ohjata opiskelijasryhmid, joilla on potentiaalia saada aikaan matemaattista luovuutta, oikeaan
suuntaan jo alkuvaiheessa, jos hin tietdd miten erilaiset strategiat toimivat ryhmissé ja

minkélaiseen matemaattiseen luovuuteen ne johtavat. (Levenson ja Molad 2022)
5.3.1 Esimerkkeja

Matemaattiseen luovuuden edistdmiseksi on todettu toimivan muun muassa opiskelijoiden
altistaminen ongelmanratkaisutehtiville, kuten esimerkiksi avoimille tehtéville, joissa on
useampi kuin yksi lopullinen ratkaisu ja useita erilaisia strategioita, jotka johtavat ndihin
ratkaisuihin (Levenson ja Molad 2022). Muita matemaattista luovuutta edistivia
tehtdvimuotoja ovat esimerkiksi huonosti strukturoidut tehtévit, ongelmien
konstruktiotehtdvit, tehtdvit, joilla on loputtomasti ratkaisuja ja tehtévit, joissa

ongelmanratkaisua rajoitetaan jollakin tavalla.

Artikkelissa (Levenson ja Molad 2022) esitettiin Geoboard -tehtava (Liite 1), jossa
opiskelijoiden tehtdvénd oli piirtdd mahdollisimman monta méarityn kokoista toisistaan
eroavaa, ei yhtendistd monikulmiota. Kyseinen tehtéva perustui artikkeliin (Haylock 1997),
jossa artikkelin kirjoittaja havaitsi kyseisen tehtdvan herittavian opiskelijoiden keskuudessa

matemaattista sujuvuutta, joustavuutta ja omaperdisyytta.

Artikkelissa (Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022) esitettiin peitto-ongelma (Liite 2), jossa
oppilaille annettiin tehtdvéksi laatia yleiset menettelyohjeet, miten luoda oikean kokoisia ja
muotoisia mallikappaleita sellaiselle peitolle, jonka kuva on annettu. Tdmin liséksi heille
annettiin kuva sdidnndllisesti kuvioidusta peitosta ja sen todellisista mitoista, joiden avulla
oppilaiden piti havainnollistaa esimerkkien kera laatimiensa menettelyohjeiden noudattamista.
Kyseinen ongelma valittiin tdhédn tutkimukseen aiemmin julkaistusta artikkelista (Lesh ja
Harel 2003), silld sen uskottiin reflektoivan kaikkia matemaattisen luovuuden osa-alueita ja

ulottuvuuksia oppilaiden keskuudessa.
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6 Oma pohdinta

Tatd kirjallisuuskatsausta tehdessdni minulle herdsi monenlaisia kysymyksia.

Voivatko samantyyppiset tehtdvit, joilla edistetdén yksilollistd matemaattista luovuutta,
edistdd myos kollektiivista matemaattista luovuutta? Itse néden ettéd kylla, silld yksilollinen
ajattelu on erittdin tarked osa ryhmén toimintaa. Ryhméssa toimiminen mahdollistaa
vaikeammat tehtivit, silld ratkaisijoita on useampi. Tehtdvien pitdd vain olla tarpeeksi
haastavia, jotta ne aikaansaavat luovia matemaattisia ajatuksia. Jos tehtdvit ovat liian
helppoja, ne ovat ainoastaan rutiinitehtivid eivétka herdtd sen kummempaa matemaattista

luovuutta.

Mill4 tavalla ryhmaldisten, eli tdssd tilanteessa oppilaiden tai opiskelijoiden, iké vaikuttaa
matemaattiseen luovuuteen? En itse nde mitdén sithen viittaavaa, ettd ikd itsessdin vaikuttaisi
matemaattiseen luovuuteen, mutta in tuomat aiemmat kokemukset saattavat vaikuttaa jollain
tasolla. Thmiset voivat aina oppia vanhoista kokemuksistaan ja ammentaa niista tietoja ja
taitoja uusiin haasteisiin. Tdhin lukeutuu seké alakohtainen spesifi tietous, kuten tassa
tilanteessa matematiikan sisdltotieto, kuin sosiaaliset taidotkin. Tétd tutkielmaa tehdesséni
luin tutkimusartikkeleja, jotka kasittelivit joko peruskouluikéisid oppilaita tai lukioik&isid tai
sitd vanhempia opiskelijoita, mutta en nde ongelmaa, ettd miksei tutkimuksista saatuja

tuloksia voisi yleistdd kummallekin ikéluokalle ja siitd eteenpdinkin.

Miten kollektiivinen matemaattinen luovuus eroaa pienissi ryhmissi tyoskennellessa
verrattuna koko luokan ryhmatyoskentelyyn? Pienissd ryhmissd toimiminen voi olla
luontevampaa. Vaikka nékokulmia on vihemman, on todenndkdisempid, ettd kaikki pddsevét
halutessaan osallistumaan. Mitéd isompi ryhmd, sitd todenndkdisempdd on, ettd joku ei saa
adntadn kuuluviin, vaikka haluaisi olla enemmin mukana. Isossa ryhmaéssd on myos helpompi

siipeilld ja olla sivussa tekeméttd mitdédn, toisin kuin pienemmissd ryhmissd tydskennellessa.

Miten se vaikuttaa, ovatko ryhmaldiset toisilleen entuudestaan tuntemattomia tai tuntevatko
he jo entuudestaan? Uskoisin, ettd se voi vaikuttaa jonkin verran. Aikaisemmin tehdyt
olettamukset toisten tiedoista ja taidoista voivat vaikuttaa suurestikin sithen, miten ryhma
lahtee toimimaan, jos kaikki tuntevat toisensa jo entuudestaan. Jos ryhmaéldiset ovat toisilleen
uusia, tdminlaisia ennakko-olettamisia ei ole ja ryhmé voi ldhted toimimaan ihan eri tavalla.
Toisaalta kolikolla on aina kdantdpuoli, silld samalla tavalla myos oppilaat ja opiskelijat

voivat kokea tyoskentelyn tuttujen ryhmaéléisten kanssa rennommaksi ja uskaltavat



32

kommunikoida enemmin, kun taas uusien ryhméiliisten kanssa saattaa pidattidytyé ideoiden
jakamisessaan ja kommunikaatiossaan, jos pelkéé tulevansa olemaan viirissa uusien

ryhmaéléisten edessa.

Miten vakiintuneet luokkahuoneen sosiomatemaattiset normit, eli esimerkiksi oppilaille tai
opiskelijoille muodostuneet kisitykset matematiikasta ja sen ominaisuuksista, voivat
vaikuttaa matemaattiseen luovuuteen? Varmasti paljonkin. Matematiikka nihdién tiukkojen
sddntdjen sanelemana tieteenalana, joka saattaa joskus rajoittaa luovaa kiytostd matemaattisen
ongelman parissa. Oppilaalta tai opiskelijalta saattaa myo6s jddda jokin idea kertomatta, jos
hin pelkda, ettd se ei tdytd hyvdn matemaattisen perustelun ominaisuuksia, jotka tdmi on

tunneilta oppinut.

Missd méadrin néissd artikkeleissa saadut tulokset voidaan yleistdd muille matematiikan osa-
alueille, kuin niille, missé niitd on késitelty? En itse nde ongelmaa, ettd miksei matemaattinen
luovuus toimisi ainakin vastaavasti toisella alueella kuin niill4, joissa sitd on tutkittu.
Matematiikassa kaikki nivoutuu yhteen, joten olisi vain loogista, ettd myds matemaattinen
luovuus kulkisi toiselta osa-alueelta toiselle. Tietysti tietyn tyyppiset tehtdvét saattavat toimia
joillakin osa-alueilla huonommin kuin toisilla, tai olla jopa kokonaan toimimatta. Mutta
uskoisin, ettd jokaiselle osa-alueelle on olemassa sellaisia ongelmanratkaisutehtédvia, jotka

kannustavat matemaattiseen luovaan ajatteluun ja edistivat sit.
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Liitteet

Liite 1. Artikkelin (Levenson ja Molad 2022) Geoboard-tehtava

The worksheet contains several ‘geoboards’. Draw on each

board a polygon with an area of 2 square units such that no two

polygons are congruent to each other.
- - - - - - - ™ - ™ - . - - -
- L] - L] - - - L] L] - - - - L] -
L] L] L - - - L] - L] - - - L] - L]
] - - L] L] - - L] L] - L] L - - L
L - - L] L] L] - L - L - L - L L]
- - - L ] - - L - - - - L] - - -
- - L - - - - - - - - - - - L
- - - L] - - - L ] - L] L - - L] L)
L L L L] L] L L] L] L] L L L] - L L]
L - L] - L] L] L] L] L L] - L] L - L
L - L] L - - L] L L L L L - L L
- @ . ® ® & = ® % ® & & @® # ®
L - L] L L] - L] L L] - L . L L L
- - - - - - - - - - - - - - -
- - - - L ] - - L] - L] - - - L -
- - L] L] - - - L L - L L] L L] -
L] L] L - - L] L] L L L L] L] L - L
- L] L L] - - L - L - L L] L L] -
- - L] L] L] - - - - L) L] L] - - L ]

Kuva 1 Geoboard-tehtava
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Liite 2. Artikkelin (Sengil-Akar ja Yetkin-Ozdemir 2022) peitto-ongelma-tehtava
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FIGURE 4 Example photograph of a guilt.

The problem statement described how quilt club members sometimes had diffi-
culties when they tried to use photographs to make templates that were exactly the
right size and shape to make quilts that club members found in books, newspapers,
and magazines. So, the job for the students was to write a letter that did two things
for the members of the quilting club. (a) First, the letter should describe procedures
for making template pieces thal were exactly the right size and shape for any quilt
whose photograph they might find. (b) Second, the letter should include examples
ol how to follow their procedures by making templates for each of the pieces of the

quilt that is shown in Figure 4.

Note: The quilt that is shown was for a double bed. So, the finished size

needed o be approximately 78" by 937,

Kuva 2 Peitto-ongelma
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