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Matematiikka
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Nelionjagnnosten resiprookkilaki on keskeinen tulos lukuteoriassa. Se kertoo, milla
ehdoin kaksi eri alkulukua ovat toistensa nelionjaannoksia. Tutkielmassa on esitelty
lakia ja erityisesti Gotthold Eisensteinin vuoden 1845 todistusta sille. Laki yksin-
kertaistaa Legendre-symbolien laskemista ja kongruenssien ratkaisemista.
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1 Johdanto

Nelionjaénnosten resiprookkilaki on klassinen ja keskeinen tulos lukuteoriassa. Se
antaa ehdon sille, milloin kahden eri parittoman alkuluvun keskinéiset neliojaan-
nokset ovat ratkaistavissa. Kun tiedetdén, onko ¢ nelionjadannos modulo p, laki ker-
too, onko p nelionjadénnos modulo ¢. Laki on térked, koska sen avulla voidaan tehok-
kaasti laskea Legendre-symbolien arvoja ja ratkaista kongruenssien 22 = a (mod p)
ratkeavuutta luvun a eri arvoilla.

Nelionjaannosten resiprookkilaki on lukuteorian resiprookkilakien yksinkertaisin ja
vanhin muoto. Téhén viittaa David Hilbertin vuonna 1900 esittdma yhdeksés on-
gelma, jossa kysymyksené on, voidaanko nelionjaannosten resiprookkilakia vastaava
rakenne yleistdd lukukuntiin. Ongelma ratkesi 19201930 -luvuilla Artinin resiprook-
kilain my6ta osittain. Nykyinen nelionjadnnosten resiprookkilaki voidaan nahda ta-
mén yleisemmén teorian erikoistapauksena [IJ.

Ensimmaiset viitteet resiprookkilakiin 16ytyiviat Leonhard Eulerilta, joka havaitsi
lain kokeellisesti jo 1780-luvulla. Adrien-Marie Legendre esitti lain vuonna 1785
ottaen kayttoon nykyisin hdnen nimeédéan kantavan Legendre-symbolin. Legendre ei
kuitenkaan onnistunut esittamaan taysin patevia todistusta, ja lopulta Carl Friedrich
Gauss esitti ensimméisen aukottoman todistuksen teoksessaan Disquisitiones Arith-
meticae (1801). Gauss arvosti tulosta niin suuresti, ettd hén julkaisi uransa aikana
useita erilaisia todistuksia. Hantad onkin kutsuttu "nelionjadnndsten resiprookkilain
iséksi”. Myohempiné vuosikymmening lukuisat muutkin matemaatikot, kuten Au-
gustin Cauchy, Richard Dedekind ja Ferdinand Gotthold Eisenstein, kehittivit omat
todistuksensa resiprookkilaille [2]. Nykyisin tunnetaan satoja erilaisia todistuksia.
Viimeisimpien laskelmien mukaan erilaisia julkaistuja todistuksia on yli 300 [3]. Tés-
sé tutkielmassa esitetddn Gotthold Eisensteinin vuoden 1845 todistus neliojaannos-
ten resiprookkilaille.

2 Kasitteita

Resiprookkilain ja sen todistuksen ymmartamiseksi tarvitaan seuraavia muutamia
kasitteité.

Maaritelma 1 (Nelionjidannds ja -epdjaannds). Nelionjddnnoés modulo p tarkoittaa
lukua a, jolle on olemassa jokin kokonaisluku z siten, etta

> =a (mod p).

Mikali tallaista lukua z ei ole olemassa, a on nelionepéjaginnos modulo p. Erityisesti,
jos p on alkuluku ja a ei ole jaollinen luvulla p, niin @ on neliénjaénnés modulo p
tasmalleen silloin, kun yhtalolla

> =a (mod p)

on ratkaisu.



Esimerkki 1. Tarkastellaan tilannetta modulo p = 5. Luvut 1 ja 4 ovat téalloin
neliojadnnoksia, koska ne voidaan esittda kokonaislukujen neliéind modulo 5:

1’=1 ja 2°=4 (mod5).

Luvut 2 ja 3 taas ovat nelionepéjaannoksia modulo 5, koska yhtaloille
*=2 tai 2°=3 (mod 5)

ei 10ydy yhtaédn ratkaisua x € Z.

Maaritelma 2 (Legendre-symboli). Legendre-symboli on merkinté, joka tiivistda
edelld mainitun nelionjaadnnoksen késitteen. Maaritelman mukaan, jos p on pariton
alkuluku ja a kokonaisluku, jolle ged(a, p) = 1, niin Legendre-symboli

p

(a) ~J1,  jos a on neliénjdéinnds mod p,
D —1, jos a on nelibnepajaannos mod p.

Toisin sanoen (%) = 1 tarkoittaa, etti kongruenssilla 22 = a (mod p) on ratkaisu,

ja (%) = —1 tarkoittaa, ettei ratkaisua ole. Legendre-symbolin arvon voi ymmaéartaa

myo0s indeksin parillisuuden avulla. Oletetaan, ettd g on primitiivijuuri modulo p.
Té&ll6in jokainen luku a, jolle pétee p t a, voidaan esittdd muodossa

a=g*" (modp),

missé kokonaislukua & kutsutaan luvun a g-kantaiseksi indeksiksi (tai diskreetiksi
logaritmiksi) modulo p.
Legendre-symboli voidaan talloin ilmaista muodossa

(5)-or

Toisin sanoen Legendre-symbolin arvo méardaytyy sen mukaan, onko indeksi k& pa-
rillinen vai pariton:

e Jos k on parillinen, niin <%> =1,

a

e Jos k on pariton, niin (5) =—1.

Esimerkki 2. Esimerkin [I] tulokset voidaan esittda Legendre-symbolien avulla:

- » ()-0)-

Legendre-symbolin avulla voidaan kitevilla tavalla esittdd ja laskea nelionjaannok-
sisyyttd. On huomattava, etté (%) on mééritelty vain tapauksessa ged(a,p) = 1.
Jos p jakaa luvun a, ei symbolia aina méaaritelld télla tavalla (yleensd kuitenkin

médritelldén (1—0) =0kun p | a [4]).



Maaritelma 3 (p-positiivinen ja p-negatitvinen luku). Olkoon p pariton alkuluku
jam € Z. Merkitddn r = m (mod p), missad r € {0,1,...,p— 1} on luvun m pienin
ei-negatiivinen edustaja modulo p.

e Luku m on p-positiivinen, jos 1 < r < 221,

e Luku m on p-negatiivinen, jos }%1 <r<p-1.

Jos p | m, eli m = 0 (mod p), niin luvun m p-positiivisuutta tai p-negatiivisuutta
ei maaritella.

Esimerkki 3. Kun p = 11, luvun 5 pienin jaénnos modulo 11 on 5. Tastd ndhdaan
suoraan, ettd 5 < % = 5, eli 5 on p-positiivinen. Vastaavasti luvun 7 pienin
jaannos modulo 11 on 7, ja koska 7 > % = 5, niin 7 on p-negatiivinen.

Lemma 1 (Gaussin lemma [5]). Olkoon p pariton alkuluku ja a kokonaisluku, jota
p et jaa. Tarkastellaan lukuja

p—1
2

a,?a,3a, ..., a

ja nitden jakojadnndksid modulo p vdlilld 1,2,...,p — 1. Merkitdan luvulla r niiden
jakogddnndsten lukumddrdd, jotka ovat suurempia kuwin §. Tdlloin pdtee

(§)-ror

Toisin sanoen, a on nelidjadnnos modulo p jos ja vain jos tallaisten “yli £” olevien
jakojdannosten madré on parillinen, ja vastaavasti a on nelionepéajaannos modulo p
jos ja vain jos ndiden méara on pariton.
Esimerkki 4. Olkoon p = 7 ja a = 3. Tarkastellaan lukuja

a,2a,3a = 3,6,9.
Madritetdén lukujen ka (1 < k < ’%1) jakojaannokset modulo p.

3=3 (mod7), 6=6 (mod7), 9=2 (mod7).

Saadaan siis jadnnokset 3,6, 2. Néistd jadnnoksistd suurempia kuin £ = % = 3.5 0n
vain 6, eli yksi luku. Siis » = 1 on pariton, joten

3 ei siis ole neligjadnndés modulo 7.



Maaritelma 4 (Chebyshevin polynomit). Chebyshevin polynomit 7,,(Y), misséd n €
N, maéritelladn rekursiivisesti seuraavasti:

TO(Y) = 1a
TI(Y) == Y,
Ti1(Y) =2YT,(Y) = T, 1(Y) kaikilla n > 1.

Vaihtoehtoisesti ne voidaan esittda trigonometrisessa muodossa
T, (cosx) = cos(nz). (1)
missa z € R.

Esimerkki 5. Kun n =1 ja n = 2, saadaan:

T(Y) =Y,
To(Y)=2Y? -1 (koska cos(2z) = 2cos’x — 1).

3 Nelionjaannosten resiprookkilaki

Lause 1 (Nelionjainndsten resiprookkilaki). Nelionjidnndsten resiprookkilain esi-
tetadn usein Legendre-symbolin avulla, jolloin lause saa seuraavanlaisen muodon:

() -0

missa p ja q ovat parittomia alkulukuja.

Resiprookkilaki voidaan tulkita myos vaittamaéana siitd, ovatko lukujen p ja ¢ indeksit
parillisia vai parittomia, kun ne esitetddn toistensa primitiivijuurten potensseina.
Olkoon g primitiivijuuri modulo p. T&ll6in miké tahansa luku a € F voidaan esittad
muodossa:

a=g (mod p),

missé r = ind,(a) on luvun a indeksi eli diskreetti logaritmi kantaan g.
Toisin sanoen, a on neliGjadnnos modulo p jos ja vain jos sen indeksi on parillinen
[6].

Hieman erilainen, mutta myos yleinen muotoilu nelionjaannosten resiprookkilaista

) (5)-(2)

missa p* = (—1)1%1;0. Jos siis joko p tai ¢ on kongruentti 1 modulo 4, niin p on
neliénjaannoés modulo ¢ tdsmalleen silloin kun ¢ on neliénjaannos modulo p. Jos taas
molemmat p ja g ovat kongruentteja 3 modulo 4, niin p on neliénjaénnos modulo ¢,
jos ja vain jos ¢ ei ole nelionjadnnos modulo p. Huomaa, ettd eksponentti p%l . q;zl
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on pariton vain jos molemmat kertoimet ovat parittomia, ja parillinen muutoin. Jos

b £)()-

5 - 5= on parillinen, niin
eli p ja ¢ ovat molemmat joko nelionjadnnoksié toistensa suhteen, tai kumpikaan
ei ole. Luku muotoa (n — 1)/2 on parillinen tésmélleen silloin kun n = 1 (mod 4).
Toisaalta, jos ;%1 . % on pariton, niin

B

eli vain toinen p ja ¢ on nelibnjadnnos toisen suhteen. Luku muotoa (n — 1)/2 on
pariton tésmaélleen silloin kun n = 3 (mod 4).

On olemassa myos erikoistapaukset (%) ja (%) Néita kasitelladn taydentavien

lakien avulla, jotka usein esitetdan resiprookkilain yhteydessa. Téaydentévit lait eivét
ole tassa tyossa keskeisessé osassa, mutta mainittakoon:

-1
2 .

(—) =1 <= p=1tai7 (mod 8).
p

Resiprookkilain kuvaama suhde (p ) ja (%) vélilld on yllattava. Paallisin puolin ei

q
ole lainkaan ilmeisté, etta se, onko p nelionjaannos mod ¢, antaisi mitaan tietoa siité,
onko ¢ neliénjadnnsés mod p [5]. Joidenkin tulosten, kuten kiinalainen jadnnoslauseen

perusteella, voisikin olla syytd odottaa péinvastaista, (ks. alla oleva esimerkki[] [7]).

Esimerkki 6. Kiinalaisen jadnnoslauseen véliton seuraus on, ettd kun on annettu
mitkd tahansa alkuluvut pq,po,...,p, ja kokonaisluvut aq,as,...,a,, niin on ole-
massa kokonaisluku z, jolle pétee

r=a; (mod py)

r=ay (mod ps)

r=a, (mod p,).

Olkoot p; = 2 ja py = 3. Jos tiedetdén, ettd = on pariton, eli z = 1 (mod 2),
tdmaé ei kerro mitaén siitd, mikd x on mod 3, silla jadnnoslauseen mukaan seuraavat
kongruenssiparit

r=1 (mod2) ja z=0 (mod3)

r=1 (mod2) ja z=1 (mod 3)
r=1 (mod2) ja z=2 (mod3)

ovat kaikki mahdollisia ja niilla kaikilla on ratkaisu.



Toisin sanoen, aivan kuten kongruenssiyhtilot x = ¢ (mod p) jaz = p (mod ¢q) ovat
aina samanaikaisesti ratkaistavissa mille tahansa alkuluvuille p ja ¢, voisi olettaa,
ettd myos yhtilot 22 = ¢ (mod p) ja 22 = p (mod q) olisivat aina samanaikaisesti
ratkaistavissa, tai ainakin, ettei niiden ratkeavuuden vililla olisi mitd&n yhteytta.
Nelionjaannosten resiprookkilain perusteella néin ei kuitenkaan ole.

4 Todistus nelionjaannosten resiprookkilaille
Téassé luvussa esitetddn Eisensteinin todistus nelionjadnnosten resiprookkilaille mu-
kaillen Chapmanin [§| esitystapaa.

Kuten edelld on esitetty, Gaussin lemman ytimessd on kokonaislukujen jako p-
positiivisiin ja p-negatiivisiin. Palataan Gaussin lemmaan ja esitetdén se trigono-
metrisesti. Tarkastellaan jokaiselle parittomalle alkuluvulle p trigonometrisesti maa-

riteltyéd funktiota
. [ 2nx
fp(z) = sin (7) :

Funktiolla on jakso p:
folw +p) = fo().

Kun kokonaisluku a toteuttaa 0 < a < p/2, on f,(a) > 0, silld silloin 0 < 27a/p < 7.
Vastaavasti, jos 0 > a > —p/2, on f,(a) < 0, koska 0 > 27a/p > —n. Jaksollisuuden
vuoksi patee

> (0, kun a on p-positiivinen,

fp(a) §{ <0, kun a on p-negatiivinen,
=0, kunp|a

Kun p 1 a, saadaan Gaussin lemman mukaisesti

(5)-ror

missd r on niiden kokonaislukujen & lukumééré, joille 0 < k < p/2 ja f,(ak) < 0.

Toisin sanoen Legendre-symboli (%) maaraytyy tulon

(p—1)/2

H fo(ak)

etumerkistd. Merkitddn yleisesti luvun x # 0 etumerkkid merkinnalld sgn(x). Téll6in

(g) - Sgn<(p1_1[/2 f.(ak) ) - sgn< pf[/z Sm(%ak)) 2)

Sovellettaessa téata resiprookkilakiin, asetetaan a = ¢, misséd ¢ on toinen pariton

alkuluku. T&lloin funktio sin(gz) voidaan ilmaista funktion sin(z) avulla. Téhén
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voidaan soveltaa Chebyshevin polynomeja. Polynomin T,,(Y) korkeimman asteen
termi on 2"1Y™.

Toistaiseksi oletetaan, ettd n on pariton. Talloin n = 2k + 1 jollakin k € Z>(. Iden-
titeetilla sin z = cos (x — g) ja Chebyshevin polynomien méaritelméalla , saadaan

T.(sinz) =T, (cos <:E — g))

Kun n = 2k + 1, niin

2
= Cos (naz‘ — kT — g)
= (=1)* cos <mc - g)
= (=1)*sin(nz),
mista seuraa, etta
T,(sinz) = cos <n:1: — n77r>

Maaritellaan
Ga(Y) = (=1)" DT, (Y),

jolloin parittomille n patee:
Gp(sinz) = sin(nz)
ja korkeimman asteen termi on

(=) 2"y, = (—4)"T Y,

Seuraavaksi voidaan méarittda polynomin G,, nollakohdat. Kokonaisluvuille j pétee:

G, (sin (2%]» — sin(27j) = 0.

Siispé nollakohtia ovat luvut

.
sin(ﬂ),jzo,L...,n—L
n

Kun —’%1 <j < ;%1’ juuret ovat erisuuria, joten ne ovat tdsmaélleen polynomin
Gn(Y) juuret. Siispd G, (Y') voidaan jakaa tekijoihin seuraavasti:
(n—1)/2 '
Gu(YV) = ()02 I (v —sin(3)).
j=—(n—1)/2
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Kun 0 < 5 < "T_l, niin 0 > —j > —"T_l, ja sin <#> = sm(zzj) Jokainen

positiivinen luku j voidaan laittaa vastalukunsa —j kanssa pariksi, jolloin saadaan

(n—1)/2
Gn(Y) = Y H — sin® (22))

n—1 /2

(n—1)
—oty [T (sin? (22) - v?).
j=1

Siispé,
(n—1)/2 2
=t ) —sin?z ). 3
sin(nx) sin Jl_[l (sm ( - ) sin x) (3)

Olkoot p ja g erisuuria parittomia alkulukuja. T&lloin kaava saadaan muotoon

(p—1)/2

q - 2mqk
Z—)—Sgn H Sm< ” >

k=1

Sovelletaan kaavaa , kuinn=gqjax = 2:7’“. Tall6in

(p—1)/2 (g—1)/2
q (4-1)/2 (27rk> ( (27T > (27T/<:>)
- ] =sgn 4 sin sin? [ == | —sin® [ =—
<p> ,!_[1 p H q p

7j=1

(p—1)/2 (¢—1)/2 ok
)
= sgn | | | | sin —sin” | —
8 < ( ) ( p ))

Koska lausekkeessa kerrotaan kaikkien mahdollisten indeksiparien yli, voidaan luku-
jen p ja q seké indeksien j ja k paikat vaihtaa, jolloin saadaan

(¢=1)/2 (p—1)/2 ok O
<]—)> = sgn | | | | (sm ( ) — sin? (—j>>
q q
Jj=

Kaavat luvuille ( ) ja (%) ovat ldhes identtiset. Molemmat esitetdéan etumerkki-

(p=1)(g—1)
4

funktiona tuloista, jossa termeja on yhteensa . Jalkimmaéisen tulon termit

ovat ensimmaisen tulon termien vastalukuja.

()= (2)

Ellei p = ¢ =3 (mod 4), luku (”71)4& on parillinen, jolloin

(0)-C)

Tasta seuraa:



(r=1)(g—1)
4

0--¢)

Jos taas p = ¢ =3 (mod 4), luku on pariton, ja patee
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