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1 Johdanto

Kvaterniot ovat kompeksilukujen neliulotteinen laajennus. Ensimmaisend ne maa-
ritteli irlantilainen Sir William Rowan Hamilton vuonna 1843. Hénen tavoitteenaan
oli yleistaa kompleksilukujen algebra korkeampiin ulottuvuuksiin, jotta laskutoimi-
tuksia voisi tehda myo6s kolmiulotteisen avaruuden pisteilld. Kolmelle ulottuvuudelle
ei kuitenkaan voi maarata avaruuden kierroissa hyodyllista kertolaskua. Siispd Ha-
miltonin ollessa kdvelylld Dublinissa, hénelle " — selvisi, etté tdytyy ikdan kuin liséata
neljis avaruuden ulottuvuus mahdollistamaan kolmikoilla laskeminen". [I]

Hamilton kéytti ldhes koko loppuelaménséa kvaternioiden tutkimiseen ja opetta-
miseen. Monet geometrian ja fysiikan tutkimuskohteet toimivatkin ldhes kokonaan
kvaternioilla muutaman kymmenen vuoden ajan. Niiden keksimistd pidetdan jos-
kus jopa modernin algebran syntyméhetkena. 1800-luvun lopussa vektorit kuitenkin
syrjayttivat ne selkedmman toimintatapansa vuoksi.

1900-luvun lopulla kvaternioiden suosio nousi uudelleen, koska avaruudelliset
kierrot ovat niiden avulla tiiviimpiéd, helpompia kuvailla ja nopeampia laskea kuin
vastaavilla matriiseilla. Kvaternioiden avulla toteutettavat kierrot ovat erityisen hyo-
dyllisid esimerkiksi tietokonegrafiikoissa, robotiikassa, satelliiteissa sekd navigoinnis-
sa. Monipuolisten sovelluksiensa vuoksi kvaterniot ovat erittdin kiinnostavia sovel-
letun matematiikan kannalta. Kvaternioiden olemus eli niiden algebralliset ominai-
suudet puolestaan ovat kiinnostavia puhtaan matematiikan alalla. Niilla voi jopa
todistaa puhdasta lukuteoriaa.

Tutkielman péadasiallinen ldhde on méaéritelmien ja rotaatioden osalta Alan F.
Beardonin teos Algebra and geometry [2] sekd Hurwitz'n kvaternioiden osalta Joe
Robertsin Elementary number theory: a problem oriented approach [3]. Liséksi tut-
kielmassa on hy6édynnetty Hamiltonin itsensé kirjoittamaa kvaternioiden syntya ja
perusteita kisittelevad kirjetta [1].

Tutkielman toinen luku siséltda maéritelmia kvaternioille, niiden laskutoimituk-
sille ja alijoukoille. Luvun lopussa todistetaan, etté kvaterniot muodostavat ryhmaéan
ja renkaan. Kolmannessa luvussa kéasitellddn kvaternioiden peilaukset ja rotaatiot
sekd niiden hyodyllisyys sovelluksissa.

2 Kvaternioiden algebra

2.1 Tulo, liittoluku, normi ja puhtaat kvaterniot

Tassé luvussa esitetdan kvaternioiden méaritelmié, laskutoimituksia ja ominaisuuk-
sia. Luvun kaikki merkinnét ja suurin osa siséllostd perustuvat teokseen [2] ellei
toisin erikseen mainita.

Maaritelma 1. Kvaternio q on ilmaus a+bi+cj+dk, jossa a, b, ¢ ja d ovat reaa-
lilukuja seké i, j ja k ovat imaginaariyksikoitd. Kvaternioiden joukkoa merkitaan
Hamiltonin mukaan kirjaimella H.

Kvaterniot ovat kompleksilukujen laajennus, silla niilld on kolme imaginaériyk-
sikkod yhden sijasta. Ne ovat pohjimmiltaan pisteitd neliulotteisessa Euklidisessa
avaruudessa R*. Avaruuden R? piste (w,x,y,z), avaruuden R? x R? = C x C piste



((w,x),(v,2)) ja avaruuden R x R? piste (w,(x,y,z)) samaistuvat toisiinsa. Siispa kva-
terniot usein tulkitaan myo6s reaaliluvun ja kolmiulotteisen vektorin yhdistelmana.
Tallsin yksittiinen kvaternioni q on muotoa (a,x), jossa a € R ja x € R?, ja kaikkien
kvaternioiden joukko on avaruuksien R ja R3 karteesinen tulo R x R3.

Kahden kvaternion summa ja tulo méaaritelladn samoin kuin kompleksiluvuille-

kin.

Maaritelma 2. Kun ¢; = ay +b1i+c1j+dik ja g = as + boi+ coj + dok, niin niiden
summa on ¢ + ¢a = aj + az + (by + ba)i + (¢1 + 2)j + (dy + do)k.

Miidritelma 3. Samoin kuin kompleksilukujen imagin#ériosille méadritelldsin i =

—1, niin my0s kvaternioille maaritellddn niiden imaginaériyksikdiden valiset tulot
seuraavasti:

i2:j2:k2:_1 (1)
ij=k=—ji, jk=i=—kjjaki=j= —ik. (2)

Jokaisen imaginéariyksikon tulo itsensé kanssa on siis reaaliluku (1), mutta tois-
tensa kanssa kerrottuna saadaan aina vektori (2). Téstd mééritelméstd myos seuraa,
ettd kvaternioiden tulo ei ole kommutatiivinen, silla ij # ji.

Lause 1. Kahden kvaternion tulo on (a,z)(b,y) = (ab — - y,ay + bx+ (. X y)),
jossa a ja b ovat reaalilukuja sekd x ja y ovat kolmiulotteisia vektoreita. Merkinta
x - y tarkoittaa pistetuloa ja x X y ristituloa.

Todistus. Aluksi kirjoitetaan tarkasteltava tulo méaaritelméaé [I] vastaavaan muotoon
ja lasketaan ndiden tulo. Lasketaan jokaisen termin imagindériosien tulot maaritel-
man [3| mukaisesti ja otetaan imaginaariyksikot yhteisiksi tekijoiksi. Lopuksi huoma-
taan, ettd saatu tulos on lauseen [1| mukainen. Siis

(a,x)(b,y) =(a+ z1i + z2j + x3k) (b + y1i + voj + ysk)
=ab + ayii + ayaj + aysk + x1ib + 219117 + z1iyej + z1iysk + zjb
+ Tojyri + o)’ + wajysk + 3kb + wskyi + wskyaj + v3ysk’
=ab + ay1i + ays) + aysk + x1ib — x1y1 + T1y2k — T1Y3] + T2jb
— oY1k — ways + Toysi + x3kb + T3Y1] — T3yl — T3Y3
=ab — (z1y1 + Tayo + 23y3) + (ay1 + bx1 + Tays — T3Y0)i
+ (ays + br2 + Tays — 3y2)j + (ays + brz + x2ys — T3y2)k
=(ab — (v1y1 + 12y2 + T3Y3), ay + bx + (Tays — T3y2)i
+ (z3y1 — 2193)j + (21y2 — 2291 )K)
=(ab—x-y,ay + bx + (x X y)).

]

Kompleksikonjugaatti eli liittoluku tarkoittaa kompleksiluvuille imagindariosan
merkin vaihtamista. Kvaterniolla q on vastaavasti mééritelty konjugaatti, jota mer-
kitdan kirjaimella g.



Maaritelma 4. Kvaternion ¢ = a + bi+ ¢j + dk konjugaatti on ¢ = a — bi — ¢j — dk.
Vaihtoehtoisella merkintétavalla kvaternion ¢’ = (a, x) konjugaatti on ¢’ = (a, —x).

Kahden kvaternion tulon konjugaatti on niiden konjugaattien tulo, mutta kaan-
teisessd jarjestyksessd. Kun muistetaan, ettei kvaternioiden tulo ole kommutatiivi-
nen, huomataan, ettad talla jarjestykselld on merkitysta.

Lause 2. Kwaternioille p ja q pitee pq = q p.

Todistus. Olkoon kvaterniot p ja q muotoa p = a + w1t + x9j + w3k ja ¢ = b +
Y11 + Y27 + ysk. Ensimmaisend lasketaan nédiden tulo lauseen [l| madraamaélla tavalla.
Seuraavaksi lasketaan tulon konjugaatti vaihtamalla imagindaritermien etumerkit
madritelmén [4) mukaan. Lopuksi avataan ja jarjestetdén uudelleen termit, jolloin
huomataan lauseen tulos. Siis

Pq =ab — (v1y1 + Tay2 + T3Y3) + (ayy + bry + 22ys — T3Y2)i

+(ays + bra + Toys — w3y2)J + (ays + brs + Tays — w3y2)k
=ab — (191 + x2ye + x3y3) — (ay1 + bxy + Tays — x3y2)i

— (ayz + by + Tays — T3y2)j — (ays + bxs + ways — w3y2)k
=ab — ayii — aysj — ayzk — br1i — 1y1 + T 1Yok — T1Y3]

— broj — wayrk — Xays + Tayzi — brsk + 13y1) — T3y2i — T3Y3
=(a — 211 — w2J — 23k) (b — y1i — y2J — y3k)
P.

|
e}

]

Jalleen samaan tapaan kuin kompleksiluvuillekin kvaternion normi kuvaa etéai-
syytté origon (0,0,0,0) ja pisteen (a,b,c,d) vélilla.

Madritelmd 5. Kvaternion q normi on ||g|| = va? + b? + ¢® + d?. Mikili merkitdéan
bi + ¢j + dk = x niin normi on ||a + x||.

Kvaterniota kutsutaan yksikkokvaternioksi tai versoriksi, jos sen normi on 1.
Yksikkokvaternio saadaan siis, kun jaetaan kvaternio omalla normillaan.

Seuraus 1. Kvaternion q normi on \/qq.

Todistus. Olkoon ¢ = (a,x). Télléin

qq = (a,x)(a, —x)
=a’+x-X
=a?+ 02+ +d2

Ottamalla téastéa neliGjuuri puolittain saadaan

V@G = Va? + 0+ +d =g,

miké on haluttu tulos. O



Kahden kvaternion tulon normi on niiden normien tulo. Koska normi kuvaa vélin
pituutta, ja on siten reaaliluku, seuraavan lauseen esittama tulo on kommutatiivinen.

Lause 3. ||pq|| = ||p||/|¢l|

Todistus. Seurauksen [I] mukaan

lpall =/Ilpdl? = v/ (pa)(P7)-

Tulon konjugaatti on konjugaattien tulo lauseen [2] perusteella ja kvaternioiden tulo
on assosiatiivinen, miké todistetaan myohemmin. Siispa

vV (p9)(P7) = v/ (pa)(@ B) = \/pll4l*P.

Tulo voidaan ryhmitelld uudelleen, koska kvaternion g normi ei ole kvaternio, ja
siten sen tulo on kommutatiivinen. Nyt saadaan

Vollal2p = Vlall?pp = Vgl 2112 = lIpl|llall,

miks on lauseen vaite. O

Puhtaat kvaterniot ovat kvaternioiden alijoukko, joka mahdollistaa kvaternioiden
kiyton kolmiulotteisessa avaruudessa tehtéavissa laskutoimituksissa. Niistéd jatetaan
reaaliosa a pois, jolloin avaruuden pisteitd kuvaamaan jéaavat vain imagindariyksikoi-
den kertoimet. Puhtaat kvaterniot toimivat siis kuin kolmiulotteiset vektorit ennen
kuin vektorit keksittiin.

Maaritelma 6. Puhtaaksi kvaternioksi sanotaan kvaterniota, jonka reaaliosan ker-
roin on nolla eli @ = 0. Niitd merkitéén tilanteesta riippuen joko bi+ cj + dk tai (x).

Puhtaiden kvaternioiden joukkoa merkitaan kirjaimella Hy.

Kvaternioiden tulon méarittavésta lauseesta[I] seuraa talloin, ettd puhtaiden kva-
ternioiden tulo on muotoa (0,x)(0,y) = (—x -y, x X y).

Seuraus 2. Kaikkien puhtaiden yksikkékvaternioiden q nelié ¢*> = -1.
Todistus. Olkoon q jokin puhdas yksikkokvaternio, jolloin ¢ = (0,x) ja ||x|| = 1.
Siisq=bi+cj+dk, V0! +c2+d>=1jaq¢g’>=qq=(—x-X,X X X).
Télloin tarvittava pistetulo on
x-x=b0V4++d=||x|| =1,

ja ristitulo on

x X X = (cd — de)i+ (db — bd)j + (be — cb)k = 0.

Nyt kvaternion ¢ nelié ¢ = (—x - x,x x x) = (—1,0), eli -1. O

4



2.2 Ryhmai ja rengas

Kvaternioiden joukko on suljettu tulon suhteen, mutta tulo ei ole kommutatiivinen,
joten kvaterniot eivit voi muodostaa Abelin ryhmééa tulon suhteen tai kuntaa tu-
lon ja summan suhteen. Niiden vélinen tulo on kuitenkin seké assosiatiivinen ettéa
distributiivinen, mika todistetaan tdssd luvussa. Téaten kvaternioiden joukosta voi-
daan muodostaa ryhmia ja renkaita. Mielivaltaisia kvaternioita kuvaavat téssa lu-
vussa merkinnét ¢; = a + x1i+ z2j + x5k = (a,%), @@ = b+ y1i+ yoj + ysk = (b,y)
ja gz = c+ z1i + 20§ + 23k = (¢, 2).

Lause 4. Nollasta eroavien kvaternioiden joukko H\{0} on ryhmd lauseen |1] mdid-
rittdmdan tulon suhteen.

Todistus. Kun H\{0} on nollasta eroavien kvaternioiden joukko, niin ollakseen ryh-
ma niiden taytyy tayttad seuraavat vaatimukset:

1. Kertolasku on suljettu eli kahden kvaternion tulo on myé6s kvaternio. Tama
patee, silla kun ¢1,q2 € H, niin ¢, - ¢ € H lauseen [l| perusteella. Lisaksi
¢1 - g2 = 0, jos ja vain jos ¢; = (0,(0,0,0)) tai g2 = (0, (0,0,0)), koska

(ab—x-y,ay +bx + (x x y)) =(0,(0,0,0)), jos ja vain jos
ab=x-y ja ay =bx=(xxy)=0.

Siispé, kun ¢1, g2 € H\{0}, niin ¢; - go € H\{0}.

2. Tulo on liitdnnéinen eli assosiatiivinen. Yhtélo (¢1 - q2) - g3 = q1 - (¢2 - g3) pétee,

koska

(1 q2) - g3 =(ab—x"y, ay +bx+ (x X y)) - g3
=((ab—x-y)c— (ay +bx+ (x Xy)) 2z (ab—x-y)z
+clay +bx+ (x xy))+ (ay + bx+ (x X y)) x z)

~(abe— c(xy) —aly %) — bix-7) — (x X y) -,
abz — (x-y)z + cay + cbx + c¢(x X y) + a(y X z)
+b(xxz)—(z y)x+(z-x)y)

~(abe — aly ) — b(x - 2) — c(xy) — x- (y X 2,
abz + acy + a(y x z) + bex — (y - 2)x
+b(x x z) +c(x Xy)+ (x-2)y — (x-y)z)

=(a(bc —y-2z) —x- (bz + cy + (y x 2)), a(bz+cy + (y X z))
+ (be—y-z)x+xx (bz+cy + (y X z)))

=q - (bc—y-2z, bz+cy+(yx2z)=q" (¢ 3)

Téassé on kiytetty apuna pistetulon distributiivisuutta ja kommutatiivisuutta
sekd ristitulon distributiivisuutta. Liséksi tarvitaan kolmitulojen kaavoja (x x

y)xz = —(zy)x+(zx)y, xx(yxz)=(xz)y—(xy)zja(xxy)z=(yxz)x.

3. Identiteettialkio on olemassa eli on jokin e € H\{0}, jollae-q¢ = ¢ -e = ¢
kaikilla ¢; € H\{0}. Kvaternio (1,0) toimii identiteettialkiona tulon suhteen,

>



koska kun q on miké tahansa kvaternio (my6s 0), niin

q-(1,0) =qja(1,0)-q=q.

4. Kaikilla joukon kvaternioilla on kddnteisalkio, eli kaikille ¢ € H\{0} on ole-

massa ¢—1 € H\{0}, jolla ¢ - ¢! = 1. Jos q on nollasta eroava kvaternio ja

7 = [pE Hn

g =q- 9 _ _49-9 1
lall> (Vg-9*

koska seurauksen |I| mukaan (1/q - q)*> = ¢q. Siis kaikilla nollasta eroavilla kva-

ternioilla q on kdanteisalkio W.
Koska kaikki ehdot toteutuvat, kvaterniot muodostavat ryhmén (H\{0}, -). O

Nollakvaternio ei toteuta viimeistd ehtoa, koska silld ei ole kidnteisalkiota. Té-
man vuoksi koko kvaternioiden joukko ei muodosta ryhmaéaa tulon suhteen.

Lause 5. Kvaterniot muodostavat renkaan (H,+,-).

Todistus. Lauseen [4] (my6s nollalle pitevien) kohtien 1, 2 ja 3 liséksi kvaternioiden
joukko tayttdad myos seuraavat vaatimukset:

1. Summa on suljettu. Jos ¢1,q2 € H, niin ¢; + ¢o € H. Tamé seuraa méaéritel-
mésta 2

2. Summa on liitdnnéinen. Jos q1, g2, g3 € H, niin (¢1 + ¢2) + ¢35 = ¢1 + (2 + ¢3),
koska

(1 + )+

= (a1 + az + (by + b2)i+ (c1 + c2)j + (di + d2)k) + g3

= (a1 +as+az+ (by + ba + b3)i+ (c1 + o + ¢3)j + (dy + do + d3)k)
=q1 + (a2 + a3 + (by + b3)i+ (c2 + ¢3)j + (d2 + d3)k)

=q + (g2 + g3)-

3. Identiteettialkio on olemassa myo6s summalle eli on olemassa e, € H, jolla
q+er = ey + q = q kaikilla kvaternioilla q. Summan identiteettialkio on 0 eli
kvaternio, jolla a = b =c=d = 0. Yhtdlo q + 0 = q = 0 4+ q patee kaikilla
kvaternioilla g.

4. Kaikilla kvaternioilla on kéanteisalkio summan suhteen eli kaikille ¢ € H on
olemassa qul € H, jolla g + qfrl = q;l +q=0,. Kun ¢ = a + bi + ¢j + dk niin
qul:—a—bi—cj—dk.



5. Kvaternioiden summa on vaihdannainen eli kommutatiivinen. Jos ¢q1,q2 € H,
nin g1+ @ =@+ q

¢1 + @ =a+ 11 + xoj + 23k + b+ yii + yoj + ysk
=(a+0b)+ (z1+y1)i+ (z2+y2)j + (z3 +y3)k
=(b+a)+ (y1 +21)i+ (vo+22)j + (y3 + 23)k
=b+yity)t+ysktat+mitrjt+omk=@p+a

6. Operaatioilla pétee distributiivisuus eli jos ¢1, g2, g3 € H, niin ¢; - (g2 + ¢3) =
G192 + 193 ja (@1 + ¢2)q3 = q1G3 + g2q3. Ensimmaéinen yhtélo pétee, koska

¢ - (g2 4+ q3) =qu- ((0+ ) + (1 + z1)i+ (y2 + 22)j + (y3 + z3)k)
=(a, (z1, 2, 23)) - (04 ¢, (y1 + 21, Y2 + 22, Y3 + 23))
=(a(b+¢) =x-(y+2), aly +2) + (b +e)x+ (xx (y +2)))
=(ab+ac—x-y—x-2z, ay+az+bx+cx+ (x Xy)+ (x x z))
=q192 + 143,

ja toinen yhtalo pétee, koska

((a+0) + (x1+y2)i+ (w2 +12)j + (w3 +y3)k) - g3
(a+b,(z1+y1, T2+ Y2, 23+ y3)) - (¢, (21, 22, 23))
((a+b)c—(x+y)-z, (a+bz+cx+y)+(x+y)xz)
=(ac+bc—x-z2—y- 2z, az+bz+cx+cy+ (xxz)+ (y xz))
=q143 + G243-

(1 + @) - qs

Koska kaikki vaaditut ehdot toteutuvat, joukko H muodostaa ryhmén madritelman
ja lauseen [I] operaatioiden suhteen. O

Kvaterniot tayttavit kaikki muut kunnan vaatimukset paitsi tulon kommutatii-
visuuden, joten niitd kutsutaan jakokunnaksi (eng. skew field).

2.3 Hurwitz’n kvaterniot
Kvaternioilla on alijoukkoja, jotka myts muodostavat ryhmia ja renkaita.
Maaritelma 7. [3] Kun kvaternion kaikki kertoimet ovat puolikkaita, sitd merkitaan
p=51+i+j+k).

1. Lipschitz'n kvaterniot ovat joukko L. = {a+bi+cj+dk | a,b,c,d € Z}. Niiden

kertoimet ovat siis kaikki kokonaislukuja.

2. Hurwitz'n kvaterniot Hy = LU {p+ ¢q | ¢ € L} ovat edelld esiteltyjen kvater-
nioiden yhdistelmia. Niiden kertoimet ovat siis kaikki joko kokonaislukuja tai
kokonaislukujen puolikkaita. Molempia ei voi kuitenkaan olla sekaisin yhdessa
kvaterniossa.



Néisté esimerkiksi Lipschitz'n yksikkokvaterniot Qs = {1, 1,4, —i, 7, —j, k, —k}
muodostavat ryhman tulon suhteen. Téassa luvussa késiteltdvat Hurwitz'n kvater-
niot puolestaan muodostavat kaikkien kvaternioiden renkaan alirenkaan, koska nii-
den joukko on suljettu summan ja tulon suhteen, ja lisdksi tulon identiteettial-
kio (1,(0,0,0)) on Hurwitz'n kvaternio. Hurwitz'n yksikkokvaterniot ovat tarkalleen
Qg = qu{(ﬂL;jik)}, jossa etumerkit voidaan valita missa tahansa jarjestyksessa.

Hurwitz'n kvaternioilla voi laskea jakolaskuja ja saada jakojadnnoksen, silla niilla
voi muodostaa version Eukleideen algoritmista. Positiivisilla kokonaisluvuilla Euklei-
deen algoritmi tarkoittaa, ettd luvuilla n ja d on aina positiivinen osamaara q ja ei-
negatiivinen jadnnos r, niin ettd n = qd + r. Vastaavasti kvaternioille n ja d, jolla
[|d|| > 0, pitéisi olla aina olemassa kvaterniot q ja r, joilla n = gd 4+ r ja ||r|| < ||d]||.
Lipschitz'n kvaternioiden kertoimilla on mahdollista, ettd ||r|| = ||d||. Siksi kannat-
taa kdyttdd Hurwitz'n kvaternioita, joilla ehto ||r|| < ||d|| pétee aina.

Monet algoritmit tarvitsevat jakolaskua toimiakseen. Tamén ominaisuuden vuok-
si Hurwitz'n kvaternioita kiytetddn myos esimerkiksi yhdessa Lagrangen neljan ne-
lion lauseen todistuksista. Seuraavat méaéritelméat koskevat Hurwitz'n kvaternioiden
kerto- ja jakolaskua.

Maaritelma 8. [3] Olkoon ¢1,¢2,q3 € H;. Jos ¢1 = ¢2q3, niin ¢ on kvaternion
q1 vasen jakaja ja g3 on kvaternion ¢; oikea jakaja. Jos on olemassa kvaterniot
D, q € Qay, joilla g1 = pgaq, niin ¢ ja go ovat liitdnnéisia alkioita.

Maaritelma 9. 3] Hurwitz'n kvaternioiden q ja p yhteinen vasen jakaja, joka on va-
semmalta jaollinen jokaisella niiden yhteiselld vasemmalla jakajalla, on niiden vasen
suurin yhteinen tekija.

Maaritelma 10. [3] Kvaterniota kutsutaan yhdistetyksi kvaternioksi, jos se voi-
daan kirjoittaa kahden Hurwitz'n kvaternion, joiden normit ovat suurempia kuin
yksi, tulona. Muut Hurwitz'n kvaterniot kuin nollakvaternio, yksikkokvaterniot ja
yvhdistetyt kvaterniot ovat alkukvaternioita.

Lemma 1. Hurwitz'n kvaternioiden joukko on suljettu tulon suhteen.

Todistus. Kaikille Hurwitz'n kvaternioille ¢; ja go pétee jokin seuraavista:

e Kvaterniot ovat muotoa q; = ay + bii + ¢1j + dik ja qo = as + boi + coj + dok,
missé aq, as, by, be, c1, Ca, dq,dy € Z. Tall6in tulon

q192 =@1a3 — b1by — c1¢0 — dids + (a1b2 + aghy + c1dy — dico)i
+ (arca + crag + dibe — bids)j + (ards + bica + dras — c1by)k

kaikki kertoimet ovat kokonaislukuja.

e Kvaterniot ovat muotoa ¢ = a; + i+ c1j + dik ja ¢o = (ag + %) + (by + %)1 +
(co + %)_] + (dg + %)k, missi ap, as, by, ba, 1, Ca,dq, dy € Z. Talloin niiden tulot
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ovat

1—b—a—d;

a
G192 =a1a2 — biby — c1co — dydy + + (a1by + bras + c1ds — dycy

2
ay+ by +c—dy ., a1 —by+c+di .,
+ ! 12 ! 1)l—|—(a102—|—01a2—|—d162—b1d2—|— ! 12 ! 1)]
a1+b1—01—|—d1

-+ (aldz + blcg + dlag — Clbg + )k

2

ja

1—b—a—d;
2

)i+ (ager + coay + daby — bady +

al—b1+01—|—d1
2

a
G2q1 =asa; — baby — cocy — dady + + (agby + baay + cady — dacy

a1+b1+01—d1 .
5 )j

a1+bl—01+d1
2

+ (a2d1 + 6201 + dQCLl — Cgbl +

k.

Jos summa aq + by + ¢ + dy on parillinen, niin kaikki kertoimet ovat kokonais-
lukuja, mutta jos se on pariton niin kaikki kertoimet ovat puolikkaita. Joka
tapauksessa tulot ovat Hurwitz'n kvaternioneja.

e Kvaterniot ovat muotoa ¢; = (a1 + 3) + (b1 + 3)i+ (c1 + 3)j + (di + 1)k ja
@2 = (az+3)+(ba+3)i+(co+35)j+(da+3)k, missé ay, ap, by, by, ¢1, ¢2, dy, dy € Z.
Nyt tulo on

CL1+CL2—bl—bg—cl—CQ—dl—dg—l

192 =a1a2 — biby — cico — dydy +

2
atatbitbta—o-—dtdtl,
+ (a1by + brag + c1dy — dyca + ! 2 1 2 21 2 1 2 )i
a; +a —-b +b +c +c +d —d +1.
+ (arcy + crag + dyby — bydy + ————— 2 21 et =zt 1y,
a1 +as+by —bys—ci+c+di+dy +1
+ (ardy + dyag + bicg — b + ! 2 1 2 21 2 1 2 k.

Jos summa a1+ as+ by 4+ by + ¢4 4+ o +dq 4+ do on parillinen, niin kaikki kertoimet
ovat puolikkaita, ja jos se on pariton, niin ne ovat kaikki kokonaislukuja.

Kaikissa tapauksissa kahden Hurwitz'n kvaternion tulo on my6s Hurwitz'n kvaternio
eli niiden joukko on suljettu tulon suhteen. O

Lause 6. [3] Kaikki alkukvaternion listanndiset alkiot ovat myds alkukvaternioita.

Todistus. Olkoon ¢, alkukvaternio, eli ¢g; # (0,(0,0,0)), ||¢1|| # 1 ja ¢1 # pr, kun
p,r € Hy. Jos silld on liitdnndinen kvaternio go, niin 1 = pger ja ||p|| = ||r]| = 1.
Tehdaén vastaoletus, etta liitdnndinen ¢ ei ole alkukvaternio. Nyt jokin seuraavista
pétee kvaterniolle ¢s:

1. Se on nollakvaternio eli ¢ = (0,(0,0,0)). Nyt ¢s = p - (0,(0,0,0)) - r =
(0, (0,0,0)), miké on ristiriita.

2. Se on yksikkokvaternio eli ||gz|| = 1. Nyt lauseen |3 mukaan ||¢1|| = ||pgar|| =
llplllg2ll]|7|| = 1-1-1 =1, miké on ristiriita.
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3. Se on yhdistetty kvaternio eli g5 = pyr1, joillakin py,r; € H;. Kvaternioiden
tulon assosiatiivisuutta hyddyntéden ¢; = p(pir1)r = (pp1)(r17r). Lemmasta
seuraa, ettd ppy, rir € Hy, jolloin ¢ on yhdistetty kvaternio, miké on ristiriita.

Koska kaikki mahdolliset tilanteet johtavat ristiriitaan, niin ¢ on alkukvaternio. [

3 Peilaukset ja kierrot kvaternioilla

Tassa luvussa kasitellddn kolmiulotteisen avaruuden peilaus tason suhteen ja kierto
suoran suhteen kvaternioiden avulla. Luvun sisilto perustuu padasiassa teokseen [2].
Vaikka kvaterniot ovat pisteiti neliulotteisessa avaruudessa R*, niin téssi luvussa
samaistetaan puhtaiden kvaternioiden joukko avaruuteen R3.

3.1 Peilaukset

Peilaus tason suhteen voidaan tehdé kun tunnetaan tason yhtalo vektorimuodossa.

Lause 7. Kuvaus 0 : H — H, 0(y) = —qyq™ ', missi q on nollasta eroava puhdas
kvaternioni, on peilaus tason x- q = 0 suhteen. Se kuvaa joukon Hy itseensd kun Hy
samaistetaan joukkoon R® ja kvaternio g samaistetaan vektoriin q.

Todistus. Aloitetaan funktion 6 kiintopisteista joukossa Hy. Kvaternio y on funktion
0 kiintopiste eli 8(y) = y, jos ja vain jos y = —qyq~ !, mistd saadaan yhtilo —qy = yq
kerrottaessa oikealta kvaterniolla q.

Merkitaan kvaternioita ¢ = (0,q) ja y = (0,y) ja sijoitetaan ne yhtal6on. Nyt

_(07 q) (Oa Y) = (07 Y) (Oa q)>

josta saadaan lauseen |1| méaaritteleméan tulon avulla
—(-a-y,axy)=(-y -q,yxaq)

Koska q X y = —y X q ndhdéaén, ettd yhtdlo toteutuu ja puhdas kvaternio y on
kiintopiste, jos ja vain jos y - q = 0. Olkoon II avaruuden R?® taso, jonka yhtilo
x - q = 0 maaraa. Silloin € kiinnittaéd jokaisen tason II pisteen.

Olkoon y miké tahansa puhdas kvaternio. Voidaan ilmaista y = p 4+ Ag, missa
A € R jap € II. Koska 6 on lineaarinen, 0(y) = 0(p) + A0(q) = p + Ag. Nédhdéaén,
ettd 6(y) on puhdas kvaternio ja kvaternion y peilaus tason IT suhteen. O

Seuraus 3. Jos q on puhdas yksikkékvaternio, niin 0(y) = qyq.

Todistus. Jos q on puhdas yksikkokvaternio, niin ¢> = —1, jolloin ¢! = —¢ lauseen

kohdan seurauksena. Téstd seuraa, ettd 0(y) = —qyq! = quq. O

Esimerkki 1. (Tehtévé 6.3.4 [2]) Olkoon II yhtélén x - n =0, jossan = (1,—1,0),
méadrittama taso ja R peilaus tason suhteen. Merkitdén x = (a,b,c) jay = R(X).
Tarkistetaan nyt kvaternioita kiyttéen, etta y = (b, a, c).
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Koska vektori n = (1, —1,0), niin kvaternio n = i — j. Peilatun pisteen y sijainti

saadaan funktiolla R(x) = —naxn~!. Tihin tarvitaan arvot —n = —i+jjan~! =

= —it — T Soka saadaan lauseen 4| kohdasta 4. Vektoria x vastaava
IENE \/mz 2 Jo .
kvaternio on x = ai + bj + ck.
Nyt y = R(z) = —nan™' = (—i+]j) - (ai+bj+ck) - (—1i+ 1j), johon seuraavaksi

sovelletaan lausetta [1] kaksi kertaa perédkkain. Koska

(i43) - (ai b5+ k) - (—5i+ 23)
= (07 (_17 170)) ’ (07 (a7b7 C)) ) (07 (_%7 %70))
= (a=b,(c.e,~b =) (0, (5. 5.0))

= (0, (b,a,c)) = bi + aj + ck,

niin y = (b, a, ¢).

3.2 Kierrot

Kierto voidaan muodostaa yhdistamalld kaksi peilausta. [4] Seuraavaksi kuitenkin
esitetdédn kierron muodostaminen kun tunnetaan kiertoakselin suuntavektori ja kier-
tokulma radiaaneina.

Lause 8. Olkoon r = (cos(30), sin(30n), jossa n on yksikkévektori. Nyt r on yksik-
kékvaternio ja kuvaus x — ror~! = raT on kierto mydtdpdividin kulman 0 verran n
suuntaisen akselin ympdri.

Todistus. Valitaan yksikkovektorit p ja q, joilla p - q = cos%@ japxq= sin%@n.
Naiden vektoreiden vélisen kulman on oltava g, jotta saadaan haluttu pistetulo.
Niiden molempien taytyy myos olla kohtisuorassa vektorin n kanssa, jotta ristitulo
on vektorin + n suuntainen.

Nyt lauseen kuvaama kierto on ensin peilaus yhtélon x - p = 0 méadrddman
tason suhteen ja sitten toinen peilaus yhtélon x - ¢ = 0 tason suhteen. Peilauksen
maédrittavan lauseen [7] mukaan se on siis muotoa R(z) = ¢(prp)q = (gp)z(pgq) kun
p=1(0,p) jag=(0,q).

Kvaternioiden tulosta eli lauseesta [1] seuraa, etté

1

1
gp = (=a-p,a x p) = (—cos30, —sinz0n) = —r

1 1
japg=(-p-q,pxq)= (—00859, smien) = —7.

Némai sijoittamalla funktioon R(x) saadaan R(x) = (—r)x(—7) = rx7. Koska r on
vksikkokvaternio eli ||r|| = 1, niin 7 = r~!. Siis R(z) = rx7 = rxr—'. O

Tamaén seurauksena voidaan muodostaa kahden kierron yhdiste.

Seuraus 4. Olkoon R, kierto, joka saadaan kvaterniolla r = cos%@ + sin%@n ja
samoin olkoon R, kvaternion s = cos%¢ + sin%gbm tuottama kierto. Tdlloin R.R, =
R,,.
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Todistus. Yhdiste R,Rs on kuvaus x — s(rx7)s, joka on lauseen [2| ja tulon liitdn-
néisyyden perusteella (sr)x(s7). Ndhdaén, ettd RsR, = Rg., missd sr on lauseessa
maédritelty kvaternioiden tulo. O

Esimerkki 2. (Tehtéva 6.3.3 [2]) Kéytetddn kvaternioita laskemaan muuttujan x =
(w1, 72, 23) kierron § mydtéapdividn k suuntaisen akselin ympéri.

Lauseessa kiytettavit muuttujat ovat siis ¢ = § jan = (0,0, 1), joka on selvisti
yksikkokvaternio ja vektorin k suuntainen. Nyt

r :(cos(%),sin((0,0,i))) (005(12) (0,0 Sm(;;))) = cos(—) + sin(— )k

12 12 12
jaT —(608(17;) —(0,0 sm(;;))) = cos(%) — sin(lﬂ—Q)k.
Kvaternion r normi on ||r|| = \/cos(%)2 4 02 + 02 + sin(%)? = /1= Leli se on

yksikkokvaternio kuten sen kuuluukin olla Vektorlmuuttuja x on kvaterniona x =
(0,(x1, s, 23)), ja sen kierron kuva on

LT —<COS(12) (0 0 Sln<17r—2>>> . (07 (ZL’l,l’z,l’S)) (COS<12> (0 0 Sln(%)))
=(—sin( 12)x3, (005(%) — sin(;;)m, 003(12) + Sm(%)m, 008(17T_2))>
(005(12),(0 0, sm(%)))

=(0,(—2- COS(%)SiTL(%)xQ + (005(%)2 _ S’m(%)Q):cl,

™

2. cos(l)sm(—)xl + (005(112)2 — sin(l%)Q):r;g, (005(17;) + sm(;;) )x3)).

12
Tasté sivennettyné trigonometrisilla kaavoilla saadaan kierron kuvaksi
T T ™ T
(0, (—SiTZ(g)SIIQ + cos(g)xl, sin(g)xl + cos(g):cg, x3)).

Vertailun vuoksi tehddan sama laskutoimitus matriiseilla. Kierto z-akselin ym-
pari tehddan matriisilla

cos(f) sin(f) 0
A= | —sin(0) cos(0) 0] .[4]
0 0 1

Nyt vektorin x kierron kuva saadaan kertomalla se talla matriisilla. Koska

cos(g) —sin(g) 0 T cos(g)r1 — sin(g ) s
Ax = | sin(§) cos(E) 0] - |z | = [ sin(§)z1 + cos(§)xs |,
0 0 1 x3 x3

niin tulos on sama kuva kuin kvaternioidenkin avulla.

Kun kierrossa kiytettava r on Hurwitz'n kvaternio, niin kierto séilyttaa kuution,
jonka kérjet ovat (41,=+1,+1) kaikilla mahdollisilla merkkien jérjestyksilld. Kun

12



r € Qg, kierrot tehdain jonkin pddakselin suhteen. Vektorit +i kiertavat x-akselin
ympari, +j y-akselin ympari ja £k z-akselin ympéri 7m radiaanin verran ja merk-
ki maaraa kiertosuunnan. Kun taas r € {w}, niin kierto tapahtuu jonkin
kuution lavistdjan suhteen ja on suuruudeltaan joko %“ tai %’r radiaania. Molemmis-
sa tapauksissa kierrot siilyttéavat kuution, mutta muut kuin kiytetylla lavistajalla
olevat kirjet ja kaikki sivut vaihtavat paikkaa.

Kvaternioilla kierrot tarvitsevat vihemmén laskutehoa ja tilaa. Kierron kuvaavan
kvaternion tallentamiseen tarvitaan nelja reaalilukua, kun taas kiertomatriisissa on
yvhdekséan reaalilukua. Kvaternioiden kiytto sdastda tallennustilaa ja on siten usein
parempi tapa tehda paljon kiertoja, kuten esimerkiksi tietokonegrafiikoissa taytyy
tehda. Lisdksi kvaterniot kestavét pienié virheitd paremmin kuin matriisit ja sopivat
myo6s hitaamman siirtyméan kuvaamiseen paremmin.

4 Yhteenveto

Kvaternioilla on samoja ominaisuuksia kuin kompleksiluvuilla. Niiden summa, liit-
toluku ja normi onkin maaritelty kompleksilukuja vastaavalla tavalla. Kvaternioiden
tulo on epdkommutatiivinen, miké estdd Abelin ryhmien tai kuntien muodostamisen.
Kvaternioista voi kuitenkin muodostaa ryhmié ja renkaita, joten niilld on mielen-
kiintoisia algebrallisia ominaisuuksia.

Kvaternioilla on my6s hyddyllisia alijoukkoja. Hurwitz'n kvaternioiden avulla
voidaan esimerkiksi todistaa lukuteorian lauseita tai laskea jakolaskuja. Puhtailla
kvaternioilla puolestaan voidaan kuvata kolmiulotteisen avaruuden pisteita.

Kvaternioiden avulla voidaan laskea peilauksia ja kiertoja kolmiulotteisessa ava-
ruudessa tavalla, johon tarvitaan vihemmaén talletustilaa kuin vastaavan matriisin
tallentamiseen. Taman takia kvaternioita kiytetddn esimerkiksi tietokonegrafiikois-
sa, robotiikassa ja tietokonenédssa. Kvaternioilla on siis paljon hyddyllisia sovelluksia
ja potentiaalia.
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