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Catalanin konjektuurin mukaan Diofantoksen yhtdlon 2P — y? = 1, missa p,q > 2,
ainoat nollasta eroavat ratkaisut ovat (z,y,p, q) = (£3,2,2,3). Yhtélod «? — y? =1
kutsutaan Catalanin yhtéloksi. Konjektuuri on yritetty todistaa oikeaksi 1800-
luvulta ldhtien, mutta saatiin lopulta todistettua oikeaksi 2000-luvun alussa Pre-
da Mihailescun todistuksen myo6ta. Mihailescun todistus perustuu ympyrakuntien
kiyttoon ja Galois'n moduleihin.

Téassa tutkielmassa esitetddn yksi Catalanin konjektuurin ratkaisua helpottava tu-
los. Tutkielmassa esitetaédn Mihailescun todistus viitteelle, ettei yhtalolla x? —y? = 1
ole nollasta eroavia ratkaisuja, kun p ja ¢ ovat parittomia alkulukuja ja vihintdan
toinen niistd on pienempi kuin 43. Todistus perustuu, Mihailescun todistusten mu-
kaisesti, ympyrékuntien kaytt6on. Tutkielman lopussa kerrotaan, miten todistettua
aputulosta voi kiyttda apuna Catalanin konjektuurin ratkaisemisessa.
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1 Johdanto

Vuonna 1844 matemaatikko E. Catalan esitti myohemmin Catalanin konjek-
tuurina tunnetun vaittdman. Vaittama koskee Catalanin yhtaloa P —y? = 1:

Olkoot z,y, p ja ¢ kokonaislukuja, xy # 0 sekd min{p, ¢} > 2. Télléin
yhtalon 2P — y? = 1 kaikki ratkaisut ovat (z,v,p,q) = (£3, 2,2, 3).

Catalanin konjektuurin todistaminen osoittautui vaikeaksi ja kuluikin yli
150 vuotta ennen kuin se osoitettiin oikeaksi. 1800-luvulla V.A. Lebesgue
[6] todisti, ettei Catalanin yhtdlolla ole ratkaisuja, kun ¢ = 2 ja p > 3.
1900-luvulla muun muassa E.Z. Chein [3] ratkaisi tapauksen p = 2. Useat
matemaatikot yrittivit myos todistaa Catalanin konjektuurin pitédvin paik-
kansa, kun min{p, ¢} > 3. Joitain edistysaskeliakin syntyi. Esimerkiksi Rob
Tijdeman [15] todisti, ettd Catalanin konjektuurin toteuttavia lukunelikoita
(x,y,p,q) on vain &érellisen monta. Konjektuurin todistamisen apuna yri-
tettiin kiyttad myos tietokonelaskentaa. Esimerkiksi M. Mignotte [8] todisti,
ettd Catalanin konjektuuri pitda paikkansa, kun vahintdéan toinen luvuista p
tai ¢ on pienempi kuin 107.

Lopulta 2000-luvun alussa Preda Mihailescun todisti, ettei yhtalolla x? —
y? = 1 ole ratkaisuja, kun min{p, ¢} > 3. Todistus perustuu ympyrdkuntiin
ja Galois'n moduleihin, eiké siind kéytetd lainkaan apuna tietokonelasken-
taa. Mihailescun todistus koostuu péapiirteittddn kolmesta ominaisuudesta
lukuihin p ja ¢ liittyen. Néiden avulla saadaan todistettua, ettei Catalanin
yhtalolld ole ratkaisuja, kun min{p, ¢} > 3. Namaé 16ytyvét lahteista [9], [10]
ja [11].

Tassa tutkielmassa esitetaédn Mihailescun todistus vaitteelle, ettei Cata-
lanin yht&lolla ole ratkaisuja, kun p ja g ovat parittomia alkulukuja ja vahin-
tddn toinen niistd on pienempi kuin 43. Todistus perustuu ympyrakuntiin,
aarellisten kuntalaajennusten normeihin ja p-adisuuteen. Tatéa varten luvus-
sa 2 esitetddn tarvittavat perusteet ympyrakunnista ja p-adisuudesta. Luvus-
sa 3 todistetaan tutkielman péaaviite. Tutkielman lopussa luvussa 4 tehdaan
yvhteenveto todistuksesta ja kerrotaan, miten todistettua vaittdmaa voidaan
kiyttaa apuna Catalanin konjektuurin todistuksessa.



2 Perusteet

Ennen Catalanin yhtélon tarkastelua tutustutaan todistuksessa apuna kéay-
tettaviin madritelmiin ja lauseisiin. Luvussa 2.1 tarkastellaan algebrallisia
lukuja ja luodaan algebrallista pohjaa varsinaisten tulosten ymmartamisek-
si. Luvussa 2.2 konstruoidaan p-adisten lukujen kunta seké tutustaan tdmén
kunnan ja sen tietyn laajennuksen ominaisuuksiin.

Téssa luvussa symbolilla ¢, tarkoitetaan p:nnettd primitiivistd ykkosen-
juurta, missd p on pariton alkuluku. Luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan ei-
negatiivisia kokonaislukuja.

2.1 Kokonaislukujen renkaasta ja normista

Téassa luvussa tarkastellaan algebrallisia kokonaislukuja ja maéritellaan aa-
rellisille Galois’n laajennuksille normin késite. Luvun alussa mééritelldan néi-
hin liittyviéd késitteita ja yleisid ominaisuuksia. Tamén jéalkeen tarkastellaan
algebrallisia kokonaislukuja kunnassa Q((,). Luvun lopussa tutustutaan vie-
14 paaihanteiden normiin. Luku seuraa kirjan [14] lahestymistapaa, joskin osa
kirjan [14] todistuksista on muutettu sopivaksi vihemmaén kokeneelle lukijal-
le. Nain ollen kaikkia véaitteita esitetd tédssa luvussa niin yleisessd muodossa
kuin kirjassa [14]. Lukijan oletetaan tuntevan ne kuntia ja renkaita koske-
vat perustulokset, jotka késitellidn Turun yliopiston syventéavélld algebran
kurssilla. Nama asiat 16ytyvit luentomonisteesta [7]. Lisiaksi lukijan olete-
taan hallitsevan matriisilaskennan perusteita. Naihin voi perehtya esimerkik-
si Bernsteinin kirjan [1] avulla.

Olkoon L/K &érellinen kuntalaajennus ja o € L/K. Luvun « konjugaa-
teilla yli kunnan K tarkoitetaan luvun o« minimaalipolynomin nollakohtia
yli kunnan K. Merkinnélla char(K) tarkoitetaan kunnan K karakteristikaa.
Lisaksi renkaan R alkion a generoimasta ihanteessa kiytetdén merkintaé [«o].

Tutustutaan seuraavaksi renkaiden jaollisuuden méaaritelméaéan, algebral-
lisen kokonaisluvun késitteeseen ja niiden ominaisuuksiin. Algebralliset ko-
konaisluvut ovat tietynlaisia algebrallisia lukuja.

Maaritelma 2.1. Olkoot R kommutatiivinen rengas ja «, 8,y € R. Téalloin
merkinnalld o« = [ mod ~ tarkoitetaan, ettd o — 8 = rv jollain r € R. Jos
a = 0 mod ~ renkaassa R, niin voidaan merkitd v|o. Sanotaan, ettd o on
jaollinen alkiolla v renkaassa R.

Maaritelma 2.2. Lukua o kutsutaan algebralliseksi kokonaisluvuksi, jos
f(a) = 0 jollain kokonaislukukertoimisella padpolynomilla f(z).



Lause 2.3. Olkoon K lukukunta ja o € K. Luku «a on algebrallinen koko-
naisluku, jos ja vain jos potenssien 1, a, a? ... generoima additiivinen ryhmé
on adrellisesti generoitu.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd o on algebrallinen kokonaisluku. T&ll6in jol-
lain kokonaisluvulla n

n 2

Q" = —a, 10" —a,_90" % — ... — ap, missd a € Z kaikilla k.

Niin ollen luvut 1, a, o, ..., a" ! generoivat potenssien 1, a, a?. .. generoi-
man additiivinen ryhmén. Téten potenssin 1, o, a2 . . . generoima additiivinen
ryhmé on &arellisesti generoitu.

Oletetaan, ettd potenssien 1,cq, 2. .. generoima additiivinen ryhmé on
adrellisesti generoitu. Oletetaan, etté alkiot vy, v, . .., v, muodostavat tdmén
ryhmén kannan. Pyritdéan 16ytaméaén ndiden avulla kokonaislukukertoiminen
paapolynomi, joka saa luvulla a arvon nolla. Voidaan kirjoittaa

v = Z bjrv;, missé b, € Z kaikilla j, k.
j=1
Saadaan
(b11 — Oé)?]l -+ b121)2 .ot blnvn
b211)1 + (1)22 — Oé)UQ A bgnvn

bp1v1 + buovy, + ..o+ (bpy, — @)v, =0
Merkitaan nyt

b —x b2 s bin
f(z) = (1) .
bnl bn2 T brm -

Yhtéaloiden (1) mukaan f(a) = 0. Lisaksi selvésti f(z) on paddpolynomi ja
f(z) € Z[z]. Siis a on algebrallinen kokonaisluku. O

Lause 2.4. Olkoon K lukukunta. Sen algebrallisten kokonaislukujen joukko
on rengas.

Todistus. Koska K on lukukunta, se on my6s rengas. Olkoon O kunnan K
algebrallisten kokonaislukujen joukko. Todistetaan, ettd Ok on rengas tar-
kistamalla alirengaskriteerin voimassaolo. Koska p(z) = x — 1 on kokonais-
lukukertoiminen padpolynomi ja p(1) = 0, niin 1 € Ok. Siis joukko Ok on

3



epatyhji. Olkoot a ja § joukon O alkioita. Todistetaan vield, ettd o+ 3 ja
af ovat algebrallisia kokonaislukuja.

Lauseen 2.3 luvut 1,a, 02, ... ja 1,8, 5%, ... generoivat direlliset additii-
viset ryhmaét T, ja Tp. Oletetaan, ettéd alkiot vy, vs, ..., v, ja Wy, wa, ..., Wy
muodostavat vastaavasti ryhmien 7y, ja T kannat. Merkitddn lukujen 1, (a+
B), (a+p)?,...jal,aB, (aB)?, ... generoimia additiivisia ryhmii merkinnéil-
18 T, 45 ja T,3. Ryhmien T, 5 ja Tog alkiot kuuluvat ryhmaan 7, Tjs. Liséksi
alkiot v;w;, missé kokonaisluvuille i ja j pétee i € [1,n] sekéd j € [1,m], gene-
roivat ryhman 7, Tp. Nain ollen ryhma T, 7 on aérellisesti generoitu. Téten
myo6s ryhmat 71,5 sekd T,5 ovat darellisesti generoituja. Lauseen 2.3 mu-
kaan alkiot a4 3 ja a8 ovat algebrallisia kokonaislukuja. Alirengaskriteerin
nojalla O on rengas. m

Maaritelma 2.5. Olkoon K lukukunta. Sen algebrallisten kokonaislukujen
joukkoa kutsutaan kunnan K kokonaislukujen renkaaksi. Merkitaén kunnan
K kokonaislukujen rengasta symbolilla Of.

Nyt tiedetdén, ettd jos kompleksiluku a on algebrallinen kokonaisluku,
niin my6s o™ on algebrallinen kokonaisluku kaikilla positiivisilla kokonaislu-
vuilla n. Seuraava lause kertoo, ettd myds luvut an ovat algebrallisia koko-
naislukuja. Taémén todistamiseksi hyddynnetadn algebrallisen kokonaisluvun
mééritelméssé esiintyvééd polynomia f(x).

Lause 2.6. Jos kompleksiluku o on algebrallinen kokonaisluku ja n positii-
vinen kokonaisluku, niin an on algebrallinen kokonaisluku.

Todistus. Koska « on algebrallinen kokonaisluku, niin on olemassa kokonais-
lukukertoiminen paapolynomi f(x), jolle f(x) = 0. Olkoon m = deg f(x).
Merkitéén f(z) = > -, axz”, missd luvut a;, ovat kokonaislukuja ja a,, = 1.
T&llsin polynomi g(z) = -, axx™ on kokonaislukukertoiminen péépoly-
nomi ja g(a%) = (. Siis my0s an on algebrallinen kokonaisluku. O

Siirrytdan tarkastelemaan #arellisid Galois'n laajennuksia. Padméaarana
on méaritelld dérellisille Galois'n laajennuksille normin késite ja tutkia, mita
arvoja algebrallisen kokonaisluvun normi voi saada.

Maaritelma 2.7. Olkoon L/K &drellinen Galois'n laajennus ja o € L. Tél-
16in lukua T, cqur k) o(@) kutsutaan luvun a normikst yli laajennuksen
L/K. Merkitdan Np k(o) = [1,cqur ) o(@).

Lause 2.8. Olkoot K C F C L sekd L/K, L/F ja F/K #aérellisid Galois'n
laajennuksia. Télloin kaikille o € L pétee Ny k() = Np/g(Nryr(a)).



Todistus. Olkoon Gal(F/K) = {o1,09,...,0,}jaGal(L/F) = {1, 72, ..., T}
Normin maéritelman mukaan

n

Npx(Npr(a)) = H Uj(H 7i(@))

j=1
Automorfismien ominaisuuksien takia

[TosITrten =11

7=1 =1 i=

m

aj(7i(a)). (2)

Koska o;7; € Gal(L/K) kaikilla 4 j, n11n riittdd todistaa, ettd kukin ryhmaén

Gal(L/K) alkio esiintyy tulossa H H 0;(7;(a) tdsmélleen kerran.
j=1l:i=1

Astelukulauseen mukaan [L : K| = [L : F|[F : K| = mn, joten riit-
taa todistaa, etté alkiot o;7; ovat keskendén erisuuria. Oletetaan, ettd pa-
tee 0,7, = 0},7T;,. Koska 7;, ja 7;, kuvaavat kunnan [ alkiot itselleen, niin
0j, = 0j,. Nain ollen j; = jo. Tésté seuraa, ettd 7;, = 73, ja edelleen i; = 1.
Yhtéalossa (2) esiintyvét kaikki ryhmén Gal(L/K) alkiot tdsmélleen kerran.

Lause 2.9. Olkoon L/K &érellinen Galois'n laajennus, n = [L : K] ja« € L.
Liséksi olkoot @ = a, s, ..., a, alkion o konjugaatit yli kunnan K. Kun
o € Gal(L/K), niin o(a) = ay jollain kokonaisluvulla k € [1, s] ja kukin ay,
esiintyy kuvana % kertaa.

Todistus. Tunnetusti o(a) = a4 jollain kokonaisluvulla & € [1,s], kun o €
Gal(L/K). Riittda siis todistaa, ettd kukin oy esiintyy kuvana 2 kertaa.

Merkitddn H = Gal(L/K(«)) ja G = Gal(L/K). Télléin H < G ja
|G : H] = [K(a) : K] = s. Siis ryhmé G voidaan kirjoittaa sivuluokkiensa
partitiona G = o1 HUos HU. .. Uo,H, missa o, € G kaikilla kokonaisluvuilla
k € [1,s]. Oletetaan nyt, ettd o € G. Tavoitteena on todistaa, ettd o(a) =
or(a) jos ja vain jos o € o, H. Talloin nimittdin viite on todistettu, silla
jokaisessa sivuluokassa o, H on 2 alkiota ja luvun k eri arvoilla ox(a) = a;
saa erl arvot.

Oletetaan ensin, ettd o(a) = ok (o) ja todistetaan, ettd o € o, H. Oletuk-
sen nojalla (o}, '0)(a) = a. Siis 0, 'c € H ja edelleen o € o, H. Oletetaan
seuraavaksi, etti o € oy H ja todistetaan, ettd o(a) = ox(a). Oletuksen mu-
kaan voidaan kirjoittaa kuvaus ¢ muodossa o7, missd 7 € H. Nain ollen
o(a) = (op7)(). Koska 7 € H, niin 7(a) = . Siis o(a) = op(a). Téten
vaite on todistettu. O



Seuraavan lauseen tarkoituksena on valaista eri tapoja laskea normi. Lauset-
ta pystytadn kidyttdmadn apuna, kun tarkastellaan algebrallisen kokonaislu-
vun normia.

Lause 2.10. Olkoon L/K &érellinen Galois'n laajennus, n = [L : K] ja
a € L. Liséksi olkoon f(z) luvun o minimaalipolynomi yli kunnan K ja
s = deg f(z). Talldin Nz, k(o) = (=1)"f(0)%.

Todistus. Olkoot @ = ay, s, ..., as alkion a konjugaatit yli kunnan K. Kun
o € Gal(L/K), niin o(a) = a4 jollain kokonaisluvulla k € [1,s]|. Lisdksi
lauseen 2.9 mukaan kukin oy esiintyy kuvana 2 kertaa, joten

H ola) = HO‘E‘

o€Gal(L/K)

n
s

Koska f(0) = (=1)*ayag - - - ag, miin N jie(a) = (=1)"f(0) . O

Seuraavassa kahdessa lauseessa todistetaan algebrallisten kokonaislukujen
ja normin vélisia yhteyksid. Koska algebrallinen kokonaisluku on méaéritelty
vain lukukunnille ja normi &dérellisille Galois’n laajennuksille, niin tarkastel-
laan vain &dérellisida Galois’n laajennuksia Q(«)/Q.

Lause 2.11. Olkoon Q(«)/Q &érellinen Galois’n laajennus ja 8 € Oga).
T&lloin Ng(a)/o(8) on kokonaisluku.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd luvun S minimaalipolynomi yli kunnan Q
on kokonaislukukertoiminen. Olkoon f(z) € Z[x] alinta astetta oleva paapo-
lynomi, jolle f(/5) = 0. Téllainen polynomi 16ytyy, koska [ on algebrallinen
kokonaisluku. Polynomi f(z) on jaoton yli renkaan Z. Néin ollen se on myts
jaoton yli kunnan Q ja tédten alkion § minimaalipolynomi. Siis luvun £ mi-
nimaalipolynomi yli kunnan Q on kokonaislukukertoiminen.

n

Lauseen 2.10 mukaan Nz /x(f) = (=1)"f(0), missd n = [Q(«) : Q] ja
s = deg f(x). Edellisen kappaleen mukaan f(0) € Z ja tunnetusti 7 € Z.
Néin ollen Ny, x(B) € Z. O

Lause 2.12. Olkoon Q(a)/Q &érellinen Galois’n laajennus ja 8 € Oga)-
Talloin 5 on renkaan Og,) yksikko tdsmélleen silloin, kun [Ny ,0(8)| = 1.

—_<

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 8 on renkaan Og(,) yksikko ja todistetaan,
ettd sen normin itseisarvo on 1. Talléin Ng(a)/0(1) = Nogaye(B887"). Auto-
morfismien ominaisuuksien mukaan pétee:



Yhdistdmalld edelliset tiedot saadaan yhtdlo 1 = Nga)/o(8)Now)o(871).
Koska lauseen 2.11 mukaan normit Ng(a)/0(8) ja Noa)o(8~") ovat kokonais-
lukuja, niin kokonaisluvun Ng(a)/o(3) on jaettava luku 1. Siis | Ng(a)/o(8)| =
1.

Oletetaan nyt, ettd |Ng)o(f)] = 1 ja todistetaan, ettd § on renkaan
Og(a) yksikko. Algebrallisen kokonaisluvun maégritelman mukaan luvulla 3
on kokonaislukukertoiminen minimaalipolynomi f(z). Lauseen 2.10 mukaan
tdman polynomin vakiotermi on +1. Saadaan

B+ a1 B aBE1=0 (3)

joillain kokonaisluvuilla ay, as, ..., a,—1. Kerrotaan yhtdlé (3) luvulla 57™.
Saadaan
l4+a, 1+ Fap "L =0.

Kerrotaan tarvittaessa edellinen yhtalo luvulla —1, jotta saadaan polynomi
1+ ap187'+ ...+ a B &£ B~ padpolynomiksi. Siis on olemassa koko-
naislukukertoiminen péépolynomi g(z), jolle g(37*) = 0. Niin ollen myds
B! € Og(a) eli f on renkaan Og(q) yksikko. O

Tarkastellaan seuraavaksi laajennusta Q((,)/Q. Joukko {1,¢,,- - ,Qg”}
muodostaa tdmén laajennuksen kannan ja tiatd kantaa kiytetdan yleensa hyo-
dyksi todistuksissa. Joskus todistukset on kuitenkin helpompi esittda kannan
{Cp, G2+, 271} avulla, joten titd kantaa kiiytetéidn osassa todistuksia. Ha-
lutaan tarkastella laajennuksen Q((,)/Q algebrallisia kokonaislukuja ja néi-
den kokonaislukujen normeja. Jotta tdmé on mahdollista, on ensin todistet-

tava, ettd Q((,)/Q on Galois'n laajennus.
Lause 2.13. Laajennus Q((,)/Q on Galois'n laajennus.

Todistus. Koska char(Q) = 0, niin laajennus Q(¢,)/Q on separoituva. Tar-
p—1
kastellaan polynomin ¢(z) = Zi;é F =] (w—Cz'f) hajoamiskuntaa yli ratio-

naalilukujen kunnan. Merkitéian tétd kuntaa symbolilla K. Koska ¢ € Q((,)
kaikilla kokonaisluvuilla k, niin K, C Q((,). Toisaalta on oltava ¢, € K eli
Q(¢p) € Ky. Téten Q(¢p) on polynomin ¢(x) hajoamiskunta yli rationaali-
lukujen kunnan ja laajennus Q((,)/Q normaali. Siis laajennus Q(¢,)/Q on
Galois’n laajennus ]

Téasta ldhtien merkitddn G = Gal(Q((,)/Q). Tarkastellaan seuraavaksi,
millainen ryhmé G on.

Lause 2.14. G = {01,09, -+ ,0p_1}, missé 04((,) = C;f



Todistus. Lauseen 2.13 mukaan Q((,)/Q on Galois'n laajennus ja tunnetusti
laajennuksen kertaluku on p — 1. Alkion ¢, konjugaatit ovat luvut C]’;’ , Missé
kokonaisluku k € [1,p—1]. Téten G = {01, 09, ,0p_1}, missi 0% (() = Czlf

[

Koska Q((,) on lukukunta, on sille olemassa kokonaislukujen rengas. Té-
mé rengas 16ydetddn seuraavan todistuksen avulla.

Lause 2.15. Kunnan Q((,) kokonaislukujen rengas on Z[(,).

Todistus. Koska 1,(, € Og(,) ja lauseen 2.4 mukaan Og(c,) on rengas, niin
Z[C) € Oq,)- Néin ollen riittdd todistaa, ettd Og,) € Z[(,]. Mééritel-
ld&n tétd varten apukuvaus S. Olkoon a € Q((,) mielivaltainen ja o =
aq, (e, -+, (g sen konjugaatit yli kunnan Q. TAlloin méaritelladn S(«) =
> r_, a. Havaitaan, etté luku S(«) voidaan laskea luvun @ minimaalipolyno-
min yli kunnan Q avulla. Olkoon f(z) luvun a minimaalipolynomi yli kunnan
Q ja sen toiseksi korkeimman termin kerroin a. T&llsin S(a) = (—1)de/@)q,
Niin ollen jos a € Ogc,), niin lauseen 2.11 todistuksen mukaan S(a) € Z.
Olkoon a € Ogyc,) mielivaltainen. Talloin voidaan kirjoittaa o = i;g akgf,

missd a; € Q kaikilla kokonaisluvuilla & € [0,p — 2]. Pyritddn tdmén esi-
tyksen avulla 16ytdmaéaén luvulle « esitys, jossa jokaiselle luvulle ap pétee
ap € Z. Talloin nimittain pétee a € Z[(,]. Lasketaan téta varten ensin luvut
S(¢F), S(Gpa) ja S(ag,7) kaikilla kokonaisluvuilla j € [0,p — 2]. Luvun ¢,

minimaalipolynomista yli kunnan Q néhdéén, ettd S(¢F) = Z?;i ¢ =1,
kun k € [1,p—1] ja S(1) = p— 1. Tdmén avulla saadaan laskettua S(agp_j).
Koska a¢, 7 = 34g arGy ™ ja S(ZR2 arGy ™) = X4z apS (), miin
p—2
S(ag?) =(p-Daj+ Y aS). (4)
k=0,k£j

Edella todistetun nojalla S(Cl’f_j) = —1, joten

p—2 p—2
S ws-- 3w 5
k=0,k#j k=0,k#j

Siis yhtalsiden (4) ja (5) nojalla S(a(,?) = pa; — S h_5 ay. Lisiksi S(Ga) =
— 37772 4. Koska ag, 7, a, € Og,, niin S(ad,?),S(al,) € Z. Niin ollen
S(ag,7) — S(al,) = pa; € Z. Voidaan kirjoittaa a; = % jollain kokonaislu-
vulla b;.

Edellisessd kappaleessa tehtyjen huomioiden mukaan pa = Zij} bk(}f.
Osoitetaan, ettd p|by kokonaislukujen renkaassa kaikilla kokonaisluvuilla k.
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Talloin nimittéain olisi l0ydetty luvulle «v esitys, jossa rationaaliluvut a oli-
sivat kokonaislukuja. Olkoon 7 = 1 — (,. Télloin ¢¥ = (=7 + 1)*. Saadaan

p—2

pa =3 eyt (6)

k=0

missé ¢, € Z kaikilla k. Todistetaan seuraavaksi, ettd 7 jakaa yhtdlon (6)
vasemman puolen renkaassa Ogc,). Tehdédan tama todistamalla, ettd m jakaa
luvun p renkaassa Og(c,). Merkitdéan

da) =) a* =]](x-¢). (7)

p—1
Nyt [T(1—¢F) = ¢(1) = p. Koska 1 — (¥ € Z[(,] kaikilla kokonaisluvuilla
k=1

k ja todistuksen alussa on todettu, ettd Z[(,] € Og(,), niin 7 jakaa luvun
p renkaassa Og,). Lisiksi o € Ogy,), joten 7 jakaa yhtdlén (6) vasemman
puolen renkaassa Ogc,)

Koska 7 jakaa yhtalon (6) vasemman puolen, niin se jakaa myos yhtalon
(6) oikean puolen. Téten 7 jakaa luvun ¢y renkaassa Og(c,). Voidaan kirjoittaa
co = T, missé vy € Ogyc,)- Koska ¢ on kokonaisluku ja [Q((,) : Q] = p—1,
niin N@(C,,)/Q(CO) = Cgil. Toisaalta N@(Cp)/Q(CO) = N@(@)/Q(ﬂ"}@). Automorfis-
mien ominaisuuksien vuoksi

Naog)/a(m0) = No,)/e(m) Nae)/a(1)-

Lasketaan luvun 7 normi. Normin maéaritelman mukaan

Cp/@ HUl_CP

oeG

p—1
Lauseen 2.14 nojalla [], ., 0(1—¢,) = T] (1 —¢F). Olkoon merkinté ¢ kuten
k=1

p—1
kaavassa 7. Nyt [] (1 —¢}) = ¢(1) = p. Siis b~ = pNo(e,)/0(70)- Lauseen
k=1

2.11 mukaan Ng(,)/0(Y) € Z. Néiin ollen p|cy kokonaislukujen renkaassa.
Vastaavalla tavalla voidaan paatelld, ettd p|cy kaikilla kokonaisluvuilla cxk.
Siis kaikilla kokonaisluvuilla k& € [0, p — 2] voidaan kirjoittaa ¢, = dyp, missé
dy € 7.

Yhtélon (6) ja edellisen kappaleen nojalla o = Y2072 dj ", Suoraan las-
kemalla nihdéin, ettd 7% = Z ( J(=G) (—1)F . Taten a=Sh ok,
missé [, € Z kaikilla kokonaisluvullla k € [0,p—2]. Siis a € Z[(,]. Néin ollen
Oq(c,) € Z[Gp)- Saadaan Ogc,) = Z[G)- O
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Téstd lahtien, jos késitellddn rengasta Z[(,] ihanteena, tarkoitetaan sité
nimenomaan kunnan Q((,) kokonaislukujen renkaana. Seuraavassa esimer-
kissé tutustutaan osaan renkaan Z[(,] yksikoisté.

Esimerkki 2.16. Olkoon p pariton alkuluku ja s miké tahansa kokonaisluku
vililtd [1,p — 1]. Osoitetaan, ettd 1 + (5 on renkaan Z[(,] yksikko.
Olkoon o € G mielivaltainen. Lauseen 2.14 mukaan o (1 + () = 1 + C;fs

p—1

jollain kokonaisluvulla & € [1,p —1]. Saadaan Ng,)0(1+¢5) = TT(1+¢)*).
k=1

Kun £ kiy ldpi supistetun jadnnossysteemin modulo p, my6s ks kiy léapi

supistetun jadnnossysteemin modulo p. Siis voidaan kirjoittaa

p—1 p—1
[Ta+¢=TJa+.
k=1 k=1

p—1 p—1

Témé voidaan edelleen kirjoittaa muotoon [ (1 + ¢¥) = J[(1 — (—=¢)).
k=1

Koska luvut —¢,, —C2,...,¢?7" ovat yhtélén 25 = 0 kaikki ratkaisut, niin

. D) x+1
.
ol = kljl(a: — (—¢F)). Siis
p—1
1P +1
[Ja-¢)= =1
P P 141

Lauseen 2.12 mukaan luku 1 + ¢; on renkaan Z|[(,] yksikko. [

Huomataan, ettéd edellisen esimerkin nojalla 1 4 ¢ on renkaan Z[Cp) yk-
sikko, kun kokonaisluvulle s pétee s Z 0 mod p. Nimittdin jokaista téllaista
kokonaislukua s kohti 16ytyy kokonaisluku m, jolle s = m mod p ja m €
[1,p — 1]. Tallsin 1+ ¢; = 1+ (" Edellisen esimerkin mukaan 1 4 (" on
renkaan Z[(,| yksikké. Huomionarvoista on myos, ettei 1 + ¢ ole renkaan
Z[(y) yksikkd, kun s = 0 mod p. Télloin nimittdin 1+ ¢ = 2, eiké luku 2 ole
renkaan Z[(,] yksikko. Tadmé seuraa esimerkiksi lauseista 2.12 ja 2.15.

Seuraavan lauseen todistus on perdisin Spenceriltd vuodelta 1997 ja se
on esitetty ldhteessd [13]. Todistuksessa kiiytetddn apuna matriisilaskentaa
ja todistus valottaa renkaan Z[(,] alkioiden ominaisuuksia.

Lause 2.17. Olkoon «a renkaan Z[(,] yksikko ja |o(a)| = 1 kaikilla 0 € G.
Talloin « on ykkosenjuuri.

Todistus. Olkoon R rengas. Symbolilla M,,(R) tarkoitetaan n x n matriisien
joukkoa, jossa jokaisen joukon matriisin kaikki alkiot kuuluvat renkaaseen R.
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Olkoon f(x) = z* + Zi;é a,x® alkion o minimaalipolynomi yli kunnan Q.
Lauseen 2.11 todistuksen alkuosan mukaan f(z) € Z[z]. Tarkastellaan nyt
polynomin f(x) seuralaismatriisia

0 1 o - 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0o .- 0 0
A= . . . : | €M:(2)
0 0 0o .- 0 1
—Qy —a1 —az - —Gs—3 —0s—1
Matriisin A ominaisarvot ovat luvun a konjugaatit a = ay, as, ..., as Mer-
kitdan
ap 0 0 - 0
0 a 0 -+ O
0 0 0 - «ag

Merkinnélla |M| tarkoitetaan, ettd jokaisesta matriisin M alkioista ote-
taan itseisarvo. Tarkastellaan matriisia | D|. Koska lauseen 2.13 mukaan Q((,)/Q
on ddrellinen Galois'n laajennus, niin kaikilla o € G pétee o(a) = ay jol-
lain kokonaisluvulla & € [1, s]. Liséksi lauseen 2.9 mukaan jokainen «y esiin-
tyy kuvana 2 kertaa. Oletusten mukaan |ay| = 1 kaikilla kokonaisluvuilla
k € [1,s]. Siis |D| = I. Havaitaan myos, ettd |[M D| = |M||D| kaikilla mat-
riiseilla M € M(C), koska D on diagonaalimatriisi.

Matriisin D valinnan takia on olemassa kiddntyvd P € M(C), jolle
A = PDP~! Edellisten havaintojen mukaan kaikilla luonnollisilla luvuil-
la m pitee |PD™| = |P|. Koska lisiksi |[PD™P~!| < |PD™||P~!|, niin
|A™] < |P||P~!|. Siis |A| on rajoitettu. Koska A € M(Z), niin A™ voi
saada vain darellisen monta eri arvoa. Siis joillain luvuilla m,r € Z, pitee
AT =A™ TEllein D™ = D™ eli o™ = . Koska « on renkaan Z[(,]
yksikko, niin o” = 1. Siis a on ykkoésenjuuri. ]

Siirrytédn tarkastelemaan ihanteita. Useimmissa lauseissa rajoitutaan tar-
kastelemaan a#rellisia Galois'n laajennuksia ja paédihanteita, koska yleisem-
péé teoriaa ei tarvita tissa tutkielmassa.

Maaritelma 2.18. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Sen ihanne P # R
on alkuihanne jos ja vain jos aina, kun «, 5 € R ja a8 € P, niin a € P tai
g eP.

Maaritelma 2.19. Olkoon K kunnan Q &dérellinen Galois’'n laajennus ja o €
Of. Télloin méaaritelldén alkion a generoiman ihanteen normiksi N([a]) =

|Ni/g(a)l.
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On selvid, ettéd edelld maaritelty normi on ihanteen generaattorin valin-
nasta riippumaton. Jos nimittéin renkaan Ok péédihanne A on A = o] =[],
niin «|f ja B|a renkaassa Of. Téaten o = uf3, missa u on renkaan Oy yksik-
k6. Koska K on kunnan Q &arellinen laajennus ja char(Q) = 0, niin laajen-
nus K /Q on yksinkertainen. Téten lauseen 2.12 mukaan |Ng/q(u)| = 1. Siis

[Nicsa(@)| = [Niso(B)]-

Lause 2.20. Olkoon K kunnan Q &érellinen Galois’n laajennus ja A renkaan
Ok péadihanne. Talloin N(A) € A.

Todistus. Koska A on péddihanne, voidaan kirjoittaa A = [a] jollain o €
Ok. Olkoot @ = ay, 9, -+ ,as luvun « konjugaatit. Lisdksi olkoon f(x)
kokonaislukukertoiminen p#épolynomi, jolle f(a) = 0. Olkoon g(z) luvun
a minimaalipolynomi yli kunnan Q. Koska g(x) jakaa polynomin f(z), niin
myo6s luvun o konjugaatit ovat algebrallisia kokonaislukuja.

Koska K/Q on dérellinen Galois'n laajennus, niin Gal(K/Q) koostuu ku-
vauksista o, joille o(«) = «y jollain kokonaisluvulla & € [1, s]. Liséksi lauseen

2.9 jokainen «y esiintyy kuvana yhtd monta kertaa. Néin ollen N(A) =

| Nk g(a)| voidaan kirjoittaa muodossa N(A) = ol H O‘k | Koska Ok

Q
HO%S

Lauseesta 2.11 seuraa, ettd N(A) € Z, joten |a E H ak ] on etumerkkié

K:Q]
on lauseen 2.4 nojalla rengas, niin H o, ° € Og. Siis o'

vaille luku a5 H O% o . Téten N(A) € A. O

Seuraavassa esimerkissé ndytetdéan, miten pddihanteen normi voidaan las-
kea. Lisdksi esitetdan yksi tapa todistaa, ettd ihanne on alkuihanne.

Esimerkki 2.21. Olkoon p alkion 1 — ¢, generoima renkaan Z[(,| ihanne.
Osoitetaan, ettd ihanteen p normi on p ja se on alkuihanne.

Todistetaan ensin, ettd alkion [1 — (,] generoiman ihanteen normi on p.
Tata kdytetddn myohemmin hyodyksi todistettaessa, ettd [1 — (,] on alkui-
hanne. Lauseen 2.15 mukaan Z[(,] on kunnan Q(¢,) kokonaislukujen rengas
ja lauseen 2.13 mukaan Q((,)/Q on Galois'n laajennus. Normi voidaan siis
laskea. Thanteen normin mééritelmén mukaan N([1—(,]) = |Ng(c,)/o(1—G)l-
Normi Ng,)/a(1 — () on laskettu lauseen 2.15 todistuksen toiseksi viimei-
sessi kappaleessa ja se on p. Siis N([1 — (,]) = p.

Todistetaan vield, ettd [1 — ¢,] on alkuihanne. Selvisti [1 — (] # Z[(p),
silla

N([1=¢l) =p#1=N(1]).
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Oletetaan, ettd af € [1 — (] ja o, € Z|(,). Voidaan kirjoittaa aff =
v(1 — (), missd v € Z[(,]. Lasketaan ihanteen [o/5] normi kahdella eri ta-
valla. Ensimmaéiseksi lasketaan normi muodosta [a/3]. Normin méaaritelméan
mukaan N ([af]) = |Ng(,)/0(B)|. Téma voidaan edelleen kirjoittaa muodos-
sa | Ng(c,)/0()|[Nae,)/o(B)]- Koska a, 8 € Og,), niin lauseen 2.11 mukaan
Nao(e,)0(@), Noe,)/o(B) € Z. Seuraavaksi lasketaan normi ihanteen [y(1—¢,)]
avulla. Nimittéin, koska a8 = v(1— (), niin [af] = [y(1 —¢,)]. Samoin kuin
aiemmin ihanteen [a/3] normia laskettaessa voidaan péatelld, etta

N([v(1 = &)D) = [Nog) oI Noa—¢) /()]

ja No(g,)/0(7) € 2. Siis p = No(g,)/0(1-Gp) jakaa luvun | No(q,)/a(@) | Nowg,)/e(B)]-
Koska p on alkuluku, niin p jakaa véhintddn toisen luvuista Ng,)/o(a) tai

No(c,)/0(B). Voidaan valita p|N@(<p)/Q( )

Kirjoitetaan o muodossa o = Y 7_ Oakgp, missd ar € 7Z kaikilla k. Ta-
voitteena on todistaa, ettd o = 0 mod 1 — (. Koska ¢, = 1 mod 1 — (,, niin
o= Zi;g ar mod 1 — (,. Nain ollen riittaa todistaa, etta

[\

bS]

ar = 0mod 1 — (.
0

B
Il

Nyt koska a = P2 o @& mod 1 — ¢, niin

p—2
Nor0(@) = Now,o()  ar) mod 1 — ¢,
k=0

Koska luvut a; ovat kokonaislukuja, niin

-2

p—2

—1

Noe(d_ar) = O a )™
k=0 k=0

*G

Liséksi on oletettu, ettd p jakaa normin Ng(,)/o(®), joten

p—2

(Z ar)’"' =0mod 1 — (.

k=0

Koska p2 ok € Z, nun (o2 0 a,)P~t = 0mod p. Téten p jakaa luvun
i 0@k ja saadaan Z oar = 0mod 1 — (,. Siis & = 0 mod 1 — (,. Néin

ollen p on alkuihanne. []
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2.2 p-adiset luvut

Téassé luvussa tutustutaan p-adisten lukujen kuntaan ja sen laajennukseen.
Ensimmaiseksi konstruoidaan p-adisten lukujen kunta. Témén konstruoinnin
padamaarand on saada aikaiseksi taydellinen metrinen avaruus, jonka laajen-
nus voidaan kayttda apuna kongruensseja laskettaessa. Kun p-adisten luku-
jen kunta on konstruoitu, tutustutaan muutamaan sen ominaisuuteen. Té-
man jalkeen tarkastellaan p-adisten lukujen kunnan laajennusta, joka sisaltaa
alkion (.

Luvun todistukset perustuvat Gouvéan kirjan [4] todistuksiin. Késittely
perustuu normiavaruuksiin, joten lukijan olisi hyvé tuntea perusteet normia-
varuuksista ja topologiasta. Ndihin voi tutustua esimerkiksi luentomonisteen
[16] avulla.

Merkinnélla (z,,) tarkoitetaan jonoa g, 1, xs, . ... Jos jonon madrittelys-
sd el esiinny indeksiéd n, se on vakiojono. Esimerkiksi (1) tarkoittaa jonoa
1,1,1,... ja (z) jonoa x,x,,.... Jokaisen jonon indeksointi alkaa luvusta
nolla.

2.2.1 Kunta Q,

On monia eri tapoja konstruoida p-adisten lukujen kunta. Téssé tutkielmassa
kaytetdan normiavaruuksiin perustuvaa tapaa. Tatd varten méarittelemme
aluksi normin |- |, rationaaliluvuille. MyShemmin téta normia kiytetadn apu-
na p-adisen lukukunnan konstruoinnissa. Otetaan ensin kiytt66on apukuvaus
Up.

Maéritelméa 2.22. Olkoon p kiinnitetty alkuluku ja § rationaaliluku, jolle
a,b # 0. Lisaksi olkoon ¢ p"Z—,/, missa n,a’, b € Z ja pta'b. Maéaritellaan

b =
télloin vy, (%) = n. Lisdksi médritellddn v,(0) = oo.

Kokonaislukujen yksikasitteisen tekijoihinjaon takia kuvaus v, on hyvin-
méaritelty rationaalilukujen joukossa. Todistetaan kuvaukselle v, muutama
ominaisuus.

Lause 2.23. Olkoot z,y € Q. Talloin
i Up(xw = Up(x) + Up(y) ja
e v,(x +y) > min{v,(z),v,(y)}.

Todistus. Jos vahintddn toinen luvuista x ja y on nolla, niin zy = 0 ja
vp(zy) = oo. Toisaalta funktion v, médritelmén mukaan v,(z) saa &érelli-
sen arvon kaikilla rationaaliluvuilla z # 0. Téten, jos toinen luvuista x,y
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on nolla, niin v,(x) + v,(y) = oo. Siis viite v,(zy) = vy(z) + v,(y) on voi-
massa, kun vahintdan toinen luvuista z,y on nolla. Voidaan olettaa, etté
molemmat luvut x,y eroavat nollasta. Olkoot =z = p”l‘g—ll jay = p"Q‘;—;, mis-
s& ny,ay,b1,n9,a0,by € Z, ptarby ja ptagby. Télloin zy = p"ﬁ"?% ja
P 1 ajasbibs. Siis v,(zy) = ny +ne = v,(x) + v,(y).

Todistetaan nyt, ettd v,(z + y) > min{v,(z),v,(y)}. Jos vihintdén toi-
nen luvuista z, y on nolla, niin véite on selvé. Oletetaan siis, ettd molemmat
luvuista x,y ovat erisuuria kuin nolla. Kirjoitetaan x,y samassa muodossa
kuin edellisessé kappaleessa. Talloin v,(z) = ny ja v,(y) = ne. Voidaan sym-
metrian nojalla olettaa, ettd min{v,(x), v,(y)} = v,(x). Ottamalla p™ yhtei-
seksi tekijaksi nahdaéin, ettd x +y = p"l(i—ll + p”rnl‘;—;). Koska ny — ny =
vp(y) — vp(z) > 0, niin p">~™ on kokonaisluku. Téten voidaan kirjoittaa

ni (a1 no—ni1az\ _ ,m1 a1ba+p™2 "lasgby C . . . e e e
p (b1 +p bz) =p (—b1b2 ), missé osoittajassa ja nimittajéssé

esiintyy kokonaislukuja. Koska p t b1bs, niin v, (p™ (W)) > ny. Siis

(@ +y) = min{u,(x), vp(y) }- 0

Rationaalilukujen joukko voidaan tulkita avaruutena, jonka kerroinkun-
tana on joukko itse. Voidaan médritelld avaruudelle Q normi | - |,.

Maaéritelmé 2.24. Olkoon x # 0 rationaaliluku. T&ll6in médritelldén |x|, =
p~r@). Lisdiksi madritellddn |0], = 0.

Lause 2.25. Kuvaus | - |, toteuttaa ehdot

e |z|, > 0 kaikilla rationaaliluvuilla z,

e |z|, =0 jos ja vain jos z = 0,

o |zy|, = |z|p|y|, kaikilla rationaaliluvuilla z,y ja

o |z + y|, <max{|z|, |y|,} kaikilla rationaaliluvuilla z,y.
Siis | - |, on avaruuden Q normi.

Todistus. Koska kuvaus v, on hyvinmaéaritelty kaikille rationaaliluvuille, niin
kuvaus | - |, on myds hyvinmédritelty kaikille rationaaliluvuille. Ensimmai-
nen ehto on voimassa, koska p™ > 0 kaikilla kokonaisluvuilla n. Tésta
my6s nahdédén, ettd |z[, = 0 jos ja vain jos z = 0. Kaksi muuta ehtoa
ovat selvisti voimassa, kun vihintddn toinen luvuista x,y on nolla. Voi-
daan siis olettaa, ettd molemmat luvuista x,y eroavat nollasta. Méaaritel-
min mukaan |zy|, = p~@ ja |z|,|y|, = p~*@p~»¥. Lauseen 2.23 nojalla
pmr) = pmr@pmur) joten [xyl, = |zfy|yl,. Koska |z +y|, = p~ @)
ja lauseen 2.23 mukaan vy(z + y) > min{v,(z),v,(y)}, niin |z + y[, <
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p~min{vn(2)vp ()} Thten viimeinenkin ehto on voimassa. Koska ehdosta Koska
|z + y|, < max{|z|,,|y|,} seuraa |z +y|, < |z|, + |y|p, niin kuvaus | - |, on
avaruuden Q normi. O

Joissain myohemmissa todistuksissa kiytetadn tavallista normiavaruuden
kolmioepéyhtalon muotoilua |z+y|, < |z|,+]|y|,. Kuitenkin p-adisten lukujen
teorian kannalta on oleellista, ettd normi | - |, toteuttaa vahvemman ominai-
suuden |z+y|, < max{|z|,, |y|,}. TAma osoittautuu tarpeelliseksi esimerkiksi
p-adisia kokonaislukuja tarkasteltaessa kuten lauseessa 2.42 nédhd&an.

Koska nyt on saatu méériteltyé rationaaliluvuille normi |- |,, niin voidaan
siirtyd p-adisten lukujen kunnan konstruointiin. Tétd varten méadritellaan

joukot C ja N.
Maaritelma 2.26. Maaritellddn joukko C seuraavasti:
C = {(zy) : (z,,) on Cauchy-jono normin | - |, suhteen avaruudessa Q}.

Todistetaan, ettd C on rengas, kun siind on médritelty yhteen- ja kerto-
lasku. Téta varten todistetaan ensin aputulos, ettd joukon C jonot (z,) ovat
rajoitettuja normin | - |, suhteen.

Lemma 2.27. Jokainen (z,) € C on rajoitettu rationaalilukujen normin ||,
suhteen.

Todistus. Todistetaan ensin aputulos ||z|, — |y|,| < |z — y|, kaikilla ra-
tionaaliluvuilla x ja y. Olkoot z,y € Q mielivaltaiset. Voidaan kirjoittaa
|z|, = |(x —y) +y|,. Lauseen 2.25 mukaan |z —y+y|, < |x—yl,+ |y|,. Téten
||, —|yp| < |z—yl,. Vastaavasti saadaan, etté |y|, —|z|, < |[y—z|, = [z —y|p-
Niiin ollen [[z], — [yl,| < l& — yl,.

Todistetaan nyt lauseen péaviite edellisessa kappaleessa saadun ominai-
suuden avulla. Olkoon (z,) € C mielivaltainen. Té&ll6in jostain indeksista
N léhtien |z, — x|, < 1, kun n,n’ > N. Erityisesti epéyhtdlo pétee, kun
n’ = N. Edellisessa kappaleessa todistetun epéayhtalon nojalla

||xn|p - ’xN|p| < |z, - 37N|p-

Taten ||z,|, — |znlp| < 1. Siis |zn], — 1 < |zu]p < 1+ |zy|p. Néin ollen
jono (x,),>n on rajoitettu metriikan | - |, suhteen. Joukossa {|z,|, : n < N}
on vain aarellisen monta alkiota, joten sieltd 16ydetddn minimi ja maksimi.
Téaten jono (z,,) on rajoitettu metriikan | - |, suhteen. O

Lause 2.28. Olkoot (x,), (y,) € C. Maaritellaan talloin

{(xn> + (yn) = (0 + yn)
($N) (yn) = (mnyn)

Néin méariteltynd C on kommutatiivinen rengas.
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Todistus. Maaritellyt laskutoimitukset ovat selvasti hyvinmaériteltyja. To-
distetaan, ettd C on kommutatiivinen rengas tarkastamalla kommutatiivisen
renkaan aksioomat.
Kaikki vakiojonot ovat Cauchy-jonoja metriikan |-|, suhteen, joten (1), (0) €

C. Todistetaan seuraavaksi, ettd C on suljettu yhteen- ja kertolaskun suh-
teen. Olkoot (z,), (y,) € C mielivaltaisia. Todistetaan, ettd myos (z,, + yn)
ja (znyn) ovat Cauchy-jonoja metriikan | - |, suhteen. Olkoon € > 0 mielival-
tainen. T&ll6in on olemassa luonnolliset luvut S, M € N, joille |zy — x4, < €
ja [Ty — Tm|p < € kaikilla s, 8" > S, m,m’ > M. Olkoot n,n’ > max{S, M}
kokonaislukuja. Talloin lauseen 2.25 nojalla

|xn‘|’yn — T/ _yn’|p = |xn — Ty + Yn _yn’|p <€

Siis (x,,) + (yn) € C.

Todistetaan, ettd (z,y,) € C. Lemman 2.27 mukaan jonot (x,), (y,) € C
ovat rajoitettuja. Néin ollen voidaan valita positiivinen kokonaisluku M, jol-
le |z,|, < M ja |y,|, < M kaikilla luonnollisilla luvuilla n. Olkoon € > 0
mielivaltainen. Samalla tavoin kuin edellisesséd kappaleessa l0ydetaan sellai-
nen N € N, ettd |z, — o[, < 57 ja [yn — yn'|p < 57 kaikilla n,n’ > N. Koska
|ZnYn — T Ynilp = |TnYn — TnYn + TnYn — T Yn|p, niin lauseen 2.25 nojalla

|$nyn - xn’yn’|p S maX{|xn(yn - y;z)|p7 |yn'<$n - x;z)|p}

Lauseen 2.25 mukaan max{|z,(Yn — ¥,,)|p, [Yn'(xn — 2),)[p} < M7 = €, kun
n,n’ > N. Taten myos (z,)(y,) € C. Loput kommutatiivisen renkaan aksioo-
mat ovat voimassa joukossa C, koska ne ovat voimassa rationaaliluvuilla. Siis
C on kommutatiivinen rengas. ]

Seuraavaksi madritellazan joukko N. Joukko N mééritelladn sopivasti,
jotta se on renkaan C maksimaalinen ihanne. Néin nimittdin saadaan maéri-
teltyi p-adisten lukujen kunta C/N.

Maéaritelmé 2.29. N = {(z,) € C: lim |x,|, = 0}.
n—oo
Lemma 2.30. Olkoon (z,) € C ja lim |z,|, # 0. Talléin on olemassa posi-
n—oo
tiiviset luvut ¢ ja N, joille |z, |, > ¢ kaikilla n > N.

Todistus. Tehdéaén vastaoletus, ettd kaikkia positiivisten lukujen (¢, V) pa-
reja kohti 16ytyy ainakin yksi luonnollinen luku n > N, jolle |z,|, < c.
Maaritelldén seuraavaksi luvut ny. Olkoon ng =1 ja

1
n = min{n : |z,|, < o> nk—1} kaikilla & > 0.
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Téllaiset luvut ng, ni, ng, - -+ ovat olemassa vastaoletuksen mukaan. Olkoon

(yr) = (T, ). Nyt klim lyr| = 0. Koska (yx) on jonon (z,,) osajono ja (z,) on
—00

Cauchyn-jono, niin lim |z,| = 0. Mutta tdméi on ristiriita oletuksen kanssa.
n—oo

Siis vastaoletus oli vidrin ja viite pétee. O]
Lause 2.31. Joukko A on renkaan C maksimaalinen ihanne.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd N on renkaan C ihanne. Tehddin tdmé
tarkastamalla ihannekriteerin ehdot. Joukon N maééritelméstd seuraa, etti
N C C. Koska (0) € N, niin joukko A on epéatyhja. Olkoot (z,), (y,) € N
ja (¢,) € C mielivaltaisia. Todistetaan, ettd (z,) — (y,) € N. Lauseen 2.28
mukaan (x,) + (y,) € C. On siis todistettava, ettéd nh_)nolo|:cn — Ynlp, = 0.

Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska (x,,), (y,) € N, niin on olemassa sellainen
luonnollinen luku N, ettd |z,|, < € ja |y,|, < € kaikilla n > N. Liséksi
kuvauksen | - |, mééritelmén mukaan | — y,|, = |ya|, kaikilla luonnollisilla
luvuilla n. Taten lauseen 2.25 nojalla

|Zn — Ynlp < max{|z,lp, | — Ynlp} <€, kunn > N.

Siis (zn) — (yn) € N.
Thannekriteerin voimassaolon varmistamiseksi todistetaan vield, etta (¢, )(z,) €

N. Lauseen 2.28 mukaan (¢,)(x,) € C. Onsiis todistettava, ettd lim |c,x,|, =
n—oo

0. Lemman 2.27 mukaan on olemassa sellainen luonnollinen luku M, etta
lenl, < M kaikilla luonnollisilla luvuilla n. Olkoon € > 0 mielivaltainen.
Téll6in on olemassa sellainen luonnollinen luku N, ettd |z,[, < ;7 kaikilla
n > M. Taten lauseen 2.25 mukaan |c,7,|, < My; = € kaikilla n > N. Siis
myos (¢,)(z,) € N. Thannekriteerin mukaan A on renkaan C ihanne.

Todistetaan vield ihanteen A maksimaalisuus. Olkoon (x,) € C, mut-
ta (z,) € N. Merkitdan talloin symbolilla I alkion (z,) ja ihanteen N ge-
neroimaa renkaan C ihannetta. Tavoitteena on todistaa, ettd I = C, koska
tastd seuraa ihanteen N maksimaalisuus. Tami tehdidin osoittamalla, etté
(1) € I. Koska (z,,) € N, niin lemman 2.30 mukaan on olemassa positiiviset
luvut ¢ ja N, joille |x,|, > ¢ kaikilla n > N. Néin ollen z,, # 0, kun n > N.
Tamén tiedon avulla saadaan muodostettua jonolle (z,),>n kéénteisalkio.
Madéritellaan jono (y,) seuraavasti

Ty’

B L kunn>N
Yn = 0, kann< N~

Todistetaan, ettd (y,) € C. Selvésti (y,) on rationaalilukujen jono, koska
(x,) € C. Todistetaan vield, ettd (y,) on Cauchy-jono metriikan |- |, suhteen.
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Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska (x,) on Cauchy-jono, niin on olemassa
sellainen luonnollinen luku M, etté |z, — Z,|, < €, kun m,m’ > M. Olkoot
S =max{N, M} jas,s > S luonnollisia lukuja. T&lléin jonon (y,) médritel-
mén mukaan |y, — yy |, = |i — —|,. Témi voidaan edelleen sieventéé muo-

toon|wis—x—15,p:|

T —Ts T —Ts

TsTy

»- Lukujen s ja s’ valinnan takia | p< 3 <e

TsT g

Siis (y,) on Cauchy-jono ja (y,) € C.
Paatellasn, ettd I = C. Suoraan laskemalla saadaan

1, kunn>N
YnTpn = .
0, kunn < N

Taten (1) — (yuz,) € N. Koska méairitelmén mukaan (x,) € I ja edellisen
todistuksen nojalla (y,) € C, niin (y,z,) € I. Siis (1) € I, koska (1) =
N + (ypxy,) € I. Taten I = C ja viite on todistettu.

[

Téahan mennessa saadun teorian avulla voidaan méaritelld p-adisten lu-
kujen kunta.

Maiéaritelmi 2.32. Q, = C/N

Lause 2.33. Joukko Q, on kunta. Sitd kutsutaan p-adisten lukujen kunnaks:
ja sen alkiot ovat p-adisia lukuja.

Todistus. Lauseen 2.28 mukaan C on kommutatiivinen rengas ja lauseen 2.31
mukaan A on renkaan C maksimaalinen ihanne. Téten Q, = C/A on kunta.

]

Tutustutaan seuraavaksi p-adisten lukujen kunnan hyodylliseen ominai-
suuteen rationaalilukuihin liittyen.

Lause 2.34. On olemassa rengas K, jolle Q ~ K ja K C Q,.

Todistus. Olkoon K = {(q) : ¢ € Q}. Talloin K C Q,. Ta&m4 on rengas ra-
tionaalilukujen ominaisuuksien ja alirengaskriteerin takia. Tarkastellaan ku-
vausta ¢ : Q — K, missi ¥(q) = (¢) kaikilla rationaaliluvuilla ¢. Kuvaus ¢
on hyvinmaéaritelty ja bijektio. Todistetaan, ettd 1 on rengashomomorfismi.
Olkoot ¢1,q2 € Q mielivaltaisia. Télloin ¥(q¢1 + g2) = (¢1 + ¢2). Renkaan C
yhteenlaskun méaritelmén mukaan (¢1 + ¢2) = (1) + (¢2) = ¥(@1) + V(g2).
Siis ¥(q1 + ¢2) = ¥(q1) + ¥(ga). Vastaavasti hyodyntéen renkaan C kertolas-
kun mééritelméad saadaan ¥(q1q2) = ¥(q1)¥(qe). Lisdksi (1) = (1). Téten
K toteuttaa halutut ehdot. [
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Isomorfisuuden takia voidaan tulkita Q C @Q,. Talléin nimenomaan ¢ —
(q) jokaiselle rationaaliluvulle ¢. Tietoa kiytetédén useissa luvun 3 todistuk-
sissa. Seuraavaksi laajennetaan normi | - |, avaruuteen Q,. Tétd ennen on
todistetaan aputulos, jotta kuvaus saadaan hyvinméaaritellyksi.

Lause 2.35. Olkoon (z,) € C ja (z,) ¢ N. Talloin on olemassa sellainen
kokonaisluku N, etté |z,|, = |z, kaikilla n,n’ > N.

Todistus. Olkoon (z,) lukujono, joka toteuttaa lauseen ehdot. Lauseen 2.30
nojalla on olemassa kokonaisluku N ja luku ¢ > 0, joille |z, |, > ckaikillan >
N. Toisaalta (z,) on Cauchy-jono, joten on olemassa sellainen kokonaisluku
N, ettd |z, — 2|, < c kaikilla n,n’ > N,. Olkoot N = max{N;, N>} ja
n,n’ > N. Téalloin |z, — x|, < ¢ ja ¢ < max{|x,|,, |Tn|p}. Siis

|2 — el < max{|zplp, [Tn]p}-

Todistetaan, ettéd |z,|, = |y ],

Tehdddn vastaoletus, ettd |x,|, # |Tu|, jollain n,n’ > N. Naytetdan,
ettd |z, + T, = max{|z,|p, |Tw|p}. Symmetrian nojalla voidaan olettaa,
ettd |z, |, > |z.|p. Voidaan kirjoittaa |z,|, = |z, + xn — T, |,. Téten lauseen
2.25 mukaan |z,|, < max{|z, + 2y |p, |Tw],}. Ei voi olla

{7+ s [7r ]y} = 7]
silla télloin saataisiin ristiriita oletuksen |x,|, > |z,/|, kanssa. Siis
{7+ Tl [70r ]y} = 0 + 7oy
Toisaalta lauseen 2.25 mukaan
|0 + 2w lp < max{|zlp, [z |p} = |2nlp-

Taten |z, + x|, = max{|z,|p, |zn |y} Edellisessd kappaleessa kuitenkin to-
distettiin, ettéd |z, — 2|, < max{|z,|p, |zn|p}. Néin ollen on oltava |z,|, =
|2 |, kaikilla n,n" > N. O

Maéritelméa 2.36. Olkoon A € Q, ja A = (z,,). Talléin [A[, = lim |z,],.
n—oo

Lause 2.37. Madritelméssd 2.36 esiintyvd kuvaus | - |, on avaruuden Q,
normi.

Todistus. Lauseen 2.35 nojalla jokaiselle jonolle (x,) € C ja (x,) € N on
madritelty lim |z,|,. Todistetaan, ettd kuvaus | - |, on hyvinmaééritelty. Ol-
n—oo

koon A = (zn) + (yn) = (27) + (y,), missi (zn), (z7) € C, (zn), (x;,) N
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ja (Yn), (y,) € N. Jokaista A € Q, kohti 16ytyy ainakin yksi téllainen esitys
kunnan Q, mééritelmén mukaan. Nyt (z,,) — (z},) = (v,,) — (yn) € N. Téten
jokaista € > 0 kohti 16ytyy sellainen luonnollinen luku N, ettd |z, — 2|, < €
kaikilla n > N. Koska (z,,) — (2!,) € C, niin lemman 2.27 todistuksen mukaan
nly — 120 1o| < Jn — 2. Tiiten

2] |, — € < |zalp < €+ |2} |p, kun n > N.

Siis lim |z,|, = lim |z} |,. Néin ollen kuvaus | - |, on hyvinmaééritelty.
n—oo n—o0
Todistetaan vield, ettd avaruudessa @, méaritelty kuvaus | - |, on nor-
mi. Koska avaruudessa Q pétee |z,|, > 0 kaikilla rationaaliluvuilla z,,, niin
lim |z,|, > 0 kaikilla (z,) € @Q,. Lisdksi lim |z,|[, = 0 jos ja vain jos
(e o] n—o0

n—

(x,) € N. Olkoot (z,,), (y,) € Q,. Télloin lauseen 2.25 mukaan
: < i
Jim |z -yl < lim max |2y, (Yol )

Koska lim max{|z,|p, |ynl|p} = max{ lim |z,|,, lim |y,|,}, niin
n—00 n—00 n—00

() + (W) lp < max{|(@n)]p, [(¥n)]n}-

Vastaavasti todistetaan, ettd |(z,yn)l, = [(2n)|p|(Yn)lp, kun otetaan huo-

mioon, ettd lim |x,| # 0 ja lim |z,| # 0, kun (z,) ja (y,) eivit ole nol-
n—oo n—oo

lajonoja. Jos taas jompikumpi on nollajono, niin edellinen véite on selvé. Siis

Q, on normiavaruus kuvauksen | - |, suhteen. O

Kun tulkitaan jokainen rationaaliluku ¢ vakiojonona (g), niin havaitaan,
ettd avaruuden @Q, normi on avaruuden Q normin | - |, laajennus. Néin ol-
len merkinnén | - |, kéytt6 kummassakin avaruudessa Q ja Q, on perustel-
tua. Vastaavalla tavalla voidaan laajentaa kuvaus v, avaruuteen Q,. Olkoon
A€ Q,ja A= (z,). Tallsin v,(\) = nango vp(2,). Témé voidaan todistaa hy-
vinmaédritellyksi samoin kuin | - |, todistettiin hyvinmé&éritellyksi. On myds
huomattava, ettd avaruudessa Q, pitee ||, = p~®.

Seuraavana padmadriana on todistaa, etta @, on tdydellinen avaruus nor-
min | - |, indusoiman metriikan suhteen. T&té varten otetaan kéyttoén muu-
tamia apumadritelmia ja -lauseita.

Maéaritelma 2.38. Olkoon A € Q, ja A = lim x,, missi (z,) € C ja
n—oo
(x,) € N. Kutsutaan jonoa (z,,) alkion \ edustajaksi.

Lemma 2.39. Olkoon A € Q, ja r > 0. T&ll6in jokainen pallo
BAr)={Ne€eQ,:|\=X|, <r}

sisdltdd vahintédén yhden vakiojonon (z).
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Todistus. Olkoot A € Q, mielivaltainen, (z,) sen edustaja ja r > 0 mielival-
tainen. On olemassa luku 7, jolle 0 < " < r. Koska (z,,) on Cauchy-jono, niin
voidaan 16ytéé sellainen luonnollinen luku N, ettéd |z, — x|, < 7 kaikilla
kokonaisluvuilla n,n’ > N. Olkoon x = zy. Todistetaan, etta (z) € B(A,r).
Metriikan |- |, méaritelmén mukaan |\ — (z)|, = nh_)rgo |z, — x|,. Lisdksi luvun
x médritelmén nojalla |z, — x|, < r’ kaikille n > N. Téten

lim |z, — x|, <7 <7
n—o0

Siis () € B(A\, 7). O

Lause 2.40. Joukko @Q, on tdydellinen normin | - |, indusoiman metriikan
suhteen.

Todistus. Olkoon (\,) Cauchy-jono avaruudessa Q,. Pddmadrand on 10y-
tad avaruuden Q, alkio, jotka kohti jono (\,) suppenee. Lemman 2.39 mu-
kaan jokaista ), kohti 1ytyy rationaaliluku y™, jolle |\, — (y™)|, < %
Olkoot y™,y® y® ... timéin ehdon toteuttavia rationaalilukuja. T#ll6in

lim |\, — (y™)], = 0. Todistetaan, ettd luvut y™ muodostavat Cauchy-
n—oo
jonon avaruuden @Q normin | - |, indusoiman metriikan suhteen.

Olkoon (:cgn)) alkion A, edustaja ja € > 0 mielivaltainen. Koska (\,) on
Cauchy-jono avaruudessa Q,, niin on olemassa sellainen luonnollinen luku
N17 etta

lim |x§n) — a:§."/)|p =1\ — Alp < % kaikilla n,n’ > Nj. (8)

Jj—00
Lukujen y™ valinnan perusteella 16ytyy sellainen luonnollinen luku N,, etté

lim 2™ — 5™, = [\, — (5™)], < g kaikilla kokonaisluvuilla n > Ny. (9)

j—00
Olkoon N = max{Ny, N»}. Lauseen 2.25 nojalla
|y(n) N y(n )‘p < |y(n) B x§n)‘p + |x§n) N xgn )‘p + |.Z‘§-n) _ y(n)|p' (10)

Epéyhtéloiden (8), (9) ja (10) nojalla saadaan
€

3 =6 kun n,n’ > N.

J—00
Siis [y™ —y™)|, < ¢, kun n,n’ > N. Téten luvut y™ muodostavat Cauchy-
jonon. Siis jono y™, y@ 43 ... kuuluu renkaaseen C. Merkitéin téitda Cauchy-

jonoa symbolilla A.
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Todistetaan aiempien tietojen avulla, ettd jonolla (),) on raja-arvo ava-

ruudessa Q,. Tarkastellaan ensin tapausta A € N. Télloin lim y™ = 0.
n—oo

Niin ollen 0 = lim |\, — (y™)], = lim |\,|,. Siis lim A\, — (y™) = (0).
n—o0 n—oo n—o0

Téten (\,) suppenee kohti avaruuden Q,, lukua. Tarkastellaan vield tapausta

A € N. Todistetaan, etta lim A, = \. Koska

n—o0
Ao =A== (") + (") = A,
niin lauseen 2.37 nojalla
An = Al < P = ™) + (™) = Al (11)

Luvun 3™ valinnan mukaan lim |\, — (y™)|, = 0. Liséksi
n—oo

(™) = Alp = Tim [y — 47|

P

Koska luvut 4™ muodostavat Cauchy-jonon, niin lim lim |y™ —yU)|, = 0.
n—00 j—00

Siis epéyhtélon (11) nojalla lim |\, — A|, = 0. Néin ollen téssékin tapauk-
n—oo
sessa (A,,) suppenee kohti avaruuden Q,, lukua. Siis Q, on téydellinen normin
| - |, suhteen.
O

2.2.2 Kunta Q,((,)

Edellisessa luvussa konstruoitiin p-adisten lukujen joukko ja todistetettiin se
tdydelliseksi metriseksi avaruudeksi. Seuraavaksi tarkoituksena on tutkia p-
adisten lukujen kunnan laajennusta Q,((,). Ennen tdmén kunnan tarkastelua
tutustutaan p-adisten kokonaislukujen renkaaseen, sillé sité voidaan kayttas
apuna kunnan Q,(¢,) rakenteen tutkimisessa.

Maaritelma 2.41. Z, = {x € Q, : |z|, < 1}

Lause 2.42. Joukko Z, on kommutatiivinen rengas. Rengasta Z, kutsutaan
p-adisten kokonaislukujen renkaaksi ja sen alkioita p-adisiksi kokonaisluvuik-
S1.

Todistus. Koska lauseen 2.33 mukaan @, on kunta, niin todistetaan viite
alirengaskriteerin avulla. Joukon Z, maaritelmén mukaan Z, C Q,. Liséksi
(0) € Z,, joten Z, on epétyhja. Riittdd endd todistaa, ettd Z, on suljet-
tu yhteen- ja kertolaskun suhteen. Olkoot z,y € Z, mielivaltaisia. Koska
lauseen 2.37 mukaan |- |, on avaruuden Q, normi, niin |zy|, = |z|,|y|,. Téten
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lzyl, < 1. Siis 2y € Z,. Lisiksi |z + y|, < max{|z|,,[y|,}, silld néiden luku-
jen edustajille (x,,), (y,) patee |z, + yn|p, < max{|z,|p, |yn|p} kaikilla n € N.
Téten |z 4+ y|, < 1leli v +y € Z,. Siis Z, on suljettu myds yhteenlaskun
suhteen. Téten Z, on rengas. 0

Edellisessé lauseessa huomataan, ettd normin | - |, méérittelyssé oli oleel-
lista, ettd se toteuttaa ehdon [z +y|, < max{|z|,,[y|,}. Jos timi ehto ei olisi
voimassa, niin Z, ei olisi suljettu yhteenlaskun suhteen.

Tarkastellaan seuraavaksi polynomien jaollisuutta yli renkaan Z, ja yli
kunnan Q,. N&ité tietoja tarvitaan, kun médritetdén kunnan Q,((,) rakenne
ja lasketaan kuntalaajennuksen [Q,(¢,) : Q,] aste. Saadut tulokset ovat hy-
vin samankaltaiset kuin polynomien jaollisuutta tarkasteltaessa rationaali- ja
kokonaislukukertoimisten polynomien renkaissa. Rationaalilukukertoimiselle
polynomille pétee, ettd jos se on jaollinen yli kunnan @, niin se on jaollinen
myos yli renkaan Z. Seuraavaksi todistetaan vastaava tulos kunnalle Q, ja
renkaalle Z,.

Lause 2.43. Oletetaan, ettd f(z) € Z,[z] on jaollinen yli kunnan Q,. T&ll6in
se on jaollinen myos yli renkaan Z,,.

Todistus. Maaritellddn ensin todistusta helpottava apufunktio. Olkoon

r(x) = apz" + -+ x4+ ag € Q,z].

Télloin méaaritelladn k(r(x)) = ogliign vp(a;). Jos r(x) € Zpylx], niin on voi-
massa k(r(x)) > 0. Toisaalta, jos k(r(z)) < 0, niin jokin polynomin r(x)
kerroin a; ei kuulu renkaaseen Z,. Siis r(z) € Z,[x] on yhtapitdvad ehdon
k(r(z)) > 0 kanssa. Koska f(x) on jaollinen yli kunnan Q,, niin voidaan
olettaa f(z) = g(x)h(x), missd g(z), h(z) € Qp[z], eikd kumpikaan polyno-
meista g(z) tai h(z) ole vakiopolynomi.

Todistetaan ensin, ettd véite pétee, kun k(f(z)) = 0. Oletetaan, ettd
k(f(z)) = 0. Kuvauksen k& méaritelmén nojalla k(g(x)) = v,(b) jollain b € Q,
ja titen k(g(z)) = —uv,(b7"). Koska @, on kunta, niin b= € Q,. Saadaan
k(b7 'g(x)) = v,(b71) + k(g(x)) = 0. Vastaavasti 16ydetién luku ¢ € Q,, jolle
pitee k(¢ 'h(z)) = 0. Tavoitteena on todistaa, ettd be € Z,. Tamén tiedon
avulla saadaan, ettd polynomi f(z) on jaollinen yli renkaan Z,.

Merkitdén g;(z) = b~'g(x), hi(z) = ¢ h(z) ja fi(z) = b~ g(x)c h(z).
Talloin fi(x) = gi(z)hi(z). Tiedetddn, ettd g1(z), hi(x), fi(z) € Z,[x]. Re-
dusoidaan polynomit g;(z), hi(z) ja fi(x) modulo p, jolloin saadaan vastaa-
vasti polynomit gi(x), hi(z) ja fi(z). Koska k(gi(x)) = k(hi(x)) = 0, niin
g1() ja hi(z) eivit ole nollapolynomeja. Téten mydskidn fi(z) ei ole nollapo-
lynomi. Koska liséiksi on voimassa fi(x) € Z,[z], niin on oltava k(f;(z)) = 0.
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Lisiksi k(fi(x)) = k(b7 f(x)) ja k(b7 et f(x) = k(b ™) + k(f(2)),
joten v,(b~'c¢™!) = 0. Néin ollen b~'c¢™! on renkaan Z, yksikkd. Siis poly-
nomi begy (v) € Zy[x]. Merkitédén go(z) = begi(z) ja ho(z) = hy(x). Téll6in
f(z) = go(x)ho(x) eli jaollinen yli renkaan Z,.

Todistetaan vield, ettd viite pétee yleisessd tapauksessa. Koska f(x) €
Zyp|z], niin k(f(z)) > 0. Samalla tavalla kuin edelld 16ydetéén luku a € Q,,
jolle k(af(x)) = 0. Merkitdén fi(xz) = af(z). Polynomi fi(z) on jaollinen
yli kunnan Q,, koska fi(x) = ag(z)h(x) ja ag(z), h(z) € Q,[z]. Taten edelld
olevan todistuksen mukaan fi(x) = go(z)ho(z), missé go(z), ho(x) € Zy[z] ja
kumpikaan polynomeista go(z), ho(z) ei ole vakiopolynomi. Luvun a valin-
nasta nihdéién, ettd a=! € Z,. Téiten a 'go(z) € Z,[z]. Niin ollen polynomi
f(z) = a tgo(x)ho(z) on jaollinen yli renkaan Z,. O

Laajennetaan seuraavaksi rationaalilukujen kuntaan liittyva Eisensteinin
jaottomuuskriteeri kuntaan Q,. Lauseen vaite ja todistus ovat hyvin saman-
tapaiset kuin rationaalilukujen yhteydesséa voidaan tehda.

Lause 2.44 (Eisensteinin jaottomuuskriteeri). Olkoon
f(x) = apa" + -+ a1+ ag € Zyx].
Oletetaan, ettd polynomi f(x), joka toteuttaa seuraavat ehdot
o |an, =1
o |a;,<1 kaikilla 0 <1i < n ja

® |agl, = %-

Talloin f(z) on jaoton yli kunnan Q,.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd f(x) on jaollinen yli kunnan @,,. Lauseen
2.43 mukaan f(x) on jaollinen myds yli renkaan Z,. Olkoot g(x),h(z) €
Z,|x] vahintddn astetta 1 olevia polynomeja, joille f(z) = h(z)g(x). Voidaan
kirjoittaa

g(x) = bpx" + - + bix + by
ja

hz) =cpa" + -+ + co,
missd r + m = n. Koska |ag|, = 113, niin tismalleen toinen luvuista by, ¢y ei
ole jaollinen luvulla p renkaassa Z,. Oletetaan, ettd p|by ja p 1 ¢o. Liséksi on
voimassa |a,|, = 1, a, = byCpy ja ap, by, ¢ € Zy, joten |by|, = ||, = 1.
Nain ollen kumpikaan luvuista b, ¢, ei ole jaollinen luvulla p renkaassa Z,,.
Loydetddn siis pienin indeksi i, 0 < ¢ < r < n, jolle p{b; renkaassa Z,.
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Suoraan laskemalla saadaan a; = b;co + - -+ + bic;_1 + boc;. Voidaan laskea
a; modulo p renkaassa Z, ja saadaan a; = b;cyp mod p. Oletusten mukaan
a; = 0 mod p eli b;cy = 0 mod p. Nyt kuitenkin vihintaan toisen luvuista b;
tai ¢y on oltava jaollinen luvulla p renkaassa Z,. Témé on ristiriita. Siis f(z)
ei ole jaollinen yli kunnan Q,. ]

Edellisten apulauseiden avulla voidaan laskea laajennuksen Q,((,)/Q,
aste. Samalla saadaan selville tdmén laajennuksen kanta.

Lause 2.45. [Q,((,) : Q) =p—1

Todistus. Todistetaan vaite etsimalld luvun ¢, minimaalipolynomi yli kunnan
Q,. Olkoon ¢(z) = SP_! z*. Tavoitteena on todistaa, etti ¢(z) on luvun
¢, minimaalipolynomi yli kunnan Q,. Tunnetusti ¢({,) = 0 ja lauseen 2.34
mukaan ¢(z) € Q,[x]. Polynomin ¢(z) jaottomuus yli kunnan Q, todistetaan
tutkimalla polynomia g(x) = ¢(x + 1). Lasketaan, mitd g(x) on modulo p

(z+1)P—

renkaassa Z,. Saadaan g(z) = *= +1—11 ja tastd suoraan laskemalla

(e+1)P—1 aP+1-1
r+1—-1

mod p.

Siis g(x) = 2P~ mod p. Niin ollen kaikki polynomin g(x) kertoimet johtavaa
kerrointa lukuun ottamatta ovat jaollisia luvulla p. Lisdksi polynomin g(x)
vakiotermi on ¢(0) = ¢(1) = p. Téten lauseen 2.44 mukaan polynomi g(z)
on jaoton yli kunnan @Q,. Néin ollen my6s ¢(x) on jaoton yli kunnan Q,. Siis
¢(x) on luvun ¢, minimaalipolynomi yli kunnan Q, ja [Q,({,) : Q,] =p— 1.

0

Edellisesté todistuksesta néhdéén, ettd {1,¢,, (2, -+, (2%} muodostaa
laajennuksen Q,((,)/Q, kannan. Seuraavaksi todistetaan, etté laajennus Q,(¢,)/Q,
on Galois’n laajennus ja tutkitaan sen automorfismien ryhméé. Automorfis-
meja tarvitaan, kun lasketaan luvussa 2.1 maériteltyd normeja yli Galois'n
laajennusten.

Lause 2.46. Laajennus Q,((,)/Q, on Galois'n laajennus ja

Gal((@P(Cp)/QP> = {017 02, 7017—1}7 missé Uk(§p> = C;:

Todistus. Todistetaan ensin, ettd Q,(¢,)/Q, on Galois'n laajennus. Lauseen
2.45 mukaan laajennus Q,((,)/Q,) on &érellinen. Liséksi polynomi

p—1

pr) =2t + 2" 1 =[x - ) €Q

J=1
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hajoaa kunnassa Q,((,). Toisaalta, jos ¢(x) hajoaa jossain kunnan Q, laa-
jennuksessa K C Q,((,), niin ¢, € K. Néin ollen K = Q,((,). Siis Q,((,)
on polynomin ¢(z) € Q,[z] hajoamiskunta ja téten laajennus Q,(¢,)/Q, on
normaali. Olkoon A € QQ, mielivaltainen ja (z,) sen edustaja. Jos jollain po-
sitiivisella kokonaisluvulla péatee n(z,) = (0), niin nz, = 0 kaikilla n. Koska
luvut z,, ovat rationaalilukuja, niin n = 0 tai x,, = 0. Téten ei ole olemassa
positiivista kokonaislukua n, jolle nA = (0) kaikilla A € Q,. Siis char(Q,) = 0.
Nain ollen @Q, on separoituva. Téaten @, on Galois'n laajennus.

On endi todistettava, ettd ryhmé Gal(Q,((,)/Q,) sisdltédéd halutut alkiot.
Tamé voidaan tehda taysin vastaavasti kuin lauseessa 2.14 tehty vastaava
todistus ryhmaélle Gal(Q((,)/Q). O

Tutustutaan vield kahteen laajennuksen Q,((,)/Q, ominaisuuteen, jotka
muistuttavat laajennuksen Q(¢,)/Q ominaisuuksia.

Lause 2.47. Olkoon

O ={X e Q) : f(A) =0 jollain padpolynomilla f(x) € Z,[x]}.
Télloin jokaiselle A € O pitee No,(c,)/0,(A) € Zp.

Todistus. Viite voidaan todistaa samoin kuin lauseessa 2.11 todistettiin, etté
kaikille 5 € Og(a) pétee Ng)/o(B) € Z. Laajennuksen Q(a)/Q ja renkaan
Z sijasta vain tarkastellaan laajennusta Q,((,)/Q, ja rengasta Z,. O

Lause 2.48. Olkoon O kuten lauseessa 2.47. Tall6in Z,[¢,] = O.

Todistus. Vastaavasti kuin lauseessa 2.4 todistettiin, ettd kunnan kokonais-
lukujen joukko on rengas, voidaan todistaa, ettd O on rengas. Viite voidaan
todistaa samoin kuin lauseessa 2.15 todistettiin, ettd Og(c,) = Z[(,]. Nyt vain
tarkastellaan laajennusta Q,((,)/Q, ja rengasta Z,[(,] laajennuksen Q(¢,)/Q
ja renkaan Z[(,] sijasta. O

Laajennetaan seuraavaksi normi | - |, avaruuteen Q,(¢,). Tavoitteena on,
ettd avaruus Q,((,) olisi téydellinen tdmén normin suhteen.

Lause 2.49. Madritelladn kuvaus | - |, : Q,(¢,) — R. Olkoon

p—2
1= 0,6 € QylG).
=0
Médritellddn [z|, = sup |a;|,, missd oikean puolen | - |, on avaruuden Q,

j
normi. Néin mééritelty | - |, on avaruuden Q,(¢,) normi.
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Todistus. Maéritelty kuvaus | - |, on hyvinmééritelty, silla {1, ¢y, -+, (272}
muodostaa laajennuksen Q,((,)/Q, kannan. Lisdksi Q,((,) on vektoriava-
ruus, jonka kerroinkuntana on Q,. Todistetaan muut ehdot tarkastamalla,
ettd normin méaaritelméan ehdot ovat voimassa.

Koska lauseen 2.37 mukaan Q, on normiavaruus varustettuna normilla
| - |, niin avaruudessa Q,(¢,) patee |z|, > 0 kaikilla x € Q,((,). Liséksi

|z|, = sup |a;|, = 0, kun |a;|, = 0 kaikilla j.
J

Téten |z|, = 0 jos Ja vain jos # = 0. Olkoot z,y € Q,((,) mielivaltaisia.
Merkitddn z = 7~ aJC] jay =" 2, (), missi aj,b; € Q) kaikilla j. Li-
saksi olkoon ¢ € Q, mielivaltainen. Nyt cx = zp o Ca; CJ Té&ten on voimassa
|cx|, = sup|ca;|,. Koska ¢ on vakio indeksin j suhteen ja | - |, normi ava-

J
ruudessa Q,, niin sup lca;|, = |c|, sup laj|,. Siis |cx|, = |c|p|z|, avaruudessa

Qp(¢p)- Koska x—i—y = “2(a;+Db; ) , niin |z +y|, = sup |a; + b;|,. Lauseen
j
2.37 mukaan |a; + b;|, < max{|a;|,,|b;|,}. Lisdksi

sup max{|a;|p, [bj[,} = max{sup [a;|,, sup |b;|,},
J J J

joten |z + y|, < max{|z|,, |y|,}. Néin ollen |- |, on avaruuden Q,(¢,) normi.

[]

Edellisessa lauseessa médritellyn normin | - |, restriktio avaruuteen @, on
maaritelméssd 2.36 maaritelty avaruuden @, normi. Néin ollen edellisessa
lauseessa maaritelty normi on mééritelmén Q, laajennus. Todistetaan viela,
ettd avaruus Q, on téydellinen normin | - |, indusoiman metriikan suhteen.

Lause 2.50. Avaruus Q,((,) on téydellinen normin |- |, indusoiman metriikan
suhteen.

Todistus. Olkoon (z,,) on Cauchy-jono avaruudessa Q,(C,) jaz, = S r—s o J

Voidaan tulkita z,, pistejonona (y,), missé y, = (a{™,al”, -, al™,). Tallom

) p 2
(yn) on Cauchyn-jono. Téten jokainen jokais?ll)a j jono (agn)

jono. Lauseen 2.40 mukaan jokainen jono (a;"’) suppenee. Oletetaan, etti

) on Cauchyn-

jono (aén)) suppenee kohti lukua a;. Tall6in jono (y,) suppenee kohti lukua
(ay,az, -+ ,a,-2). Saadaan, ettd jono (x,) suppenee kohti lukua Z?;(Q) a;Gl.
Siis avaruus Q,(¢,) on tdydellinen normin |- |, indusoiman metriikan suhteen

]
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3 Catalanin yhtal6, kun min{p, ¢} < 43

Tassa luvussa tarkastellaan Catalanin yhtéloa, kun p ja ¢ ovat parittomia
alkulukuja. Luvun lopussa todistetaan, ettei talloin Catalanin yhtalolla ole
nollasta eroavia ratkaisuja luvuilla x, y, kun vahintdan toinen luvuista p, ¢ on
pienempi kuin 43. Tamén todistamiseksi osoitetaan ensin, ettd ¢ = 1 mod p.
Kasittely perustuu Schoofin kirjassa [12] esitettyihin todistuksiin.

Symbolilla ¢, tarkoitetaan edelleen pnnettd primitiivistd ykkosenjuur-
ta, missd p on pariton alkuluku. Merkitddn m = (, — 1. Luvun kompleksi-
konjugoinnista kaytetddn merkintaa ¢. Lauseen 2.14 mukaan ¢ kuuluu ryh-
méadn Gal(Q(¢,)/Q). Otetaan myos téssé luvussa kiyttoon merkinndt G =
Gal(Q(¢p)/Q) ja G, = Gal(Q,(¢p)/Q,). Renkaan R alkion o generoimasta
ihanteessa kéytetdén edelleen merkintéé [a]. Jos K/Q on Galois'n laajennus,
a € Kjaa =3} ccurm o € Z|Gal(K/Q)], niin merkinnilld a* tar-
koitetaan lukua [ [, cqax/q) 0 (). Vastaavasti merkinndlld ac tarkoitetaan
lukua 37, ok @) 400 (@)

Tutustutaan aluksi muutamaan Catalanin yhtéalon toteuttavien kokonais-
lukujen ominaisuuteen. Todistetaan ensin, ettd jos Catalanin yhtalolla on
nollasta eroavia ratkaisuja ja min{p, ¢} > 2, niin p # ¢. Té&ll6in riittaa tar-
kastella seuraavan ehdon toteuttavia lukuja:

Olkoot x,y,p,q € Z, xy # 0, p # q, p ja q ovat parittomia alkulukuja
sekd P —y? = 1.

(%)

Lemma 3.1. Olkoot z, y, p ja g kokonaislukuja, jotka toteuttavat Catalanin
yhtélon 2 — y? = 1. Oletetaan lisdksi, ettd zy # 0 ja min{p, ¢} > 2. Téalléin

P#q.

Todistus. Tehdéan vastaoletus, ettd p = ¢. Télloin Catalanin yhtalo saadaan
muotoon =P — y? = 1. Voidaan olettaa, ettd = # vy, silld jos x = y, niin
2P — yP = 0, mika on vastoin oletusta x? — y? = 1.

Tutkitaan ensin tapausta |z| > |y|. Kolmioepéyhtélon nojalla

2P — yP| > |z|P — |y[P.

Otetaan erotuksesta |z|P —|y[P luku |z [P~ yhteiseksi tekijiksi, jolloin saadaan

- lyl”
ol = 91" = k(o] = ),
Koska |z| > |y, niin
_ y|? _ ly[?
|2 |? 1(|:C‘ - |x’p—1) > [z’ 1(‘5’7’ - |y|p—1)'
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Sieventamalld ja kiyttamalla tietoa |x| > |y| saadaan, ettd

V4
2P (] — %> Sl

Siis |zP — y?| > |z|P~!. Koska oletuksen mukaan x # 0, niin |z| > 1, joten
|zP — yP| > 1. Siis ei voi péted a? — y? = 1, kun |z| > |y|.

Koska |z — y?| = |y? — 2P|, niin edellisen kappaleen laskuissa voidaan
vaihtaa luvut y ja x toisin péin, jolloin saadaan vastaava todistus tapaukselle
ly| > |x|. Myoskadan tapauksessa |y| > |z| el voi siis péted, ettd aP — y? = 1.
Néin ollen vastaoletus p = ¢ oli véérin ja on padettava p # q. O

Jo 1960-luvulla Cassels todisti, ettd Catalanin yhtéalon toteuttaville koko-
naisluvuille patee tietynlaisia jaollisuusominaisuuksia. Yksi niistd esitetdan
seuraavaksi.

Lause 3.2. Olkoot p ja g parittomia alkulukuja sekd = ja y nollasta eroavia
kokonaislukuja, joille ? — y? = 1. Tall6in on olemassa kokonaisluku a, jolle
r—1=pita.

Todistus. Todistus on esitetty artikkelissa [2]. O

Erityisesti on huomioitava, etti edellisen lauseen mukaan x = 1 mod p?~!.
Tésta taas edelleen seuraa, ettd x = 1 mod p.

3.1 g=1modp

Téssé luvussa todistetaan, ettd Catalanin yhtélosséd on voimassa kongruenssi
¢ = 1 mod p. Tulosta kiytetddn myohemmin hyodyksi luvussa 3.2 todistet-
taessa, ettei ehtoa (%) toteuttavia lukuja ole, kun min{p, ¢} < 43. Viitteen
¢ = 1 mod p todistamiseksi tutustutaan sopiviin kunnan Q((,) lukuihin ja
niiden ominaisuuksiin.

Seuraavassa lauseessa tutustutaan myohemmin useissa todistuksissa esiin-
tyvien lukujen w ja w’ mééritelmiin. Muistettakoon, ettd merkinté ¢ tarkoit-
taa kompleksikonjugointia.

Lause 3.3. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon (x) toteuttavia lukuja. Oletetaan, ettd
(r — () = a? jollain a € Q({,)*. Olkoon w € Q, jolle w? = f:—g;’ Lisédksi

z—1(Cp)
1-¢p -~

olkoon w' = #. Télléin (w')? =
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Todistus. Lasketaan luku (w')?. Luvun w’ médritelmén mukaan (w')? = (£)7.
Sijoitetaan tdhdn w? ja a?. Saadaan

(C_u)q - =%
«Q (z — Cp)l_L
Sieventamalla saadaan

T—Cp

1—Cp _ (= Gp)(x — ()
(z — )t (1—=G)r—G)

Supistamalla ja sieventdmalld (z — ()" = x — ¢({,) saadaan

(= G)(x =) _r= L(Cp)
(1 =G —¢p) 1 =G '

Siis (w)7 = 2, 0

Tésta lahtien o, w ja w’' on médritelty kuten lauseessa 3.3. Lisdksi merki-

tAan p = f:clp jan = (w—w')? Luvun n méaritelmén mukaan n = (w—w’)? =
wi(1 = )7 ja edelleen wi(1 — 1)7 = L8 (1 — 1)a jokaisella mahdollisella

luvun w valinnalla. Siis luvun n arvo ei ole riippuvainen luvun w valinnasta.
Tavoitteena on ilmaista w ja w’ kunnassa Q,((,) sarjaesityksend. Tété
varten todistetaan, ettd n on renkaan Z|[(,] yksikko.

Lause 3.4. Olkoot x, y, p ja ¢ ehdon (%) toteuttavia lukuja. T&ll6in luku n
on renkaan Z [(,] yksikkd.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd n € Q((,). Aiempien laskujen mukaan n =
w!(1 — 1)% Luvun w? mééritelmén mukaan w? € Q((,). Lisiksi luvun «
madritelmén mukaan a € Q(¢,). Néin ollen n € Q((,).

On vield todistettava, ettd n € Z[(,] ja on todella renkaan Z[(,]| yksikko.
Hy6dynnetdén tdmén todistamisessa lausetta 2.15, jonka mukaan Z[(,] on
kunnan Q((,) kokonaislukujen rengas. Lisdksi kiytetdan todistuksessa apu-
na kuntaa L = Q((,,w,w’) ji tdmén kunnan kokonaislukujen rengasta. On
voimassa [L : Q((,)] < oo, silld w?, w'? € Q((,). Merkitédén n = [L : Q((,)].

Viitteen todistamiseksi tutkitaan lukua w?—w'?. Sievennetaén taté ensin.
Sijoittamalla saadaan w? — w'd = =S¢ _ 2=t

s o Sievennetadn tata ja otetaan
P P
¢, ' vhteiseksi tekijiksi. T&lloin

x_Cp_x_’/(Cp)_Cp_l(l_<3>
1-¢ 1-¢  1-¢
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—1/1_ 2
Koska 2-1-%) ¢, '+ 1, niin w? —w'? = {1+ 1. Selviisti w? — W' € Q(p).

-G »
p—1

Lauseen 2.14 mukaan Ny,)/e(1 + ¢, ') = TI(1+ ¢, *). Koska on voimassa
k=1

—1 -1
pH (1+¢F) = pH (1 + ¢), niin esimerkin 2.16 nojalla 1 + ¢;! on renkaan
k=1 k=1
Z [(p) yksikké ja sen normi on No,)o(1+¢, ") = 1. Kéytetadn naité tietoja
apuna todistuksessa.

Tarkastellaan nyt laajennusta L/Q ja erityisesti luvun w? — w'? ominai-
suuksia téssd laajennuksessa. Lasketaan ensin Ny, q(w? —w'?). Koska on voi-
massa Q(¢,) C L, niin lauseen 2.8 nojalla

Nijg(w? = @) = Now)/a(Nejo,) (@' —w')).
Koska w, w'’ € Q(p), niin Ny g, (w? — w'!) = (w? — w')". Saadaan

Nag/e(Nijg) (@ — w'?)) = (Nogg)e(w? — w'))".

Edellisen kappaleen nojalla (Ngc,)/o(w?—w'))™ = 1. Siis Ny jg(w?—w') = 1.

Edellistd normia hyédynnetéén, kun todistetaan, ettd n on renkaan Z[(,]
yksikko. Todistetaan seuraavaksi, ettd w,w’ € Op. Tehddin tdma todista-
malla, ettd w?, W'’ € Op. Kirjoitetaan w? muodossa f:é + i:gz € Q&)
Esimerkin 2.21 ja lauseen 2.20 nojalla p € [1 — (,] renkaassa Z[(,]. Liséksi
lauseen 3.2 mukaan x — 1 = 0 mod p?~}, joten x — 1 = (1 — ¢,)*Y jollain
kokonaisluvulla a ja alkiolla 5 € Z [(,]. Saadaan

r—1 +1—Cp
1-¢ 1-¢
—u($p)

Tésta esitysmuodosta nahdéaén, ettd lauseen 2.4 mukaan xl_ o on kunnan
Q(¢) kokonaisluku. Siis w? on kunnan Q(¢,) kokonaisluku. Né&in olen w?

on myo6s kunnan L kokonaisluku. Vastaavasti voidaan tarkastella lukua w’?

z—1 1—u(¢p) ; 1-u($p) P—=2 ~k
muodossa = + <= Koska on voimassa ——p* = > h—o Gy 1iin

= B1-G) Y +1.

r—1 1_L(Cp)_ a(g—1) = k
1—Cp+ 1—¢, =B(1-¢) 1+;0€p'

Siis lauseen 2.4 mukaan my6s w'? on kunnan Q((,) kokonaisluku. Téten w'
on my6s kunnan L kokonaisluku. Lauseen 2.6 mukaan w,w’ € Oy.

Yhdistetddn saadut tiedot luvuista w? — w'?, w ja w’. Suoraan laskemalla
nahdéain, etté

— = Wt w2 W
Ww—w
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Koska edellisen kappaleen mukaan w,w’ € Oy, niin lauseen 2.4 nojalla
W w4+ e Opjaw — W € Oy

Lauseen 2.11 mukaan Ny g(w — ') € Z. Koska Ny g(w — w') jakaa normin

Npjg(w? — w'%) = 1, niin on oltava |Npg(w — w')] = 1. Néin ollen lauseen
2.12 mukaan w — w’ on renkaan Oy, yksikko.
Koska n = (w — w')? ja w — w' on renkaan Op yksikkd, niin myods 7

on renkaan O yksikko. Toisaalta ensimmaéisesséa kappaleessa todettiin, etté
n € Q(¢). Téten myds =t € Q((,) ja lukujen n, ™! on oltava kunnan Q(¢,)
kokonaislukuja. Siis 7 on renkaan Og,) yksikko.

]

Edellisessa todistuksessa on huomattava, etté luvun n normi on yksi jokai-
sella mahdollisella luvun w valinnalla. Nimittdin jo aiemmin todettiin, ettei
luku 7 ole riippuvainen luvun w valinnasta.

Edeltavien lauseiden tiedot voidaan nyt kerdtd yhteen ja saada luvul-
le w sarjaesitys kunnassa Q,((,). MyShemmin sarjaesitysté tullaan hyodyn-
tamédn laskettaessa tietyn luvun u normia Ng,(c,)/q, (%) mod p? renkaassa

Zp[Cp). Tata lukua kéytetdén viitteen ¢ = 1 mod p todistuksessa. Kuten ta-

L1y (L (i
vallisesti, merkinnall& (%) tarkoitetaan lukua 2y 1)"';!‘1 v 1)).

Lause 3.5. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon (x) toteuttavia lukuja. Talloin kunnassa
Qp(Cp)
w= Y1+ pu= (".)/ﬂ-
o J

1 .
Todistus. Todistetaan ensin, etté sarja Z;io (g) 1/ suppenee kunnassa Q,(¢,)

jal+p= (3272, (é),uj)q. Lauseen 2.49 mukaan Q,((,) on normiavaruus nor-
min | - |, suhteen. Edelleen lauseen 2.50 mukaan avaruus Q,(¢,) on téydel-
linen normin | - |, indusoiman metriikan suhteen. Liséksi lauseen 3.2 nojalla
p = 0 mod p, joten |u|, <p~! < 1. Néin ollen

(il J+1
lim [==5——|, = [ul, < 1.
Jj—00 o i
(1)

Siis edellisen kaavan ja avaruuden Q,((,) téydellisyyden nojalla 3 7%, (é)uj
suppenee normiavaruudessa Q,(¢,).
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1 .
Formaalisten potenssisarjojen renkaassa (37, (g) )4 = 1+ p. Koska

N 1y
(2%, (;)Mj)q suppenee avaruudessa Q,((p), niin (3772, (;),u])q =1+ p ava-
ruudessa Q,((,). Koska alemmin luvun 7 méérittelyn yhteydessid todettiin,
ettei sen arvo riipu luvun w valinnasta, niin voidaan valita

w=V14+pu= (;)lﬂ € @p(Cp>-
0

j=
[l

Luvulle w’ saadaan samantapainen sarjaesitys kuin luvulle w. Samoin kuin
luvun w sarjaesitystd, myos luvun w’ sarjaesitysta kiytetadan luvun tietyn lu-
vun u normin Ng, (¢,)/, (¢) mod p? laskemiseksi renkaassa Z,[(,]. Ennen kuin
kuitenkaan voidaan laskea luvulle w’ sarjaesitysté, tarkastellaan sen todistuk-
sessa kaytettaviin kolmeen lemmaan.

Lemma 3.6. Olkoon p pariton alkuluku. Tall6in kaikki kunnan Q((,) ykko-
senjuuret ovat muotoa :i:Cg, missé ¢, on pmnes primitiivinen ykkosenjuuri ja
J kokonaisluku vililta [1, p].

Todistus. Todistetaan ensin, ettd kunnassa Q((,) on vain dérellinen méadra
ykkésenjuuria. Jos ¢ on ykkésenjuuri ja on voimassa (i, € Q((,), niin saadaan
o(k) = [Q(¢) : Q] < p — 1. Tallaisia lukuja (; on vain direllisen monta
kappaletta, joten kunnassa Q((,) on vain &érellinen méérd ykkosenjuuria.
Néiden generoima multiplikatiivinen ryhmé on siis syklinen.

Merkitadn kunnan Q(¢,) ykkdsenjuurten ryhmén generaattoria symbolil-
la (. Talloin Q(¢p) = Q((x). Siis ¢(k) = p — 1. Néin ollen k = p tai k = 2p.
Koska kaikki luvut j:{g kuuluvat kuntaan Q((,) ja ovat ykkdsenjuuria, niin
k = 2p, eiké edelld mainittujen ykkosenjuurten lisiksi kunnassa Q((,). Néin
on saatu viite todistettua. O

Lemma 3.7. Renkaassa Z[(,] on voimassa a = —1 mod 7.
Todistus. Lasketaan ensiksi, mitd on a? modulo 7 ja sen avulla lasketaan
a modulo 7. Merkitdan ¢ = “=2. Tallsin a? = (=2)!~7!~*. Sievennetiin
¢(m) muotoon —C]jlﬂ ja sijoitetaan t = %, jolloin saadaan

T — Cp 1—¢, _1—¢ 1—

—_— = .

(E=%) s
Koska ¢, = 1 mod 7, niin a? = —t'~* mod 7. Tarkastellaan lukua ¢ = %
Luku £=°2 voidaan kirjoittaa muodossa ‘”W;l — 1. Koska lauseen 3.2 mukaan

™
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x—1 = 0 mod p, niin xT’l —1=—1mod 7. Siis t = —1 mod «. Tarkastellaan

nyt lukua ¢(t). Kuten aiemmin on jo todettu t(m) = —(; 'm, joten saadaan
u(t) = ==t — 1. Siis myds ¢(t) = —1 mod 7. Néin ollen

t'I™* =1 mod ,

joten a? = —1 mod 7. Viitteen todistamiseksi verrataan lukuja o modulo
7 ja a? modulo 7. Lasketaan titd varten a® modulo 7.

Médritelmén mukaan o = (z — ¢,)'*. Kerrotaan se kompleksikonjugaa-
tillaan, jolloin saadaan, ettéd (at(«))? = 1. Koska ¢ on pariton alkuluku, joka
on erisuuri kuin p, niin lemman 3.6 nojalla kunnassa Q((,) ei ole luvun yksi
lisdksi mitddn muita ¢:nnensia ykkosenjuuria. Téten saadaan av(a) = 1. To-
detaan seuraavaksi, ettd (o) = o mod 7. Koska a € Q(,), niin @ on muo-
toa ZZ: akC}’;, misséd luvut a, ovat rationaalilukuja. Lisdksi C;]f = 1lmod

kaikilla kokonaisluvuilla k. Siis o = 3P~} a; mod 7, joten o = () mod 7.
Niin ollen 1 = at(a) = o mod 7.

Nyt on saatu, ettd a? = —1 mod 7 ja o = 1 mod 7. Koska ¢ on pariton
luku, on voimassa o« = —1 mod 7. O

Lemma 3.8. Olkoot p ja ¢ parittomia alkulukuja sekd p # ¢q. Jos ( # 1 on
¢:nnes ykkosenjuuri kunnassa Q,(,), niin ¢ € Z,[(,] ja ¢ # 1 mod =.

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ # 1 on ¢:nnes ykkosenjuuri kunnassa Q,(¢,). To-
distetaan ensin, etti ¢ € Z,[¢,]. Merkitdén f(z) = 39— 2. Téllsin £(¢) = 0,
f(x) on péédpolynomi ja f(x) € Z,[z]. Lauseen 2.48 mukaan ¢ € Z,[¢,]. To-
distetaan vield, ettd ¢ # 1 mod 7.

Tehdaan vastaoletus, ettd ¢ = 1 mod 7. Talloin voidaan kirjoittaa luku ¢
muodossa ( = fr+1, missd § € Z,[(,]. Korotetaan tdmé lauseke potenssiin g,
jolloin saadaan 1= 14377 (;1) (Bm). Siis 3 7_, (‘JZ) (Bm)? = 0. Koska ¢ # 1,

niin S # 0 ja 5:1 (?)(ﬁw)jfl = (0. Tama voidaan kirjoittaa muodossa

S (e (] ere

=RVARE

Koska (qgl) = %(?), kun 0 < j < ¢ — 1, niin
—~ (g—1 1 1[4 11
("7 em =2 (e - Lem
S\ ¢ = \J q
Koska >27_, (4)(B7)/~" = 0, niin lausekkeet (12) ja (13) yhdistamalld saa-

daan > 7, (‘J’j) (Br)y =t — ¢(Bm)™t = 0. Kun tdmi kirjoitetaan luvun ¢
avulla, saadaan

q¢"t = (Bm) (14)

35



Todistetaan laajennuksen Q,((,)/Q, normeja laskemalla, ettd tdmé on mah-
dotonta.
Tarkastellaan ensin normia

N, e)/@,(€67Y) = Nayo)/2, (0 Nay ()70, (0

Olkoon f(x) sama polynomi kuin tdmén todistuksen ensimmaéisessé kappa-
leessa. Luvun ¢ minimaalipolynomi g(z) yli kunnan Q, jakaa polynomin

q—1 m

f(z). Koska f(z) = [](z — ¢*), niin g(z) = [[(z — ¢%), missd luvut k;
k=1 j=1

ovat erisuuria ja k; € {1,2,...,¢ — 1} kaikilla j. Siis lauseen 2.10 mukaan

on voimassa Ng,(c,)/,(¢) = +(* jollain kokonaisluvulla k. Laskemalla saa-
daan, ettd Ng,(,)/0,(C)9" = £(F. Lauseiden 2.46, 2.34 ja 2.45 nojalla

No,¢,)/a,(q) = ¢°~ . Siis
Na, (o0, (a¢™) = £¢" ¢ (15)

Tarkastellaan seuraavaksi normia

qg—1

No,)/a, (B = (Noyg)/0, (8)Nay ) /e, (7))

Lauseen 2.46 ja lauseen 2.15 toiseksi viimeisen kappaleen mukaan

No, )/, (M) =p7". (16)

Lauseiden 2.47 ja 2.48 nojalla Ng,(c,)/0,(6)7" € Z,. Néin ollen kaavo-

jen (14), (15) ja (16) nojalla Ng,c,)/0,(8)"! = L2 € 7, Kuitenkin

pa~!
1,k . 1,k .
\iq;j |, =p?7 ! > 1, joten iq;q—_f & Z,. Siis vastaoletuksen ¢ = 1 mod 7
on oltava vaérin.

]

Edellisia lemmoja kayttien saadaan muodostettua luvulle w’ samantapai-
nen sarjaesitys kuin luvulle w lauseessa 3.5. Tarkastellaan taté seuraavaksi.

Lause 3.9. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon () toteuttavia lukuja. Tall6in kunnassa
Qp(p)

W= CYTT = -GS (;)w,
=0
missa r on kokonaisluku, jolle on voimassa qr = —1 mod p.
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Todistus. Todistetaan viite kahdessa erédssd sen mukaan, sisdltdako kunta
Q,(¢p) jonkin muun kuin triviaalin ¢:nnen ykkésenjuuren vai ei. Tarkastellaan
ensin tapausta, ettei kunta Q,((,) sisilld muita ¢:nnensia ykkésenjuuria kuin
luvun 1. Néin ollen kunnassa Q,((,) on olemassa yksikésitteinen alkio w’,
jolle w'® = —4(¢p) (1 4 ¢(u)). Talloin w' = —(7§/1 4 (1) ja gr = —1 mod p.
Siis ensimmaéinen yhtdsuuruus on todistettu. Samalla tavoin kuin lauseessa

3.5 voidaan todistaa, ettd ¢/1+ () = —(; > 277, (é)L(,U/)j kunnassa Q,((p).

Lause 3.9 pitad titen paikkansa, kun kunta Q,((,) ei sisélla muita ¢g:nnensia
ykkosenjuuria kuin luvun 1.

Tarkastellaan nyt tapausta, ettd Q,((,) siséltdd vahintdén yhden epétri-
viaalin ¢g:nnen ykkosenjuuren. Samoin kuin edellisesséd tapauksessa, voidaan

1 .
todeta, ettd — (/1 + () = =) D7, (?)L(u)ﬂ, missd gr = —1 mod p. Néin
ollen jalkimmainen yhtdsuuruus on todistettu. Ensimmaisen yhtasuuruuden
todistamiseksi tutkitaan kunnan Q,(¢,) ¢:nnensia ykkésenjuuria.

Tarkastellaan sarjaa —(; > (é)L(u)j . Korottamalla se potenssiin ¢ voi-

daan todeta, ettd w’' on luku —(J > 7 =0 (%) (1)’ kerrottuna jollain g:nnella
ykkosenjuurella (. Tavoitteena on todlstaa ettd

W= —C;Z (5) v(p)” mod 7.

=0
Lemman 3.8 nojalla téstd nimittdin seuraisi, ettd ' = Z o ( ) (n)? ja
véite olisi todistettu. Lasketaan ensin, mitd on —( " ( ) I mod .
Lauseen 3.2 nojalla ;4 = 0 mod 7, joten t(u) = —Cpu = Omod 7. Néin
1 .
saadaan, ettd —()> 77 (?)L(,u)] = —() mod 7. Lisiksi 7|((; — 1), joten

—(y = —1 mod 7. Téten —(; Z;io (%)L(M)j = —1 mod 7.

Lasketaan viela w’ modulo 7. Kéytetaan sen laskemiseksi esitysta w' = £.

Lauseen 3.5 mukaan w = Z;io (%)uj, joten w = 1 mod 7. Lemman 3.7
mukaan o = —1mod 7, joten w' = —1mod w. Siis W' = —(/ /1 + (1)
kunnassa Q,((p). O

Lauseissa 3.5 ja 3.9 on saatu luvuille w ja w' sarjaesitykset kunnassa
Q,(¢p)- Olkoon u = w—w', missé w ja w’ ovat lauseissa 3.5 sekd 3.9 méadritellyt
luvut. Témén esityksen avulla saadaan luvulle u sarjaesitys kunnassa Q,((,).
Saadun sarjaesityksen avulla voidaan laskea Ng,(c,)/q,(u) mod p? renkaassa
Z,|(,) kahdella eri tavalla. Tamé tehdddn seuraavissa lauseissa.

Lause 3.10. Normit Ng(,)/0(n) ja No,)/e(u) ovat yhtasuuria kuin 1.
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Todistus. Lasketaan ensin luvun 7 normi ja tdmén avulla saadaan luvun u
normi. Lauseen 3.4 mukaan 1 on renkaan Z[(,] yksikks. Néin ollen lauseista
2.4 ja 2.12 seuraa, ettd Z[(p] = Og(c,) 0 sekid Ng(,)/o(n) = £1. Todistetaan,

ettei —1 ole normin Ng(c,)/q(n) arvo.

p

Koska 7 on renkaan Z [(,] alkio, niin voidaan kirjoittaa n = akC[’f,

missa luvut a; ovat kokonaislukuja. Lauseen 2.14 mukaan

—_

p—1

Noeyom) = O andl?).
1 1

bS]

<.
Il
b
Il

Ryhmitelldén tulo yhdistamalla termit, joiden potensseissa on luvut j ja p—j.

Saadaan
p—1 1

p—1 p—l 3 p-1 p—1
axGy?) = [T ang?)O arg, ™).
]:1 k=1 j=1 k=1 k=1

Nyt kerrottavana on luku ja sen kompleksikonjugaatti. Kirjoitetaan

p—1

E arC,’ = x; +1y;, missd x;,y; € R.
k=1

Nain saadaan tuloksi

—1

]

[T ag”) Zac k) =H<w +yl).

T&mé on selvisti vahintddn nolla. Siis Ngc,)0(n) > 0 eli se ei voi olla —1.
On vield todistettava, ettd Ng(,)0(u) = 1. Lukujen w ja w’ valintojen
takia u = w — w' € Q((,), joten lauseen 2.10 mukaan Ng(c,)0(u) € Q. Toi-
saalta tdmén todistuksen alun mukaan Ng,)/o(u)? = 1. Koska ¢ on pariton
alkuluku, niin Ng,)/o(u) = 1. O

Lause 3.11. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon (%) toteuttavia lukuja. T&ll6in ren-
kaassa Z,[(,] on voimassa

p—1

No,(¢,)/0, () = mod p°.
Qp(¢p)/Q q Zl 1+ C’"k — C;I;)

Todistus. Kaytetaan normista Ng, ()@, lyhennysmerkintdéd N. Lauseiden
2.14, 2.46 ja 2.34 mukaan N(z) = Ng(,)/0(2) kaikilla luvuilla z € Q(,).
Tarkastellaan ensin lukua v ja kiytetddn sen sopivaa esitysmuotoa luvun
N (u) laskemiseksi.
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Lauseiden 3.5 ja 3.9 mukaan u = 3 7% (;),uj + G im0 (%)L(/L)j Koska
t(p) = —(ppt, niin
= /N >~ /1 , = /N >~ /1 .
> (q.)w +6 <?>L(/~L)J > () WEEGY (?)(—cpwuﬂ—“’)-
=2 \J j=2 =2 N =2 N
Néin ollen renkaassa Z,[(,] on voimassa
= (i j — (i j 2 L() 2
Z (q,),u’ —l—C;Z (‘%)L(u)] =1+=+¢(1+—%) mod p”.
= \J = \J q q

Otetaan luku 1 + (7 yhteiseksi tekijéksi, jolloin saadaan

() w4 Cup)

H r Rt/ T
L+ G ) (1+@x1+(1+qm>. (17)

z—1 - _ z—1 X
1-C Ja L(:u) - 1_4;17 nin

Koska =

WG a1 1-g

I+Gla  (O+Gla 1-¢
Téten saadaan lauseke (17) sievennettyd muotoon

A+ Ge(p) (z—1)(1—=¢*)
(1+¢)g (1+ a1 —¢p)

Néin ollen u = (1 + C;)(l + %) mod p? renkaassa Zp|Cp)-

Tutkitaan nyt luvun u normia kiyttden apuna edellisessd kappaleessa
16ydettyd esitysmuotoa modulo p2. Lauseen 2.46 mukaan

N -] (i (j)u oy @W‘) ,

k=1 \j=0 j=0

(1+¢) 1+ )= (1+¢)A+ )-

missa py = 1”_’(15. Luku py voidaan my6s ilmaista luvun p avulla. Laskemalla
nimittain nidhdaan, ettd p, = ,uz;:é M missid s on kokonaisluku, jolle

ks = 1 mod p. Néin ollen edellisessé kappaleessa laskettujen kongruenssien
nojalla renkaassa Z,[(,] on voimassa kongruenssi

E (i G) i, + C;]f; @)L(uk)j)
(r -1 -¢™)

=NI+G)N(1+ (1+¢a(l—¢)

) mod 2.
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Esimerkin 2.16 mukaan N(1 + ¢J) = 1, joten ryhmén G, automorfismeja
kdyttaen

T — _ p—l — _k(r41)
N(1+<;;)N(1+( DU =6 )):H<1+ L 1-6 —C’“))'

I+¢al =) 5 ¢ (1+¢Ha

ek ko (r+1)
Tarkastellaan lukujen m—_l% Ja S
q (1+<p )(1_Cp)

9 (1— Ckl(T-‘rl))(l C’“2(’“+1))(1_Cp)2
(146 ) A=) (1+¢2) (1-¢h?)a?
massa kongruensa

x—1

KB <1+<’“’“2><1—<p )

. Néin ollen renkaassa Z,[(,] on voi-

tuloa. Lukujen

tulo on p?

p—1 k(r+1) p—1 k(r+1)
r—1 1-¢ ) Lol ,
| | 1+ = E mod p”.
rk —(k Tk —(k
k:1< ¢ (1+GMHA-E) q¢ = 1+C )
.. z—1 1 1 C’C(T+1)
SllSN()—1+ 1 ileOdMZ. O

k(r+1)
Edellisessé lauseessa esiintyy vield melko hankala summa ) ", _; W
P

Seuraavan lauseen tarkoituksena on yksinkertaistaa sité. Huomionarvoista
k(r+1)
1—

TN
Ajatuksena nimittdin on, ettd mychemmin, kun todistetaan ¢ = 1 mod p
kéytetadn lukua Ng, (c,)/q,(v) mod (z —1)7 apuna. Koska (x — 1)7 jakaa lu-
vun p? renkaassa Z,[(,], niin edellisen lauseen laskuja voidaan kiyttad apuna.

tassd on, ettd lukua tarkastellaan modulo 7, eiki modulo p?.

Lemma 3.12. Olkoon r lauseessa 3.9 maédritelty luku. T&lloin renkaassa
Z,[Cp] on voimassa

1— oty r+1
T gna—@) = 2
kaikilla kokonaisluvuilla k& € [1,p — 1].

I—Ck(r+l>

Wﬁ’w modulo 7. Luvun ¢, tilalle voidaan
P P

mod 7

Todistus. Tarkastellaan lukua

kirjoittaa luku 1 + 7, joten
1 — d;(?”rl) 1— (1 + 7T)k(r+1)

I+GHA=¢) A+ 0+m)™) (1= (1+m)k)

Otetaan kiyttoon merkintd O(n?). Merkinnilld tarkoitetaan summaa, joka
on jaollinen luvulla 7/. Néin ollen siis symbolit O(73) ja O(n?) tarkoittavat
summia, jotka ovat jaollisia luvuilla 72 ja 2. T#lléin

1 — (14 m)klr+) B —k(r + )7 4+ O(7?)
I+Q+m)™) (1 —1+m)k) 1—Q4+m)k+(1+m)*— (14 m)ke+)’
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Sieventamaélla nimittdjan potensseja kiyttamalld potenssiin korotuksen sum-
maesitystd saadaan

—k(r+ 1)+ O(7?)
I—(1+m)k+(1+m)k — (14 m)k0+D)
B —k(r + 1)m + O(7?)
 2km+ 72(—=(&) + (7) = (*"FY) + O(w3)

Otetaan nimittajassid m yhteiseksi tekijaksi kaikista muista termeistéa paitsi
termistd O(m3). Niin sieventimilli saadaan

—k(r + D)7 + O(n?)
—2km +72(—(5) + (F) — (*") + O(3)
—k(r + )7 + O(n?)
7(=2k + kn(=k(r +1)+ 1)) + O(w3)

Tarkastellaan erotusta —— +_kljr((r—21(31t)of1r)2)) o 1. Tarkoituksena on

todistaa, ettd se on jaollinen luvulla , silld talloin valte olisi saatu todistet-
tua. Sieventdmaélld saadaan

—k(r+ 1)+ O(7?) r+1
m(—=2k + kr(—=k(r+1)+1)) + O(n3?) 2
O(m?) + O(m?)
m(—2k + km(—=k(r +1) + 1)) + O(m3)

Tasté esityksestd ndhdéan, ettd luvun

—k(r+ 1)+ O(7?) r+1
m(—2k + kn(—=k(r+1)+1)) + O(n?) 2

osoittaja on jaollinen yhdelld luvun 7 korkeammalla potenssilla kuin nimitté-
jé, silla osoittaja on O(7?), mutta nimittija ei ole jaollinen luvulla 72, Niin
ollen

—k(r+ )7+ O(n?) r+1
— = 0 mod 7.
m(=2k + kr(=k(r + 1)+ 1)) + O(73) 2
X k(r+1) -
SilS m = %1 mod . D

Seuraavassa lauseessa todistetaan véite ¢ = 1 mod p hyodyntéen edellisia
lauseita. On huomionarvoista, ettéd todistuksessa oletetaan ryhméssa Q(¢,)*
olevan alkion «, jolle a4 = (z — (,)'™*. Jos téllaista alkiota ei ole ryhméssi
Q(¢)*, niin viite el ole vélttdmatta voimassa.
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Lause 3.13. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon (x) toteuttavia lukuja. Talloin
¢ = 1 mod p.

Todistus. Todistetaan viite normin Ng,(c,)/0,(¢) avulla. IImoitetaan se kah-
della eri tavalla modulo (z — 1)x. Tall4 tavoin nimittdin saadaan jokin lu-
vulla ¢ — 1 jaollinen luku, joka on myo6s jaollinen luvulla (z — 1), josta
viite seuraa. Merkitaan N = Ng,(,)/0,- Lauseiden 2.14, 2.46 ja 2.34 mu-
kaan N(z) = Ng,)/0(?) kaikilla z € Q((,) . Néin ollen lauseen 3.10 mukaan
N(u)=1eli N(u) =1mod (x — 1)m. Nyt on l6ydetty luvulle N(u) yksi esi-
tystapa modulo (x — 1)7 ja on vield 16ydettéva toinen esitystapa. Kaytetaan
tdhan edelld olevia lauseita.
Lemman 3.12 mukaan

EEE SN i

N(u) =1 d p2.
) q Z A+ gha—g)
Koska (z — 1)7|u?, niin
x—lp 1 —¢ k(r+1)
N(u) =1 P mod (x — 1)m.
() ;2 Trghasg e

2
Nyt N(u) on laskettu kahdella eri tavalla ja

Lemman 3.12 nojalla N(u) =1+ ’”T_lw mod (z — 1)m.

-1 1(p—1
1=1+2 (r+ Dp )mod(x—l)w.
q 2
Siis == % = 0 mod (z—1)n. Néin ollen 7|(p—1)(r+1). Koska 7|p, niin
7|(r —|— 1) eli r = —1 mod =. Liséksi r on kokonaisluku, joten r = —1 mod p.
Luvun r méaaritelmén mukaan r¢ = —1 mod p eli ¢ = 1 mod p.
[

3.2 Obstruktioryhma ja lause IV

Téssé luvussa todistetaan, ettei ehdon (x) toteuttavia lukuja ole, kun on voi-
massa min{p, ¢} < 43. Tdmén viitteen todistuksessa kiytetdén apuna erésta
ryhmén Q((,)* aliryhméé, jota kutsutaan obstruktioryhméksi. Seuraavissa
méaritelmissa ja lauseissa tutustutaan tdhén ryhmaéaén.

Maéritelmé 3.14. Olkoon t renkaan Z[(,] alkuihanne ja v € Q((,). Ol-
koon a = ord, 7, missé a on suurin kokonaisluku, jolle t?|y. Merkinn&lld ¢*|y
tarkoitetaan, ettd on olemassa [ € Z[(,), jolle By € .
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Maaritelma 3.15. Olkoot p ja ¢ ehdossa (x) méaariteltyja lukuja sekd p
esimerkissd 2.21 médritelty alkuihanne. Olkoon H seuraava joukko:

{y € Q({)" : ord, v = 0 mod ¢ kaikille renkaan Z[(,] alkuihanteille v # p}/Q((,)".

On huomattava, etté edellinen méaritelmé voidaan kirjoittaa myos toisel-
la tavalla. Nimittdin v € H on yhtipitiviid muodon [y] = f9p* kanssa. Tissi
k on kokonaisluku ja f = {$ : a € a}, missd b € Z[(,] ja a on renkaan Z[(,]
ihanne.

Lause 3.16. Maaritelméssa 3.15 oleva H on ryhmé. Kutsutaan sita obstruk-
tioryhmdksi.

Todistus. Todistetaan, ettd joukko H tayttdd ryhméan ehdot. Ensinnékin
joukko H on epétyhja, silla 1 € H. Nain ollen silla on my6s neutraalialkio,
koska luku 1 on sen neutraalialkio. Lisdksi joukon H alkiot ovat kompleksi-
lukuina assosiatiivisia. Seuraavaksi todistetaan, ettd joukko H on suljettu.
Tamén todistamiseksi kiytetddn maaritelméastd 3.15 muotoa alkio v € H
on yhtipitivii sen kanssa, ettd [y] = fip*. Tissi k on kokonaisluku ja
f={%:a¢€a}, missd b € Z[(,] ja a on renkaan Z[(,] ihanne.

Olkoot 7, ja 2 kaksi joukon mielivaltaista H alkiota. Voidaan kirjoittaa

(1] = fip™ ja [y2] = f3p™, missd f; = {bﬂ ta€atjaf = {bﬁ La € as}.
1 2

Merkitéddn § = {35- : a € aia2}. Koska Z[(,] on kommutatiivinen rengas,
niin [y17.] = §2%p*1+*2. Siis 4179 € H eli H on suljettu.

On viela todistettava, ettd jokaisen joukon H alkion kédénteisalkio kuuluu
myo6s joukkoon H. Olkoon v € H. Koska Q((,)* on ryhmé, niin v~ € Q(¢,)*.
Koska v = 1 joukossa H, niin yv~! = 4971, Edellisen kappaleen mukaan H
on suljettu, joten v4~! € H. Siis v~! € H ja H on ryhmé.

O

Ennen kuin siirrytddn tarkemmin tarkastelemaan obstruktioryhmén al-
kioiden ominaisuuksia, todistetaan kaksi tarvittavaa apulausetta. Kuten lu-
vussa 3.1, myGs téssé luvussa tarkastellaan normia Ng,(c,)/q,(u) renkaassa
Z,Cp). Luvusta 3.1 eroten kuitenkin normia tarkastellaan modulo u?, eiké
modulo p2. Modulon tarkastelun lihestymistapa on kuitenkin samantapai-
nen kuin aiemmin lauseen 3.11 yhteydessa. Sitd hyodynnetdén samanhenki-
sesti myShemmin kuin lauseessa 3.13 lukua Ng,(c,)/q, («) mod p?.

Lause 3.17. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon (%) toteuttavia lukuja. T&ll6in ren-
kaassa Z,[(,] on voimassa

1

(1—q)(z—1)*} G
2q? Z (1—¢k)?

N, ¢/, (w) =1+ mod 2.

k=1
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Todistus. Kaytetdan normin laskemiseksi samaa ideaa kuin lauseen 3.11 to-
distuksessa. Merkitddin N = Ng, ()0, Talloin lauseiden 2.14, 2.46 ja 2.34
mukaan N (z) = Ng,)/o(2) kaikilla z € Q((,). Tehdéan kaikki laskut modulo
p? renkaassa Zy[Cp).

Tarkastellaan ensin lukua u. Koska lauseen 3.13 mukaan ¢ = 1 mod p,

niin 7 = —1 mod p, joten lauseiden 3.5 ja 3.9 mukaan
e’} 1 ' 00 1 '
=3 ()t ()
=0 i=0 N

Toisaalta, koska ¢(p) = —(yp, niin

/N > /1 . /N > /1 o

5 (s S (= (0 v S (o)
=3 \J J J J

Laskemalla saadaan

0o 1 0o 1

> (q->ﬂj+<pl > (q-)b(u)j =142
=0 N =0 \J q

L

Koska ¢(p1) = —(pp, niin R 17“) = 0. Otetaan edellisestd lausekkeesta
1+¢, ! yhteiseksi tekijiksi, jolloin saadaan

1+§+® u2+<;1(1+%+<§)b(u2)> = (14¢, )1+

% 2401 % (12
Tarkastellaan lukua ()r 46 (3)uw?)

, jotta saadaan wu esitettyéd yksinkertai-

semmassa muodossa modulo u*. Koska () = —(,p, niin sieventamailld saa-
daan

()i + 61 (D)) (1= 21 +,)

1+¢° o 2¢2(1+ ¢

Sijoitetaan y = f”:glp, jolloin saadaan
Q-gp*(l+G)  (1-g(z-1? 1+
2¢*(1+ ¢ 2¢°(1—Gp)* 1+¢
q 2 —1 L 2
Luku 11:421’1 sievenee muotoon (,, joten tehtyjen luvun (1) Jﬁcp(lg) o) sie-
vennysten perusteella
1—q)(z—1)2
u= (1+Cp_1)(1—|— (1= a) ) & ) mod p*.

2¢° (1— Cp)Q
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Tarkastellaan nyt luvun N(u) arvoa modulo p? kiyttien apuna edelld
laskettua luvun u arvoa modulo u®. Lauseen 2.14 mukaan

B [t R AR
N(u)_kl_[l(l—l—gp )(1+ 27 (1_@)2) d .

p—1
Toisaalta N(1+¢, ") = [] (14, *) ja esimerkin 2.16 mukaan N (1+¢, ") = 1,
k=1

joten

p—1 2 k

_ (1 - Q) (37 - 1) Cp 3

N(u):H<1~|— o’ TE mod p”.
k=1 P

(1—g)(@-1)% ¢

242 (1-¢p)?

(1—q)(z—1)2 2
2¢> (1-¢p
3(z— 1)4’“*’“% 9)>(1-¢)?

Tarkastellaan termien

ja E tuloa, misséa kq, ko

ovat kokonaislukuja vélilta [1,p — 1]. Tulo on u? T joten
p—1 k 9 p—1
Ox—1)2 ¢ ) (1—q x—l ,
=1+ Z mod pu°.
2 — (k)2 )2
k=1 ( 2q (1 CP) k=1 P
SiisN()—l%—w Z}(lccwmodu O

Edellisessé lauseessa luvussa Ng, (c,)/0, () mod p* esiintyy vield hankalas-
ti kasiteltava summa. Téata summaa yksinkertaistetaan seuraavassa lauseessa.

L 3.18. Y0l G _ 1
emma 3.18. > 7, TaE = 13
k
Todistus. Kirjoitetaan luku Of#)Q toisessa muodossa, jotta saadaan haluttu
P
summa esitettyd kahden eri summan erotuksena. Laskemalla havaitaan, etté
1 1 ¢
A= T — e Ui
p—1 p—1 p—
Xasar - Xu-ar Z a (18)
G C = (1 C i
Lasketaan summa » »_ = C’“) kiayttden hyodyksi summia Zk 1 T’“)Q ja

Zk 11— ck

Tarkastellaan ensin summaa y j_ = C’“ . Olkoon zj, = 1j4k‘ Talloin
p—1 p—1
_ 2
Z (1-— Ck - Z Tk (19)
k=1 k=1

45



Lasketaan summan Zz;i x? arvo kilyttdmélli Vietan kaavoja. Nimittéin, jos
jonkin polynomin kaikki juuret ovat luvut x, niin

p—1 p—1 p—1 p—1
b= ) -2 .
Ty = Tl Ty
k=1 k=1 k=1 j=k+1

ja oikealla puolella olevat summat voidaan laskea Vietan kaavojen avulla. On
siis 10ydettava polynomi, jonka kaikki nollakohdat ovat luvut z yksinkertai-
sina. Tunnetusti luvut (5 ovat polynomin f(z) = “”;__11

ollen polynomin fi(x) = f(1 — ) kaikki juuret ovat luvut 1 — C]f Olkoon
nyt fo(x) = fi(2), jolloin fo(xy) = 0 kaikilla luvuilla z. Toisaalta, teke-

mélld edelld olevat sijoitukset saadaan fo(x) = % Saadaan siis, etté

—z(1 — %)p + 2 = 0 aina, kun x = zj. Edellinen yhtalo voidaan kertoa lu-
vulla zP~1, jolloin saadaan, ettd —(x — 1)? + 2 = 0 kaikilla x = . Olkoon
p(z) = —(z — 1) + zP. Koska se on astetta p — 1 ja sille on 16ydetty p — 1 eri
juurta, niin sen kaikki juuret ovat luvut xy. Siis on 16ydetty halutunlainen
polynomi p(x).

Nyt voidaan kiyttaa Vietan kaavoja apuna. Olkoot a,—1, a,—2 ja a,—3
polynomin p(z) astetta p — 1, p — 2 ja p — 3 olevien termien kertoimet.

Talloin a,—1 = p, ay—s = —(4) ja a,—3 = (§). Vietan kaavojen mukaan
p—1 p—1 p—1 a
ap—2 -3
E —25 E ey = ( )2 — 222,
a a,_
k=1 k=1 j=k+1 p—1 p—1

P p
Sijoittamalla arvot saadaan (—2=2)% — 222=3 = (Q)2 —28) Sieventiimilli
ap—1 ap—1 p p

titd saadaan (@)2 — 2@ = %. Kaavan (19) nojalla
p—1
Z _ (1—p)p—5)
1—-gk 2
k=1

On endd selvitettdvd summa Zk 1 - c’“ Havaitaan, ettd edellisen kap-

paleen merkinnsin $7_% - lck S°P~1 24 ja oikean puoleisen summan arvo

p
laskettiin jo edellisessé kappaleessa. Se on ) = pT Siis
p

p—1 —1

-p)lp—5) p-1
E:]f@% §: 12 2

k=1 k= P

46



Sieventamalla saadaan % — el = 112 Siis kaavan (18) nojalla
k2 :
— (1 C 12

Edellisen lemman avulla siis saadaan

1-g(z—-1)7°1-p°
2¢° 12

N, (¢)/0,(u) =1+ mod 7.

Tatd muotoa kiytetddn mychemmin lauseen 3.21 todistuksessa. Seuraavaksi
tutustutaan kahteen méaéaritelméaén, joiden avulla voidaan muotoilla obstruk-
tioryhmaén alkioita koskeva lauseen 3.21 viite.

Maaritelma 3.19. Olkoon M Z[G]-moduli. Sen miinusosa on
M~ ={1-¢ym:me M}.

On huomattava, ettd H ja joukko H~ ovat Z[G]-moduleja. Olkoon ni-
mittain h € H ja o € Z[G]. Télléin ryhmé Z[G] operointi joukossa H on
h?. Lauseen 3.16 nojalla H on ryhma ja tarkemmin abelin ryhma kertolas-
kun suhteen sekd h? € H. Néin modulikertolaskuna toimii késitelty operointi
ja ryhmén H yhteenlaskuna kertolasku. Néin tulkittuna H on Z[G]-moduli.
Nain ollen voidaan myos maéritella joukko H~. Vastaavalla pattelylla myos
joukko H~ on Z[G]-moduli. Tat4 tietoa tarvitaan, jotta myohemmin esitet-
tyja madritelmia voidaan soveltaa joukkoihin H ja H~.

Maaritelma 3.20. Joukon H~ alkio h on triviaali alkio, jos on olemassa
v € Q(¢p)*, jolle h = ~%. Alkio h on epdtriviaali, jos se ei ole triviaali alkio.

Edellisten maaritelmien avulla saadaan muotoiltua obstruktioryhmén al-
kiota (z — (,)'™* koskeva viiite. Seuraava lause kiytinndssi sanoo, etté jos
ehdon (%) toteuttavat luvut 16ytyvét, niin obstruktioryhmésté 16ytyy epét-
riviaali alkio. Myohemmin todistetaan, ettei kuitenkaan obstruktioryhmaéssé
voi olla epéatriviaaleja alkioita, kun vahintédan toinen luvuista p, ¢ on pienempi
kuin 43. Niin ollen tall6in ei mydskéédn voi olla ehtoa (*) toteuttavia lukuja.

Lause 3.21. Olkoot z, y, p ja ¢ ehdon (%) toteuttavia lukuja. Talléin luku
(x — ;)" on obstruktioryhmén H epitriviaali alkio.
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Todistus. Todistetaan ensin, etti z — (, € H, jolloin (z — (,)'™ € H.
Tehdaan tamaé todistamalla, ettd kaikki luvut = — gf, missd kokonaisluku
k € [1,p], kuuluvat ryhméén H. Ensinnékin, = — ¥ € Q((,)*. Koska z,y,p, ¢

p
toteuttavat Catalanin yhtélon, niin [] (z — ¢¥) = y?. Koska yhtilon oikea
k=1

puoli on luku y potenssiin ¢, on mybs vasemman puolen oltava jokin luku

k _rk
potenssiin ¢ kunnassa Q((,)*. Koska - - C” = f__ci + 1_2’), 1—-¢Gl(z—1) ja

_rk
1—Cp|(1—CI’f), niin 1_2’; € Z[(). Néin ollen minké tahansa kahden luvun 1—(51
jal— C;fz suurin yhteinen tekijé renkaassa Z[Cp] jakaa luvun 1 — (,. Voidaan

siis kirjoittaa tulo H (z — ¢}) muodossa A H( ”), missd A, Ay € Z[(p),
k=1

xr— k . .
Apl(z—¢), (1—¢p)|A ja minki tahansa kahden termin Ai” suurin yhteinen

tekijd on 1. Téten kaikille renkaan Z[(,| alkuihanteille v # p on voimassa
ord, (z — ¢}) = 0 mod g.
Siis « — () € H. Néin ollen (z —(,)' ™" € H™.
Todistetaan viite, ettd (r — (,)'™* on epitriviaali alkio, vastaoletuksen
avulla. Oletetaan, ettd (z—(,)'™* on ryhmén H triviaali alkio eli zf:éi) =1

jollain luvulla v € Q((,)*. Johdetaan tamaé ristiriitaan tutkimalla luvun u
normia modulo p* renkaassa Z,[(,).
Lauseen 3.17 ja lemman 3.18 mukaan

1—q)(x—1)*1—p?

_ .,
N(u)=1+ 2 T mod p*.
Koska lauseen 3.10 mukaan N(u) = 1, niin “*@2(;1)2 1;52 = 0 mod 3. Toi-
saalta p* = (£2)3, joten z — 1 jakaa luvun 127‘117%3 renkaassa Z,[(p).
Lauseen 3.2 mukaan £ — 1 = 0 mod p?~!, joten p?~! jakaa luvun #17%3.
Koska syt(p,1 — p?) = 1, niin p?~ 1|12—q§% ja edelleen p?~'|:-473. Toisaal-

s

ta 33 jakaa luvun p, joten p?~2|(1 — ¢). Koska p on pariton alkuluku, niin
p?i™? > 2972 = (1 + 1)772. Téaméi potenssiinkorotus voidaan kirjoittaa sum-
mamuodossa (1 +1)472 = 392 (“, ?)1*. Koska summassa on ¢ — 1 termié
ja ne ovat kaikki positiivisia kokonaislukuja, niin » 75 2 (q 2) 1¥ > ¢ — 1. Siis
pi72 > q—1>1—qg > —p? 2, miki on ristiriidassa tuloksen p?72|(1—q) kans-
sa. Néin ollen vastaoletuksen, ettd (z — (,)'™* on ryhmén H triviaali alkio,

téaytyy olla vdirin ja (z — (,)' ™ on ryhmén H epétriviaali alkio. ]

Kuten jo aiemmin mainittiin, lauseen IV viite seuraa siité, ettei obstruk-
tioryhmaéssa ole epatriviaaleja alkioita. Ennen tdmén todistamista tutustu-
taan muutamaan todistuksessa hyodylliseen méaritelméan.
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Maéritelma 3.22. Olkoon M renkaan Z[G] moduli ja ¢ pariton alkuluku.
Talloin médritelladn M[q] = {m € M : gm = 0}.

Aiemmin on todettu, etta joukot H ja H~ ovat Z[G]|-moduleja. Néin ol-
len edellisen méaritelmén mukaan voidaan méaéritelld joukot Hlg| ja H ™ [q].
Lisdksi jokaiselle renkaan Z[G] modulille M pétee, ettd myos M [g] on Z[G]-
moduli. Modulikertolaskuna toimii sama modulikertolasku kuin Z|G]-modulilla
M.

Maéaritelma 3.23. Olkoon b € Z[(,| ja a renkaan Z[(,] ihanne. Télléin
joukkoa I = {¢ : a € a} kutsutaan kunnan Q((,) osamddrd ihantecksi.

Maaritelméa 3.24. Joukko Cl, on
Cl, ={I/P : I on kunnan Q((,) osamééré ihanne ja P péédihanne}.

Samoin kuin aiemmin joukkojen H ja H~ kohdalla todettiin, myds joukot
Cly ja Ol ovat Z|G]-moduleja. Modulikertolaskuna toimii sama laskutoimi-
tus kuin modulien H ja H~ tapauksissa. Niin ollen my6s Cl[q] voidaan
médritelld madritelmén 3.22 tavalla. My6s Cl[g] on Z[G]-moduli. Seuraa-
vassa lauseessa kerrotaan, miten modulin C1;[q] tunteminen auttaa modulin
H~ kasittelyssa.

Lause 3.25. On olemassa moduli-isomorfismi modulilta H~ modulille C'[q].

Todistus. Tarkastellaan kuvausta ¢ : H — Cl,[q]. Olkoon v € H ja [y] =
a%p® jollekin kokonaisluvulle & ja kunnan Q((,) osaméiri ihanteelle a. Ku-
vaus ¢ kuvaa luvun v osamééara ihanteiden a luokkaan. Koska p on esimerkin
2.21 mukaan alkuihanne, niin ¥ on hyvinmaéritelty kuvaus. Kuvaus 1 on sel-
vasti homomorfismi. Jokaiselle ihanteelle a, jolle a? = [v] jollain v € Q((,),
on olemassa alkukuva joukossa H. Siis ¥ on surjektio. Kuvauksen v ydin
muodostuu alkioista 3 € H, joille [3] = p*, missd k on kokonaisluku.
Rajoitetaan nyt kuvaus 1) kuvaukseksi ¢, jonka lahtéjoukko on ryhmalta
H~. Téllsin ¢' : H- — Cl,[q]”. Koska Cl,lq]~ = Cl;[q], niin ¢’ : H~ —
Cl; [q]- Olkoon 8 € H ja [] = p*. Talléin 8 = (B1(1 — ¢p))* jollain yksikolla
B € Z[G). Koska Nyc,)/a(B1) = No,)o(t(81)), niin lauseen 2.12 mukaan
my0s ¢(51) on renkaan Z [(,] yksikko. Siis L(%ll) € Z[(p). Liséksi \U(Lé}l)ﬂ =1
kaikilla ¢ € G. Néin ollen myds |0(f)| = 1 kaikilla 0 € G. Lauseen 2.17
mukaan [ on ykkosenjuuri. Lauseen 3.6 mukaan § on 2p:nnes ykkdsenjuuri.
Némé kaikki ykkosenjuuret voidaan esittdd muodossa 79, missd v € Q((,)*
Siis ¢ on isomorfismi. Néin ollen on olemassa isomorfismi modulilta H~

modulille C77[q]. O
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Merkitééan joukon C1; kertalukua symbolilla A, . Témén kertaluvun las-
kemiseksi tunnetaan kaava, kun p on pariton alkuluku, ja jo 1800-luvulla
Kummer osasi laskea niitd. Tietoa téstd 10ytyy teoksesta [5]. Taulukossa 1
on listattu luvun h,, saamat arvot, kun p < 41.

Taulukko 1: Luvut i, kun p <41

plh, | p|h, | P |h, | P |h,
31 (111 (19,1 |31] 9

501 13| 1 |23| 3 |37 37
71 |17 1 |29 8 |41 121

Lause 3.26 (IV). Olkoot p ja ¢ ovat parittomia alkulukuja, joista vahintaan
toinen on pienempi kuin 43. T&lloin Catalanin yhtalolla P — y? = 1 ei ole
yhtédan ratkaisua kokonaisluvuilla x,y, jotka ovat erisuuria kuin nolla.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd jos p el jaa lukua h, tal g el jaa lukua
h,, niin ehdon (*) toteuttavia x ja y ei ole. Téll6in riittdd todistaa, etté jos
min{p, ¢} < 43, niin p { hy tai q{h, .

Oletetaan ensin, ettei ¢ jaa lukua h . Téll6in C1[q] on triviaali. Lemman
3.1 ja lauseen 3.25 mukaan CI[q] on isomorfinen ryhmén H~ kanssa, joten
my0s H~ on triviaali. Kuitenkin lauseen 3.21 mukaan, jos Catalanin yhtalolla
on ehdon (x) toteuttava ratkaisu, niin ryhméssd H~ on oltava epétriviaali
alkio. Siis Catalanin yht&lolla ei voi olla ratkaisua xy # 0. Vastaava todistus
voidaan tehdd myos, kun p ei jaa lukua h, .

Todistetaan seuraavaksi, etta jos parittomista alkuluvuista p ja ¢ viahin-
tédén toinen on pienempi kuin 43, niin ainakaan toinen luvuista h, tai h, ei
ole jaollinen luvulla p tai ¢q. Ensinnékin, lemman 3.1 mukaan p # ¢. Olete-
taan ensin, ettd p < ¢. Télloin p < 43. Taulukosta 1 nédhdaén, ettd h, =1,
kun p < 19. Siis kun p < 19, niin ¢ ei voi jakaa lukua &, koska ¢ # +1.
Liséksi, kun p = 29, niin luvulla ;" ei ole yhtdén paritonta alkutekijad, joten
luku ¢ ei voi jakaa sitd. Tapauksessa p = 37 on my6s h, = 37. Luku ¢ ei
voi jakaa lukua h,, koska p # ¢. Kun p = 23,31, 41, niin h, on vastaavasti
3,32,112. Jotta nyt ¢ jakaisi luvun h, , niin ¢ < p, miké on vastoin oletusta
p < q. Kun siis p < ¢ ja vahintdan toinen naistd on pienempi kuin 43, niin ¢
ei jaa lukua A . Alun todistuksen mukaan téllin Catalanin yhtélolla ei voi
olla ratkaisua xy # 0.

Tarkastellaan vield tapausta p > ¢. Nyt ¢ < 43. Télloin h saa vastaavat
arvot kuin h; taulukossa 1. Samoin kuin edellisessé kappaleessa, voidaan
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todistaa, ettei luku p jaa lukua h, . Siis télloinkéén Catalanin yhtalolla ei voi
olla ratkaisua xy # 0, joten Catalanin yhtalolla ei ole ratkaisua xy # 0, kun
vahintddn toinen luvuista p tai ¢ on pienempi kuin 43.

[
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4 Lopuksi

Tassé tutkielmassa todistettiin, ettei yhtalolla x? —y? = 1 ole nollasta eroavia
kokonaislukuratkaisuja, kun p ja ¢ ovat parittomia alkulukuja. Todistuksen
rakenne nékyy kuvassa 1. Luvussa 3.1 todistettiin, ettd sopivien alkuehto-
jen téayttyessd ¢ = 1 mod p. Todistus tehtiin tarkastelemalla sopivia kunnan
Q(¢p) alkioita ja niiden normeja Galois'n laajennuksessa Q,((,)/Z,[(p). Kun-
nan Q((,) alkioiden normeja Galois'n laajennuksessa Q,((,)/Z,[(p] tutkittiin
myos luvussa 3.2. Téassa luvussa méariteltiin obstruktioryhmaé ja joukko C1,
sekd todistettiin néille eri ominaisuuksia. Ominaisuudet saatiin laskemalla so-
pivien kunnan Q(¢,) alkioiden normeja Galois'n laajennuksessa Q,((,)/Z,[(,)
ja kdyttamalld luvussa 3.1 saatua tulosta ¢ = 1 mod p. Obstruktioryhmén ja
joukon Cl, ominaisuuksien avulla todistettiin, ettei yhtalolla x? — y? = 1 ole
nollasta eroavia kokonaislukuratkaisuja, kun p ja ¢ ovat parittomia alkulu-
kuja.

Ympyrikunta p-adisuus

Cly q=1 mod p Obstruktioryhmé

T, —

Lause IV

h 4

Kuva 1: Todistuksen rakenne

Tarkastellaan vield, miten lausetta IV voidaan kiyttda apuna Catalanin
yhtélon ratkaisussa. Jo 1850-luvulla Lebesgue osoitti, ettei yhtalolla x? =
y? + 1 ole nollasta eroavia kokonaislukuratkaisuja, kun p > 2. Mydhemmin
1900-luvulla Chein osoitti, ettd yhtdlén 22 = y? + 1 nollasta eroavat koko-
naislukuratkaisut ovat (z,y,q) = (£3,2,3), kun ¢ > 3. Naméi todistukset
16ytyvéit lahteistd [6] ja [3]. Néiden todistuksien mukaan Catalanin yhtalon
ratkaisemiseksi on tarkasteltava vain parittomia lukujen p ja ¢ arvoja.

Oletetaan, ettd p ja ¢ ovat alkulukuja, min{p, ¢} > 7 seké jollain nollas-
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ta eroavilla kokonaisluvuilla = ja y on voimassa 2 — y? = 1. Kirjassa [12]
esitetddn seuraaville kolmelle lauseelle todistukset:

Lause 4.1 (I). p?~! = 1 mod ¢? ja ¢! = 1 mod p?
Lause 4.2 (IT). p=1mod ¢ tai ¢ =1 mod p
Lause 4.3 (ITI). p < 4¢* ja ¢ < 4p*
Todistetaan, etta naistéd lauseista saadaan seuraava tulos.

Lause 4.4. Olkoot z,y,p ja ¢ kokonaislukuja, xy # 0 ja min{p,q} > 2.
Télloin yhtélon aP — y? = 1 ratkaisut ovat (x,y,p,q) = (£3,2,2,3).

Todistus. Todistetaan ensin, etta véite on voimassa, kun p ja g ovat alkuluku-
ja. Lebesguen ja Cheinin todistusten nojalla voidaan olettaa, etté p ja q ovat
parittomia alkulukuja. Liséksi lemman 3.1 mukaan p # ¢. Lauseen IV mu-
kaan voidaan olettaa, ettd min{p, ¢} > 7. Nyt lauseen IT mukaan p = 1 mod ¢
tai ¢ = 1 mod p. Oletetaan, ettd p = 1 mod ¢. Tapaus ¢ = 1 mod p todiste-
taan samoin. Todistetaan seuraavaksi aputulos, ettd p = 1 mod ¢>.

Lauseen I mukaan p?~! = 1 mod ¢?. Néin ollen voidaan kirjoittaa p —1 =
niq ja pTt — 1 = neqg? joillain kokonaisluvuilla n; ja ny. Tavoitteena on
todistaa, etti ¢ jakaa luvun n,. Voidaan kirjoittaa p?=t —1 = (p—1) Z?;(Q)
Titen neg? = niq Z?;gpj. Siis ¢|n; tai ¢ Zj;gpj. Koska p = 1 mod ¢, niin

;’.;g = ¢ — 1220 mod q. Siis g|n; ja p = 1 mod ¢°.

Voidaan siis kirjoittaa p = 1 + ng?, missi n on positiivinen kokonaisluku.
Lauseen III mukaan n < 3. Jos n = 1 tai n = 3, niin 1 + ng? on parillinen
luku. Tama ei kuitenkaan ole mahdollista, koska on oletettu, ettéd p on pariton
luku. Siis enéé on tarkasteltava tapausta n = 2. Koska min{p, ¢} > 7, niin
q # 3. Téten 1 + 2¢*> = 0 mod 3. Mutta on oletettu, ettid p > 7, joten tamé
ei ole mahdollista. Siis yhtalolla P — y? = 1 ei ole ratkaisuja, kun p, g ovat
alkulukuja ja min{p, ¢} > 7.

Todistetaan vield, ettd viite pétee kaikilla kaikilla kokonaisluvuilla p, g,
kun min{p, ¢} > 2. Oletetaan, ettd kokonaisluvut z,y, p ja ¢ toteuttavat Ca-
talanin yhtdlon. Talloin on olemassa alkuluvut p |p ja ¢1]q. Voidaan kirjoittaa
p = piky ja ¢ = q1k,, missa k, ja k, ovat positiivisia kokonaislukuja. Yht&lo
2P — 39 = 1 voidaan kirjoittaa muodossa (z%7)P1 — (y*a)# = 1. Titen jo to-
distettujen asioiden mukaan z*» = 2 ja y* = £3. Témé on mahdollista vain,
kun k, = k, = 1. Talloin p ja ¢ ovat alkulukuja. Téaten Catalanin yhtalon
xP — y? = 1 ratkaisut ovat (z,y,p,q) = (£3,2,2,3). ]
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