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Tutkielmassa kaydéaan aluksi lapi tilastollisessa testaamisessa kiytettavia kasitteita
kuten p-arvo, merkitsevyystaso, nolla- ja vastahypoteesi, hylkdys- ja hyviksymisvir-
heet, eli tyypin I ja II virheet, FWER (family-wise error rate) eli perhekohtainen
virhetodennékoéisyys ja FDR (false discovery rate) eli vaérien 16yddsten osuus. Esitel-
laén lyhyesti Bonferronin korjaus, Holmin ja Hochbergin menetelmét perhekohtaisen
virhetodennékoisyyden kontrolloimiseen sekd Benjaminin ja Hochbergin menetelma
ja Benjaminin ja Yekutielin menetelmé vaarien 10ydosten osuuden kontrolloimiseen.
Lopussa verrataan néitd menetelmia toisiinsa.
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1 Johdanto

Tilastotieteessa useimmiten késitelldén erilaisia aineistoja ja pyritdén selvittdmaéaén,
onko jollakin asialla vaikutusta johonkin toiseen asiaan. Aineistona voisi olla esimer-
kiksi muutaman tuhannen ihmisen kattava terveyshistoria ja mielenkiinnon kohteena
tupakoinnin vaikutus keuhkosyovén riskiin. Erilaisilla testeilld voidaan todeta tupa-
koinnin positiivinen tai negatiivinen vaikutus ja téarkeimpéané asiana, onko vaikutus
tilastollisesti merkitsevé. Tilastollista merkitsevyytta havainnollistetaan p-arvolla.

P-arvo on helpointa selittda esimerkin avulla. Oletaan, ettd tutkimuksessa saa-
tu tulos viittaa siihen, ettd tupakointi nostaisi keuhkosyovén riskia ja p-arvoksi on
saatu p = 0.01. Taméa tarkoittaa sitéd, ettd jos alkuperdinen oletus on ollut, etta
tupakointi ei nosta keuhkosyovén riskié, saatu tulos (tai huonompi) tapahtuisi vain
1 %:n todennékoisyydella. Niin ollen voidaan olla melko varmoja siitd, ettd tupa-
kointi oikeasti nostaa keuhkosyovéin riskia, eiké tulos ole ollut vain sattumaa.

Enté jos samalla aineistolla tehtaisiin useampia testeja, vaikka satoja tai tuhan-
sia erilaisia testeja, eiko silloin p-arvoja ole niin paljon, ettd joukossa on sattuman
kautta mukana tuloksia, jotka ovat tilastollisesti merkitsevid, mutta johtavat hyl-
kéysvirheisiin eli totta olevien nollahypoteesien hylkddmiseen? Téssa tutkielmassa
keskitytddn juuri tdhdn ongelmaan ja kiyd&dn lapi millaisia ratkaisuja ongelmaan
on kehitetty.

Tutkielmassa kidydaan aluksi ldpi hieman tarkemmin, miten tilastollinen testaa-
minen kdytdnnossa tapahtuu. Tamén jalkeen tarkastellaan, miten p-arvot ovat ja-
kautuneet monen samanaikaisen testin tilanteessa ja millaisia péatelmid voimme
tehdé histogrammien avulla. Seuraavaksi esitellidn perhekohtainen virhetodenna-
koisyys ja kolme erilaista menetelméé sen kontrolloimiseen. Sen jélkeen esitellddan
vaarien 10yddsten osuus ja kaksi erilaista menetelméd sen kontrolloimiseen. Lopuksi
verrataan kaikkia perhekohtaisen virhetodennékoisyyden ja vaérien 16ydosten osuu-
den menetelmié toisiinsa.

Lahteina tutkielmassa kiytettiin enimmékseen Bradley Efronin ja Trevor Has-
tien kirjaa Computer age statistical inference (s. 271-297) [1] ja Wikipedian artik-
keleita: perhekohtainen virhetodennékéisyys [9], Bonferronin korjaus [10], Holmin
menetelmé [11] ja véddrien 16ydosten osuus [12].

2 Tilastollinen testaaminen

Palautetaan mieleen, miten tilastollinen testaaminen kdytdnnossa tapahtuu. Ennen
testien tekemista ldhes aina tehdadn nollahypoteesi Hy ja vastahypoteesi Hy,

Hy : sddnnollinen liikunta ei vaikuta elinajanodotteeseen.
H, : sdannollinen liikunta nostaa elinajanodotetta.

sekd valitaan testin merkitsevyystaso a. Merkitsevyystasolla tarkoitetaan sita, etta
jos p < a, niin hylatdan H, ja hyviksytaan H;. Jos testejd tehdddn enemman kuin
yksi, merkitddn nollahypoteeseja Hy;, vastahypoteeseja Hy; ja niiden p-arvoja p; (i =
1,2,3,...,N). Yleisimpid merkitsevyystasoja ovat o« = 0.01, = 0.05 ja o = 0.10.
P-arvo saadaan erilaisten testien tuloksena. Téssé (tdysin keksityssd) esimerkissé
kiytetddn yhden otoksen t-testid. Entuudestaan on tiedossa, ettd ei-sddnnollisesti



liikuntaa harrastavan ihmisen keskiméérdinen elinajanodote on g = 78 vuotta.
Tutkimme tuhannen sdannéllisesti liitkuntaa harrastavan ihmisen terveyshistoriaa ja
laskemme, ettd heidédn keskiméérdinen elinajanodote on y = 79 vuotta. Otoksen
otosvarianssi lasketaan seuraavasti:

1000

1
2_ _ - )2
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Kaavassa y; tarkoittaa yksittédisen liikuntaa sdannollisesti harrastavan ihmisen elin-
ajanodotetta ja y tarkoittaa kaikkien tuhannen liikuntaa sddnnollisesti harrastavan
ihmisen elinajanodotteen keskiarvoa. Oletetaan, etté s2 = 62 = 49, jolloin voimme
laskea t-testisuureen:

f_ G T9-T8
6/v/1000  7/4/1000

P-arvo saadaan tutkimalla £1p00_; jakauman oikean puolen héntdtodennakéisyytta
pisteessd t = 4.518. P-arvo on suoraan jakauman tyggo_; pisteen ¢ oikean puolen
hénnan pinta-ala. Téssd esimerkissa p = 0.0000035 ja voimme hylatd hypoteesin
Hy kaikilla yleisilla merkitsevyystasoilla «. Toinen tapa on valita merkitsevyystaso
esim. o = 0.05 ja laskea jakauman t;pp0—; kriittinen piste ¢;_4 1000-1 = 1.962. Jos
t Z tl—a,lOOO—ly niin hylataan H().

On kuitenkin mahdollista, ettd teemme hylkaysvirheen eli hylkidmme hypoteesin
Hy, vaikka se todellisuudessa onkin totta. Vastaavasti hyviaksymisvirhe tapahtuu sil-
loin kun p > « ja hyvaksymme hypoteesin Hy, vaikka oikeasti se ei pida paikkaansa.
Néitd nimitetdan myo6s tyypin I ja IT virheiksi.

=4.518

3 Monta samanaikaista testia

Palataan nyt siithen kysymykseen, mihin johdanto jii, eli mita jos teemme vaikkapa
N = 1000 erilaista testia jollakin merkitsevyystasolla o, minkélaisia tuloksia voimme
odottaa? Erittain suurella todennékoisyydelld osa p-arvoista on alle valitsemamme
merkitsevyystason, mutta kuinka monta? Jos oletamme, etta kaikki nollahypoteesit
Hy; ovat oikeasti totta, jo pelkistdan sattuman kautta odotusarvoisesti noin o - N
p-arvoa on alle merkitsevyystason. Tama johtuu siité, etta jos oletamme, etta kaikki
nollahypoteesit Hy; ovat oikeasti totta, niin p-arvot ovat tasaisesti jakautuneet vilille
(0,1) [5]. Toisin sanoen jokaisella p-arvolla on yhtd suuri todennéikdisyys osua mihin
tahansa kohtaan vilid (0,1).

Kuvassa (1| on otos tasajakaumasta (N = 1000), joka kuvaa realistista tilannetta
p-arvojen histogrammista, kun kaikki nollahypoteesit ovat oikeasti totta ja kuvassa
on p-arvojen odotusarvoinen histogrammi, kun kaikki nollahypoteesit ovat oikeasti
totta. Kuvassa[2 on yhdistetty kaksi otosta, ensimméinen otos (Ny = 900) on otettu
tasajakaumasta ja toinen otos (/N7 = 100) on otettu jakaumasta Beta(0.1,1), milld
yritetdan kuvata tilannetta, jossa nollahypoteeseista 900 on totta ja 100 ei ole totta.
Kuvassa [4] on kuvan 2] otoksen odotusarvoinen histogrammi.

Kun nollahypoteesit eivit ole totta, niiden p-arvot eivat ole yleensé jakautuneet
jakauman Beta(0.1,1) mukaisesti, eiké niille luultavasti ole edes olemassa mit&dén
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tiettyd jakaumaa, jakauma Beta(0.1,1) vain kuvastaa esimerkinomaisesti sitd, milla
tavalla p-arvot suurinpiirtein kiayttaytyvéat, kun nollahypoteesit eivit ole totta.

Kuvien [3] ja [d] molemmissa histogrammeissa on yhteensia 1000 p-arvoa ja 20 pyl-
vastd. Kuvassa (3| jokaisessa pylvadssd on 50 p-arvoa, koska kaikki nollahypoteesit
ovat totta ja kaikki p-arvot ovat tasaisesti jakautuneet. Kuvassa [3| punaisen viivan
(y = 50) alapuolelle jaavat p-arvot kuvastavat niitd p-arvoja, jotka ovat tasaises-
ti jakautuneet eli tdssa tapauksessa kaikki p-arvot. Kuvassa [4| 100 nollahypoteesia
ei ole oikeasti totta ja 900 nollahypoteesia on totta. T&lloin 900 p-arvoa on edel-
leen tasaisesti jakautuneet ja tdtd kuvaa punainen viiva (y = 45). Punaisen viivan
ylapuolella olevat 100 p-arvoa eivét ole tasaisesti jakautuneet.

Jos katsomme kuvia [3| ja [d] mitkd p-arvot jadvit merkitsevyystason alapuolelle?
Jos valitsemme merkitsevyystason o = 0.05, téall6in molempien histogrammien en-
simmainen pylvas kuvastaa niitd p-arvoja, jotka ovat alle «, eli 10ydoksid. Kuvasta
ndhdéén, ettd 50 p-arvoa jaa alle merkitsevyystason, punaisen viivan (y = 50)
alapuolelle jaavat p-arvot histogrammin ensimmaéisessd pylvidssa kuvastavat niita
p-arvoja, jotka johtavat hylkdysvirheeseen, eli tidssé tapauksessa kaikki 50 p-arvoa.
Kuvan {4| perusteella noin 120 p-arvoa jaa merkitsevyystason alapuolelle ja punaisen
viivan (y = 45) alapuolelle jaa 45 p-arvoa, jotka johtavat hylkdysvirheeseen. Huoma-
taan, ettd hylkiysvirheitd tapahtuu vihemmaén, kun totta olevien nollahypoteesien
méara vahenee olettaen, etta testeja tehdddn kuitenkin sama maara.

Enta jos emme tiedd, mitkd p-arvot ovat tasaisesti jakautuneet eli mitkéd nol-
lahypoteesit ovat oikeasti totta? Tamé on ehkd hieman tyhmé kysymys, koska jos
tietdisimme mitkd nollahypoteesit ovat oikeasti totta niin miksi sitten edes testai-
simme yhtdan mitaén. Eli ldhes aina on niin, ettd emme tiedd mitka nollahypoteesit
ovat oikeasti totta. Nain ollen taytyy lahes aina olettaa pahinta, eli ettd kaikki p-
arvot ovat tasaisesti jakautuneet. Talloin meilla on odotusarvoinen ylaraja o - N
hylkédysvirheiden mééralle jos testaisimme jokaista nollahypoteesia tasolla «. Maini-
taan vield, ettd jos tehdaan N maara testeja ja tiedetddn varmasti, ettd vahintaan
esimerkiksi 5 % mnollahypoteeseistéa ei pida paikkaans, niin odotusarvoinen ylaraja
hylkéysvirheille on a.- N - (1 —0.05) jos testataan kaikkia nollahypoteesejé tasolla a.

3.1 Perhekohtainen virhetodennikéisyys (FWER)

Perhekohtainen virhetodennékoisyys (eng. family-wise error rate) [9], eli yhden tai
useamman hylkdysvirheen tekemisen todennikéisyys tulee ajankohtaiseksi silloin,
kun teemme enemmén kuin yhden testin. Tama maéaaritelldédn kaavalla

FWER = P(V > 1), jossa V on hylkiysvirheiden lkm.

Jos teemme esimerkiksi 10 erilaista testid tasolla o = 0.05, todennéksisyys sille,
ettd ainakin yksi testi johtaa hylkiifimisvirheeseen on 1 — (1 — ) = 0.401, eli
FWER = 0.401 edellyttiaen, ettd testit ovat riippumattomia ja tédssd tapauksessa
myo0s, ettd kaikki nollahypoteesit ovat totta. Jos emme tiedd ovatko kaikki nolla-
hypoteesit totta (mikd on ldhtékohtainen tilanne, miksi muuten edes testaisimme
mitain?), tilloin FWER <1 — (1 — ) = 0.401, koska on mahdollista, etté jokin
tai jotkin nollahypoteesit eivit ole totta, jolloin hylkddmisvirheiden tekemisen to-
dennékoisyys laskee. Jos taas teemme sata erilaista testid todennikoisyys yhdelle tai
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Kuva 1: Otos tasajakaumasta (N = 1000).
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Kuva 2: Yhdistetty otos tasajakaumasta (Ny = 900) ja jakaumasta Beta(0.1,1)
(N = 100).
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Kuva 3: Tasajakaumasta otetun otoksen (N = 1000) odotusarvoinen histogrammi.

p-arvojen maara
B0

40

20
|

0.0 02 04 06 08 10

p-arvo

Kuva 4: Kuvan [2| otoksen odotusarvoinen histogrammi.



useammalle hylkdysvirheelle on jo 99.4 % tai vihemmén, toisin sanottuna FIW ER <
1 — (1 —a)' =0.994. Jos haluamme, etté perhekohtainen virhetodenniksisyys on
alle a, yksittéisen testin merkitsevyystasoa taytyy muuttaa ja nimenomaan pienen-
taa. Jos testejd tehdddn esimerkiksi 10, niin voidaan intuitiivisesti kokeilla laskea
yksittédisen testin merkitsevyystasoa 10 kertaa pienemmaksi, eli uusi merkitsevyys-
taso yksittéiselle testille olisi o/10. Télloin FWER < 1 — (1 — &)'° = 0.0489, joka
on alle a = 0.05, eli onnistuimme pitdmaan perhekohtaisen virhetodennékoisyyden
alle a. Jos testeja tehdadn 100 ja yksittédisen testin merkitsevyystasoksi valitaan
a/100, niin tallsin FWER < 1 — (1 — ﬁ)loo = 0.0488 < a = 0.05, eli tdma
menetelma nayttaisi toimivan. Menetelmén nimi on itseasiassa Bonferronin korjaus
(eng. Bonferroni correction) ja se on varmasti tunnetuin moninkertaisen testaami-
sen ongelmaan kehitetty ratkaisu ja se toimii ilman minkéénlaisia oletuksia testien

riippumattomuudesta.

3.2 Bonferronin korjaus

Bonferronin korjauksessa [10] nollahypoteesi Hy; hyldtdédn jos ja vain jos

pi <

=1k
=

tai toisin ilmaistuna Hy; hylatdan jos ja vain jos
pi- N <a

Ehto (1)) varmistaa sen, ettd perhekohtainen virhetodennékoisyys, eli todennékoisyys
yhdenkin hylkdysvirheen tekemiselle on alle a eli FWER < «. Todistetaan taméa
vaite:

Todistus. On tehty N testid. Merkitaan I:114 sitd indeksien ¢ joukkoa, jota vastaavat
nollahypoteesit Hy; ovat totta. Joukon I koko on [I| = Ny < N, eli totta olevien
nollahypoteesien Hy; lukumééara. Olkoon V; se tapahtuma, ettd Hy,; tulee hylatyksi
testin puitteissa. Talloin

FWERzP(Uw> <Y P £ =N <a

el iel el

]

Bonferronin korjaus kontrolloi perhekohtaista virhetodennékoisyytta vahvassa mie-
lessé, tarkoittaen sitd, ettd epayhtalo FIWER < a toteutuu kaikissa tapauksissa,
huolimatta siitd kuinka moni nollahypoteeseistd on tai ei ole oikeasti totta. Vas-
taavasti ne menetelmat, jotka kontrolloivat perhekohtaista virhetodennakoéisyytta
heikossa mielesséa, epayhtéilo FW ER < « toteutuu varmasti ainoastaan silloin, kun
kaikki nollahypoteesit ovat oikeasti totta.

Kéaytannon esimerkki Bonferronin korjauksesta: oletetaan, ettd on tehty viisi
erilaista testid (N = 5) merkitsevyystasolla v = 0.05. Testien nollahypoteesit ovat
Hyy, Hoo, Hos, Hoys ja Hys, ja testien p-arvot ovat p; = 0.03, po = 0.001, p3 = 0.008,
ps = 0.01 ja ps = 0.02. Koska testeja on tehty viisi kappaletta, yksittédisen testin



merkitsevyystasoa on muutettava ehdon mukaisesti. Testin hylkdysehto saa nyt

muodon
0.05

a
N- 5 — 0.01 (2)
Epéayhtalo totetuu ainoastaan p-arvoilla ps, p3 ja ps, ja néin ollen hylkdamme
vain nollahypoteesit Hyo, Hoz ja Hog.

Bonferronin korjaus on helppo menetelmé, mutta erittdin konservatiivinen tar-
koittaen sité, ettd hyviksymisvirheiden tekeminen kasvaa rajusti. Tdéma on Bonfer-
ronin korjauksen iso haittapuoli ja tutkijan suuri harmi kun on syyta epailla, etta
ei totta olevia nollahypoteeseja on luultavasti paljon enemmaén.

Di <

3.3 Holmin menetelma

Bonferronin korjauksesta on tehty hieman paranneltu versio nimeltdan Holmin me-
netelmé (eng. Holm’s procedure) [11]. Holmin menetelméssi p-arvot p; jarjestetddn
pienimmaésté suurimpaan. Merkitdén néitéd p-arvoja (pay, p(2), .-, P(v)) ja jarjeste-
tddn myos niiden nollahypoteesit samaan jarjestykseen (Hoey, Hoe), ..., Ho(ny) mer-
kinnéllisistd syistd. Seuraavaksi kdytetdén algoritmia, jossa tarkastellaan p-arvoja
pienimmasta lahtien

Jos pa1y < o/ N, niin hylétaan Ho).
Jos p(2) < a/(N — 1), niin hyldtain Ho ).
Jos p(3) < a/(N — 2), niin hyldtain Hos).

jne.

Ensimmaéisen kerran kun epéyhtild p) < o/(N —i+1) ei pidé paikkaansa, algoritmi
paattyy ja olemme hylanneet kaikki nollahypoteesit indeksiin ¢ — 1 asti.
Holmin menetelmén voi ilmaista my6s hieman lyhyemmin. Etsitédén pienin pg

siten, etta
Q@

N—i+1
ja hyldtddn kaikki sitd edeltédneet Hyy, ..., Ho—1) nollahypoteesit.
Holmin menetelmaé kontrolloi perhekohtaista virhetodennéakoéisyytta vahvassa mie

lessé samalla tasolla o kuin Bonferronin korjaus, eli Holminkin menetelmassa
FWER < «. Todistetaan tamaé vaite:

Pu) >

Todistus. On tehty N testid. Merkitddn I:114 sitd (alkuperdistd ja jarjestdmatonta)
joukkoa, joka sisiltad kaikki oikeat nollahypoteesit ja |I| = Ny < N. Jérjestetdén
testien p-arvot pienimmésta suurimpaan (p(1y, p(2), ---, Pv)) ja niiden nollahypoteesit
(Ho1y, Ho2), ---, Ho(vy) samaan jérjestykseen.

Viite: Jos teemme hylkdysvirheen jollekin nollahypoteesille, tdll6in on olemassa nol-

lahypoteesi Hy(, jonka p-arvo p(;) on korkeintaan N&o

Tassd tapauksessa Ny > 1. Olkoon [ sellainen, ettd Hyg) on Holmin algoritmin
ensimmainen totta oleva nollahypoteesi. Télloin nollahypoteesit Ho), ..., Hog—1) on
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hylatty ilman hylkdysvirheitda. Téasta seuraa, ettda [ — 1 < N — Ny, mistd seuraa
edelleen, ettd No < N — [+ 1, jolloin

(0% a

- - <«
N—Il+1~" N, )

Koska Hy() on hylétty, epayhtalon pg) < =77 taytyy toteutua Holmin algoritmin
mukaan. Epéayhtalon avulla voimme todeta, etta p;) < Nﬁo, kuten véite oli.

Madritellaan satunnaistapahtuma A = J {pi < Nio}, jossa p; on totta olevien

i€l
nollahypoteesien Hy; p-arvo. Talloin

s (o)) -5h v

icl iel
Tasté seuraa, ettd todennakoisyys yhden tai useamman hylkiysvirheen tekemiselle
on korkeintaan «, eli

FWER < «
[l

Verrataan hieman Holmin menetelmédéd Bonferronin korjaukseen. Otetaan sama
esimerkki, jota kiytettiin Bonferronin korjauksessa, eli viisi testié joiden p-arvot ovat
p1 = 0.03, po = 0.001, p3 = 0.008, py = 0.01 ja p5s = 0.02 samalla merkitsevyystasolla
a = 0.05. Jérjestetdén ensin p-arvot pienimméstéd suurimpaan (py = 0.001, py =
0.008, py = 0.01, pay = 0.02 ja pi) = 0.03). Kéytetddn nyt Holmin menetelmén
algoritmia

py = 0.001 < a/5 = 0.05/5 = 0.01
P2y = 0.008 < a/(5 — 1) = 0.05/4 = 0.0125
) = 0.01 < a/(5—2) = 0.05/3 = 0.0167
Py = 0.02 < a/(5 — 3) = 0.05/2 = 0.025
Py = 0.03 < a/(5— 4) = 0.05/1 = 0.05

Jokainen epayhtild nédyttaisi toteutuvan, joten télld kertaa voimme hylatd kaikki
viisi nollahypoteesia.

Kuten esimerkisté ja yhtéloistda huomataan Holmin menetelmé ei ole aivan niin
konservatiivinen kuin Bonferronin korjaus, eli Holmin menetelmélld voidaan tehda
enemmén 16ydoksia (16ydos tarkoittaa sitd, ettd p-arvo on alle merkitsevyystason, eli
hylatdan nollahypoteesi ja vaara 16ydos tarkoittaa, ettd tehddén hylkdysvirhe) kuin
Bonferronin korjauksella ja téstd syysté se on kaikin puolin parempi menetelmé, jos
Bonferronin helppoutta ei lasketa.

3.4 Hochbergin menetelma

Mainitaan viela Hochbergin menetelmé, jonka alkuperéinen lahde on [7]. Hochbergin
menetelmassa kiytetddn muuten samaa algoritmia, jota kiytettiin Holmin menetel-
massd, mutta talld kertaa algoritmi padttyy vasta, kun on loydetty suurin p;, joka

toteuttaa epayhtalon
a

< 4
Po =N (4)
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ja hylataan nollahypoteesit Ho(y),. .., Hoy). Hochbergin menetelmé sallii siis tilan-
teen, jossa osa p-arvoista ei toteuta epayhtaloa . Tama edellyttaa sité, etta algo-
ritmin myohemmissa askeleissa 16ydetéén suurin p-arvo pg;, joka toteuttaa epayhta-
16n py < o/ (N —i+1) ja néin ollen kaikki jarjestetyt nollahypoteesit Hony, ..., How)
hylataan. Tamé kiy selvemmaéksi esimerkin kautta.

Oletetaan, ettd ollaan tehty viisi testid ja testien p-arvot ovat p; = 0.026, py =
0.027, p3 = 0.028, py, = 0.029 ja p5; = 0.030. Jarjestetddn p-arvot pienimmasta
suurimpaan p(y = 0.026, pey) = 0.027, pizy = 0.028, pyy = 0.029 ja pi) = 0.030
Seuraavaksi etsitddn suurin p(;), joka toteuttaa epiyhtélon (4]). Suurin ja itseasiassa
ainut p-arvo, joka toteuttaa epéyhtélon (4)) on p(s) ja néin ollen voimme hylaté kaikki
viisi nollahypoteesié.

Jos néihin p-arvoihin olisi kiytetty Holmin menetelméd, Holmin algoritmi olisi
paattynyt jo ensimmaiselld askeleella ja emme olisi hylanneet yhtakaan nollahypotee-
sid. Tasta syystd Hochbergin menetelmélld voidaan tehdd enemmaén 16ydoksia kuin
Holmin menetelmalla. Hochbergin menetelmé ei kuitenkaan toimi joissakin tilanteis-
sa, joissa p-arvot ovat negatiivisesti korreloituneita. Sen sijaan Holmin menetelmé&
toimii kaikissa tapauksissa.

Hochbergin menetelmén algoritmin voisi rakentaa myos siten, ettd lahdetédéankin
liikkeelle suurimmasta p-arvosta p(ny,

Jos p(vy < a, niin hylataan Ho), ..., Hov-
Jos pv-1) < a/2, niin hylatéan Hyqy, ..., Hov-1)-
Jos p(v—2)y < a/3, niin hylatéan Hyny, ..., Hov—2)-

jne.

Algoritmi padttyy heti, kun saavutetaan askel, jossa epéyhtélo p) < a/(N —i+1)
toteutuu. Jos siis algoritmin ensimmaéiselld askeleella epéyhtélo pvy < a toteutuu,
hylataan kaikki nollahypoteesit. Jos samoihin p-arvoihin kéytettaisiinkin Holmin me-
netelméd, on mahdollista, etta yksikdan nollahypoteesi ei tule hylatyksi. Esimerkkiné
tilanne jossa kaikki p-arvot p;) = - -+ = pv) = a. Téamai kuulostaa oudolta, mutta
myohemmin nahdéaan, ettd Holmin ja Hochbergin menetelmét tekevait kiaytannossa
yhté paljon 16ydoksia.

Havainnollistetaan viela hieman Bonferronin korjauksen sekd Holmin ja Hoch-
bergin menetelmien eroja. Oletetaan, etta ollaan tehty 20 testid merkitsevyystasolla
a = 0.05. Kuvassa [5| ndmé 20 p-arvoa on jarjestetty pienimmésta suurimpaan (sini-
set pisteet). Kuvaan |5 on myos piirretty mustalla funktion p = «/20 kuvaaja, joka
kuvaa Bonferronin korjausta, sekd punaisella funktion p = /(20 — i + 1) kuvaaja,
joka kuvaa Holmin ja Hochbergin menetelmia. Kuvasta [5| ndhdaén, ettd Bonferro-
nin korjaus tekee 3 16ydostd, Holmin menetelmé tekee 6 16ydostd ja Hochbergin
menetelma tekee 20 16ydosté.

Bonferronin korjaus sekdi Holmin ja Hochbergin menetelmét kontrolloivat kaikki
perhekohtaista virhetodennédkéisyytté, eli edes yhden hylkdysvirheen tekemista ta-
solla a. Tésta syysta hyviksymisvirheiden méara kasvaa rajusti. Toisin sanoen voi
olla mahdollista, etté iso osa loydoksisté jaa tekemétté sen takia, ettd halutaan pi-
tad perhekohtainen virhetodennakoisyys eli yhden tai useamman vaaran loydoksen
todennéakoisyys tasolla . Emme toki tee kovinkaan usein hylkéysvirheita, mutta
sen sijaan teemme todennakoisesti paljon hyviksymisvirheitd. Voisiko hylkdys- ja
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Kuva 5: P-arvot (sininen), Bonferronin korjaus (musta), Holmin ja Hochbergin me-
netelmét (punainen).
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hyvaksymisvirheiden suhteellista osuutta jotenkin kontrolloida sen sijaan, etta kont-
rolloitaisiin edes yhden hylkdysvirheen tekemisté ja onko siita jotakin hyoty&a?

4 Vaarien 16ydosten osuus (FDR)

Véarien 16ydosten osuudella (eng. false-discovery rate) [12] tarkoitetaan sité, kuin-
ka suuri osa 16ydoksistd odotusarvoisesti johtaa hylkdysvirheeseen. Esimerkiksi jos
olemme tehneet 20 16ydosté ja tieddmme, ettd viisi niistd johtaa hylkdysvirheeseen,
talloin aineistosta realisoitunut vddrien 16ydosten osuus FDP = 5/20 = 0.25 (eng.
false-discovery proportion). Mistd sitten voimme tietdd mitkd 16ydoksista ovat oi-
keita ja mitkd vaédria? Oletetaan, ettd olemme tehneet N eri testid. Palautetaan
mieleen, ettd p-arvot ovat tasaisesti jakautuneet, jos nollahypoteesit ovat oikeasti
totta [B]. Tama tarkoittaa sitd, ettd merkitsevyystason « alapuolella on pahimmas-
sa tapauksessa odotusarvoisesti « - N p-arvoa, jotka johtavat hylkdysvirheeseen.

Esimerkiksi jos olemme tehneet 1000 testi&d merkitsevyystasolla o = 0.05, odo-
tusarvoisesti vahintdan « - 1000 = 50 p-arvoa on alle merkitsevyystason ja odotusar-
voisesti 50 p-arvoa johtaa hylkéysvirheeseen, jos kaikki nollahypoteesit ovat oikeasti
totta.

Oletetaan nyt, ettd olemme tehneet 1000 testid merkitsevyystasolla av = 0.05 ja
testien p-arvoista 120 on alle merkitsevyystason. Jos odotusarvoisesti néista 120:sta
p-arvosta « - 1000 = 50 johtaa hylkdysvirheeseen, talloin jaljelle jaavit 70 p-arvoa
ovat odotusarvoisesti oikeita 16ydoksia. Vaarien 16ydosten osuuden kaava on yksin-
kertaisesti:

FDR:E[FDP]:E Vaarat 10ydokse

vaarat 10ydokset + oikeat 16ydokset

Pyrkimyksena on pitaa vaarien loydosten osuus alle jonkin valitun tason ¢, esimer-
kiksi FDR < ¢ = 0.10, jolloin véaria 16ydoksia olisi 10 % ja oikeita loydoksia 90 %
kaikista 10ydoksisté.

Vaarien 10ydosten osuutta on helppo kontrolloida, kun pidetdédn mielessa, etta
merkitsevyystason a alapuolelle jaa aina odotusarvoisesti vahintaén o - N p-arvoa.
Voimme siis valita jonkin pisteen ¢ véliltd (0, 1), talloin vélilld (0,c) on odotusar-
voisesti vahintddn ¢ - N p-arvoa ja jos valilta (0, c) 10ytyy esimerkiksi d p-arvoa ja
c- N < d, talloin odotusarvoisesti ¢- N p-arvoa johtaa hylkdysvirheeseen ja d —c- N
p-arvoa ovat oikeita 16ydoksiéa. Jos d < ¢ - N, niin odotusarvoisesti kaikki 1oydokset
ovat vaaria.

Oletetaan, ettd olemme tehneet 1000 testié ja saaneet 1000 p-arvoa ja oletetaan
myos, ettd nyt jotkut nollahypoteesit eivat valttamatta ole totta. Jaetaan aluksi vili
(0,1) tuhanteen yhtdsuureen osaan, eli asetetaan ¢ = 1/1000 = 0.001 ja tarkastellaan
seuraavia valeja (0, c), (0,2c),...,(0,10c). Ensimmaéiselta vililtd (0,c) 1oytyy 20 p-
arvoa, joista odotusarvoisesti ¢ - 1000 = 1 on vaara 1oydos ja 20 — 1 = 19 ovat
oikeita 16ydoksid. Tarkastellaan sitten vélia (0, 2¢), josta 16ytyy yhteensd 45 p-arvoa,
néistd p-arvoista odotusarvoisesti 2c - 1000 = 2 on vaaria 16ydoksia ja 45 — 2 =
43 on oikeita 16ydoksid. Taulukossa |1| kiyddan lapi valit (0, ¢), (0, 2¢), ..., (0,10¢) ja
lasketaan F'DR. Taulukosta [1| voi huomata, ettd vidrien loydosten osuutta pystyy
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Vili | Elvaarat 16ydokset] | Efoikeat 16ydokset] | FDR
0,0) 1 19 0.050
(0, 2¢) 2 13 0.044
(0,3¢) 3 57 0.050
(0, 4c) 1 71 0.057
(0, 5¢) 5 72 0.065
0, 60) 6 71 0.078
(0,7¢) 7 74 0.086
(0, 8¢) 8 75 0.096
(0,9¢) 9 74 0.108
(0, 10¢) 10 76 0.116

Taulukko 1: Esimerkki vaarien 16yddsten osuuden kontrolloimisesta.

kontrolloimaan valitsemalla eri pituisia vilejd, esimerkiksi jos haluamme toteuttaa
epayhtélon FDR < ¢ = 0.10, voimme valita vélin (0, 8¢), jolloin
8

FDR = — —0.096 < ¢ = 0.10
8+ 75 =1

Tama on ihan toimiva tapa, mutta vaarien 16ydosten osuuden kontrolloimiseen on
keksitty parempiakin menetelmia.

4.1 Benjaminin ja Hochbergin menetelma

Palautetaan hetkeksi mieleen Hochbergin menetelmé [3.4] jossa kontrolloitiin per-
hekohtaista virhetodennékoisyyttd (FWER) tasolla a. Testien p-arvot jérjestet-
tiin pienimmésta suurimpaan p(y), ..., pv) ja nollahypoteesit samaan jirjestykseen
Hoy, ..., Ho(vy. Tamén jilkeen etsittiin suurin p-arvo, joka toteuttaa epéyhtélon

< a
PO =N

ja hylattiin kaikki nollahypoteesit Ho(y), ..., Ho;). Benjaminin ja Hochbergin mene-
telma ([T, s. 276]) [12] toimii samalla tavalla, mutta nyt kontrolloidaan véérien 16y-
dosten osuutta tasolla g ja etsitdan suurinta p-arvoa, joka toteuttaa epayhtalon
4 (5)
Tassikin menetelméassa hyldatdadn kaikki nollahypoteesit Hyy, ..., Hogy, mutta talla
kertaa teemme odotusarvoisesti ¢ - ¢+ hylkaysvirhetta.

Esimerkiksi jos olemme tehneet N = 1000 erilaista testid, asettaneet tason
g = 0.10 ja suurin p-arvo, joka toteuttaa epéyhtdlon 5| on p(sg, talloin hylkddmme
nollahypoteesit Hy(y), ..., Hoso), joista hylkdysvirheitd on odotusarvoisesti ¢ - 30 = 3.
Benjaminin ja Hochbergin menetelmén todistus on esitetty ldhteissa [2] ja [3]. Va-
litettavasti Hochbergin menetelmén tavoin Benjaminin ja Hochbergin menetelmé-
kiaan ei toimi niissd tapauksissa, joissa p-arvot ovat negatiivisesti korreloituneita.
On kuitenkin olemassa menetelmé, joka toimii kaikissa tapauksissa, ja se esitellaan
seuraavaksi.

Py <
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N ¢(N)

100 5.19
1000 7.49
10000 | 9.79

100000 | 12.09
1000000 | 14.39

Taulukko 2: ¢(N) = SN, 1

i=17

4.2 Benjaminin ja Yekutielin menetelma

Benjaminin ja Yekutielin menetelméssé [12] p-arvot jérjestetdén pienimmésté suu-
rimpaan p), ..., p(v) ja niiden nollahypoteesit samaan jarjestykseen Ho), ..., Ho(ny-
Taman jalkeen etsitddn suurin p-arvo, joka toteuttaa epayhtélon

i
NP G
PO =N e

jossa ¢(N) = Zf\il 1 ja hylatéén kaikki nollahypoteesit Ho), ..., Hog;). Benjaminin
ja Yekutielin menetelma toimii siis tdysin samalla tavalla kuin Benjaminin ja Hoch-
bergin menetelméa, mutta epayhtélon 5| oikean puolen jakajaan on lisdtty kerroin
¢(N). Benjaminin ja Yekutielin menetelmé toimii siis kaikissa tapauksissa riippu-
matta siitd, milld tavalla p-arvot ovat korreloituneita. Kertoimen ¢(N) lisddmisella
on kuitenkin hintansa, mikd ndhd&dan mychemmin. Taulukkoon [2f on koottu joitain
kertoimen ¢(N) arvoja.

Benjaminin ja Yekutielin menetelmén todistus on esitetty lahteessa [4 s. 6-7].

5 Menetelmien vertailua

Verrataan nyt hieman edelld mainittuja menetelmié toisiinsa. Ainoa oikean eldmén
esimerkki, jonka 16ysin on Bradley Efronin ja Trevor Hastien kirjasta [1], s. 271-277].
Tutkimuksessa oli 102 miestd, joista 52 oli eturauhassyopépotilaita ja 50 tervetta
verrokkia. Tutkimus pyrki 16ytdméén poikkeamia eri geenien (N = 6033) aktii-
visuustasoissa miehilld. Tutkimuksen p-arvot saatiin tekemélld kahden otoksen t-
testeja vertaamalla eturauhassyopéapotilaiden geenien aktiivisuustasoja normaalien
kontrollien aktiivisuustasoihin. Holmin menetelmalla tehtiin seitseméan 16ydosta ta-
solla &« = 0.10 ja Benjaminin ja Hochbergin menetelmélla tehtiin 28 16ydosté tasolla
g = 0.10 (kuva [g)).

Muistetaan, ettd Holmin menetelmélld kontrolloidaan perhekohtaista virheto-
dennékoisyyttéa eli edes yhden hylkdysvirheen tekemista tasolla «, kun taas Benja-
minin ja Hochbergin menetelmalla kontrolloidaan vaérien 16ydosten osuutta tasolla
q. Téssa tapauksessa Benjaminin ja Hochbergin menetelmé tekee siis odotusarvoi-
sesti q - 28 = 2.8 hylkéysvirhetta.
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Kuva 6: Esimerkki Bradley Efronin ja Trevor Hastien kirjasta.

5.1 Keksittyja esimerkkeja

Oikean eldméan esimerkkejé oli vaikea 16ytéd, joten generoin itse p-arvoja ottamalla
satunnaisia otoksia (N = 10000) erilaisista beta-jakaumista. Néissé beta-jakaumissa
parametri § on aina 1 ja parametri « vaihtelee vililld (0,1), koska kyseiset beta-
jakaumat nayttavat jaljittelevin kohtalaisen hyvin p-arvojen kayttdytymista. Esi-
merkiksi Beta(1,1) on sama kuin tasajakauma ja kuvaa p-arvojen jakaumaa ti-
lanteessa, jossa kaikki nollahypoteesit Hyy, ..., Hyy ovat oikeasti totta, kun beta-
jakauman parametrin a arvoa lasketaan alle yhden, beta-jakauman vasen hénta
alkaa kasvaa ja oikea hénté pienentya ja tama taas kuvaa tilannetta, jossa osa nol-
lahypoteeseista Hyyq, ..., Hyn €i ole totta. Beta-jakauman kayttaytymistd voi kidyda
kokeilemassa esimerkiksi geogebrassa [§].

Menetelmié vertailtiin siis siten, etta erilaisista beta-jakaumista generoitiin 10000
keinotekoista p-arvoa ja katsottiin kuinka monta 16ydosta kukin menetelmé tekee.
Tamaé toistettiin 10000 kertaa, jotta voitiin laskea kuinka monta l6ydostd menetel-
mét tekivit keskiméarin. Tulokset ovat taulukossa [3l

Taulukosta [3] ndhd&én, ettd Bonferronin korjaus tekee odotetusti vdhiten 16y-
doksia kaikista menetelmistd, mutta ero Holmin ja Hochbergin menetelmiin ei ole
suuri. Téstd syystd on ehkd suositeltavampaa kayttdd Bonferronin korjausta sen
helppouden takia, Holmin ja Hochbergin menetelmien sijaan. Muistetaan kuitenkin,
ettd Holmin ja Hochbergin menetelmat kontrolloivat perhekohtaista virhetodenna-
koisyytta samalla tasolla o kuin Bonferronin korjaus, mutta tekevét aina vihintdan
saman verran 10ydoksiéd kuin Bonferronin korjaus ja joissain tapauksissa enemmén.

Holmin ja Hochbering menetelmét nayttévat kaytdnnossa tekevin identtisen
mééran 16ydoksid, taulukkoon [3{ on merkitty téhdella (*) kohdat, joissa Hochbergin
menetelma teki marginaalisesti enemmaén 16ydoksid kuin Holmin menetelma. Jakau-
masta Beta(0.2,1) generoiduista p-arvoista Hochbergin menetelmé teki 0.00008 %
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Jakauma Bonf | Holm | Hoch | B-H | B-Y
Beta(1.0,1) | 0.100 | 0.100 | 0.100 | 0.124 | 0.010
Beta(0.9,1) | 0.316 | 0.316 | 0.316 | 0.551 | 0.038
Beta(0.8,1) | 0.997 | 0.997 | 0.997 | 4.182 | 0.201
Beta(0.7,1) | 3.132 | 3.133 | 3.133 | 50.40 | 1.202
Beta(0.6,1) | 10.03 | 10.03 | 10.03 | 319.0 | 12.04
Beta(0.5,1) | 31.65 | 31.69 | 31.69 | 1001 | 103.0
Beta(O 4, 1) 99.96 | 100.4 | 100.4 | 2155 | 471.1
Beta(0.3,1) | 316.3 | 319.4 | 319.4 | 3728 | 1402
Beta(O 2,1) | 1001 | 1022 | 1022* | 5624 | 3180
Beta(0.1,1) | 3162 | 3291 | 3291* | 7743 | 6009

Taulukko 3: Kyseisista beta-jakaumista on generoitu 10000 keinotekoista p-arvoa ja
laskettu kuinka monta 16ydosta kukin menetelma keskimééarin tekee tasolla o = g =
0.10.

enemmén 10ydoksia kuin Holmin menetelmé ja jakaumasta Beta(0.1, 1) Hochbergin
menetelmé teki 0.0001 % enemmaén 16ydoksia kuin Holmin menetelma. Kaytannos-
sé el siis minkéénlaista eroa Holmin ja Hochbergin menetelmien vélilla. Muistetaan
vield, ettd Holmin menetelmé toimii kaikissa tapauksissa p-arvojen korreloitunei-
suudesta huolimatta, kun taas Hochbergin menetelmé ei toimi niissd tapauksissa,
joissa p-arvot ovat negatiivisesti korreloituneita. Néin ollen jos halutaan kontrolloida
perhekohtaista virhetodennéikoisyytta kannattaa ensisijaisesti kiyttaa Bonferronin
korjausta sen helppouden takia, mutta jos halutaan tehdd enemmén 16ydoksid mita
Bonferronin korjaus teki voi kokeilla Holmin menetelméé. Taulukon [3] simulaation
perusteella Hochbergin menetelméé ei kannata ikiné kiyttaé, ellei ole varmaa tietoa
siitd, ettd p-arvot eivit ole negatiivisesti korreloituneita.

Mielenkiintoisinta ainakin itselleni oli verrata perhekohtaisen virhetodennékoi-
syyden ja vadrien 10ydosten osuuden menetelmia toisiinsa. Harmillisesti Benjaminin
ja Yekutielin menetelmé (B-Y) ei néytéa toimivan kovinkaan hyvin, kun perhekoh-
taista virhetodennékoisyytté kontrolloivat menetelmét ovat tehneet vihemmaén kuin
10 16ydosta. Tama on harmi siita syysté, ettd Benjaminin ja Yekutielin menetelma
toimii kaikissa tapauksissa p-arvojen korreloituneisuudesta riippumatta. Sen sijaan
Benjaminin ja Hochbergin menetelmén (B-H) hyddyllisyys tulee esiin taulukon
simulaatiossa jo, kun perhekohtaista virhetodennakdisyyttéd kontrolloivat menetel-
mat ovat tehneet keskiméérin 0.997 16ydosté tasolla o = 0.10. T4ll6in Benjaminin
ja Hochbergin menetelméa tekee keskimaérin 4.182 16ydosté tasolla ¢ = 0.10, joista
keskimédrin 4.182 - ¢ = 0.418 16yddsta johtaa hylkdysvirheeseen. Taulukon [3| seuraa-
villa kahdella rivilla Benjaminin ja Hochbergin menetelméan hyodyllisyys korostuu
entisestadn, kun perhekohtaista virhetodennékoisyytté kontrolloivat menetelmét te-
kevit keskimédrin 3.132-3.133 ja 10.03 16ydosté, Benjaminin ja Hochbergin mene-
telmé tekee keskimédrin 50.40 ja 319.0 16ydosta, joista keskimédrin 50.40 - ¢ = 5.04
ja 319.0 - ¢ = 31.9 16ydosté johtaa hylkdysvirheeseen. Muistetaan, ettd Benjaminin
ja Hochbergin menetelma ei toimi niissa tilanteissa, joissa p-arvot ovat negatiivisesti
korreloituneita. Mainitaan kuitenkin, etté taustatietoa hakiessani en loytanyt yhta-
kidan oikean elaméan esimerkkié, missé olisi néytetty, ettd Benjaminin ja Hochber-
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gin menetelma ei olisi toiminut. Yhdessakaan testissa ei myoskaan koskaan kaytetty
Benjaminin ja Yekutielin menetelméé eikd Hochbergin menetelméé, vaan aina Bon-
ferronin korjausta, Holmin menetelméaé tai Benjaminin ja Hochbergin menetelméa.

Lopuksi voidaan vield miettid milloin kutakin menetelmad kannattaa kayttaa.
Perhekohtaista virhetodennékoisyyttd kontrolloivista menetelmistd Holmin mene-
telmé& on paras, koska se toimii kaikissa tapauksissa p-arvojen korreloituneisuudes-
ta riippumatta ja menetelmalld tehddan aina vdhintddn yhtd monta 16ydosta kuin
Bonferronin korjauksella, mutta koska ero ei ole kovin suuri ainakaan taulukon [3 si-
mulaation perusteella, Bonferronin korjaus on ehké suositeltavampi menetelmé sen
helppouden vuoksi. Hochbergin menetelmélld voidaan tehdd enemmén 16ydoksia
kuin Holmin menetelmélld, mutta taulukon [3| simulaation perusteella eroa ei kéiy-
tannossa ole ja Hochbergin menetelmaé ei toimi niissa tilanteissa, joissa p-arvot ovat
negatiivisesti korreloituneita, néisté syistd Hochbering menetelméé ei kannata luul-
tavasti ikina kayttaa. Toki jos tiedetddn varmasti, etté p-arvot eivét ole negatiivisesti
korreloituneita, voihan menetelmé&é kokeilla siinéd toivossa, ettd se tekee enemmén
16ydoksid kuin Holmin menetelma.

Vaarien 16ydosten osuutta kontrolloivia menetelmia kannattaa kayttaa silloin,
kun perhekohtaista virhetodennikdisyytta kontrolloivat menetelmét eivat ole teh-
neet tarpeeksi 16ydoksia. Jos tiedetaén, ettd p-arvot eivit ole negatiivisesti korre-
loituneita, siinéd tapauksessa kannattaa aina kiayttdd Benjaminin ja Hochbergin me-
netelméd, koska se tekee aina vahintddn yhtd monta l0ydostd kuin Benjaminin ja
Yekutielin menetelmé, mutta ainakin taulukon [3]simulaation perusteella Benjaminin
ja Hochbergin menetelma tekee suhteessa paljon enemman 16ydoksia kuin Benjami-
nin ja Yekutielin menetelmé. Jos taas ei ole tietoa p-arvojen korreloituneisuudesta
on pakko kiayttda Benjaminin ja Yekutielin menetelméa. Taulukosta |3 nahdéaén, et-
ta voi kiyda niinkin, ettd Benjaminin ja Yekutielin menetelmé tekee itseasiassa vé-
hemmaén 16yddksid kuin mitd perhekohtaista virhetodennékoisyytta kontrolloivilla
menetelmilld on tehty. Talloin tietysti valitaan ne 16ydokset, mitkd perhekohtaista
virhetodennakoisyyttéa kontrolloivat menetelmét tekivét.
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