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Tassd tutkielmassa konstruoidaan minimaalidiskriminanttisia jakoalgebroja.
Jakoalgebroja on mahdollista hyodyntda langattomassa tiedonsiirrossa kdytet-
tdvien ns. aika-avaruuskoodien tuottamisessa. Syy etsii mahdollisimman pienen
diskriminantin omaavia jakoalgebroja juontuu siitd, ettd ne johtavat parempiin
koodeihin. Tédssa tyossd jakoalgebrojen konstruointia kuitenkin kisitellddn tdysin
lukuteoreettisena ongelmana.

Tyon alussa esitetddn myohemmissa luvuissa tarvittavat algebrallisen lukuteorian
perusteet. Tutustutaan muun muassa Frobenius-automorfismin, TSebotarevin ti-
heyslauseen ja lukukuntien tdydellistymien késitteisiin. Taméan jialkeen tarkastel-
laan jakoalgebroihin liittyvia tuloksia ja todistetaan niiden pienimmaélle mahdolli-
selle diskriminantille alaraja kiyttden luokkakuntateoreettisia menetelmia. Lopuksi
esitetéiin konstruktio Q(y/—7)-keskeisille minimaalidiskriminanttisille jakoalgebroil-
le.
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1 Johdanto

Useammilla ldhetysantenneilla tapahtuvassa langattomassa tiedonsiirrossa
kiytetddn viestien koodaamiseen niin sanottuja aika-avaruuskoodeja. N&i-
td koodeja on mahdollista tuottaa jakoalgebrojen tietynlaisista alirenkaista,
jarjestoista. Jarjeston diskriminantilla voidaan ndyttdd olevan yhteys koo-
dauksesta saatavan hyodyn kanssa [18]. Yleisesti ottaen aika-avaruuskoodit
ovat sitd parempia, mitd pienempi kiytetyn jarjeston diskriminantti on. Ar-
tikkelissa [6] osoitetaan, ettd erityisen hyviid valintoja jarjestoiksi ovat ja-
koalgebran maksimaaliset jarjestot. Maksimaalisen jarjeston diskriminanttia
kutsutaan téssd tutkielmassa jakoalgebran diskriminantiksi. Optimaalisten
aika-avaruuskoodien tuottamiseksi tulee siis konstruoida minimaalidiskrimi-
nanttisia jakoalgebroja.

Tassé tutkielmassa késitellidin minimaalidiskriminanttisten jakoalgebro-
jen konstruointia algebrallisen lukuteorian ongelmana. Asiaan ei siis ollen-
kaan perehdytd koodausteorian nikokulmasta. Artikkelissa [18] niytetidn,
ettd jakoalgebran diskriminantti riippuu algebran keskeisisté lokaaleista omi-
naisuuksista, Hasse-invarianteista. Ndiden invarienttien kiyttdytyminen puo-
lestaan tunnetaan hyvin luokkakuntateorian antamien tulosten pohjalta, ja
niiden avulla jakoalgebran diskriminantille pystytddn johtamaan alaraja.
Vaikka tdmin diskriminanttirajan todistus ei olekaan konstruktiivinen, se
kertoo, ettd rajan saavuttavia jakoalgebroja on olemassa. Se myo6s kuvaa nii-
téd riittdvan hyvin, jotta minimaalisen diskriminantin omaavia jakoalgebroja
pystytdin konstruoimaan.

Tutkielman alussa esitelldin my6hemmin jakoalgebrojen konstruoinnissa
tarvittavan algebrallisen lukuteorian perusteet. Luvussa 2 perehdytddn esi-
merkiksi Frobenius-automorfismeihin ja TSebotarevin tiheyslauseeseen. Ja-
koalgebrojen lokalisaatioiden tarkastelemiseksi esitellidn myds lukukuntien
taydellistymaét.

Luvussa 3 esitetaéin artikkelia [18] seuraten jakoalgebrojen teoriaa ja
todistetaan niiden diskriminanttiraja. Viimeisessa pykildssd 3.3 konstruoi-
daan minimaalidiskriminanttisia jakoalgebroja, joiden keskuksena on kun-
ta Q(v/—7). Kuten tullaan nékem#in, niin tdmi valinta soveltuu konstruk-
tioihimme erityisen hyvin johtuen siiti, ett kunnassa Q(y/—7) alkuluvun 2
padlla on kaksi pieninormista alkuihannetta.



2 Algebrallisen lukuteorian perusteita

Téassé luvussa esitellddn algebralliseen lukuteoriaan liittyvié perusteita niilta
osin, kun niitéd tutkielman seuraavassa luvussa tullaan tarvitsemaan. Kaikkia
tuloksia ei todisteta, silli se ei tdmén tutkielman laajuudessa olisi mahdollis-
ta. Kaikki esitetyt tulokset ovat kuitenkin hyvin tunnettuja, ja niiden todis-
tukset voi 16ytdd monista algebrallisen lukuteorian perusteita késittelevista
kirjoista, esimerkiksi kirjasta [5].

Lukijan oletetaan tuntevan luentomonisteesta [11] 16ytyvét Turun yliopis-
ton syventavilla algebran kurssilla kisiteltévit asiat. Erityisesti kuntalaajen-
nuksien ja Galois’'n teorian perusteiden tuntemus on vilttdmatonta.

Vaikka kaikki tarvittavat algebralliseen lukuteoriaan liittyvit késitteet
esitelladnkin, niin todennékoisesti tdméan tyon seuraaminen on haastavaa il-
man aiempaa tuntemusta aiheesta. Esimerkiksi kirjat [10] ja [12] soveltuvat
hyvin alkeiden opiskeluun.

Koko luvussa K ja L ovat aina lukukuntia. Jos ei toisin mainita, niin L on
kunnan K &arellinen kuntalaajennus. Kaikki renkaat ovat kommutatiivisia ja
sisaltavit ykkosalkion.

2.1 Lukukunnat

Tahdn pykilddn on koottu lukukunnista ja kokonaislukujen renkaista keskei-
simpia asioita

Lukukunnalla K tarkoitetaan kompleksilukujen kunnan C alikuntaa, jon-
ka aste yli rationaalilukujen kunnan Q on dérellinen. Tatd astetta merkitdan
[K : Q. Alkio a € K on kunnan K algebrallinen kokonaisluku, jos se on jon-
kin Z-kertoimisen paidpolynomin nollakohta. Kaikkien kunnan K algebrallis-
ten kokonaislukujen joukosta kiytetddn merkintad Of. Seuraava lause antaa
tietoa joukon O rakenteesta.

Lause 2.1. Olkoon K lukukunta.
(i) Ok on kunnan C alirengas ja sen osamddrikunta on K.
(ii) Ok on astetta [K : Q] oleva vapaa Z-moduli.

Rengasta Ok kutsutaan kunnan K kokonaislukujen renkaaksi.

Esimerkki 2.2. Olkoon m neliévapaa kokonaisluku, m # 0, 1. Talléin voi-
daan osoittaa, ettd nelickunnan Q(y/m) kokonaislukujen rengas on

Zl\/m] ={a+by/m|a,be 7}, kun m = 2,3 (mod 4),
Oo(vm) = 1 1
QAvm) Z{%\/ﬁ} :{a+b+Tm\a,bEZ}, kun m =1 (mod 4).



Alkion a € Ok generoimaa ihannetta merkitdén [o]. Kokonaislukujen
renkaan Ok ihannetta p kutsutaan alkuihanteeksi, jos p # Ok ja jokaisella
alkiolla a,b € Ok pitee

abep = aeptaibenp.

Sanomme my0s hieman epatarkasti alkuihannetta p kunnan K alkuihan-
teeksi ja kiytdmme useasti termid "alkuihanne" ilmaisun "nollaihanteesta
eroava alkuihanne" sijaan. Tunnetusti renkaan O alkuihanteet ovat tarkal-
leen sen maksimaaliset ihanteet ja jadnnosluokkarengas O /p on siis kunta.
Téaméa kunta on my6s dérellinen ja sen kertaluku N(p) = |Og/p| on than-
teen p normi. Thanteen normi méaaritelladn vastaavasti myos muille ihanteille
a # [0] sivuluokkien lukumaarand #(Ok/a).

Seuraavan lauseen mukaan lukukunnan kokonaislukujen renkaassa O
ihanteilla on yksikasitteinen tekijoihinjako alkuihanteiden tuloksi eli toisin
sanoen O on Dedekindin alue.

Lause 2.3 (Ihanneteorian pailause). Olkoon K lukukunta ja a # 0 ren-
kaan Ok ihanne. Tdlldin a voidaan kirjoittaa alkuthanteiden tulona

a=p;--Pa.

Hajotelma on jirjestysta vaille yksikdsitteinen, ja lisikst alkuithanteet p;,
1 =1,....n, oval tarkalleen kaikki ihanteen a sisdltdvat alkuihanteet.

Seuraavassa renkaan Qg nollaihanteesta eroavien thanteiden muodostama
puoliryhmé laajennetaan ryhmaéksi.

Maaritelma 2.4. Olkoot ay, ...,as kunnan K alkioita. Niiden generoimaa
Ok-modulin K alimodulia

a=0Oga; + -+ Ogay
kutsutaan kunnan K murtothanteekss.

Renkaan Qg ihanteen késitteeseen verrattuna téssd on siis se ero, etta
Og-moduli Ok on laajennettu Og-moduliksi K.

Lause 2.5. Jokaisella murtoithanteella a on kanoninen esitys
o=l

missd ihanteet p; ovat eri alkuihanteita ja k; € Z\{0} jokaisella i € {1,...,t}.



Esitellddn seuraavaksi ihanteiden haaroittumisen késite laajennuskunnis-
sa. Oletetaan, ettd K on lukukunta ja L sen darellinen laajennus. Jos p C Ok
on alkuihanne, niin sen nosto pOy, renkaalle O on myo6s ihanne. Néin ollen
silld on alkuihannehajotelma

pOL =P - Py, (1)

missd ihanteet B;, ¢ = 1, ..., g, ovat kunnan L eri alkuihanteita, ja ne kaikki
sisaltdvat ihanteen p. IThanteiden *J3; sanotaan olevan ihanteen p pddlld kun-
nassa L ja vastaavasti p on ihanteiden *; alla. Eksponentteja e; kaavassa
(1), joita merkitddn my0s ey, tai e(P;|p), kutsutaan alkuihanteen p haa-
roittumisindekseikst thanteissa B3;. Jokainen ihanteen p sisdltéava alkuihanne
B; madrittdd myos jadnnosluokkakuntien laajennuksen Oy /p C O /B;. Té-
mén laajennuksen astetta, josta kdytetddn merkintdd f;, fy,, tai f(%Bilp),
kutsutaan alkuihanteen p jadnndsluokka-asteeksi thanteessa B3;. Hajoamisla-
ki kertoo indeksien e; ja f; yhteyden.

Lause 2.6 (Hajoamislaki). Olkoon L/K adrellinen kuntalaajennus ja p
kunnan K alkuihanne. Olkoot kokonaisluvut e;, f; ja g madritelty kuten edelld.

Tdlléin patee
g

D eifi=IL:K].
i=1
Jos jokin luvuista e; on suurempi kuin yksi, niin sanotaan, ettd p haa-
roittuu kunnassa L. Jos g > 1, niin sanotaan, ettd p lohkeaa kunnassa L.
Jos p ei haaroitu eikd lohkea, eli pOp =3 on alkuihanne renkaassa Op, niin
sanotaan, ettd p on hidas kunnassa L.

Esimerkki 2.7. Tarkastellaan alkuluvun 2 alkuihannehajotelmaa kunnassa

Q(+v/=7). Merkitisn p; = {2, HT H] ja py = {2, 1_T ”_7} T#llsin
pipo = [471 + v _771 Y _772] = [2]

Selvasti py # [1] ja pa # [1]. Jos olisi p; = po, niin seuraisi ristiriita 1 € p;. Al-
kuluku 2 siis lohkeaa kunnassa Q(y/—7) ihanteiden p; ja p, tuloksi. Nimi al-
kuihanteet osoittautuvat myohemmin minimaalidiskriminanttisia jakoalgeb-
roja konstruoidessamme téirkeiksi johtuen siité, ettd ne ovat kokonaislukujen
renkaan Og(,/—7) thanteista pieninormisimmat.

On myo0s helppoa todistaa seuraava lause, jonka mukaan alkuihanteen
haaroittumisindeksi ja jadnnosluokka-aste ovat multiplikatiivisia paallekkdin
olevien laajennusten suhteen.



Lause 2.8. Olkoon L/K kuntalaajennus ja E sen vilikunta, ts. K C E C L.
Olkoon lisiksi p, q ja B pddllekkdin olevia alkuihanteita vastaavasti kunnissa
K, E ja L. Tdlloin

e(Blp) = e(Bla)e(alp)
ja

f(Blp) = F(Bla)f(alp).

Tarkastellaan seuraavaksi kuntalaajennuksessa L/K kuntaa L vektoria-
varuutena yli kunnan K. Alkiolla o € L kertominen

Me: L — L, z+—— ax (2)

on K-lineaarinen kuvaus vektoriavaruudesta L itselleen. Alkion o € L jdlki
Trp k(o) médritellddn tdmén lineaarikuvauksen jélkend. Jos oy (), ..., o, ()
ovat alkion o K-konjugaatit, niin

Tryjie(a) = Y oj().

Lineaarikuvauksen (2) determinanttia kutsutaan alkion o € L normiksi,
ja sitd merkitdén Ny k(o). Normi Ny /i () on kunnan K alkio ja jos o € Oy,
niin Ny k() € Og. Jos L/K on Galois'n laajennus, niin alkion o normi on
sen K-konjugaattien tulo, ts.

Nk (a) = H o(a).
s€Cal(L/K)

Normikuvaus N7, sk on ryhmédhomomorfismi kunnan L multiplikatiivises-
ta ryhmasta kunnan K multiplikatiiviseen ryhmaén, eli

NL/K<CJéﬁ) = NL/K(Q)NL/K(ﬁ)
jokaisella «, 8 € L*. Liséksi, jos a € K, niin
Niyi(ae) = a“FING e (a)

jokaisella av € L. Normi myos kiyttaytyy hyvin pédillekkdisissa kuntalaajen-
nuksissa. Jos K C E C L ovat lukukuntia, niin

NL/K = NE/K © NL/E-

Thanteen a normi jakaa luvun Ny k(«) aina, kun o € a. Lisiksi N(a) =
N2k (@)], jos ja vain jos a = [a].
Kunnan L K-kannan {by,...,b,} diskriminantti maaritelldan

d(by, ..., b,) = det[Try, i (bib;)] = det[o;(b;)]?,

missé oy, ...,0, : L — C ovat injektiiviset K-homomorfismit.
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Maadritelmad 2.9. Lukukunnan K kokonaislukujen renkaan Oy Z-
modulikantaa kutsutaan kunnan K kokonaiskannaksi. Taméan kannan diskri-
minanttia kutsutaan kunnan K diskriminantiksi ja siita kiiytetdan merkintaa
dg.

Esimerkki 2.10. Neliokunnan Q(y/m) kokonaiskanta saadaan suoraan esi-
merkistd 2.2. Kun m = 2,3 (mod 4), niin {1,/m} on kokonaiskanta. Kun

1
%ﬁ} Tamén jalkeen

kunnan diskriminantti lasketaan esimerkiksi seuraavasti:

2 1 1
14++/m
2

2

m =1 (mod 4), niin kokonaiskannaksi kelpaa < 1,

Méaritelma 2.11. Laajennuksen L/K diskriminantti on kokonaislukujen
renkaan O ihanne, joka on joukon

{det(Tr k (ziz;))i =1 | (x1,...,7,) € OF on laajennuksen L/K kanta}
generoima. Sitd merkitdin d(L/K) tai d(OL/Ok).

Kunnan K diskriminantti on rationaalinen kokonaisluku, joka generoi
padihanteen d(K/Q). Paallekkiisten laajennusten L/E/K tilanteessa laa-
jennusten diskriminanteille on voimassa

d(L/K) = Ng/x(d(L/E))d(E/K)¥.

Yksi syy sille, miksi diskriminantit tulevat olemaan meille hy6dyllisid, on
se, ettd ne antavat tietoa laajennuksessa haaroittuvista alkuihanteista.

Lause 2.12. Lukukunnan K alkuihanne p haaroittuu laajennuskunnassa L,
jos ja vain jos p jakaa laajennuksen L/K diskriminantin.

Erityisesti siis lukukuntien laajennuksessa haaroittuu vain dérellinen méaa-
ra alkuihanteita.

Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan Galois’n laajennuksia. Olkoon nyt
L/K Galois’n laajennus ja merkitain sen Galois'n ryhméd G(L/K).

Jokaisen ryhmén G(L/K) alkion o restriktio renkaaseen O on renkaan
O, automorfismi. Nimittdin o(Or) = Oy, silld tietenkin o(Or) C O ja
toisaalta O = o(071(Or)) C 0(Op). Olkoon seuraavassa a kunnan L ihanne,
ja médritelladn o(a) = {o(a) | a € a}. Jos @ € a ja v € O, niin voidaan
kirjoittaa yo(a) = o(o~!(v)a). Taméin avulla ndhdéén, ettd o(a) on renkaan
Oy, ihanne. Sitd kutsutaan ihanteen a listtoihanteeksi.



Renkaan O alkuihanteen ‘R liittoihanteetkin ovat renkaan O alkuihan-
teita. Nimittéin, jos af € o(*B), niin

o (@)o  (B) = o7 (aB) € P

Saadaan, ettd esimerkiksi o7!(a) € R, joten a € o(P). Koska myds 1 ¢
o(P), niin o(P) # Of.
Kun a on renkaan Oy, ihanne, niin jokainen o € G(L/K) indusoi kuvauk-
sen
0:0p/a— Op/o(a), d(a+a)=oc(a)+o(a) (3)

kaikilla o € Op. Taméa kuvaus on hyvinmaéritelty, silld jos a1 + a = as + a,
niin o(a;) — o(ae) = o(ay — ag) € o(a). Yhtd suoraviivaisesti kuvauksen
o voidaan myds todeta olevan rengasisomorfismi. Erityisesti siis saadaan

OL/Cl = OL/O'(Cl).

Lemma 2.13. Olkoot py, ..., p, lukukunnan K pareittain erisuuria alkuihan-
teita. On olemassa sellainen alkio © € Ok, ettd © € p1 ja © ¢ p;, kun
1=2,..,7.

Todistus. Merkitddn p = pq ja q; = pp1 - Pi1Piv1 - pr (1 =1,...,7). Koska
q:p; C q;, niin voidaan valita z; € q;\q;p; (¢ = 1,...,7). Merkitdén =z =
x1 + ... + x,.. Koska x; € q; C p jokaisella indeksilld ¢, niin x € p.

Oletetaan x € po. Koska z; € q; C p?, kun 7 > 2, niin ; € p? C qp, miké
on ristiriita. Siis x ¢ p, ja vastaavasti saadaan x ¢ p; (j =3,...,7). O

Seuraavan lauseen mukaan G(L/K) operoi transitiivisesti sellaisten ren-
kaan O, alkuihanteiden joukossa, joiden alla on sama alkuihanne renkaassa
Og. Lauseiden 2.14 ja 2.15 todistukset ovat kirjasta [16].

Lause 2.14. Olkoot B ja B’ sellaisia renkaan Op alkuihanteita, joille on
voimassa PN Ok =P N Ok # [0]. Tdlloin on olemassa alkio o € G(L/K),

jolle pitee o(P) = P'.

Todistus. Olkoon G(L/K) = {0, ...,0,} laajennuksen L/K Galois'n ryhmaé.
Oletetaan, ettd P’ # 0,(°P) jokaisella i = 1,...,n. Lemman 2.13 mukaan on
olemassa alkio z € Op, jolle on voimassa x € P’ ja z ¢ 0;(*P) jokaisella

1 =1,...,n. Olkoon
a = Hai(:zz).
i=1

Télloin o € Ok ja koska id(z) € ', niin myos o € P'. Jos olisi o;(z) €

B jollakin i = 1,...,n, niin seuraisi + = o; 'oy(x) € o; *(P), miki ei ole
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mahdollista. Siitd seuraisi, ettd o;(x) ¢ B jokaisella ¢ = 1,...,n. Néin ollen
a ¢ B. Tamé on ristiriita, joten on olemassa alkio o; € G(L/K), jolle pétee

oi(P) = P". O

Galois’n laajennusten tapauksessa hajoamislain 2.6 voi ilmaista yksinker-
taisemmassa muodossa.

Lause 2.15. Olkoon L/K Galois’n laajennus ja p kunnan K alkuihanne.
Olkoot By, ..., By ne kunnan L alkuthanteet, jotka ovat ihanteen p pddlld.
T'alloin jokaisella alkuthanteella B; on sama haaroittumisindeksi e = ey, ja
sama jadnnosluokka-aste f = fyp,p, ja lisiksi on voimassa

efg=|L:K].
9
Todistus. Olkoon pOp = []*P;*. Lauseen 2.14 mukaan jokaisella indek-
i=1
silla 5 = 1,...,g9 on olemassa sellainen kuvaus o € G(L/K), jolle pitee

g
o(P1) = P;. Yhtalostd pOp = o(pOr) = [[ o(P;)* ja alkuihannehajotel-

=1
man yksikésitteisyydesta seuraa, ettd e; = e; jokaisella j = 1, ..., g. Yhtélosta
OL/o(B;) = Or/o(P1) = OL/FB1 puolestaan seuraa, ettd fp, |, = fy,p jo-
kaisella j = 1, ..., g. Kaava efg = [L : K] seuraa nyt suoraan hajoamislaista
2.6. O

Galois’n laajennuksen L/K tapauksessa kunnan K alkuihanne p haaroit-
tuu, jos e > 1, ja on haaroittumaton, jos e = 1. Alkuihanne p on tdysin
haaroittunut kunnassa L tai laajennuksessa L/K, jos haaroittumisindeksi e
on yhtd suuri kuin laajennuksen aste [L : K|. Jos e = f = 1, eli pOy, on
[L : K] eri alkuihanteen tulo, niin ihanteen p sanotaan lohkeavan tdysin.

2.2 Lohkeamisryhma

Téssa pykalédssa esitellidan mychemmin kdyttoon tuleva lohkeamisryhmén ké-
site ja todistetaan siihen liittyvid tuloksia.

Kuten edellisen luvun lopussakin L/K on nyt Galois'n laajennus ja sen
Galois'n ryhméé merkitddn joko Gal(L/K) tai G(L/K). Merkinnélld p tar-
koitetaan renkaan Ok alkuihannetta, ja sen paalld renkaassa O on alkui-
hanne ‘B.

Pykaldn todistukset ovat kirjoista |10] ja [16].

Maaritelm4 2.16. Renkaan O alkuihanteen B lohkeamisryhmd on joukko

Zy(L/K) = {o € Gal(L/K) [ o(P) = B}



Hyvin suoraviivaisesti voidaan osoittaa, ettd lohkeamisryhméd Zg(L/K)
todella on ryhmén Gal(L/K) aliryhmi. Galois'n vastaavuuden madrdamaa
ryhmén Zy(L/K) kiintokuntaa laajennuksessa L/K merkitddn Zyg(L/K) ja
sitd kutsutaan lohkeamiskunnaks.

Lohkeamisryhmalle kdytetddn my6s lyhyemp&éd merkintaa Zg, jos on

ilmeistd, mihin laajennukseen viitataan. Vastaavasti kiytetddn lyhennysta
Zy = Zy(L/K).

Lemma 2.17. Oletetaan, ettd alkuithanteen p pddlld kunnassa L on g eri
alkuthannetta, ja olkoon P yksi nustd. Talloin

[Zyp: K] = (Gal(L/K) : Z5) =g.

Todistus. Olkoot 0,7 € G(L/K). Néytetddn, ettd o2y = 72y, jos ja vain
jos o(P) = 7(P). Jos 0Zp = TZyp, niin o' € Zy. Lohkeamisryhmin
méiritelmén mukaan nyt o7 (B) = B, ja siis 7(P) = o (P). Kéintien, jos
o(P) = 7(P), niin 017 € Zy ja edelleen 72y = 0 Zy.

Koska G(L/K) operoi transitiivisesti alkuihanteen p péélld kunnassa L
olevien alkuihanteiden joukossa, niin ndhdain, ettd g on yhtd suuri kuin
sivuluokkien modulo Zy lukumiérd, ts. ¢ = (Gal(L/K) : Zy). Galois'n
vastaavuuden perusteella (Gal(L/K) : Zy) = [Zy : K]. O

Lemma 2.18. Jos q = ‘B N Zyp, nun P on ainut alkuthanteen q pdadlld
kunnassa L oleva alkuihanne.

Todistus. Koska Zy = Gal(L/Zy), niin Zy operoi transitiivisesti alkuihan-
teen q paalla kunnassa L olevien alkuihanteiden joukossa. Maaritelméan mu-
kaan jokaisella o € Zy pitee o(*F) = B, joten P on ainut alkuihanne ihan-
teen q paalla. [

Kéytetddn edellisen lemman tapaan merkintdd q = B N Zy alkuihan-
teen P alla sen lohkeamiskunnassa olevasta alkuihanteesta. Merkitadn li-
saksi F, = Ok/p, F; = Oz/q ja Fy = Or/B. Olkoon e alkuihanteen
haaroittumisindeksi yli ihanteen p, f alkuihanteen 3 jidnndsluokka-aste yli

ihanteen p ja ¢ alkuihanteen B liittoihanteiden lukumé&ird laajennuksessa
L/K.

Lemma 2.19. Ylii olevin merkinnéin F, = Fy.

Todistus. Hajoamislain 2.6 ja lemman 2.18 perusteella

[L: Zg] = espjq * fypia-



Koska [L : K| = efg ja lemman 2.17 mukaan [Zy : K| = g, niin ndhd&én,
ettd p lohkeaa téysin laajennuksessa Zy /K. Siis fy, = 1. Téstd seuraa

[Fy : Fol = fyg = f = [Fyp s By,
joten Fy = F,. O

Kun z on renkaan Oy, alkio, niin merkitdin symbolilla Z sen kuvaa luon-
nollisessa homomorfismissa O — O /B. Kuten jo kaavan (3) yhteydessi
todettiin, alkio o € Zy indusoi isomorfismin

52Fqg—)Fq3,

missi 7(Z) = o(z) jokaisella x € Op. Tamé on lisiksi my6s kunnan Fy F-
automorfismi. Nimittéin, jos z € Ok, niin 7(Z) = o(z) = 7, eli kuvauksen
o restriktio kunnalle F}, on identiteettikuvaus. Nyt lemman 2.19 perusteella
o € Gal(Fy/F,). Tarvitsemme titéd tietoa, jotta seuraavan lauseen kuvaus
olisi hyvinmaéaritelty.

Lause 2.20. Kuvaus f : Zy3 — Gal(Fy/F,), joka kuvaa alkion o alkioksi @,
on surjektitvinen ryhmdhomomorfismi, jonka ydin on

Iy ={o € Zp | o(x) =z (mod *B) jokaisella v € Op}.

Todistus. Ensinnékin f on ryhm&homomorfismi, silld kun 01,00 € Zy ja
x € Op, niin

Osoitetaan, ettd kuvauksen f arvojoukko on koko Gal(Fy/F;). Koska F,
on #drellinen kunta, niin on olemassa sellainen alkio a@ € Oy, ettd Fy =
F,(@). Jos € € Gal(Fy/F,), niin £(@) on alkion @ konjugaatti yli kunnan F,,.

Olkoon h(X) alkion ov minimaalipolynomi yli ihanteen 3 lohkeamiskun-
nan Zy. Koska L/Zy on Galois'n laajennus ja a € Oy, niin jokainen alkion o

Zsp-konjugaatti kuuluu myos renkaaseen Op. Talldin siis h = [[ (X — o(«)).
cEZ
Kun tarkastellaan polynomin h kertoimia luonnollisessa homomorfismissa
Oz — F,, niin ndhddén, ettd polynomi [[ (X —o(«a)) € F,[X]. Merki-
ocEZ
tadn titd polynomia symbolilla h. Koska @ on yksi polynomin h juurista,
niin alkion @ minimaalipolynomi yli kunnan F; jakaa polynomin h. Tdméan

vuoksi alkion @ Fy-konjugaatit ovat alkioiden o(a) € Fy joukossa. Télloin
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sits £(@) = o(a) = (@) jollakin o € Zy, ja siksi kuvauksien £ ja @ tdytyy
olla samat.

Kuvauksen f ydin on selvésti niiden alkioiden o € Zy joukko, joille pétee
o(7) = 7 jokaisella T € Fiy, eli toisin sanoen o(z) = x (mod P) jokaisella
S OL. ]

Kéytetddn ryhmén Zy kiintokunnasta merkintdd Iyp. Lauseen 2.20 pe-
rusteella Zy /Ty = Gal(Fy/F,) jokaisella alkuihanteella 3. Tatd isomorfiaa
hyodyntamalld ndhdaédn, ettéi

[y : Zp] = #(2p/Ty) = #(Gal(Fy/F,)) = [Fy : B] = f.

Koska [L : K] = efg, [Iy : Zyp] = f ja lemman 2.17 mukaan [Zy : K| = g,
niin [L : Iy] = e. Néin ollen

#Lp = epp- (4)

Tarkastellaan kuntatornia K’ C E C L. Merkitddn yha alkuihanteen 3
alla lohkeamiskunnassa Zy(L/K) olevaa alkuihannetta ¢ =B N Zyu(L/K) ja
merkitddn lisiksi ¢ = PN E.

Lemma 2.21. Sisdltyminen E C Zy(L/K) on voimassa, jos ja vain jos

e(q'lp) = f(d'lp) = 1.

Todistus. Oletetaan ensin £ C Zy(L/K). Lauseen 2.19 todistuksessa jo
néhtiin, ettd p lohkeaa tdysin laajennuksessa Zyu(L/K)/K, joten e(qlp) =
f(gq|p) = 1. Koska haaroittumisindeksi ja jadnnosluokka-aste ovat multipli-
katiivisia kuntatornissa K C £ C Zy(L/K), niin e(q'|p) = f(q|p) = 1.

Oletetaan nyt e(q’'|p) = f(q'|p) = 1. Olkoon H se ryhmén G(L/K) aliryh-
mé, jonka kiintokunta on E. Lohkeamisryhmén méaéritelméasta ndhdéan, etta
Zp(L/E) = Z3(L/K) N H. Galois'n teoriasta tiedetddn, ettd lohkeamiskun-
ta Zp(L/E) = Zy(L/K)E. Kéyttéen oletusta, yhtilsitd e(qp) = f(qlp) =1
sekd multiplikatiivisuutta kuntatorneissa saadaan

L Zy(L/K)] = e(Bla)f(Bla) = e(Blp) f (Blp) = e(Bla') S (Bla').

Koska liséksi q' lohkeaa tdysin lohkeamiskunnassa Zy(L/E) = Zy(L/K)E,
niin [L : Zgy(L/K)] = [L : Zgy(L/K)E). Talloin siis Zgy(L/K) = Zy(L/K)E
ja edelleen E C Zy(L/K).

[

Seuraavaa lausetta tulemme tarvitsemaan myShemmin luvussa 3.3.
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Lause 2.22. Olkoot F1/K ja Fy/K Galois’n laajennuksia, Fy N Fy = K. Jos
kunnan K alkuthanne p lohkeaa tdysin molemmissa kunnissa Fy ja Fy, niin
se lohkeaa tdysin myds kunnassa L = F| F5.

Todistus. Olkoon q; = PN F ja g = P N F,. Koska F/K ja Fy/K
ovat Galois'n laajennuksia, niin my6s L/K on Galois. Oletuksen mukaan
e(q;lp) = f(qilp) = 1, ¢ € {1,2}, joten nyt lemman 2.21 perusteella
F\,F, C Zy(L/K). Télléin L = F1Fy, C Zy(L/K). Lemman 2.21 mukaan
alkuihanteen B jadnndsluokka-asteen ja haaroittumisindeksin yli kunnan K
taytyy olla yksi, eli p lohkeaa tiysin kunnassa L. [

2.3 Frobenius-automorfismi

Esitellian  seuraavaksi  Frobenius-automorfismin  késite.  Frobenius-
automorfismiin liittyvien tuloksien todistukset ovat peréisin kirjoista
[3] ja [13].

Edelleen L/K on kuntalaajennus, p on renkaan O alkuihanne ja sen
padlld renkaassa O on alkuihanne ‘.

Lause 2.23. Olkoon L/K Galois’n laajennus ja p renkaan Ok alkuihanne,
joka on haaroittumaton kunnassa L. Jos renkaan Op alkuthanne P sisdltdd
ihanteen p, niin on olemassa yksikdsitteinen sellainen alkio o € Gal(L/K),

jolle on voimassa
o(a) = o™® (mod P)

jokaisella alkiolla o € Op.

Todistus. Koska p on haaroittumaton kunnassa L, niin kaavasta (4) ndhdaén,
ettd #Zp = eqp = 1. Nyt lauseen 2.20 perusteella lohkeamisryhmén alkion
o € Zy indusoima kuvaus f : 0 — & maédérittelee isomorfismin

qu ;> Gal(Fqg/Fp)

Galois'n ryhmén Gal(Fy/F,) rakenne tunnetaan hyvin. Jos kunnassa Ok /p
on ¢ = N(p) alkiota, niin Gal(Fiy/F,) on syklinen ryhmé, jonka generoi
automorfismi x — 27 (ks. esim. [11]). On siis olemassa yksikisitteinen alkio
o € Zyp, jonka f kuvaa kuvaukseksi z — 2% Kuvaus o toteuttaa vaaditun
ehdon

o(a) = o® (mod P)

jokaisella o € Op. Yksikésitteisyys on selvii, koska jokaisen automorfismin
o, joka toteuttaa kyseisen ehdon, taytyy kuulua lohkeamisryhmaan Zy. [
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Lauseen 2.23  yksikésitteistd alkiota o kutsutaan  Frobenius-
automorfismiksi ja sitd merkitddn ((L/K)/9), silld se riippuu kunnan
L alkuihanteesta 3. Sen keskeinen ominaisuus on, etté jokaisella oo € O,

(%

missd p = P N Og. Tarkastellaan myos muita mychemmin kiyttéon tulevia
Frobenius-automorfismin ominaisuuksia.

) () = ™ (mod P), (5)

Lause 2.24. Olkoon L/K Galois’n laajennus ja p kunnan K alkuihanne,
joka on haaroittumaton kunnassa L. Olkoon B thanteen p pdalld kunnassa L
oleva alkuthanne. Talldin

() ( TL(/% ) _ o (%) o 71 jokaisella T € Gal(L/K).

(ii) Alkion ((L/K)/B) kertaluku on jidinnisluokka-aste f = fyp.

Todistus. (i) Jokainen renkaan Op, alkio voidaan kirjoittaa muodossa 7' («),
missid a € Of, ja 7 on Galois'n ryhmén Gal(L/K) alkio. Ominaisuuden (5)
perusteella

(L/TK) o774 (a) = 771(a)*® (mod ).

Kuvaamalla alkiolla 7 saadaan

T o (L/—K> o7 a) = a¥® (mod 7(P)).
gy
Nyt viite seuraa Frobenius-automorfismin yksikésitteisyydesté.
(ii) Lauseen 2.23 todistuksessa néhtiin, ettd lohkeamisryhméd Zy(L/K)
on isomorfinen laajennuksen Fiy/F, Galois’n ryhméin kanssa. Frobenius-
automorfismi kuvautuu tésséd isomorfismissa ryhmén Gal(Fis/F,) generoijak-

si. Koska laajennuksen Fig/F, aste on jadnnosluokka-aste f, niin ndhdéén,
ettd Frobenius-automorfismin ((L/K)/B) kertaluku on f. O

Maaritelma 2.25. Olkoon L/K Galois’n laajennus. Jos sen Galois'n ryhmé
on Abelin ryhmé, niin laajennusta L/K kutsutaan Abelin laajennukseksi.
Liséiksi, jos Galois'n ryhmé Gal(L/K) on syklinen, niin laajennusta L/K
kutsutaan sykliseksi laajennukseksi.

Abelin  laajennuksen L/K  tapauksessa  Frobenius-automorfismi
((L/K)/B) riippuu vain alla olevasta alkuihanteesta p = P N Ok. Ni-
mittédin, jos P’ on toinen ihanteen p siséltdva alkuihanne, niin P’ = 7(P)

13



jollakin 7 € Gal(L/K). Nyt lauseen 2.24 mukaan

() - () () (59

Abelin laajennuksen L/K tapauksessa Frobenius-automorfismi voidaan siis
kirjoittaa ((L/K)/p).

Seuraus 2.26. Galois'n laajennuksessa L)/ K kunnan K haaroittumaton al-

kuthanne p pysyy alkuihanteena kunnassa L, jos ja vain jos Galois'n ryhmd

L/K
Gal(L/K) on syklinen ja </T> on sen generotja.

Todistus. Olkoon B kunnan L alkuihanne, joka on ihanteen p paélla. Alkui-
hanne p pysyy alkuihanteena kunnassa L, jos ja vain jos fyp, = [L : K].
Lauseen 2.24 kohdan (ii) perusteella tdm& on ekvivalenttia viitteen kans-
sa. [

Lemma 2.27. Olkoon K C E C L, missi L/K ja E/K ovat Galois’n laa-
jennuksia. Olkoon P sellainen kunnan L alkuihanne, jonka alla oleva alkui-
hanne P N Ok = p on haaroittumaton laajennuksessa L/ K. Tdlloin

(5= (50).

Todistus. Olkoon a kunnan E algebrallinen kokonaisluku ja o ihanteen 3
lohkeamisryhmén Zy(L/K) alkio. Kongruenssi

missi q =P N Op.

o(a) = o™® (mod P)
on ekvivalentti kongruenssin
o(a) = a™¥® (mod q)

kanssa, silld jokainen ryhmén Zy(L/K) alkio kuvaa ihanteen q = B N Op
itselleen, kun E on Galois yli kunnan K. Tdmén vuoksi valitsemalla

(%)

niahdian, ettéd
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2.4 Tsebotarevin tiheyslause

TsSebotarevin tiheyslause antaa tietoa erdiden alkuihannejoukkojen tiheydes-
td lukukunnassa. Tésséd luvussa esitellddn kyseinen tulos, koska tulemme sitéa
tarvitsemaan myohemmin lauseen 3.57 todistuksessa osoittaessamme tietyn-
laisia alkuihanteita olevan ddreton madrd. Tatd varten mdiaritellddn ensin
Dirichlet’n tiheyden kisite ja sen ominaisuuksien tutkimiseksi tarkastellaan
Dedekindin zeetafunktiota. Itse TSebotarevin tiheyslauseen todistus vaatisi
avukseen syvillisempid menetelmid, ja siksi se sivuutetaan. Luokkakuntateo-
riaan pohjautuva todistus 1oytyy esimerkiksi kirjoista [5] ja [14].

Maaritelma 2.28. Lukukunnan K Dedekindin zeetafunktio on

Ciels) = (1= N () ),

p

missi tulo on otettu yli kaikkien kunnan K alkuihanteiden p # [0] ja
seR,s>1.

Tassa esityksessd rajoitumme tarkastelemaan Dedekindin zeetafunkiota
vain luvun s reaaliarvoilla. Tavallisesti tdméa funktio maé#ritelliin sarjana

Ck(s) = Zaw, missd a kiy kaikki kunnan K nollaihanteesta eroavat
a S

ihanteet, ja edellinen méaritelmédksemme ottama muoto on oikeastaan niin
sanottu Dedekindin zeetafunktion Eulerin tuloesitys.

Seuraavassa merkinnilld log tarkoitetaan luonnollista logaritmia. Nayte-
taan, ettd Dedekindin zeetafunktio suppenee, kun s € R, s > 1. Ensinnékin
yleisesti on voimassa, ettd jos a, > 0 jokaisella n € N, niin

N N N
log (1\}1—{%0 an) = ]\}1_{1100 log li[l Gy = ]\}1_1};0 Zl log a,.

n=1

Tassd kdytettiin ensimmaisessd vilivaiheessa logaritmin jatkuvuutta valilla
(0,00) ja toisessa vilivaiheessa logaritmin ominaisuutta log(xy) = log = +
log y. Tésta seuraa, ettd tulon []7 | a, suppeneminen on ekvivalenttia sum-
man Y log(a,) suppenemisen kanssa. Tétd tulosta hyodyntdmilla puo-
lestaan helposti ndhdéan, etta tulo Hp(l — N(p)~*)~! suppenee, jos ja vain
jos tulo [T, (1 — N(p)~*) suppenee. Tunnetusti &iretdn tulo [[,(1 — N(p)~?)
suppenee itseisesti (misté seuraa, ettd tulon tekijiat voidaan kirjoittaa mihin
jirjestykseen tahansa), jos sarja ), N(p)~* suppenee. Koska ihanteella pOr,
misséd p on alkuluku, on tekijéindén korkeintaan [K : Q] eri alkuihannetta p
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ja néilld alkuihanteilla pdtee N(p) > p, niin saadaan
K
I
p PR

eli 3, N(p)~* suppenee.

Maédritelma 2.29. Olkoon K lukukunta ja Py kaikkien kunnan K alkui-
hanteiden joukko. Osajoukon & C Pg Dirichlet’n tiheys on

. Zpes N(p)is
o8) = I T gt - 1)

jos tdmé raja-arvo on olemassa.

Olkoot funktiot f(s) ja g(s) méaériteltyjd kaikilla s € R, s > 1. Merkin-
nalld f(s) ~ g(s) tarkoitetaan, ettd f(s) — g(s) on rajoitettu, kun s — 17.

Késitellddn joitain Dirichlet'n tiheyden ominaisuuksia. Lauseen 2.30 to-
distuksessa kiytetdin apuna tunnettua tulosta, jonka mukaan raja-arvo
lim, ,1+(s — 1){x(s) on olemassa &érellisend. Tamén todistus sivuutetaan,
koska se on pitkdhkd ja vaatisi avukseen sellaista teoriaa, jota ei tassi tut-
kielmassa késitellad. Se on kuitenkin todistettu esimerkiksi luentomonisteessa
[12].

Lauseen 2.30 todistus on lihteestd [2].

Lause 2.30. Olkoon K/Q Galois’'n laajennus ja T niiden kunnan K alkui-
hanteiden joukko, joiden jadnndsluokka-aste yli kunnan Q on yksi ja jotka

eivdt ole haaroittuneita laajennuksessa K/Q. Talloin joukon T Dirichlet’n
tiheys 0(T) = 1.

Todistus. Tarkastellaan Dedekindin zeetafunktiota (x(s) = [[,(1 — N(p)~*)~,
kun s € R, s > 1. Luonnollisen logaritmin Taylorin sarjaa kidyttden ndhdéén,
etta

log Cie(s) = — 3 log(1 — N(p)™)
p

:zp:f:

n=1

S|

N(p)™™.



Koska log (x(s) = log((s — 1)Ck(s)) + log(1/(s — 1)), niin
log Cx(s) ~ log(1/(s — 1))

~ S N

p n=1

SDILORED IR
p p n=2
~> N(p)
b

1
silla >0 > 22, —N(p)~"* on rajoitettu, kun s — 17. Saadaan
n

log i (s) ~ 10g< ) ZN
~ Z P+ Z p G5 | Z p°

p p p
f(plp)=1=e(p|p) fplp)>1 fplp)=1
e(plp)>1

Toinen sarja on rajoitettu, kun s — 1%, kuten on myos kolmaskin, koska
haaroittuvia alkuihanteita on direllinen mééra. Néin ollen

log Cx(s) ~ m( ) > N

peT

joten
log ( ) Z N(p
peT

missi b(s) on rajoitettu, kun s — 17. Nyt voidaan laskea joukon 7 Dirichlet’n

tiheys:
IRT ZpeT N(p)is
oT) = slilg —log(s — 1)
o 1 ZpeT (p)_s
s—1+ ZpeT N(p)=* + b(s)
=1.

]

Seuraus 2.31. Jos & C Pg on joukko, jolla on Dirichlet’n tiheys, niin
0(S)=d6(SNT).
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Todistus. Kuten jo lauseen 2.30 todistuksesta kdy ilmi, niin

> N(p)~~o0.

peS
peT
Nain ollen
D N@m) T~ Y N,
peS peSNT
mista vaite seuraa. ]

Jos § C Pk on aérellinen joukko, niin

> N(p)*~0,

peS

joten ddrellisen joukon Dirichlet’n tiheys on nolla. Dirichlet’n tiheyden maa-
ritelméstd myds ndhdéddn, ettei minkdan joukon tiheys voi olla negatiivinen.
Tamén vuoksi jos S C &', niin silloin §(S) < §(S’) aina, kun molemmat
tiheydet ovat maaritellyt.

Néistd huomioista ndhdaan, ettd 0 < 6(S) < 1 aina, kun joukolla S
on tiheys. Tiheydelld 0 voidaan siis mitata joukon & alkuihanteiden méarian
suhdetta kaikkien kunnan K alkuihanteiden ma&rain.

Olkoon nyt L kunnan K Galois'n laajennus ja p kunnan K alkuihanne,
joka ei haaroitu kunnassa L. Talloin kunnan L ihanteen p sisdltavit eri al-
kuihanteet P saattavat médritelld eri Frobenius-automorfismin ((L/K)/B).
Lauseen 2.24 mukaan kaikki kuvaukset ((L/K) /) saadaan kuitenkin toisis-
taan konjugoimalla ja edelleen lauseesta 2.14 seuraa, ettd ne muodostavat ko-
konaisen konjugaattiluokan ryhméssé Gal(L/K'). Alkuihanteen p Frobenius-
automorfismi ((L/K)/p) voidaan siis samaistaa kyseisen konjugaattiluokan
kanssa.

Lause 2.32 (T8ebotarevin tiheyslause). Olkoon L lukukunnan K laajen-
nuskunta ja (o) alkion o € Gal(L/K) konjugaattiluokka. Tdlloin joukon

S ={p € Pk | p on haaroittumaton kunnassa L ja ((L/K)/p) = (o)}

Dirichlet’n tiheys on

_ ol [9)]
2S) = |Gal(L/K)|  [L: K]

Lauseen joukon S taytyy siis olla dareton, koska sen Dirichlet’n tiheys on
positiivinen.
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Seuraus 2.33. On olemassa ddreton madard sellaisia kunnan K alkuihantei-
ta, jotka pysyvdt hitaina syklisessd laajennuksessa LK.

Todistus. Olkoon o ryhmén Gal(L/K) generoija-alkio. Jos p € Pk on alkui-
hanne, jolle pétee ((L/K)/p) = o, niin lauseen 2.24 kohdan (ii) perusteella
alkuihanteen p jadnnosluokka-aste f = [L : K|. Alkuihanne p siis pysyy
hitaana kunnassa L. Viite seuraa nyt TSebotarevin tiheyslauseesta. [

Tarkemmin ottaen astetta n olevassa syklisessd laajennuksessa hitaana
pysyvien alkuihanteiden muodostaman joukon Dirichlet’n tiheys on ¢(n)/n,
mutta nain tarkkaa tulosta emme tarvitse.

2.5 Lukukuntien tiydellistymista

Tahan pykalddan on kerdtty myohemmin kdyttoon tulevia perustietoja luku-
kuntien arvotuksista ja taydellistymista. Tulemme tarvitsemaan niitd luvus-
sa 3.2 johtaessamme kaavan jakoalgebran pienimmaélle mahdolliselle diskri-
minantille.

Todistukset esitetyille tuloksille voi 10ytda monista algebrallisen lukuteo-
rian perusteita kisittelevistd kirjoista, esimerkiksi kirjoista |5] tai |9].

Maaritelm4a 2.34. Lukukunnan K arvotus on kuvaus
|-]: K - R,
jolle on voimassa jokaisella z,y € K
(i) 2| = 0,jalz| =0 <= = =0,

(i) |zy| = |=[yl;
(iii) |z +y| <|z|+|y|  (kolmioepiyhtilo).

Paria (K| -|) (tai lyhyesti kuntaa K) kutsutaan t&lloin arvotetuksi kun-
naksi. Lukua |z| kutsutaan alkion = arvoksi.

Miiritelma 2.35. Arvotusta |-| kutsutaan epdarkhimediseksi, jos se tayttaa
jokaisella x,y € K ehtoa (iii) vahvemman ehdon

(iii") |z +y| < max{|z[, [y]}.
Muussa tapauksessa arvotusta | - | kutsutaan arkhimediseks.

Esimerkki 2.36. Olkoon K reaalilukujen kunnan alikunta. Tall6in tavalli-
nen itseisarvo |z| on kunnan K epdarkhimedinen arvotus.
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Kunnan K arvotus |- | indusoi luonnollisella tavalla kunnalle K" metriikan
Tama tekee kunnasta K metrisen avaruuden.

Maaritelma 2.37. Kunnan K arvotuksia | - |1 ja | - |2 kutsutaan ekvivalen-
teiksi, jos niiden indusoimat kunnan K metriikat ovat ekvivalentit, eli toisin
sanoen jos metrisen avaruuden (K| - |;) avoimet joukot ovat samat kuin
avaruuden (K, |- |2) avoimet joukot.

Olkoon p # [0] lukukunnan K alkuihanne. Alkion z € K* generoimalla
murtoihanteella on kanoninen esitys

xO = ppt - - py, (6)

misséd ihanteet p; ovat eri alkuihanteita kuin p ja o, o; € Z. Alkuihannehajo-
telman (6) yksikésitteisyyden vuoksi voidaan mééritella kuvaus

vy K = Z,

missd v,(z) = . Kuvausta v, kutsutaan kunnan K eksponenttiarvotukseksi.
Sille pétee vy(xy) = vp(z) + vp(y) ja vy(x +y) > min{vy(x), vy (y)}-

Eksponenttiarvotusta v, kayttden voidaan maédritelli kunnalle K p-
adinen arvotus

0, josx =0
|x’P = vp () .
) jos x #£ 0,

missd ¢ on reaaliluku, 0 < ¢ < 1. Helposti voitaisiin varmistaa, ettd |z, on
kunnan K epdarkhimedinen arvotus. Eri reaaliluvun ¢ valinnat maaraavit
ekvivalentit arvotukset. Liséksi, jos p # q, niin kunnan K arvotukset | - |,
ja |- |q eiviit ole ekvivalentteja. Tyypillisid valintoja reaaliluvulle ¢ ovat 1/p,
missi pZ = p N Z, ja luku 1/N(p).

Mééritelma 2.38. Metrisen avaruuden (M, d) pistejonoa (x,) kutsutaan
Cauchyn jonoksi, jos jokaista positiivilukua e kohti on sellainen positiivinen
kokonaisluku nq, ettéd

d(xpm, x,) < €

kaikilla m > n > n;.
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Olkoon K lukukunta, |- | sen arvotus ja d tdmén arvotuksen indusoima
metriikka. Maaritellaan

C = {(z,) | (z,) on Cauchyn jono metriikan d suhteen avaruudessa K}

ja

N ={(z,) | an, € K jokaisella n ja a,, — 0}.
Voidaan osoittaa, ettd C on kommutatiivinen rengas, kun siind maéritellaan
operaatiot (z,) + (Yn) = (xn + yn) ja (€n)(Yn) = (xnyn). Lisiksi voidaan
niyttad, ettd joukko A on renkaan C maksimaalinen ihanne. T#lloin siis
C/N on kunta.

Madritelmi 2.39. Kunta C/N on lukukunnan K tdydellistymd arvotuksen
| - | suhteen.

Lukukuntaa K voidaan ajatella minkd tahansa sen taydellistyméan ali-
kuntana samaistamalla kunnan alkiot vakiojonojen kanssa. Jos kunnan K
arvotus |- | = | - |y, missd p # [0] on jokin renkaan Op alkuihanne, niin
talloin kunnan K téydellistymad merkitddn K,. Tata kutsutaan kunnan K
p-adiseksi taydellistymdksi. Kunnan K arvotus | - |, voidaan laajentaa téy-
dellistymédn K, méérittelemalla

|(wn) +N|P = nlgrolo |xn|p

On helppo tarkistaa, ettd tdmé kuvaus todella on kunnan K, arvotus, jonka
rajoittuma kuntaan K on alkuperdinen p-adinen arvotus.
Tarkastellaan p-adista taydellistymad K, yksityiskohtaisemmin. Olkoon

Op ={r e K, | |z], <1}

Joukon O, voidaan ndyttdd olevan kommutatiivinen rengas. Sitd kutsutaan
p-adisten kokonaislukujen renkaaksi ja sen alkiot ovat p-adisia kokonaisluku-
ja. Renkaalla O, on yksikésitteinen maksimaalinen ihanne

Py ={z € K, | |z|, < 1},

ja renkaan O, yksikot ovat tarkalleen ne alkiot, joiden arvo on yksi. Huomaa,
ettd Ok on renkaan O, alirengas. Lisdksi on voimassa P, = pO, ja

O,/ Py = Ok /p.
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Esimerkki 2.40. Rationaalilukujen kunnan Q p-adisen tdydellistymén Q,
kokonaislukujen rengasta merkitddn Z,. Renkaan Z, kaikki nollaihanteesta
eroavat ihanteet ovat p™Z,, missi m > 0. Erityisesti siis Z, on padihannealue
ja pZ on sen maksimaalinen ihanne. Rationaalisten p-adisten kokonaislukujen

joukkoon@ﬂzp:{ge@'pfy}.

Olkoon 7 € p\p? ja tulkitaan se tdydellistymén K, alkioksi. Alkio 7 gene-
roi ihanteen P,. Téllaista alkiota kutsutaan taydellistyman K, alkualkioks.
Jokainen alkio x € K, voidaan kirjoittaa muodossa x = er’, missi ¢ € Z ja
e on renkaan O, yksikké. Huomaa myds, ettd jos © € K ja vy(x) = «, niin
kunnassa K, pitee x = en®, missid € € O, on jokin yksikkd.

Olkoon L/K kuntalaajennus ja p # [0] renkaan O alkuihanne. Olkoon
alkuihanteen p alkuihannehajotelma renkaassa Op,

pOL: il...mgg.

Télloin mitkddn kaksi arvotuksista | - |g,,...,| - |, eiviit ole ekvivalentteja
kunnassa L, mutta niiden kaikkien rajoittumat alikuntaan K indusoivat sa-
man topologian kunnalle K kuin arvotus | - |,. Jokainen tdydellistyméd Ly,
on kunnan K, dérellinen laajennus. Kéénteinen tulos on myds voimassa. Jos
[ on kunnan K, aarellinen laajennus, niin on olemassa sellainen kunnan K
ddrellinen laajennus L ja renkaan Op alkuihanne 3, ettd [ = L.

Kuten lukukuntien kokonaislukujen renkaissa myos p-adisten kokonaislu-
kujen renkaassa O, ihanteilla on yksikésitteinen alkuihannehajotelma. Tie-
tenkin hajotelmat ovat hyvin yksinkertaisia, silld renkaassa O, on vain yksi
alkuihanne. Kunnan K, alkuihanne P, = pO, hajoaa laajennuskunnassa Ly
tekijoiksi P,Oyp = Py, missd e = (Pyp|Py) on positiivinen kokonaisluku. Kun
merkitddn f = f(Pyp|Pp) = [Oxp/Pyp : Op/P,), niin talloin ef = [Ly : K.
Lohkeamista laajennuksessa Ly /K, el luonnollisestikaan tapahdu. Jos e =1,
niin sanotaan, ettd laajennus Ly /K, on haaroittumaton.

Olkoon taas L/K kuntalaajennus ja p # [0] renkaan O alkuihanne,
joka hajoaa alkuihanteiden tuloksi pOp = B - - - Ry’. Voidaan osoittaa, etti
e(Py,|Pp) = e(Bilp) ja f(Py,|Py) = f(Pilp). Lisdksi, jos L/K on Galois'n
laajennus, niin t&dlléin my6s Ly, /K, on Galois’n laajennus. Laajennuksen
Ly, /K, Galois'n ryhmé& on

Gal(Ly, /K;) = 2y, (L/K).

Seuraavaa lausetta tarvitsemme luvussa 3.2.1 jakoalgebran niin sanottua
Hasse-invarianttia méariteltdessa.
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Lause 2.41. Olkoon K lukukunta, p sen nollaihanteesta eroava alkuihanne ja
K, kunnan K tdydellistymd. Olkoon lisiksi f positiivinen kokonaisluku. Tdl-
loin on olemassa yksikdsitteinen astetta f oleva kunnan K, haaroittumaton
laajennus. Se on Galois’n laajennus ja sen Galois’n ryhmd on syklinen.
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3 Jakoalgebrat

Tutkielman pédkiinnostuksen kohteena ovat jakoalgebrat. Tavoitteena on
konstruoida minimaalidiskriminanttisia jakoalgebroja, joiden keskuksena on
kunta Q(y/—7). Sité ennen todistetaan alaraja jakoalgebrojen diskriminan-
teille pykilassa 3.2. Luvussa 2 esiteltiin tarvitsemamme algebrallinen luku-
teoria ja seuraavaksi pykédldssa 3.1 esitellddn vield algebroihin liittyvit perus-
teet.

Diskriminanttirajan todistamiseksi tarvitsemme tietoa myos esimerkiksi
jakoalgebrojen niin sanotuista Hasse-invarianteista sekii Brauerin ryhmista.
Suurin osa ndiden asioiden todistuksista sivuutetaan. Monet todistuksista
vaatisivat avukseen syvillisid tuloksia luokkakuntateoriasta. Tavoitteena on
vain esitelld valttdméton teoria, jota tarvitsemme diskriminanttirajan todis-
tamiseksi. Todistamatta jatetyt tulokset 16ytyvét kirjasta [15], ellei toisin ole
mainittu.

Pykalassd 3.3 konstruoidessamme halutunlaisia jakoalgebroja palaamme
enimmaikseen algebrallisen lukuteorian pariin, jolloin hyédynndmme luvussa
2 esiteltya teoriaa.

Tamé luku seuraa ldhes kokonaisuudessaan artikkelia [18] ja enemmisto
todistuksista on siitd peraisin.

3.1 Perusteet

Vaikka sykliset jakoalgebrat ovatkin keskeisin tarkastelun kohteemme, niin
niiden kasittelemiseksi meidéan tarvitsee tarkastella myds laajempaa algebro-
jen joukkoa, yksinkertaisia keskeisid algebroja.

Tassd pykildssda kunnat ovat useimmiten algebrallisia lukukuntia, mut-
ta tulokset ovat my6s voimassa, vaikka lukukunnat korvattaisiin p-adisilla
kunnilla.

Méaritelma 3.1. Olkoon K kunta ja L/K syklinen Galois'n laajennus, jon-
ka aste on n ja jonka Galois'n ryhmé on Gal(L/K) = (o). Voidaan mééritella
K-algebra

A= (L/K,0,7)=L®uL®u’Ld---du" 'L,

missi u € A on generoija-alkio, jolle on voimassa zu = uo(z) kaikilla z € L
jau™ =~y e K*. Tallaista algebraa kutsutaan sykliseksi algebraksz.

Huomaa, ettd syklisen algebran A = (L/K, 0,7) aste vektoriavaruutena
yli kunnan K on laajennuksen L/K asteen nelio.
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Maéaritelmi 3.2. Algebraa A kutsutaan yksinkertaiseksi, jos silli ei ole epé-
triviaaleja ihanteita. Algebran A keskus Z(A) = {a € A| ad' = d'aVad' € A}
on niiden algebran A alkioiden joukko, jotka kommutoivat kaikkien algebran
A alkioiden kanssa. Algebra A yli kunnan K on keskeinen algebra, jos sen
keskus Z(A) = 14 K.

Maaritelma 3.3. Yksinkertainen K-keskeinen algebra on yksinkertainen al-
gebra, joka on aérellisulotteinen yli keskuksen K.

Lause 3.4. Jokainen syklinen algebra on yksinkertainen keskeinen algebra.

Lause on voimassa myds toiseen suuntaan, jos tarkastellaan yksinkertaista
keskeistd algebraa, jonka keskus on lukukunta K.

Lause 3.5. Olkoon K lukukunta. Jokainen yksinkertainen K-keskeinen al-
gebra on syklinen algebra.

Madaritelmi 3.6. Yksinkertainen keskeinen algebra A on jakoalgebra, jos
kaikki sen nollasta eroavat alkiot ovat kddntyvii.

Esimerkki 3.7. Helpoimpia esimerkkejd yksinkertaisista keskeisista algeb-
roista ovat matriisialgebrat yli kunnan K. Jokaisella positiivisella kokonais-
luvulla n K-algebra M,,(K) = {(ai;j)nxn | @ij € K} on yksinkertainen keskei-
nen algebra. Nimittdin tunnetusti algebran M,,(K) ihanteet ovat triviaaleja,
kun K on kunta, ja ainoastaan alkiot 1K = {diag(a, ...,a) | a € K} kommu-
toivat kaikkien muiden algebran M, (K) alkioiden kanssa. Tam#i algebra ei
kuitenkaan ole jakoalgebra, kun n > 2, silld nollamatriisista eroavat matriisit,
joiden aste on korkeintaan n — 1, eivit ole kddntyvii.

Tarvitsemme keinon tunnistaa jakoalgebrat syklisistd algebroista. Seuraa-
va lause on todistettu kirjassa [1].

Lause 3.8. Astetta n oleva syklinen algebra A = (L/K,0,v) on jakoalgebra,
jos ja vain jos mikddn alkioista ', 0 < t < n, ei ole joukon L* minkdidn
alkion norms.

Lauseen 3.8 vuoksi alkiota v kutsutaan epinormialkioks:.

Esimerkki 3.9. Hamiltonin kvaternioalgebrassa Hy = (Q(7)/Q, o, —1), mis-
sid o on tavallinen kompleksikonjugointi, tyypillisesti generoija-alkiota mer-
kitain symbolilla j eiké u, ja kirjoitetaan k = ij. Siis 2 = j? = k? = —1 ja
gi = —ij. Alkion a + bi, a,b € Q, normi on (a + bi)(a — bi) = a® + b* # —1,
joten —1 ei ole minkddn alkion normi. Lauseen 3.8 mukaan tdmé osoittaa
algebran Hg olevan jakoalgebra.
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Mairitelma 3.10. Olkoon L/K syklinen kuntalaajennus ja A = (L/K, 0,7)
jakoalgebra. Osajoukko A C A on Og-jdrjestd, jos

(i) A on renkaan A alirengas, jolla on sama neutraalialkio.
(ii) A on &érellisesti generoitu Ox-moduli.
(iii) A generoi algebran A vektoriavaruutena yli kunnan K.

Esimerkki 3.11. Olkoon A = (L/K, 0,7v) kuten edeltdvissd méiritelméassa
ja oletetaan, ettd sen epdnormialkio v € K* on algebrallinen kokonaisluku.
Talloin Og-moduli

A=0O;u0; 20, ® - Su" O,

on alirengas syklisessi algebrassa (L/K,o,~). Tatd kutsutaan algebran A
luonnolliseksi jarjestoksi. Epanormialkioksi v taytyi valita algebrallinen ko-
konaisluku, silli muutoin A ei olisi suljettu kertolaskun suhteen.

Jakoalgebran A jirjesto A on maksimaalinen jdrjestd, jos ei ole olemassa
toista jarjestoa A’, A € A’ C A. Maksimaalisia jarjestoja voi pitad lukukun-
tien kokonaislukujen renkaan analogiana jakoalgebroissa.

Lause 3.12. Jokaisella K-keskeiselld jakoalgebralla A on maksimaalinen
Ok -jirjesté ja jokainen algebran A jirjestd sisdltyy vdhintidn yhteen mak-
stmaaliseen jarjestoon.

Tutkiaksemme renkaan Ok ja Og-jarjeston A vilistd suhdetta on hyo-
dyllistd tarkastella jakoalgebraa A matriisialgebran alialgebrana.

Lause 3.13. Olkoon A jakoalgebra, jonka keskus on K ja aste A : K] = n?.
Tdlloin jokainen algebran A maksimaalinen alikunta L sisdltad kunnan K ja

aste
[L: K] =n.

Huomautus 3.14. On ilmeisté, ettd jokainen jakoalgebra sisaltda vahintdan
yhden maksimaalisen alikunnan.

Olkoon A K-keskeinen jakoalgebra, [A : K| = n?, ja oletetaan, etti
L on algebran A maksimaalinen alikunta. T&ll6in A on n-dimensioinen oi-
keanpuoleinen vektoriavaruus yli kunnan L. Algebra A operoi vektoriava-
ruuteen A kertolaskulla vasemmalta. Jos ¢ € A, niin olkoon A, : A — A
kuvaus, joka kuvaa alkion x € A alkioksi cx. Koska tdmé kuvaus ja oikean-
puoleinen skalaarikertolasku kommutoivat, ts. c(xl) = (cz)l, missd | € L,
niin A. on L-lineaarinen. Saadaan upotus A — Endy(A), joka kuvaa alkion
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¢ € A kuvaukseksi \.. Kiinnittamélld vektoriavaruudelle A L-kanta jokai-
nen \. € Endj(A) voidaan esittdd matriisilla M (\.), ja tunnetusti kuvaus
Ae = M().) on algebraisomorfismi Endy (A) — M, (K). Saadaan siis injek-
tiivinen K-algebrahomomorfismi ¢/ algebrasta A matriisialgebraan M,,(L).
Niin ollen alkio ¢ € A ja matriisi ¢(c) € M,,(L) voidaan samaistaa. Kuvaus-
ta 1 kutsutaan maksimaaliseksi esitykseksi.

Mééritelma 3.15. Matriisin ¢(c) jéilked kutsutaan alkion ¢ € A redusoi-
duksi jiljeksi ja sitd merkitddn tr 4,k (c).

Huomautus 3.16. Voidaan osoittaa, ettd alkion a € A jilkikuvauksen
T4/k(a) ja redusoidun jéljen tr(a) yhteys on T4 k(a) = ntr(a), misséd n
on laajennuksen L/K aste.

Lause 3.17. Olkoon A K-keskeinen jakoalgebra ja a € A. Tdlldin redusoitu
jalki tr(a) € K. Jos lisiksi A on algebran A O -jarjesti ja alkio a € A, niin
redusoity jalki tr(a) on kokonaislukujen renkaan Ok alkio.

Esimerkki 3.18. Olkoon L/K syklinen kuntalaajennus ja A = (L/K,0,7)
jakoalgebra. Tarkastellaan algebraa A oikeanpuoleisena vektoriavaruutena yli
kunnan L. Valitaan avaruudelle A L-kanta {1,u, ...,u" "'} ja olkoon a = o+
uzry + - +u" 1z, ; € A Témin alkion matriisiesityksen v (a) is pystyrivi,
i€{0,1,...,n — 1}, on vektorin

au' = (vo+ury+- - +u" o, ut = ulo(xg)Fu o (zy) 4+ Au" o (2, )

koordinaattivektori. Talloin siis

ro  Yo(rp_1) YOE(Tn2) ... Yo" Hw3) o l(xy)
1 aExoi 7022(($n_)1) .. 'ya"‘zgxg; 70"‘1Ex2§
T o(xy a?(z oo yoH(ay) o (as
V@O=1 2 olw) 0w ... y0"zs) 0"z [ (D)
Tt 0(Ty o) 0%(xp_3) ... an_é(xl) o™ 1'(xo)

Lause 3.19. Jdlkikuvaus ei ritpu maksimaalisesta esityksestd.

Maaritelm3 3.20. Olkoon A K-keskeinen jakoalgebra ja m = dimgA. Ok-
jarjeston A Og-diskriminantti on renkaan Ok ihanne d(A/Of), joka on al-
kioiden

{det(tra/x (zir;))i5=1 | (21,0, 2m) € AT}
generoima. Kun sekaannuksen vaaraa ei ole, kiytetadn myos lyhyempéad mer-
kintdd d(A/Og) = d(A).
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Esimerkiksi kunnan K = Q(1/—7) tapauksessa sen kokonaislukujen
rengas Ox = Og(,/=z) on Eukleideen alue, jolloin on jarkevdd puhua dis-
kriminantista alkiona eikd ihanteena. Jarjesté6 A on vapaa Og-moduli, joten
voimme samaistaa diskriminantti-ihanteen generoivan alkion jonkin kannan
diskriminantin kanssa. Jarjeston A diskriminantti voidaan tilloin laskea kaa-
valla

d(A/Ok) = det(tr(xixj))%zl,
missi {1, ...,z } on mikd tahansa jirjeston A Og-kanta. Téstd ndemme,
ettd kun A C IT" ovat Og-jérjestdji, niin d(I') on diskriminantin d(A) tekija.

Lause 3.21. Kaikilla K-keskeisen jakoalgebran maksimaalisilla jdirjestoilld
on sama diskriminantts.

Maaritelma 3.22. Olkoon A K-keskeinen jakoalgebra ja olkoon A jokin
sen maksimaalinen jarjesté. Tamén jarjeston diskriminanttia d(A/Ok) = dy
kutsutaan jakoalgebran A diskriminantiksi.

Lauseen 3.21 mukaan jakoalgebran diskriminantti on hyvinmaééritelty, ei-
k& siis riipu maksimaalisen jarjestdn valinnasta.

Huomautus 3.23. Olkoon L/K syklinen kuntalaajennus ja A = (L/K, 0,7)
jakoalgebra. Esimerkin 3.18 matriisin (7) jalkeen ei selvéstikddn vaikuta se,
mikd alkio o on valittu ryhmén Gal(L/K) generoijaksi. Koska jélkikuvaus
tr4/k el riipu maksimaalisesta esityksestd, niin nyt jakoalgebran A diskri-
minantin méaritelmastd ndhdain, ettei alkion o valinta vaikuta algebran A
diskriminanttiin.

3.2 Diskriminanttiraja

Tavoitteena téssi pykéaldssd on todistaa jakoalgebran diskriminantille ala-
raja. Téatd varten tarvitsemme ensin paremman ymmérryksen algebran dis-
kriminantista ja siksi tutustumme algebran Hasse-invariantin sekd Brauerin
ryhmén késitteisiin. Diskriminanttirajan todistus seuraa artikkelin [18] esi-
tysta.

3.2.1 Hasse-invariantti

Olkoot A ja B K-algebroja ja olkoon A ®x B niiden tensoritulo K-
vektoriavaruuksina. On olemassa yksikésitteinen avaruuden A4 ®x B K-
bilineaarinen kertolasku, jolle pétee

(a®b)(ad @V) =ad @ bb
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jokaisella a,a’ € Ajab,b' € B. Kun kunta K samaistetaan osajoukon K -(1®
1) C A ®k B kanssa, niin avaruudesta A®x B tulee K-algebra. Tensoritulot
ovat kommutatiivisia siind mielessa, etta kaikilla K-algebroilla A ja B kuvaus
a® b+ b® a laajenee K-algebrojen isomorfismiksi

AR B— Bk A.

Ne ovat myos assosiatiivisia siind mielessé, ettd kaikilla K-algebroilla A, B
ja C kuvaus ¢ ® (b® ¢) — (a ® b) ® ¢ laajenee K-algebrojen isomorfismiksi

A®x (BogC) — (Ao B) @k C.

Olkoon K’ lukukunnan K laajennuskunta. Jos A on yksinkertainen K-
keskeinen algebra, niin tensoritulo A" = K’ ® A on yksinkertainen K-
keskeinen algebra. Sanotaan, etti algebra A’ on algebran A skalaarilaajen-
nus.

Maéritelmd 3.24. Olkoon K, lukukunnan K taydellistymé alkuihanteen p
suhteen. Jos A on yksinkertainen K-keskeinen algebra, niin algebraa A, =
K, ®k A kutsutaan algebran A lokalisaatioksi alkuihanteen p suhteen.

Lause 3.25. Edellisen mdadritelmdn merkinndimn
[A: K] =[A : Kyl

Seuraavan Wedderburnin lauseen mukaan yksinkertaisten keskeisten al-
gebrojen luokittelu palautuu jakoalgebrojen tapaukseen.

Lause 3.26. Olkoon A yksinkertainen K-keskeinen algebra. Talldin
A= M, (D),

missi D on jokin K-keskeinen jakoalgebra. Kokonaisluku n ja algebra D ovat
(isomorfiaa vaille) yksikisitteisesti madrdttyja.

Maaritelma 3.27. Olkoon A kuten edellisessa lauseessa. Kokonaislukua
\/[D : K| kutsutaan algebran A indeksiksi.

Olkoon edelleen K lukukunta ja K, sen tédydellistymé alkuihanteen p
suhteen. Lauseen 3.26 mukaan K, ®x A = M(D,), missid D, on jokin K-
keskeinen jakoalgebra. Tarkastellaan seuraavaksi tdllaisia jakoalgebroja.
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Lause 3.28. Syklinen algebra
A(n,r) = (L/Ky,0,7"), (r,n) =1, 0<r<n,

missd L on yksikdsitteinen taydellistymdn K, astelta n oleva haaroittumaton
laajennus, o on Frobenius-automorfismi ja m on tdydellistymdn K, alkualkio,
on jakoalgebra. Algebrat A(n,r1) ja A(n,re) ovat isomorfisia, jos ja vain jos
r =To.

Lause 3.29. Olkoon A indeksii n oleva K,-keskeinen jakoalgebra. Tdlloin
A= An,r)
jollakin luvulla r.

Maaritelmi 3.30. Olkoon A kuten edeltavissa lauseessa. Rationaalilukua
r/n kutsutaan algebran A Hasse-invariantiksi.

Koska jokaisella tekijaryhméan Q/Z alkiolla on yksikésitteinen edustaja
valilla [0,1), niin voimme samaistaa sivuluokat ndiden edustajien kanssa.
Hasse-invariantit voidaan siis tulkita tekijiryhmén Q/Z alkioiksi. Lause 3.28
voitaisiin my0s kirjoittaa ilman rajoitusta 0 < r < n todeten, ettd algebrat
A(n,r) ja A(n,ry) ovat isomorfisia, jos ja vain jos r; = ry (mod n). Jos
osoittajat r; ja ro toteuttavat timén kongruenssin, niin osamiirit ri/n ja
r9/n ovat saman sivuluokan edustajia.

Maaritelmd 3.31. Olkoon K lukukunta ja p sen alkuihanne. Olkoon A
yksinkertainen K-keskeinen algebra ja

Kp R A= ./\/l,.@p('Dp),

missd D, on K,-keskeinen jakoalgebra. Lukua h, = r,/m, kutsutaan al-
gebran A Hasse-invariantiksi alkuthanteen p suhteen ja lukua m, lokaaliksi
indeksiksi. Kokonaisluku x, on lokaali kapasiteetli alkuthanteen p suhteen.

Huomautus 3.32. Se, etti lokaali kapasiteetti ja Hasse-invariantti ovat hy-
vinmariteltyja, seuraa lauseen 3.26 jalkimmaéisestd osasta.

Lokaali indeksi m, = 1, jos ja vain jos
Ap g ‘Mﬁp (Kp).

Sanomme, ettd alkuihanne p haaroittuu algebrassa A, jos vastaava lokaali
indeksi ei ole 1.
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Lause 3.33. Olkoon A yksinkertainen K-keskeinen algebra. On olemassa
vain ddrellinen mddrd kunnan K alkuihanteita {pi,...,p,}, joiden Hasse-
invariantit ovat nollasta eroavia. Algebran A indeksi on yhtd suuri kuin lu-
kujen my,, i = 1,...,n, pienin yhteinen jaettava.

Hasse-invarianttia kutsutaan triviaaliks:, jos se on nolla.

Seuraus 3.34. Olkoon A astetta n oleva yksinkertainen K-keskeinen al-
gebra. Jos algebralla A on sellainen lokaali indeksi my,, ettd

my =n,

niin A on jakoalgebra.

3.2.2 Brauerin ryhmi

Seuraavassa yksinkertaisia keskeisid algebroja kiasitellian ryhmén alkioina.
Tarvitsemme néitd alun perin Richard Brauerin méérittelemia ryhmia joi-
denkin luokkakuntateoreettisten tulosten esittelemiseen.

Lause 3.35. Olkoot A ja B yksinkertaisia K-keskeisid algebroja. Tdlldin
A @k B on yksinkertainen K -keskeinen algebra.

Tarkastellaan kaikkien yksinkertaisten K-keskeisten algebrojen muodos-
tamaa perhettd. Sanomme, ettd kaksi yksinkertaista K-keskeistd algebraa
A = M, (Da) ja B = M,,(Dp) ovat similaarisia, A ~ B, jos D4 = Dsg.
Similaarisuus on selvisti ekvivalenssirelaatio ja sen ekvivalenssiluokkia kut-
sutaan similaarisuusluokiksi. Yksinkertaisen keskeisen algebran A similaari-
suusluokkaa merkitaan [A].

Similaarisuusluokille [A] ja [B] mé&ritellddn

[A][B] = [A®xk B].

Téama on hyvinmadritelty (siis, jos A ~ A’ ja B ~ B, niin AQxB ~ A Q@xB')
ja se on assosiatiivinen ja kommutatiivinen tensoritulojen assosiatiivisuuden
ja kommutatiivisuuden perusteella. Yksinkertaisten K-keskeisten algebrojen
similaarisuusluokat muodostavat ryhméan tdméan operaation suhteen. Tata
ryhméd kutsutaan kunnan K Brauerin ryhmdksi ja sitd merkitdan Br(K).

K-algebran A vasta-algebralla A°PP tarkoitetaan algebraa, jolla on sama
alkioiden joukko ja additiivinen operaatio, mutta kertolasku - maéaritellain
a-f = Pa. Brauerin ryhméan Br(K) identiteettialkio on luokka [K] ja luokan
[A] kiidnteisalkio on vasta-algebran A°PP madrddma similaarisuusluokka.

Similaarisuusluokkien tensoritulon havainnollistamiseksi esitetddn seu-
raava lemma, jonka todistus 16ytyy kirjasta [4].
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Lemma 3.36. Olkoon L/K syklinen kuntalaajennus. Olkoot A, =
(L/K,0,m), A = (L/K,0,7) ja As = (L/K,0,317%) syklisid algebrojo.
Talloin ryhmdassd Br(K) on voimassa

[A][As] = [As].
Siis Brauerin ryhmdn ryhmdoperaatio vastaa alkioiden v;, 1 = 1,2, tuloa.

Brauerin ryhméan similaarisuusluokkien tulo vastaa Hasse-invarienttien
yhteenlaskua modulo 1.

Lause 3.37. Olkoon K lukukunta, p sen alkuthanne ja K, kunnan K tdy-
dellistymd. Kuvaus ryhmdstd Br(K,) additiiviseen ryhmadn Q/Z, joka kuvaa
jakoalgebran similaarisuusluokan sen Hasse-invariantiksi, on ryhmdisomor-
fismi.

Yksinkertainen keskeinen algebra méariytyy isomorfiaa vaille sen lokali-
saatioista kaikkien alkuihanteiden suhteen.

Lause 3.38. Olkoon K lukukunta, Px kaikkien kunnan K alkuthanteiden
muodostama perhe ja olkoot A ja B yksinkertaisia K -keskeisid algebroja. Til-
loin

A~B<= A, ~B,, VpePg.

Nyt voimme esitelld seuraavan kuvauksen.

Lemma 3.39. Olkoon A yksinkertainen K-keskeinen algebra ja p kunnan K
alkuihanne. Kuvaus

on ryhméahomomorfismi ryhmdsti Br(K) ryhmddn Br(K,).
Lause 3.40 antaa konkreettisemman kuvan edeltdvastd homomorfismista.

Lause 3.40. Olkoon L/K syklinen laajennus, Gal(L/K) = (o) ja a € K.
Olkoon E mikd tahansa kunta, joka sisdltia kunnan K, ja olkoon EL kuntien
E ja L kompositio jonkin laajemman kunnan sisdlld. Tédlloin pdtee

H={(o") = Gal(L/LNE) = Gal(EL/E),

missi k on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, ettid o kuvaa joukon
LN E itselleen. Tdlloin

E®k (L/K,0,a) ~ (EL/E,d", a).
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3.2.3 Diskriminanttirajan todistaminen

Tassé pykélassa puhutaan lukukunnan K kokonaislukujen renkaan ihanteen
koosta. Télld tarkoitetaan, ettd renkaan Ok ihanteet ovat jarjestetty niiden
normin mukaan. Sanotaan, ettd ihanne a; on pienempi kuin ihanne as, jos
N(Cll) < N(ag).

Tulemme johtamaan eksplisiittisen kaavan jakoalgebran, jonka keskus on
annettu lukukunta K ja indeksi annettu luku n, pienimmélle mahdollisel-
le diskriminantille. Diskriminanttirajan todistamisessa tarkeédssi roolissa on
seuraava syvallinen tulos luokkakuntateoriasta. Olkoon lukukunta K tdysin
imaginddrinen, eli toisin sanoen sitd ei voida upottaa reaalilukujen kuntaan.
Talloin ryhmistéd ja ryhméhomomorfismeista koostuva jono

0 — Br(K) -1 @Br(K,) -& Q/Z — 0 (8)

on eksakti.

Tasséd f kuvaa yksinkertaisen K-keskeisen algebran A similaarisuusluo-
kan vektoriksi, joka koostuu lokalisaatioiden .4, similaarisuusluokista, missé
p kiy 14pi kaikki kokonaislukujen renkaan O alkuihanteet. Taméan kuvauk-
sen injektiivisyys todettiin lauseessa 3.38, ja sen hyvinmaéiriteltivyys seuraa
lemmasta 3.39 ja lauseesta 3.33.

Kyseisen jonon toinen epétriviaali kuvaus g on yksinkertaisesti lauseen
3.37 mukainen Brauerin ryhmien Br(K,) alkioita edustavien jakoalgebrojen
A, Hasse-invarienttien summa.

Jonon (8) eksaktisuudesta seuraa, etté yskinkertaisen keskeisen algebran
epatriviaalien Hasse-invarienttien summa on kokonaisluku. Lisdksi tdméa
on ainut rajoitus Hasse-invarianteille. Mikd tahansa yhdistelmd Hasse-
invariantteja (a/m,), joista vain &érellinen médra on nollasta eroavia ja joiden
summa on kokonaisluku, on siis jonkin yksinkertaisen K -keskeisen algebran
Hasse-invarienttien joukko.

Lemma 3.41. Olkoon K lukukunta, A K-keskeinen jakoalgebra ja A al-
gebran A maksimaalinen Ok -jirjests. Tdlloin

Y

VAR
A(A/O) = (Hp m>)

missd p kdy lipi kaikki renkaan Ok alkuihanteet, m, on algebran A lokaali
indeksi alkuthanteen p suhteen ja K, on algebran A lokaali kapasiteetti alkui-
hanteen p suhteen.
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Lause 3.42. Olkoon K taysin imaginddrinen lukukunta ja olkoot py, .., p, sen
alkuihanteita. Oletetaan, ettd rationaaliluvut ay/my,, ..., a,/m,, toteuttavat
ehdot

n

Z 4% — (mod 1),

im1 |t

1 <a; <my, ja(a;,my,) = 1.

Tdlloin on olemassa K -keskeinen jakoalgebra A, jonka indeksi on luku-
jen my, pienin yhteinen jaettava ja jolla on lokaalit indeksit my,. Jos A on
jakoalgebran A maksimaalinen Og-jarjesto, niin jarjeston N diskriminantti
on

(mp, —1)AE]

aA/0) = Io ™ (9)

=1

Todistus. Jonon (8) eksaktisuudesta seuraa, ettd on olemassa K-keskeinen
jakoalgebra A, jolla on lokaalit indeksit m,,. Tieddmme myds, ettd indeksi
V/ [A : K] on yhté suuri kuin lokaalien indeksien m,, pienin yhteinen jaettava.
Lemman 3.41 mukaan

[A:K]
A/OK (H p(mm 1)/’43131) 7 (10)

missé kp, on lokaali kapasiteetti.
Dimensioita laskemalla ndhd&ién, etté

[A: K]
/{p - - .
My
Sijoittamalla tdmé kaavaan (10) saadaan viite. O

Nyt on selvdd, ettd jakoalgebran diskriminantti d(A) riippuu vain sen
lokaaleista indekseista m,, .

Oletetaan, ettd keskus K ja indeksi n ovat annetut. Seuraavaksi pitdé rat-
kaista, miten lokaalit indeksit ja Hasse-invariantit voidaan valita niin, etta
lokaalien indeksien pienin yhteinen jaettava on n, Hasse-invarianttien sum-
ma on kokonaisluku ja saatava diskriminantti on niin pieni kuin mahdollista.
Naemme heti, ettd ainakin kahden Hasse-invariantin tulee olla kokonaislu-
vusta eroava.

Alkuihanteen p eksponentti d(p) diskriminanttikaavassa (9) on

e A (R I

my my
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Koska epitriviaaleilla Hasse-invarianteilla n > m, > 2, niin n?/2 < d(p) <
n(n — 1). Esimerkiksi, kun n = 6, niin d(p) on 18,24 tai 30 riippuen siité,
onko m,, 2,3 vai 6.

Osoittautuu, ettd optimaalisinta on valita vain kaksi epétriviaalia Hasse-
invarianttia ja yhdistdd ne renkaan Ok kahteen pienimpéaén alkuihanteeseen.

Lause 3.43 (Diskriminanttiraja). Olkoon K taysin imaginddrinen luku-
kunta, jonka pienimmdt alkuihanteet ovat py ja ps. Indeksid n olevan K-
keskeisen jakoalgebran pienin mahdollinen diskriminantti on

(p1p2)n(n—1) )

Todistus. Lauseen 3.42 mukaan jakoalgebran, jonka Hasse-invariantit al-
kuihanteiden p; ja po suhteen ovat 1/n ja (n — 1)/n, diskriminantti on
(p1p2)" "=V, Téytyy siis vain ndyttiid, ettéi timi on pienin mahdollinen. Kun
jakoalgebralla on vain kaksi epitriviaalia Hasse-invarianttia, niin niiden lo-
kaalien indeksien taytyy olla yhtd suuria kuin n. Emme siis voi saada kahdella
Hasse-invariantilla rajaa (pip2)"" "V pienempii diskriminanttia.

Néytetddn seuraavaksi, ettd minimoidaksemme diskriminantin epéatrivi-
aaleja Hasse-invarientteja ei voi olla enemp#d kuin kolme. Alkuihanteille
P1, P2, P3, Pa, jotka ovat listattu pienimméstd suurimpaan, piatee aina

d d d d n(n—
pl(Pl)pz(PZ)pg(PS)p4(P4) > (plpz) ( 1)7

silli eksponentit d(p;) > n?/2 riippumatta Hasse-invarienttien arvoista.
Tarkastellaan seuraavaksi kolmen epétriviaalin Hasse-invariantin (a;/my, ),
1 = 1,2, 3, tapausta. Oletetaan, ettd jakoalgebralla D on ndma kolme epétri-
viaalia Hasse-invarianttia alkuihanteiden p, po ja ps suhteen.

Oletetaan ensin, ettd lokaalilla indeksilld my, on vain yksi alkutekijé p,
eli my, = p',t > 0. Kirjoitetaan m,, = cop® ja my, = c3p, missi (ca,p) = 1
ja (e3,p) = 1. Voidaan olettaa, ettd a < b. Koska Hasse-invarienttien summa

@, G 0 a1C2c3p™ 0 4 agesp”t + ageop™™

pt o ocop®  cap?

pt+a+bc2 Cs

on rationaalinen kokonaisluku, niin ¢, jakaa tdmén summan osoittajan. Seu-
raa, ettd ¢, jakaa myos termin ascsp® ja edelleen ¢, jakaa luvun cs. Vastaa-
vasti ndhdaan, ettd c3 jakaa luvun co, joten ¢y = c3.

Merkitddn ¢ = c3 = c¢. Laventamalla taas Hasse-invariantit samanni-
misiksi nahdan, ettd p!Tett jakaa luvun a;cp®® + agp®*t + azp®t. Téllsin
siis pP*t jakaa luvun aycp® + agp® ot + agp', sillid oletimme a < b. TAmA

35



on mahdollista vain, jos ¢ = b tai a = b > t. Molemmissa tapauksissa
Mypy = py] (mpla mp2)7 joten Mypy = pYy] (mp17mp27 mps) =n.

Merkitdén alkuihanteista p; ja po pienempéd symbolilla p’. Naytetdin,
ettéd diskriminantista tulee pienempi, jos alkuihanteen p’ Hasse-invariantiksi
valitaan

a’l/mpl + a2/mP2 = a//m;/ (mOd 1)'
Olkoon D’ jakoalgebra, jonka ainoat epétriviaalit Hasse-invariantit ovat
a'/my, alkuihanteen p’ suhteen ja agz/my, alkuihanteen ps suhteen. Koska
a [my, + az/my, on kokonaisluku, niin nidhdaén, ettd my, = m,,. Néin ol-
len jakoalgebran D’ indeksi n’ on n’ = m,, = n. Koska d(p;) + d(p2) >
n(n —1) > d'(p’), missi d'(p’) on lokaalia indeksid my, vastaava eksponentti,
niin jakoalgebralla D’ on pienempi diskriminantti kuin algebralla D.

Kasittelemattd on enda tapaus, jossa kaikilla kolmella lokaalilla indek-
silld on vahintadn kaksi eri alkutekijda. Téassd tapauksessa jokaisen lokaalin
indeksin suuruus on vahintadn 6. Talloin d(p1) + d(p2) + d(ps) > 2n(n — 1),
joten my&s nyt diskriminantti ylittii alarajan (pips)™"—b. O
Huomautus 3.44. Diskriminanttirajan saavuttava jakoalgebra ei mis-
sidn nimessi ole yksikésitteinen. Esimerkiksi mikd tahansa pari Hasse-
invariantteja a/n,(n — a)/n, misséi 0 < a < n ja (a,n) = 1, johtaa ja-
koalgebraan, jolla on sama diskriminantti.

3.3 Minimaalidiskriminanttisten jakoalgebrojen kon-
struointi

Konstruoimme téssi luvussa kaikilla indekseillé, jotka eivit ole jaollisia lu-
vulla 2 tai 7, lauseen 3.43 diskriminanttirajan saavuttavan Q(v/—7)-keskeisen
jakoalgebran. Konstruktio seuraa artikkelia [18], jossa on kisitelty erityisesti
Q(4)- ja Q(v/—3)-keskeisten minimaalidiskriminanttisten jakoalgebrojen kon-
struointia.

Seuraavien kahden lauseen perusteella meidin tarvitsee tarkastella vain
tilannetta, jossa indeksi n on jonkin alkuluvun potenssi.

Lause 3.45 on todistettu kirjassa [1].

Lause 3.45. Olkoot Dy = (L1/K,01,7) ja Dy = (Ls/ K, 09,7) jakoalgeb-
roja, joiden indeksit ovat vastaavasti ny ja no. Oletetaan, etti (ny,ng) = 1.
Talloin Dy ® Dy on jakoalgebra, jonka indeksi on ning. Lisdkst

Dy ® Dy = (L1 Lo/ K, 0102,7%1°75"),
missd o109 on Galois'n ryhmdn Gal(L1Ls/K) = Gal(L1/K) x Gal(Ls/K)

alkio.
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Lause 3.46. Olkoot Dy ja Dy kuten edeltivissd lauseessa ja olkoot py ja po
kunnan K kakst pieninormisinta alkuihannetta. Jos jakoalgebrojen Dy ja Do
diskriminantit ovat minimaalisia ja ne ovat jaollisia vain alkuthanteilla py
ja po, niin jakoalgebralla Dy ® Dy on minimaalinen diskriminantti, joka on
jaollinen vain alkuihanteilla py ja po.

Todistus. Alkuihanteiden p; ja p, Hasse-invariantit ovat jakoalgebrojen D
ja Dy ainoat epétriviaalit Hasse-invariantit. Eksaktin jonon (8) kuvaukset
ovat ryhmahomomorfismeja. Tastéd sekd siité, ettd skalaarien laajentaminen
taydellistymiin K, kommutoi tensoritulon muodostamisen kanssa, seuraa, et-
td jakoalgebran D; ® D, Hasse-invariantit ovat algebrojen D; ja D, Hasse-
invarianttien summia. Tdm&an vuoksi jakoalgebran D; ® Dy diskriminantti on
jaollinen vain alkuihanteilla p; ja po. Lauseen 3.43 todistuksen perusteella
kyseinen diskriminantti on minimaalinen. O]

Seuraava lemma mukailee artikkelissa [8] esitettyé vastaavankaltaista tu-
losta.

Lemma 3.47. Olkoot L/K Galois'n laajennus ja alkuihanne p C Ok alkui-
hanteen P C O alla. Jos alkuihanteen p jadinndsluokka-aste laajennukses-
sa L/K on f ja v on sellainen kunnan K alkio, ettd (vy(7), f) = 1, niin
v ¢ Nijk(L) jokaisella i =1,2,..., f — 1.

Todistus. Oletetaan, ettd v/ € Ny k(L) jollakin j € {1,..., f — 1}. Olkoon
o € P sellainen, ettd Np k(o) = 7. Koska normi on multiplikatiivinen
kuntatorneissa, niin

Nijo(@) = NigjoWNiyk () = Nija(r?) = N([)).
Toisaalta [Nx/g(7?)| = N([77]) ja N(p)! = N(B) | Njg(a), miki on risti-
riita, silld jaddnnosluokka-aste f ei jaa lukua j - v,(7). O

Erityisesti edeltavastd lemmasta ja lauseesta 3.8 seuraa, ettd jos alkui-
hanne p C K on hidas syklisessi laajennuksessa L/K, [L : K| = n ja
(vp(7y),n) = 1, niin syklinen algebra (L/K,o,~) on jakoalgebra.

Lemma 3.48. Olkoon L/K syklinen kuntalaajennus ja p kunnan K alkui-
hanne, joka on hidas laajennuksessa L/K. Olkoon

A= (L/K,o,7)
jakoalgebra, missi v € K*, [L : K] = n ja o on alkuthanteen p Frobenius-
automorfismi. Tdlloin Hasse-invariantti
hp — UP(’V)
n



Todistus. Olkoon P = pO;. Lauseen 3.40 mukaan
Ay ~ (Ly/ Ky, 0,7).

Koska p on haaroittumaton laajennuksessa L/K, niin Ly /K, on haaroittu-
maton laajennus. Jos kunnassa K, pitee v = en’, missd ¢ on renkaan O,
yksikko ja 7 on kunnan K, alkualkio, niin v,(y) = ¢. Hasse-invariantin méa-
ritelmésta ja lauseesta 3.28 ndhdaan nyt, ettd

hp — UP;’Y) )

O

Kaytetddn merkintdd 7Z,, jadnnosluokkarenkaasta modulo m, eli Z,, =
Z/mZ. Tamén renkaan yksikéiden muodostama ryhmé on siis Z .

Lemma 3.49. Jos p on alkuluku ja n kokonaisluku, n | (p—1), niin kunnalla
Q(&) on yksikasitteinen alikunta Z, jonka aste [Z : Q] = n.

Laagennus Z/Q on Galois’n laajennus ja on myds olemassa ryhmdisomor-
fismi & ryhmdstd Z;, /(Z3)" ryhmdin Gal(Z/Q), joka kuvaa alkuluvun q # p
vastaavaksi Frobenius-automorfismiksi ((Z/Q), q).

Lisdksi alkuluku q # p on hidas laajennuksessa Z/Q, jos ja vain jos q' ei
ole ns potenssi (mod p) milléin t =1,...,n — 1.

Todistus. Ympyrdkuntien teoriasta tiedetddn, ettd (ks. esim. [12])

Gal(Q(G)/Q) = Z;,

Témén isomorfismin vélittdd kuvaus, joka kuvaa ehdolla 7,(¢;) = ¢, 1 < a <
p — 1, médritellyn Galois'n ryhmén automorfismin 7, renkaan Z; alkioksi a.
Frobenius-automorfismi ((Q(¢,)/Q), ¢) voidaan mééritelld kaavalla

((Q&)/Q), ) (¢p) = ¢

On siis olemassa isomorfismi ¢ : Z; — Gal(Q((,)/Q), joka kuvaa alku-
luvun ¢ # p Frobenius-automorfismiksi ((Q((,)/Q), ¢). Kéytetadn ryhmén
Y(Z;)" kiintokunnasta merkintdd Z. Nyt on selvéd, ettd Z on yksikisittei-
nen ja [Z : Q] = n. Jos ensin kuvataan ryhmén Z; alkiot kuvauksella ¢ ryh-
madn Gal(Q((,)/Q) ja sitten otetaan ndiden automorfismien rajoittuma kun-
taan Z, niin saadaan isomorfismi ¢ ryhmésta Z/(Z5)" ryhmién Gal(Z/Q).
Lauseen 2.27 mukaan kuvauksella ¢ on viitetyt ominaisuudet.

Viimeinen vaittdmé saadaan seurauksesta 2.26, silld ((Z/Q),q) generoi
ryhmén Gal(Z/Q), jos ja vain jos ¢' ei ole ns potenssi (mod p) milldén ¢ =
1,...,n—1 0]
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Kéytetddn jatkossa merkintojd F' = Q(v/=7), p1 = [2, HTE} ja py =

2, I_Tﬁ} Ihanteet p; ja ps ovat alkuluvun 2 péadlld kunnassa F' olevat

alkuihanteet ja ne ovat myos kunnan F' pieninormisimmat alkuihanteet.

Lause 3.50. Olkoon q # 2 alkuluku, n jokin kokonaisluku ja p # 7 alkuluku,
jolle pitee ¢" | (p — 1). Oletetaan, etti luku 2 on hidas laajennuksessa Z]Q,
missi Z on kunnan Q((,) yksikdsitteinen astetta ¢" oleva alikunta, ja olete-
taan myds, ettd p on hidas laajennuksessa F'/Q. Tdlléin FZ/F on astetta q"
oleva syklinen Galois’n laajennus, missd alkuihanteet py ja po ovat hitaita ja
p = pOr on ainut haaroittuva alkuthanne laajennuksessa FZ/F.

Todistus. Koska 71 g, niin F ei ole kunnan Z alikunta, ja siis [F'Z : F] = ¢".
Koska F'/Q ja Z/Q ovat Galois'n laajennuksia, niin myos FZ/Q on Galois
ja edelleen F'Z/F on Galois. Lemman 3.49 mukaan Z/Q on syklinen laajen-
nus, silld Zy /(Z;)" on syklinen laajennus. Laajennuksen Z/Q syklisyydesté
seuraa, ettd myos F'Z/F on myos syklinen.

Olkoon P kunnan F'Z alkuihanne, p; = Oz, NP, pr = Opr NP ja b =
Q NP. Lauseen 2.8 mukaan

e(Bb) = e(Blpz)epz|b) = e(Blpr)e(pr|b).

Koska liséiksi e(PB|pz), e(pr|b) | 2 ja e(pz|b), e(P|pr) | ¢, niin ndhdaén, etta
alkuihanne pp haaroittuu laajennuksessa F'Z/F, jos ja vain jos alkuluku b
haaroittuu laajennuksessa Z/Q.

Koska p haaroittuu laajennuksessa Z/Q ja p on hidas kunnassa F', niin
ndhdédén, ettd p on ainut haaroittuva alkuihanne laajennuksessa ZF/F.

Jos B valitaan niin, ettd pp = p; tai pp = po, saadaan

FOBI2) = f(Blp2)f(pz]2) = f(Blpr) f(prl2) = ¢,

silld oletuksen mukaan luku 2 on hidas laajennuksessa Z/Q ja f(pr|2) = 1.
Télloin siis f(Plpr) = ¢, josta seuraa, ettd p; ja po ovat hitaita laajennuk-
sessa FZ/F.

O

Seuraavassa kiytetddn lauseen 3.50 merkintoja.

Lemma 3.51. On olemassa sellainen ryhmdisomorfismi p joukolta
Gal(FZ/F) joukolle Gal(Z/Q), ettd

((57)- (%)
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Todistus. Galois’n teoriasta tiedetdin, ettd on olemassa surjektiivinen ryh-
mahomomorfismi

o Gal(FZ/Q) — Gal(Z/Q),

missé, o(7) = 7)z. Tdmén kuvauksen ytimeen kuuluvat ne ryhmén
Gal(F'Z/Q) alkiot, jotka operoivat triviaalisti kunnassa Z. Toisaalta, jos ku-
vauksen o méarittelyjoukko rajoitetaan niihin alkiohin, jotka operoivat tri-
viaalisti kunnassa F', niin saadaan injektio, silld ainut ryhmén Gal(FZ/Q)
alkio, joka operoi triviaalisti molemmissa kunnissa F' ja Z, on identiteettiku-
vaus. Koska |Gal(F'Z/F)| = |Gal(Z/Q)|, niin kyseisen kuvauksen taytyy olla
isomorfismi.

Osoitetaan vield Frobenius-automorfismia koskeva véite. Ensinnédkin mer-
kinndt (FZ/F,p;), i € {1,2}, ja (Z/Q,2) ovat mielekkiité, koska kyseiset
laajennukset ovat syklisia ja alkuihanteet p; ja 2 eivéit haaroitu néissa. Ol-
koon x kunnan Z algebrallinen kokonaisluku ja *J3; kunnan L alkuihanne,
B; N Op = p,;. Madritelman mukaan

PN — (FZ/F
pi

) (z) (mod ;).
Merkitédén py; =B N Oz = Po N Oz. Koska N(p;) =2 ja

. (Z/TQ) (x) (mod pz),

niin FZ/F 2/0
( ) (x) = (—) (z) (mod pz).
pi 2
Tamé voi olla voimassa kaikilla € Oy vain, jos (FZ/F,p;) ja (Z/Q,2)
yhtyvit. ]

Lause 3.52. Olkoon q pariton alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Ol-
koon p # 7 alkuluku, jolle on voimassa q" | (p — 1), ja oletetaan, elti p on
hidas laajennuksessa F/Q. Oletetaan lisiksi, ettd alkuluku 2 on hidas laa-
jennuksessa Z/Q, missd Z on yksikdsitteinen astetta ¢" oleva kunnan Q((,)
alikunta.
Tdlloin
A= (FZ/F, o) alag"*l) ,

missd a; on jokin thanteen p; generoija ja (o) = Gal(FZ/F'), on minimaali-
diskriminanttinen jakoalgebra.
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Todistus. Lauseen 3.50 mukaan p; on hidas laajennuksessa ZF/F. Siis
(vp, (a1ad "), f) = 1, missd f on alkuihanteen p; jainnosluokka-aste laa-
jennuksessa ZF/F. Nyt lemmasta 3.47 seuraa, ettd A on jakoalgebra.

Ryhmén Gal(FZ/F) generoivaksi alkioksi o voidaan valita ihanteen p;
Frobenius-automorfismi, sillda huomautuksen 3.23 perusteella alkion ¢ valinta
ei vaikuta jakoalgebran A diskriminanttiin.

Jakoalgebran A Hasse-invarianteista ainoastaan hy,, hy, ja hy, missi p
on laajennuksen F'Z/F ainut haaroittuva alkuihanne pOp, voivat olla epé-
triviaaleja. Nimittédin, jos g on jokin muu kunnan F' alkuihanne, niin talléin
vq(alagnfl) = 0. Nyt lemmasta 3.48 seuraa, ettd sen Hasse-invariantti i, on
triviaali. Ndytetddn seuraavaksi, ettd myos Hasse-invariantin h, taytyy olla
triviaali.

Lemman 3.48 mukaan

q"—1
1
hm _ Yp, (CL1G2 ) =—.

q" q
Lemman 3.51 perusteella

(£20)- () -(122)

vp(@ad ) g1

joten

hp2

q?’L o qTL

Koska algebran A epétriviaalien Hasse-invarienttien summa on kokonaisluku
ja edeltavan perusteella hy,, + hy, € Z, niin myo6s h, € Z. Siis h, on triviaali
ja jakoalgebran A diskriminantilla on vain kaksi jakajaa p, ja po. ]

Esimerkki 3.53. Konstruoidaan F = Q(y/—7)-keskeinen indeksii 9 oleva
minimaalidiskriminanttinen jakoalgebra. Renkaan Op pieninormisimpien al-
kuihanteiden p; ja ps generoijiksi voidaan valita vastaavasti H‘ﬁ ja 17‘2@.
Voidaan helposti tarkistaa, ettd 2" ei ole yhdeksés potenssi (mod 19) millién
t =1,...8 ja ettd alkuluku 19 on hidas laajennuksessa Q(v/—7)/Q. Lemman
3.49 mukaan kunnalla Q((19) on yksikisitteinen alikunta Z, [Z : Q] = 9, ja
alkuluku 2 on hidas laajennuksessa Z/Q. Nyt lauseen 3.52 perusteella

1+¢——7(1—¢——7)8)

2 2

(FZ/F, o,

on minimaalidiskriminanttinen jakoalgebra.
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Vield tarvitsee nayttad, etta sopivan kaltaisia alkulukuja on olemassa riit-
tavasti. Osoitamme tdmén lauseessa 3.57, mutta tita varten tarvitsemme joi-
tain aputuloksia.

Seuraava lemma perustuu l&hteen [7] ns. Kummerin laajennuksiin liitty-
viin tuloksiin, vaikkakin lemma ja sen todistus ovat tdysin uudelleen muo-
toiltu tarkoitukseemme soveltuviksi.

Lemma 3.54. Olkoot q alkuluku jao L/K astetta q oleva syklinen Galois'n
laajennus, missi L = K(a), a? = a € Og. Oletetaan, etti K sisdltid gnnet
ykkdsenjuuret ja p on kunnan K alkuihanne, a,q ¢ p. Oletetaan lisiksi, ettd
kongruenssilla

¥ =a (modp)

on ratkaisu b renkaassa Oy . Tdlloin alkuthanne p ei ole hidas laajennuksessa

L/K.

Todistus. Olkoon f,(z) alkion o minimaalipolynomi yli kunnan K. Jos alkio
¢ € O, niin kiiytetddn merkintdd ¢ = ¢+ p € Og/p. Koska b? = a (mod p),
niin b¢ = a@. Nyt renkaassa (O /p)[x] saadaan

q—1
! —a= (‘T—@)a

i—0

I

missé ¢ on primitiivinen gs ykkosenjuuri. Merkitdéin f;(z) = z —('b € Ok|z],
1=1,...,q, ja

;’Bi = (pa fi(a))OLa
missé siis (p, f;(«))Op = pOr + fi()Oy jokaisella i =1, ..., q.

Koska
fil@) - fo(z) = falz) € pOKla],

niin

Pi-- Py CpOL
Siis ainakin yksi ihanteista 31, ..., P, on erisuuri kuin koko rengas Op; olkoon
se Py. Jos tdmi ei ole alkuihanne, niin silloin mydskaan pQOp ei ole alkuihanne,

silla pOp, C By Jos Py on alkuihanne, niin sen jadnnosluokka-aste fy, |, =
deg(fi(x)) = 1, josta seuraa, ettei p ole hidas laajennuksessa L/K. O

Lemma 3.55. Oletetaan, etti p ja q ovat alkulukuja ja q* | (p — 1) jollakin
kokonaisluvulla t. Jos ¢ on kokonaisluku ja yhtalélla

c=xz? (mod p) (11)
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ei ole ratkaisua, niin mydéskadn yhtaléilla

F =27 (mod p) (12)

et ole ratkaisua milliin k=1, ...,q¢" — 1.

Todistus. Olkoon a syklisen ryhmén Z¢ generoija-alkio. Nyt ¢ = a™ (mod p)
jollakin kokonaisluvulla n.

Oletetaan, etta yhtalolla (11) ei ole ratkaisuja, jolloin siis ¢ ei ole luvun n
tekijd. Tehdadn vastaoletus, ettd jollain luvulla k& yhtalolla (12) on ratkaisu
d. Jos kirjoitetaan d = a®, niin yhtélon (12) perusteella kn — sq¢* = v(p — 1),
missé v on jokin kokonaisluku. Koska ¢ | (p — 1), niin saadaan ¢' | kn, mika
on ristiriita. O]

Todetaan vield seuraava ympyrakuntien teoriasta hyvin tunnettu tulos.
Lemma 3.56. Olkoon p alkuluku. Tdlloin
p lohkeaa tdysin laajennuksessa Q((r)/Q <= p=1 (mod m).

Lause 3.57. Olkoon q # 7 pariton alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku.
On olemassa ddrettomdn monta sellaista alkulukua p, ettd p on hidas kunnas-
sa F ja ympyrikunnalla Q(C,) on yksikdsitteinen alikunta Z, [Z : Q] = ¢",
jossa alkuluku 2 on hidas.

Todistus. Merkitiin K = Q(Cpr) ja K1 = Q(Cpr)(27). Koska [Q(21) : Q] = ¢
ja ¢ on alkuluku, niin joko K C K; tai K N K; = Q. Siis [K; : K] =1 tai gq.
Jos olisi [K: : K] = 1, niin siité seuraisi, etts 27 € Ox. Tilldin olisi 2 € [25](’,
eli alkuluku 2 haaroittuisi kunnassa K. Taméa on kuitenkin mahdotonta,
silld tunnetusti ympyrikunnassa Q((,») haaroittuu vain alkuluku ¢. Siis aste
(K : K] =q.

Koska 71 ¢, niin kunnan F' diskriminantti ei jaa kunnan K diskriminant-
tia, mistd seuraa F' ¢ K. Koska myds (2,¢) = 1, niin laajennus K;F/K on
syklinen ja [K F : K] = 2q.

Merkitdaan symbolilla Py kaikkien kunnan K alkuihanteiden joukkoa ja
olkoon § C Py niiden ihanteiden joukko, jotka ovat hitaita laajennuksessa
K F/K. Koska K F/K on syklinen, niin TSebotarevin tiheyslauseen seu-
rauksen 2.33 mukaan Dirichlet’n tiheys §(S) > 0. Koska liséksi seurauksen
2.31 perusteella

5(S) =d6(SN{qg € Pk | N(q) on alkuluku}),
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niin on olemassa dareton madra sellaisia renkaan Qg alkuihanteita, joiden
jaannosluokka-aste laajennuksessa K/Q on yksi ja jotka ovat hitaita laa-
jennuksessa K;F/K. Valitaan niistd yksi, p, joka on my6s haaroittumaton
laajennuksessa K/Q.

Olkoon ihanteen p alla oleva alkuluku p, jolloin siis p lohkeaa téysin laa-
jennuksessa K/Q. Lemman 3.56 perusteella téll6in

p=1 (mod ¢").

Tarkastellaan kongruenssiyhtélod 2 = z? (mod p). Oletetaan, ettd 2 = b?
(mod p) jollakin luonnollisella luvulla b, jolloin my6s 2 = b? (mod p). Tama
yhtal6 ei kuitenkaan voi olla tosi, koska lemman 3.54 mukaan p ei télléin olisi
hidas laajennuksessa K;/K. Nyt lemma 3.55 kertoo, ettei yhtélollid 2! = 24"
(mod p) ole ratkaisua milldan t =1, ...,¢" — 1.

Lemman 3.49 perusteella on olemassa sellainen kunnan Q((,) yksikésit-
teinen alikunta Z, jonka aste [Z : Q] = ¢" ja jossa 2 on hidas.

Lopuksi osoitetaan, ettd p on hidas laajennuksessa F'/Q. Koska p on hi-
das laajennuksessa K1 F/K, niin se on hidas my6s laajennuksessa KF/K.
Alkuluvun p jadnnosluokka-aste laajennuksessa K F'/Q on siis suurempi kuin
vksi. Kongruenssista p = 1 (mod ¢") nahdéaéan, ettd p # 7, joten se ei haa-
roitu kunnassa F. Koska p lohkeaa tdysin laajennuksessa K/Q, niin jos se
lohkeaisi my6s laajennuksessa F'/Q, lauseesta 2.22 seuraisi, ettd p lohkeaa
taysin laajennuksessa K F'/Q. Tamé& on ristiriita, joten alkuluvun p téytyy
pysya hitaana kunnassa F'. O

Lauseesta 3.57 seuraa, ettii pystymme nyt konstruoimaan Q(v/—7)-
keskeisen minimaalidiskriminanttisen jakoalgebran kaikilla sellaisilla indek-
seilld, jotka eivdt ole jaollisia luvulla 2 tai 7. Taulukossa 1 on esitetty eks-
plisiittisesti pieni-indeksisid minimaalidiskriminanttisia jakoalgebroja. Jokai-
sessa niissi epanormialkioksi voidaan valita HT‘E (#)n 1. Lauseen 3.57
alkuluku p on etsitty esimerkin 3.53 mukaisella tavalla. Témén jilkeen laa-
jennuksen Q(v/—7)Z/Q(v/—7) minimaalipolynomi voidaan helposti 16ytia
tarkastelemalla ympyréakunnan Q(¢,) alikuntia. Taulukon alkuluvut ja mini-
maalipolynomit on laskettu tietokonealgebrajérjestelmélla PARI [17].

Esimerkki 3.58. Taulukosta 1 ndhd&an, etté

A= (@(ﬁ)(as)/@(ﬁ% (55 )

2 2
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ja

As = Q(\/—_7)(a5)/@(\/—_7),057

1+;/—_7<1—2\/—_7)4 |

missi ag ja as ovat vastaavasti polynomien 2® + 22 — 4z + 1 ja 2° + 2* —
1623 + 522 4+ 212 — 9 nollakohtia, ovat minimaalidiskriminanttisia jakoalgeb-
roja. Lauseiden 3.45 ja 3.46 perusteella algebra

Ay A (@(ﬁ)(aw)/@(ﬁ), ours, (1 “‘_7) (= ﬁ)) ,

2 2

missé a5 on polynomin z'° — 22! — 69213 + 15422 + 15362 — 3742210 —
131042° + 3290528 + 475842 — 11962425 — 711552° 4+ 1795262* + 3339423 —
8798522 4 9z + 2293 nollakohta, on indeksié 15 oleva minimaalidiskriminant-
tinen jakoalgebra.

p | fu

1323 +a22—4x+1

41 | 2° +2* —162% + 522 + 21z — 9

43 | 27 4+ 2% — 182" — 352 + 3823 + 10422 + T2 — 49

19 | 2% + 28 — 82" — 728 + 212° + 152* — 202 — 102% + 5 + 1

1| 199 2 + 219 — 902 — 11528 + 234927 + 94325 — 26327z° + 212842* +
102168z — 21779422 + 148930z — 30647

13 | 53 | 2B 4+ 212 — 24211 — 19210 + 19029 + 11628 — 60127 — 24625 + 738z° +
215z* — 29123 — 6822 + 10z + 1

17 | 137] 217 + 216 — 642" — 432 + 1478213 4 93222 — 16008z — 12183210 +
86347z 4+ 8450728 — 21322327 — 27123725 + 1528002 + 3145402* +
10060523 — 2013222 — 13981z — 1681

19 | 419] 2 + 28 — 198217 — 37216 4 1205521° + 172721 — 335304213 — 70692212 +
48342662 4 120197620 — 37345852z — 7325624x° + 15310566427 +
341858425 — 328284116x° + 657702662 + 32567493723 — 12949237122 —
929412252 + 41768519

= oo w3

Taulukko 1: Indeksi n, ympyrdkunnan Q((,) johtaja p ja laajennuksen
Q(v=T7)(an)/Q(+/—T7) minimaalipolynomi f,,.
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