2

RV

V¢l TURUN
i \\\\ YLIOPISTO

MATRIISIEKSPONENTIAALI
Arttu Kahkonen

LuK-tutkielma
Huhtikuu 2026

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Tarkastajat:
Apulaisprofessori Ville Salo

Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti tdmén julkaisun alkuperéisyys on tar-
kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla



TURUN YLIOPISTO, Matematiikan ja tilastotieteen laitos

LuK-tutkielma

Paidaine: Matematiikka

Tekija: Arttu Kédhkonen

Otsikko: Matriisieksponentiaali
Ohjaaja: Apulaisprofessori Ville Salo
Sivumaara: 9 sivua

Aika: Huhtikuu 2026

Tutkielmassa esitetddn maéadritelméa matriisieksponentiaalille sekéd sen méaaritelmaé
varten tarvittavat vélitiedot. Matriisieksponentiaalilla tarkoitetaan funktiota, jon-
ka avulla eksponenttifunktio voidaan laajentaa koskemaan skalaarien lisdksi myos
neliématriiseja.

Toinen luku aloitetaan esittelemélld metriset sekd normitetut avaruudet. Téamaéan jal-
keen maaritelladn normit vektoriavaruuksille ja edelleen matriisiavaruuksille. Toisen
luvun lopussa esitellaan euklidinen matriisinormi eli Frobeniuksen normi.

Kolmannessa luvussa esitetdan euklidisen matriisinormin seké sen normittaman ava-
ruuden ominaisuuksia ja niiden avulla paddytaan lopulta hyvinmééariteltyyn matrii-
sieksponentiaaliin.
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1 Johdanto

Matriisieksponentiaali on neliomatriiseille, eli muotoa n xn oleville matriiseille, maa-
ritelty funktio. Se ikddn kuin laajentaa eksponenttifunktion koskemaan skalaarien
lisdksi myos matriiseja. Matriisieksponentiaalia hyddynnetaan varsinkin lineaaristen
differentiaaliyhtiloiden ratkaisussa. Lisdksi se esiintyy késiteltdessa Lien algebroita,
silld matriisieksponentiaali toimii eksponenttikuvauksena Lien matriisiryhmissa.

Téssa tutkielmassa tutustutaan matriisieksponentiaalin maaritykseen seka taus-
tatietoihin, joiden avulla funktio méaritetdan. Toisessa luvussa méaritelldan tarvit-
tavat termit metrinen avaruus sekd normitettu avaruus, jota varten maéaritellaan
my0Os vektorinormi ja matriisinormi. Matriisinormeista esitetdén euklidinen matrii-
sinormi. Kolmannessa luvussa osoitetaan ensin euklidisen matriisinormin normitta-
man matriisiavaruuden olevan Banachin avaruus. Lisdksi alaluvussa 3.2 tutkitaan
normin laskusaantojé, joiden avulla alaluvussa 3.3 esitetyt lauseet todistetaan.

Tutkielman paaldhteend on kiytetty Cesar O. Aguilarin An Introduction to Real
Analysis. Tutkielmassa esiintyvat méaritelmét on muodostettu suurimmilta osin kir-
jassa esitettyjen pohjalta. Poikkeuksena luvussa 2.2 esiintyvé yleinen matriisinormin
madritelmé, jonka muodostuksessa on kdytetty lahteenda Markku Koppisen luen-
tomonistetta Matriisilaskenta. Tutkielman lauseet ja lemmat ovat péadsadntoisesti
Aguilarin kirjasta, mutta esimerkiksi Cauchyn-Schwarzin epayhtdlon todistukses-
sa on kiytetty yhtd Hui-Hua ja Shanhe Wun artikkelissaan Various proofs of the
Cauchy-Schwarz inequality esittaméa todistusta.

2 Metrinen avaruus

Kahden arvon vilista etaisyyttd epatyhjéissa joukossa tutkitaan ja hyddynnetadan
reaalianalyysissd monin tavoin. Yleensé siithen tutustutaan ensimmaistd kertaa jo
alakoulussa lukusuoran avulla. Lukusuora kattaa esimerkiksi luonnollisten lukujen
joukon N tai kokonaislukujen joukon Z, ja etédisyyksia maaritetdan silmamaéaraisesti.
Lopulta luonnollisten lukujen ja kokonaislukujen joukko laajennetaan aina reaalilu-
kuihin R ja etdisyyden méérittamiseen kdytetaan funktiota d(z,y) = |x — y|. Néin
muodostettu pari (R, d) on yksi esimerkki metrisestd avaruudesta.

Maaritelma 1. Metriseksi avaruudeksi kutsutaan epatyhjan joukon X ja sen met-
ritkan muodostamaa paria. Kuvaus d : X x X — R on metriikka, mikali se toteuttaa
ehdot

(i) d(z,y) =20 Va,y € Xjad(z,y) =0 <= z=y
(ii) d(z,y) =d(y,z) Vr,ye X

(ili) d(z,y) = d(z,2) +d(z,y) Vr,y,z€X.

2.1 Vektorinormi

Metrisia avaruuksia muodostavat epatyhjat joukot voivat olla myos esimerkiksi vek-
toriavaruuksia. Vektoriavaruudessa eli lineaariavaruudessa vektoreille voidaan maa-



rittda normi. Normi kuvastaa vektorin pituutta. Kaytetdan tassa tapauksessa ska-
laarikuntana reaalilukujen joukkoa RR.

Maaritelma 2. Kuvausta h : R™ — R kutsutaan vektorinormiksi, mikéali se tayttaa
ehdot:

(i) h(x) >0 VxeR"jah(x)=0 < x=0
(ii) h(ex) =lclh(x) VeeR, x e R"
(iii) A(x+y) < h(x)+h(y) Vx,y€R"™
Vektoriavaruus varustettuna normilla (R", h) on normitettu avaruus. Normitetusta
avaruudesta pystytddn muodostamaan metrinen avaruus. Vektoriavaruudessa met-

riikka eli vektoreiden vélinen etdisyys, voidaan madrittdd normin avulla

h(ix—y) Vx,yeR"

Esimerkki 1. Merkitdén vektoria x = (1,2, ...,2,). Vektoriavaruudelle R™ on
mééritelty euklidinen normi || - || siten, ettd
n 1/2
2
- (3002
k=1
Télld normilla muodostettu avaruus (R™, || - ||) on euklidinen avaruus.

2.2 Matriisinormi

Maéritetdan normit edelleen myos matriiseille. Maéritelma mukailee Koppisen [2]
luentomonisteessaan esittdmad méaaritelméa. Voidaan rajata maaritysjoukko vain
n X n -matriiseiksi, silla matriisieksponentiaali maaritellain myohemmin vain naille
neliomatriiseille. Merkitdén n x n -matriisien joukkoa R™*".

Maaritelma 3. Kuvausta R™" — R, A — || A|| kutsutaan matriisinormiksi, mikali
se tayttaa ehdot:

(i) A >0 VAeR™™jal||A||=0 <= A=0
(ii) [[cA|l = || ||A]] VeeR, AeR™"
(it) 1A+ Bl < A + | B VA, B € R,
Talloin lukua [|A| kutsutaan matriisin A normiksi.

Kun matriisiavaruus R™*" samaistetaan vektoriavaruuden RY kanssa, missi N = n?,
niin huomataan matriisin normien ehtojen olevan samat kuin vektorinormin.



2.3 Euklidinen matriisinormi eli Frobeniuksen normi

Euklidista vektorinormia (esimerkki (1)) kiytetaéan yleisesti vektorin pituuden méérit-
tamiseen. Mikéli samaa ideaa sovelletaan matriiseille ja méaéritetaén niillekin eukli-
dinen normi, saadaan n x n-matriisille euklidista pituutta vastaava ominaisuus. Mat-
riiseille euklidinen normi mééaritelladn seuraavasti:

Maaritelma 4. Matriiseille A € R™*" voidaan maarittaa euklidinen matriisinorms

" 1/2
[AllF = (Z a?,j> :

ij=1
Tata kutsutaan myos Frobeniuksen normiksi tai Hilbertin—Schmidtin normiksi.

Tassé tutkielmassa kaytetaan selkeyden vuoksi aina termia Frobeniuksen normi, kun
viitataan euklidiseen matriisinormiin.

3 Normitetun matriisiavaruuden ominaisuudet

Kun normitettu avaruus on muodostettu matriiseille, tutkitaan seuraavaksi, millai-
sia ominaisuuksia muodostetulla avaruudella on. Euklidisen avaruuden (R™, || - ||)
ominaisuuksia voidaan soveltaa matriisiavaruuteen (R™*™, || - || ) niiden normien sa-
mankaltaisuuksien vuoksi.

3.1 Banachin avaruus

Banachin avaruuden késitteen ymmaértamiseksi taytyy ensin maéaritella Cauchyn jo-
not sekd suppenevuus euklidisessa avaruudessa.

Maaritelma 5. (Cauchyn jono) Lukujonoa x,, kutsutaan Cauchyn jonoksi, jos jo-
kaiselle ¢ > 0 on olemassa luonnollinen luku K siten, ettd jos n,m > K, niin
|zy — x| < e.

Toisin sanoen lukujono on Cauchyn jono, mikéli erotus |z, —z,,| saadaan mielival-
taisen pieneksi, kun n ja m ovat tarpeeksi suuria. Jokainen Cauchyn jono suppenee
joukossa R. Tamén viitteen todistus sivuutetaan, mutta sen voi 16ytad esimerkiksi
Aguilarin kirjasta An Introduction to Real Analysis [1].

Tarkastellaan, miten jonojen suppenevuutta voidaan tutkia euklidisessa ava-
ruudessa (R™, || - ||). Jono R™ssé on funktio z : N — R™. Merkitdén vektoria
(z(k)) = (z1(k), 22(k), ..., zn(k)) jokaiselle k € N.

Lause 1. Olkoon (z(k)) = (z1(k), z2(k), ..., z.(k)) jono normitetussa vektoriava-
ruudessa (R™, || - ||). Tdlldin vektorijono (z(k)) suppenee, jos ja vain jos jokaiselle
i€ {1,2,...,n} sen komponenttijono (z;(k)) suppenee. Edelleen jos (z(k)) suppenee,
numn

lim z(k) = (lim Zl(k)>’}LI§OZQ(k)a oy lim 2z, (k).

k—o00 k—o00 k—o00
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd (z(k)) suppenee vektorijonoon p = (p1,pa, ..., Pn)-
Jokaiselle i € {1,2,...,n} pitee

[2i(k) = pil < V/(21(k) = p1)? + (22(k) = p2)? + - + (20 (k) — pa)2.

Toisin sanoen |z; (k) —p;| < ||z(k)—p||. Koska (z(k)) — p, niin limy_, ||z(k) —p|| =0
ja samoin limg_, ||2:(k) — pi|| = 0. Téten limy_,o 2:(k) — p;.

Oletetaan nyt, ettd vektorijonon komponentit (z;(k)) suppenevat jokaisella i €
{1,2,...,n}. Olkoon p; = limy_, 2;(k) jokaiselle i € {1,2,...,n} ja olkoon p =
(p1,p2, -+, Pn). JONO

zp = ||2(k) = pll
=V (21(k) = p1)? + (22(k) = p2)? + - + (2a(k) = pa)?

suppenee kohti nollaa, koska limy_,.(2;(k) — p;)? = 0 ja neligjuurifunktio = — /z
on jatkuva. Téten limy_,, 2(k) = p. O

Kun tiedetdén, miten suppenevuus méaritetdan myos euklidisille avaruuksille,
tarkastellaan taydellisyytta. Banachin avaruudeks: kutsutaan normitettuja avaruuk-
sia, jotka ovat myos taydellisid, eli toteuttavat seuraavan téaydellisyysehdon:

Maaritelma 6. (Taydellisyysehto) Metrinen avaruus X on tdydellinen, jos sen jo-
kainen Cauchyn jono suppenee.

Tarkastellaan avaruuden R™ taydellisyyttd eli sen Cauchyn jonojen suppene-

vuutta. Normi ||A||r on tavallinen euklidinen normi avaruudessa (RY, | - ||z). Kun
N = n? = nxn, matriisit tunnistetaan avaruuden RY alkioina. T&llin, jos (R™, ||-||)
on téydellinen, niin my&s (R™*", || - ||)r on téydellinen.

Lause 2. Jokainen Cauchyn jono suppenee avaruudessa (R || - ||).

Todistus. Olkoon (z(k)) Cauchyn jono joukossa R"™. Télloin jokaiselle ¢ > 0 on
olemassa K € N siten, ettd ||z(k) — z(m)|| < e kaikille k,m > K. Téten, jos
k,m > K, kaikille ¢ € {1,2,...,n} pétee

|2i(k) — zi(m)| < ||z(k) — 2(m)]| <e.
(z;(k)) on Cauchyn jono joukossa R ja on siten myG6s suppeneva, silla kuten aiemmin

todettiin, jokainen Cauchyn jono on suppeneva joukossa R. Lauseen [l mukaan (z(k))
on siis suppeneva. O

Voidaan siis todeta, ettd Frobeniuksen normin ja joukon R™*"™ muodostama ava-
ruus (R™™ || - ||)r on taydellinen eli Banachin avaruus, silld se on normitettu téy-
dellinen avaruus.



3.2 Frobeniuksen normin tarkeat laskusaannot

Jotta padstdan ensimméiseen laskusaéntoon, késitelladn sen todistuksessa esiinty-
va Cauchyn-Schwarzin epayhtélo. Téssé tutkielmassa tarvitaan epayhtélon summa-
muotoa. Usein Cauchyn-Schwarzin epayhtélo esitetdaén kuitenkin vektorin sisdtulol-
le. Todistetaan epéyhtélo seuraavaksi kiyttden Hui-Hua Wun ja Shanhe Wun [3]
esittamaéd todistusta.

Lemma 1 (Cauchyn-Schwarzin epiyhtald).

(&) < (£) (5v)

Todistus. Aloitetaan summasta

Z Z (ziy; — 259:)°

i=1 j=1

Kertomalla summat auki saadaan

N N N N
ZZ LilYj — x]yl :szzzy?+zyz ZCE _QZnyZZnyJ
=1 j=1 i=1

i=1 j=1

Koska kaikki summat kulkevat yhdestd N:44n, voidaan merkitd j = ¢. Saadaan

N N N N N N
=D T U Y Wiy wi =2 i) v
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Nyt ryhmittelemalld termeittidin saadaan

~2(a) () -2 (iy)

Koska ldhdettiin reaalilukujen nelididen summasta, on tuloksen oltava yhtéa suuri tai
suurempi kuin nolla. Voidaan siis kirjoittaa

(5 (B ()
(£)(£4) (£

Néin paddyttiin siis Cauchyn—Schwarzin epéayhtaloon. [

ja edelleen

Cauchyn—-Schwarzin epayhtaloa kayttaméalla voidaan muodostaa ensimméinen
laskusdanto Frobeniuksen normille. Tétd hyodynnetddn myds potenssilaskusdannon
todistuksessa. Seuraavat lemmat todistuksineen on muodostettu Aguilarin [I] esit-
tdmien pohjalta.



Lemma 2. Frobeniuksen normille pdtee
|AB|[r < [|Al|r|| Bl F-

Todistus. Cauchy-Schwarzin epayhtalon avulla voidaan kirjoittaa

n 2
(AB)ZQJ = (Z ai7lb17j)
=1

Kun lasketaan Frobeniuksen normi matriisille AB, huomataan, etta

1/2
||AB||F=( > <AB>?,J-)

1<ij<n

n n 1/2
(2.(5%) (%))
1<ij<n \i=1 =1

" 2 , o, 1/2
_ (z) (zsz)
il=1 Gl=1

= (Al BII
Eli [[AB|r < [|All¢|B| p. a

Voidaan edelleen todistaa myds seuraava ominaisuus Frobeniuksen normille in-
duktion avulla.

Lemma 3. Frobeniuksen normille pdtee
1A% F < [|A[l%
kaikilla k € N.
Todistus. Kirjoitetaan vasen puoli epayhtalosta
|A* | =]|A-A- A Allp.
Aiemman lemman perusteella ||AB||r < ||A||r|B| r, jolloin
A r = 1A A A Allr < Al AN Allr - . [AllF = [ All%
kaikilla k& € N. O

Néitd Frobeniuksen normin ominaisuuksia hyodynnetdan seuraavassa luvussa.
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3.3 Matriisieksponentiaalin maaritys

Matriisieksponentiaalissa esiintyy dareton summa. Téhédn asti esiintyneet summat
ovat olleet aarellisié eli niissd on ollut &drellinen méaéara termeja. Jotta matriisieks-
ponentiaali voidaan muodostaa, tulee ddrettomét summat siis méaritelld ennen sita.

Maaritelma 7. Olkoon (xj) lukujono. Sen generoimaa &ddretontd summaa z; +
[e’e) . . . . ees .

To+... =Y po T kutsutaan sarjaksi. Lukujonon n:n ensimmaéisen termin summaa

merkitadn

n
S, =r1+x9+...+2, = 5 Tk.
k=1

Summaa s, kutsutaan sarjan osasummaksi. Merkinté (s,) tarkoittaa osasummien
jonoa.

Seuraavaksi tarkastellaan dérettoméan summan suppenevuutta. Téata varten ké-
sitellddn osasummien muodostamaa jonoa (s,) = 1, S2, . - ., Sp.

Maaritelma 8. Olkoon (xy) lukujono ja (s,,) sen generoimien osasummien jono. Jos
lim,, .o s, on olemassa ja se on yhtd suuri kuin luku K, sanotaan, ettd lukujonon
(x,) generoima sarja suppenee kohti lukua K. Télloin siis

o0 n
E r, =K = lim s, = lim E Tk
n—oo n—oo 1

n=1

Myo6hemmin todistetaan matriisieksponentiaalissa esiintyvan sarjan suppenevuus,
mutta sen todistamiseen tarvitaan seuraavan lemman ja lauseen antamia aputulok-
sia. Néiden todistukset on muodostettu Aguilarin [I] esittdmien pohjalta.

Lause 3. Olkoon (V,||-]|) Banachin avaruus ja olkoon z, jono joukossa V. Jos sarja

> Nzl suppenee, myds sarja > 7 | z, suppenee joukossa V.

Todistus. Oletetaan, ettd sarja Y- ||z,|| suppenee. T&ll6in sen osasummien jono
tn=>1_; ||zn|l suppenee. Silloin ¢,, on Cauchyn jono. Késitelladn osasummien jonoa
Sp = 1y 2k Luvuille n > m saadaan

n

2

k=m-+1

|80 — Sml| =

n

< >l

k=m+1
ja koska ¢, on Cauchyn jono, niin [t, — t,,| < €, kun m ja n ovat tarpeeksi suuria.

Talloin my6s s,, on Cauchyn jono joukossa V' ja siten suppenee, silla V' on tdydellinen
metrinen avaruus. O



Olkoon f(z) =3 1, cxz” potenssisarja, joka suppenee R:ssi. Koska sarjan sup-
penevuus tarkoittaa kuvauksen saavan jokaisella muuttujan x arvolla olemassaolevan
arvon reaalilukujen joukossa R, on kuvaus hyvinméaaritelty. Maaritelladn seuraavaa
lausetta varten kuvaus f : R"*" — R"*"

[e.9]

FA) = AN,

k=1

Ennen itse lauseen todistamista esitelladn vield lemma potenssisarjan suppenemises-
ta. Lemmassa kdytetdén potenssisarjan suppenemissiteelle Cauchyn-Hadamardin

lauseen muotoa .

limg_, o SUp /| ax| .

Cauchyn—-Hadamardin lause on kompleksianalyysin tulos, ja sen avulla voidaan sel-
vittad potenssisarjan suppenevuusside. Lauseen todistus sivuutetaan tassa tutkiel-
massa.

R

Lemma 4. Jos potenssisarja Y p, axz® suppenee vililli (—R, R), missi R € R,
niin myds sarja Y e |ax|z* suppenee vililli (—R, R).

1
Todistus. Ensimméisen sarjan suppenemisside saadaan R = - - )
limy,_ o0 SUp /| ay|
1
Sarjan Y, |ak|z* suppenemisside R’ = - . Koska ||ag|| = |ak]
limy,_ o0 sUp +/||al| ’
niin myos R = R. O

Suppenemisvali on esitetty lemmassa avoimena, silla Cauchyn-Hadamardin lause
el anna vastausta sarjan suppenemisesta suppenemisvélin paatepisteissia. Olennaista
seuraavassa lauseessa on kuitenkin vain se, etta sarjoilla on samat suppenemisvilit.

Lause 4. Kuvaus f on hyvinmddritelty, ja jos ¢, > 0, niin || f(A)||lr < f(||Allr) eli

[e.@] oo
S adt| <3 a4l
k=1 k=1

Todistus. Normitettu matriisiavaruus (R"*" || - ||r) on Banachin avaruus ja siten
médritelmdn mukaan tdydellinen. Lauseen [3 mukaan sarja >, , ¢, A" suppenee sil-
loin, kun >°;7 | |lcxA*¥|| suppenee. Aikaisemmin todistettujen laskusdéntojen avulla
voidaan arvioida sarjan jésenié ylospdin: lemman 2l mukaan ||cA¥||p < |cp| || A*||F
ja edelleen lemman (3| avulla |cx|[|A*||r < |cx|||A]l%. Sarja > "5 |cx|[|All% suppenee
lemman 4| mukaan samalla vililld kuin potenssisarja > p; cx||A||%. Nyt majorant-
tiperiaatteen mukaan myds sarja >, , [l A¥|| suppenee kyseiselld vélilld. Téten
kuvaus on hyvinmaaritelty. Kun ¢; > 0, niin

m m
oaAr <Y ledlAllf
k=1 F k=1

m
= allAl.
k=1
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Koska normi on funktiona jatkuva, voidaan hyédyntda raja-arvoa, jolloin saadaan

o0

Z CkAk

k=1

m

Z CkAk

k=1

= lim
m—r0o0

F F

m
< lim ) "ol Al
m—00
k=1
0o

= allAlb.

k=1
Téten saatiin siis || f(A)||r < f(||Al|7)- O

Naiden aputulosten avulla pasdstain kisitteleméaédn matriisieksponentiaalille olen-

IAI%

= Todistetaan nyt kyseisen

naista sarjaa. Siind nimittdin esiintyy sarja y -,
sarjan suppeneminen suhdetestin avulla.

. Allk
Lemma 5. Sarja )., I k',lF suppencee.

k
Todistus. Merkitadn sarjaa » - HA‘,IF Y reo ax Tutkitaan sarjan suppenemista

suhdetestilld, eli tutkitaan lukua L = limy_, \“’“* L
‘IIAH'%+1 K JAIE" K Al
R+ DU TATE| [Tl G0l = [+ 1|
jolloin L = limy_, ) ”];4 Jf = 0. Koska L < 1, niin tutkimalla jonon méaradmaa
osasummien jonoa, huomataan sen raja-arvon olevan olemassa eli sarja suppenee.
O
k
Todistettiin, ettd sarja Y .-, Hi‘!‘F suppenee. Télloin lauseen [3] mukaan myds

sarja Y, %f suppenee. Muodostetaan seuraavaksi matriisieksponentiaali naiden
tietojen pohjalta.
Maaritelma 9. Matriisieksponentiaali on eksponenttifunktio
oo
-
k!
k=0
kaikille matriiseille A € R™*™.

Voidaan todeta sen olevan hyvinméaritelty, silld sarja, joka méaraa matriisieks-
ponentiaalin, suppenee.
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