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Tyossé tarkastellaan Kaluzan-Kleinin teorioita (KK-teorioita), joissa nelidimensioi-
nen aika- paikka-avaruusuus laajennetaan 4+D -dimensioiseksi avaruudeksi (monis-
toksi), miké sisdltdd nelidimensioisen aika-paikka-avaruuden lisdksi d-dimensioisen
kompaktin maksimaalisesti symmetrisen alimoniston.

KK-teorioille esitetdén yleinen muotoilu ja tapa, miten 4+D-dimensioisesta gravi-
taatio teoriasta padstéén nelidimensioisen avaruuden kenttéiteoriaan, joka yhdistda
yleisen suhteellisuusteorian ja Yangin-Millsin mittakenttéiteoriat hyodyntéen (spon-
taania) kompaktifikaatiota. Erityisesti tarkastellaan KK-mallia S? x S x S joka
tuottaa mittaryhméin SU(2)w x U(1l)y x U(1l)x, joka voi antaa mahdollisuuden
myonin anomaalisen magneettisen momentin ongelman ratkaisuun.
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Yksikot ja merkinnat

Tutkielmassa kaytetdan luonnollisia yksikoita h = ¢ = 1, ellei toisin mainita. Metrii-
kan signatuurina kiytetdén (4, —, ..., —), jossa ajanluonteinen koordinaatti vastaa
metriikan positiivista ominaisarvoa ja paikanluonteinen osa negatiivisia. Erityises-
ti tutkielmassa avaruuden laajennuksen kompaktit monistot ovat paikanluonteisia,
jotka vastaavat metriikan signatuurin loppupéén negatiivisia arvoja.

Einsteinin summaussidantd on voimassa, Neliulotteisen avaruusajan koordinaat-
teja merkitaan kayttéden kreikkalaisia indekseja p, v, p, ylimaaraisten ulottuvuuksien
koordinaatit indeksoidaan kayttden indekseja «, 8 ja teorian generaattorit indeksoi-
daan kiyttden indekseja a, b, ¢, ellei toisin mainita.

Kéyran x# = z#(\) derivaatalle kiiyraparametrin A suhteen kiytetddan merkintaa

dxt(N)
dA

= #H(\).

Tutkielmassa mittaustulokset ja niihin liittyva epavarmuus esitetddn kayttéaen

notaatiota
249(48) x 1071 = (249 £ 48) - 1071,

jossa epavarmuuden mittana toimii 1 keskihajonta.
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Johdanto

Kaluzan-Kleinin teoriat, jotka tunnetaan myos nimellda KK-teoriat, ovat kiehtovia
lahestymistapoja maailmankaikkeuden laajempien ulottuvuuksien tutkimuksessa.
Néiden teorioiden keskeinen ajatus on, etté nelidimensioinen aika-avaruus voidaan
laajentaa useampaan ulottuvuuteen, tarkemmin sanottuna 4+D-ulotteiseksi avaruu-
deksi. Tamé avaruuden laajennusosa, joka tunnetaan myos ylimddardisend ulottuvuu-
tena tai ylimddardisend monistona, on neliulotteiseen teoriaan lisdtty D-ulotteinen
kompakti maksimaalisesti symmetrinen alimonisto. KK-teoriat tarjoavat ainutlaa-
tuisen ndkokulman gravitaation ja kenttéteorioiden yhdistdmiseen, ja ne ovat mer-
kittavissd asemassa seké hiukkasfysiikassa ettd kosmologiassa.

Tutkielmassa esitellidn yleinen muotoilu KK-teorioille ja kuvaillaan menetel-
ma, jolla 4+D-dimensioisesta gravitaatioteoriasta voidaan johdattaa nelidimensioi-
sen avaruuden kenttateoria. Tama lahestymistapa yhdistda yleisen suhteellisuusteo-
rian ja Yangin-Millsin mittakenttéteoriat hyodyntéen spontaania kompaktifikaatio-
ta, jossa korkeampien ulottuvuuksien tilat "kompaktifioituvat" tai "kutistuvat" ha-
vaittaviin ulottuvuuksiin.

Erityistd huomiota kiinnitetiin malliin S? x S x S, joka tuottaa mittaryhméin
SU2)w xU(1)y xU(1)x. Tamé& malli on erityisen kiinnostava, koska se tarjoaa po-
tentiaalisen ratkaisun myonin anomaalisen magneettisen momentin ongelmaan. My-
onin magneettinen momentti on ollut yksi modernin fysiikan keskeisisté haasteista,
ja KK-teorioiden tuomat uudet ndkokulmat voivat olla avain tdmén ongelman rat-

kaisemiseen.



1 Yangin-Millsin mittakenttateoriat ja yleinen suh-
teellisuusteoria

Taman luvun tarkoituksena on ensin tutustua klassisen kenttateorian ja yleisen suh-
teellisuusteorian yleisiin periaatteisiin, jotta Kaluzan-Kleinin teorioiden tuoma uusi
nakokulma olisi ymmaérrettavissa. Aluksi tutustutaan Yangin-Millsin kenttéteorioi-
den muotoiluun ja esitetddn standardimalli lyhyesti. Tamén jialkeen tutustutaan
kaarevien avaruuksien geometriaan ja miten sitd sovelletaan yleisessa suhteellisuus-

teoriassa.

1.1 Lagrangen formalismi ja kentan liikeyhtalot

Kentta (merk. ¢) on funktio, joka riippuu Minkowskin avaruuden pisteista z*, eli
= ¢(x). Kentélla ¢ voi olla useampi komponentti ¢, = (¢1, P2, ... , Pn), jolloin
kyse on vektorikentéistd (tai spinorista) ja mikdli komponentteja on vain yksi, on

kyse skalaarikentésta. Esimerkkejé kentista:
1. Sahkémagneettinen nelipotentiaali A,,(z) (vektorikenttd)
2. Lampotila T'= T'(z) (skalaarikentta)
3. Fluidin virtauskenttd v = v(z) (vektorikentta)
4. Diracin kenttd ¢ = (1, 19,3,14)7 (spinorikentti).

Kentén liikeyhté&l6t muodostetaan diskreetin mekaniikan (pistemaéisten kappaleiden)
kanssa analogisella tavalla hyodyntamalla niin kutsuttua pienimman vaikutuksen
periaatetta [1].

Fysiikan muotoilu siis lahtee liikkeelle vaikutusfunktionaalista

S[g] = /V £(6,06,2) d'z, (1.1)

misséd £ on Lagrangen tiheys.



Kentén liikeyhtalot saadaan etsimaélla vaikutusfunktionaalin stationdérinen rata

ts. kentta ¢, jolla funktionaalinen derivaatta héviaa

08

—| =0, 1.2
5, (1.2
alueen V sisélld, pitden kentdn ¢ arvon paikallaan alueen V' reunalla 0V'. Olettaen,

ettd vaikutusfunktionaali (1.1) ollaan annettu, voidaan varioida kentén liikeyhtalot

kiyttden ehtoa (3).

oL
0:582/5£d4x—/2{8¢a5¢a 500, (augzsa)} d'z
oL oL
/ Z{a% (aamaw) O (aauqsa)éd)“}

/Z{&ba (aama)}wﬂl““z:/ (aau% )d%,

jossa kiyttadmaélla viimeiseen termiin divergenssilausetta saadaan [4]

oL oL
Oy | =—=—0¢, | d*z = — adS
/V g (aau¢a ¢ ) v oV aaugba ¢

Koska kenttd ¢ pidetddn reunalla 0V paikallaan eli d¢,(x) = 0, kun = € 9V on

tama jalkimmaéinen integraali = 0 ja jaljelle jaa

e o) o

Koska variaatio alueen V sisélla on mielivaltainen, on integraali = 0 silloin ja vain

silloin kun

oL oL
7~ () = .

Yhtéloitd (1.3) kutsutaan Eulerin-Lagrangen liikeyhtaloiksi.

Yleisemmin vaikutus voi koostua useammasta eri kentésta esimerkiksi ¢, ja 1,.
Télloin kenttien Lagrangen tiheydet yhdistetddn summana £ = Ly + Ly, jolloin
litkeyhtéloitd (1.3) voidaan soveltaa kummallekin kentélle erikseen. Mikéli kentét

vuorovaikuttavat keskenéddn, tulee Lagrangen tiheyteen lisdtd vuorovaikutustermi



L4y, jolloin Lagrangen tiheys on kokonaisuudessaan £ = L4+ Ly, + L4y,. TéllSin va-
rioiduissa liikeyhtéaloissé esiintyy molemmat kentat. MyShemmin esitetddn periaate,

jonka avulla vuorovaikutustermit "ilmestyvét" mukaan teoriaan.

1.2 Symmetrioista sailyvia suureita, Noetherin teoreema

Kun fysiikan teorioita lahdetddn konstruoimaan, niin kiinnittyy huomio erityises-
ti teorian sailymislakeihin. Empiirisesti voitaisiin havaita ettd jokin asia systeemin
sisalla sdilyy ajassa ja tdmén padlle voitaisiin rakentaa matemaattinen malli joka
kuvaa systeemin fysiikkaa. Ongelmaksi kuitenkin muodostuu tilanne, jossa systee-
min "rakenneosia" ei voi suoraan "néhda". Téta varten olisi teorian rakentamisen
kannalta mukavaa 16ytéé jokin fundamentaali periaate, johon kaikki sdilymislait pe-
rustuisivat. Noetherin teoreema (Emmy Noether, 1915) 7] on teoria, joka tarjoaa
kyseisen periaatteen. Noetherin teoreeman mukaan jokaista jatkuvaa symmetriaa
kohden 16ytyy sita vastaava sailyva suure. Jotta teorian sisalto olisi ymmarrettéavis-
sé tulee ensin maaritelld, mita tarkoitetaan jatkuvalla symmetrialla.

Jatkuvalla symmetrialla tarkoitetaan Lagrangen formalismin yhteydessa infinite-
simaalista muunnosta (koordinaatteihin ja/tai kenttaén), joka jattaéd vaikutusfunk-

tionaalin invariantiksi, ts. muunnoksissa [4]

at — =t + d2t(x), (1.4)
Pa = Ga(7) = Pa(7) + Ada(z) (1.5)
on 0S5 = S[p] — S[#] = 0. Oletetaan integroimisalueen reunan 9V olevan kahden

paikanluonteisen pinnan (ts. pinnan, jonka mielivaltaiselle kahdelle pisteelle z ja y,
missi « # y pitee x -y < 0) unioni OV = 71 U 73, jolloin fysikaalinen kappale (joka
liikkuu pitkin ajanluonteista kdyrdd) leikkaa pinnan kahdessa eri pisteessi kahte-

na eri ajanhetkend. Vaatimalla, ettd kenttd ¢ toteuttaa liikeyhtélot (1.3) saadaan



suoralla laskulla
0=65S=6 (/V L(¢, 00, :c)d43:>
= /v {d*'z6L+ Lo(d*z)} .
Tilavuuselementin variaatio on
§(d'z) = d'z — d*'z = Jd'z — d*z = (1 + 9,02")d*z — d*x = (0,02")d 'z
Sijoittamalla tdma edelliseen lausekkeeseen saadaan

0=0S = / {d*z6L + L£(0,62")d "z}
v

or or
= /V d'w {Z <8¢a5¢“ 90,00 (%cba)) + 3—535”} + L(,62")d"

Koska kentén ¢ oletetaan toteuttavan Lagrangen liikeyhtélot (1.3) on
oL oL
=9, ( =),
ofon 0 ¢a

joka sijoittamalla edelliseen antaa

oL oL oL
0= /‘/d‘lx {; ((9 <8@M¢a> dda + 90,0 (ama)) + 8—590“ + L(0, (51;“)} d*x

[ oL [
_/de{a ( aau%écbﬁcax#)}_/de(ﬁﬂ“),

johon soveltamalla divergenssilausetta saadaan

/d4x (8Mj“):/ dS/(f’) j“:/ dS,(¢3) ju_/ dS,SS) TH
4 T1UT2 T1 T2

jolloin erityisesti vakioajan pinnoille

/d3xj0—/d3x.70:0
t1 to

—

i 3 0\ _
dt(/vdwj)—o.



On siis saatu symmetriamuunnosta © — = + dz ja ¢ — ¢ + A¢ vastaava siilyvd

suure, Noetherin varaus

J(t) = /V &z J° (1.6)

missd J# = %a“—%a&ba + Lox* on nk. sdilyva virta (Huomaa summaus yli indeksin
a).

Noetherin teoreeman merkitysta ei voi riittdvasti korostaa. Teorian vaikutus-
funktionaalin ollessa annettuna, on teoreeman soveltamiseksi etsittdvd symmetria-
muunnokset, jotka pitavit vaikutusfunktionaalin invarianttina ja niin 16ytaa teorian
sailyvat suureet.

Lahestymisen voi kuitenkin suorittaa myos toiseesta suunnasta: Empiirisesti voi-
daan olla havaittu esimerkiksi liikemééran ja energian sailyvin systeemissa. Tal-
16in konstruoidessa systeemia kuvaavaa Lagrangen tiheyttd, voidaan suoraan rajata
mahdollisten Lagrangen tiheyksien joukkoa (Lagrangen tiheydessd ei eksplisiittista
riippuvuutta aika -ja paikkakoordinaateista kuten edella nahtiin).

Mutta entéd jos empiirisesti oltaisiin havaittu, ettd systeemi sisédltdda hiukkasia,
joista jotkut vuorovaikuttavat keskendin ja jotkut eivat? Téallaista kayttaytymista
tunnetusti mallinnetaan siten, ettd niilla hiukkasilla, jotka vuorovaikuttavat keske-
nadn, on vuorovaikutuksen "tunteva" varaus, ja tdmén varauksen méara systeemissé
ei muutu. Noetherin teoreema sanoo, ettd jatkuvasta symmetriasta seuraa siilyva
suure. Témén johdosta herdd kysymys, millainen vaikutusfunktionaalin symmet-
ria saa aikaan varauksen siilymislain? T&ta varten tulee perehtyéd tarkemmin Lien

ryhmiin ja Lien algebroihin.

1.3 Symmetriat, Lien ryhmat ja Lien algebrat

Seuraavaksi tarkoituksena on tarkemmin luokitella mahdollisia symmetriamuunnok-

sia, joita koordinaateille z* ja kentélle ¢ voidaan tehda.



1.3.1 Poincarén ryhméa

Olkoon M 4-dimensioinen Minkowskin avaruus ja olkoon z* ja x* sen kaksi koor-
dinatisointia. Suppean suhteellisuusteorian erdéané postulaattina on valonnopeuden
riippumattomuus koordinaatistosta [2|. Talloin seké koordinaateissa x# ettd z* Min-

kowskin avaruuden pisteitd P; ja P, yhdistavélle valosignaalille patee

nuu(ZEQ - J7l)u($2 - xl)y — 07 (17)

N (o — 1) (T2 — 21)” =0, (1.8)

missé 1, = diag(1l,—1,—1, —1) on Minkowskin metriikka.
Koska suppea suhteellisuusteoria kéasittelee toistensa suhteen vakionopeudella
liikkkuvia fysikaalisia kappaleita, on koordinaatistojen x* ja " oltava toisistaan af-

fiinin muunnoksen péassé, ts.
Tt = AN 2t 4 a, i=1,2. (1.9)

Sijoittamalla (1.9) yhtdloon (1.8) ja vertailemalla saatua yht&aloon (1.7) ndhdéén,

ettd muunnosmatriisin A tulee toteuttaa ehto:
Aﬂan/ﬂ/Ayﬁ = TNas,
joka matriisimuodossa
ATnA = 1. (1.10)

Néin ollaan paadytdan joukkoon muunnosmatriiseja A, jotka muodostavat ryhmén

matriisitulon suhteen.
0(1,3) = {A € Myu(R) | ATnA =n}. (1.11)

Joukkoa (1.11) varustettuna matriisitulolla kutsutaan Lorentzin ryhméksi ja Lo-

rentzin ryhmén ja translaatioiden yhdistettd (Puolisuoraa tuloa P = R'® x O(1, 3))



Poincarén ryhmaksi. Kaytannossa ryhma siis koostuu muunnoksista, jotka pitavét
viivaelementin ds* = 7, dz#dz” paikallaan.

Lorentzin ryhmén siséltad kolmiavaruuden rotaatioista, paikan peilauksista, ajan
peilauksesta ja akselien suuntaisista boosteista (aika -ja paikka-akselin "rotaatiois-
ta"). Kuitenkin ajan ja paikan peilaukset eivit ole jatkuvia symmetrioita vaan dis-

kreettejd. Ottamalla ehdosta (1.10) puolittain determinantti saadaan
Det A = 41,

Koska identiteettimuunnoksen determinantti on 1, niin niilld muunnosmatriiseilla,
jotka poikkeavat infinitesimaalisen vahéan identiteettimuunnoksesta on oltava myos
determinantti 1. Nain ollen diskreeteistd symmetrioista péastadn eroon rajoittu-
malla niithin muunnosmatriiseihin, joiden determinantti on 1. Paadytadn erityiseen

Lorentzin ryhmaén

SO(1,3) = {A € Myu(R) | ATnA =7, Det A = 1}. (1.12)

1.3.2 Ortogonaaliryhmi ja erityinen ortogonaaliryhmé

Aivan analogisin askelin kuin suoritettiin pdatyiksemme Lorentzin ryhméén, paady-
tddn myos ortogonaaliryhméén ja erityiseen ortogonaaliryhméén. Ortogonaaliryhma
[1] koostuu niistda muunnoksista, jotka pitavit n-ulotteisen (Euklidisen-)avaruuden

vektorin pituuden invarianttina eli sdilyttavit neliomuodon:
82 = (Sij(xl —xg)i(xl —$2)j Z,j = 1,2,...71.

Olkoon kahta koordinaatistoa z* ja z* yhdistdvan affiinin muunnoksen muunnos-
matriisi M. Talloin suorittamalla samat vaiheet mitd Lorentzin ryhmén kanssa,

paadytaan symmetriaryhmiin

O(n) = {M € M,,,(R) | M*M = T}, (1.13)

SO(n) ={M € Mpyn(R) | MM =1, det M = 1}. (1.14)



1.3.3 Unitaariryhma3 ja erityinen unitaariryhmi

Edella esitettyjen symmetriaryhmien maarittelemiseen kéytettyjen vektoriavaruuk-
sien skalaarikuntana on ollut reaaliluvut. Kun skalaarikuntana on kompleksiluvut,
vektoriavaruuden normiksi ei kdy enédéd aikaisemmin esitetty vr’r, vaan /(r”)*r,
jonka nelié Diracin notaatiota kéyttéien [1] on muotoa |(1]t)]>.

Kvanttimekaniikan systeemin tilanvektori on kompleksisen vektoriavaruuden vek-

tori ¢, jonka normi on (¢|¢)) = 1. Systeemin tilan aikakehityksen (vélilla ¢ € (0,¢))

valittad lineaarioperaattori U, joka operoi systeemin tilaan luonnolliseen tapaan

Y = [¥) = U(e)y).
Tilan normi oltava kaikkina ajanhetkind = 1, jolloin
1= (J[p) = @IUTUy)
<~

Ulu = 1.
Néin ollen voidaan maaritelld Unitaariryhmé, seké erityinen unitaariryhma

U(n) = {U € Mpun(C) | UTU = I}, (1.15)

SU(n) ={U € Muxn(C) | UTU = I, det U = 1}, (1.16)

jotka siis koostuvat symmetriamuunnoksista, jotka pitavit tilanvektorin normin yk-

kosena.

1.3.4 Lien Ryhmait ja Lien algebrat

Kun symmetriamunnosten méaéarittelyyn kiytettavien vektoriavaruuksien dimensio n
on > 2, sisaltyy symmetrioihin muunnoksia, jotka eivit ole jatkuvia. Naistd muun-
noksista padstiin eroon rajoittumalla muunnoksiin, joiden determinantti oli = 1 (ku-
ten Poincarén muunnosten yhteydessd néhtiin). Seuraavaksi perehdytaén tarkemmin

jatkuvien muunnosten rakenteeseen.
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Erityisen tarkedksi osoittautuu nk. yhtenéiset Lien ryhmaéat. Naméa ryhmét koos-
tuvat symmetriamuunnoksista, jotka yhdistyvét identiteettialkioon déarellisen monen
jatkuvan parametrin avulla, jotka parametrisoivat ryhmén alkion ja identiteettial-
kion vélisen polun [3]. Matemaattisesti yhtenainen Lien ryhmé G koostuu alkioista g,
jotka riippuvat aarellisen monesta jatkuvasta parametrista X, € R, Va =1,2,...d,

toteuttaen ehdot:
e g(0)=1 (i)

e g(X,) on ddrettoméan monta kertaa jatkuvasti differentioituva parametrien X,

suhteen, missi X, € R (ii)

Néin ollen voidaan mielivaltainen ryhmén G alkio g kehittaa sarjaksi

dg 0%g 5
aXaXa + aXbaXchXC +O(Xx7)

=1 +it"X, + t" X, + O(&?). (1.17)

g(X) =1+

Sarjakehitelmé voidaan tehdé kaikille yhtenéisten Lien ryhmien alkioille, mutta mika
tekijé sarjakehitelméssd méarda eri Lien ryhmien rakenteen?

Helpoin tapa vastata kysymykseen on ldhestya sitd johdattelevalla esimerkillé,
tason rotaatioilla. Tason rotaation méaaradva parametri on rotaatiokulma ja ryhmé-

operaationa on rotaatioiden yhdistaminen eli kulmien summaaminen

g(@)g(B) = gla+ B). (1.18)

Tama madrittelee tason rotaation rakenteen. Yleisemmin vastaavanlainen rakenne

voidaan maaratd Lien ryhméatulolle

9(X)g(X) = g(f(X, X)), (1.19)
missd f : RY x RY — RY,
Ehdon (i) nojalla on oltava f(0,X) = X ja f(X,0) = X, jolloin f(X,X)m

sarjakehitelmé on oltava muotoa

_ _ 1 _
fu(X, X) =X, + Xo + 50302@2(0 +.. (1.20)
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Suorittamalla (1.17) mukainen sarjakehitelmé puolittain yhtdlon (1.19) kuhunkin
ryhmén alkioon ja sijoittamalla parametrin f tilalle (1.20) ja vertaamalla termeja
nahdéaan, ettd nollannen ja ensimmaisen kertaluvun termien kertoimet ovat samat,

mutta toisen kertaluvun termien (X,X.) kertoimista saadaan
the = — %1 —iChete.
Toisaalta koska t*¢ = t saadaan
[t°, 1] = i foere, (1.21)

missi f2¢ = C — C%. Yht#loa (1.21) kutsutaan rakenneyhtiloksi ja se méirittelee
Lien ryhmén nk. Lien algebran.

Yhtilo (1.21) antaa kommutointisddnnon sarjakehitelmén ensimmaéisen kertalu-
vun derivaatoille. Koska ndma termit riittavat maaradaméaan korkeampien kertaluku-
jen termit, kutsutaan niitd generaattoreiksi. Se miten generaattorit generoivat ryh-
mén mielivaltaisen alkion ndhdaan esimerkiksi abelisessa tapauksessa seuraavasti:

Palataan taas tason rotaation rakenneyhtaloon (1.18) ja valitaan o = § = =,

jolloin saadaan
g9(x)g(z) = g(2z).
Derivoimalla puolittain x:n suhteen kahdesti z = 0 ympaéristosséa saadaan
g"(0) = ¢'(0)*

ja aivan samaan tapaan voidaan osoittaa korkeamman kertalukujen derivaatoille

patevan
g™ (0) = g'(0)".

Néin ollen tason rotaatioita kuvaavan symmetriaryhmén alkio g(z) voidaan esittda

Taylorin sarjana
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missd t = —¢'(0) - 4.
Saatu Lien ryhmén alkion esitysmuoto tuo esille Lien ryhmien todellisen voi-
man. Voidaan osoittaa, ettd minka tahanasa Lien ryhmén G alkio g voidaan esittda

muodossa [3]
g = et (1.22)

missd ryhmén generaattorit ovat t* ja kertoimet X, ovat reaalisia parametreja.

Tahan mennessa on esitetty symmetriaryhmét niiden abstrakteissa muodoissaan,
mutta todellisuudessa ryhmien alkiot operoivat jossakin joukossa, joka koostuu geo-
metrisista objekteista. Taméan takia ryhmaéan alkiot esitetdan kiyttden matriiseja,
jotka operoivat luonnollisella tavalla joukon objekteihin (skalaareihin, vektoreihin,
spinoreihin).

Ryhmén alkioiden esittdminen matriiseilla edellyttda matriiseilta ryhmén raken-
teen toteuttamista. Edellda kuitenkin néhtiin, ettd ryhmén rakenteen maéraa gene-
raattorien Lien algebra (1.21). Néin ollen ryhmén (d-dimensioinen) esitys on lineaa-
rikuvaus R : G — Myyg, jossa ryhmén G generaattorien t* kuvat T toteuttavat
ehdon (1.21).

Mielivaltaisen Lien ryhmén alkion g d-dimensioinen esitysmatriisi U(g) saadaan

eksponenttifunktion avulla
U(g) = T, (1.23)
missi matriisit 777 ovat esityksen generaattorit.
Edelld esitettyjen symmetriaryhmien O(n), SO(n), U(n), SU(n) Lien algebrat
ovat [4]
o(n) = {it* € Mpsn(R) | t7 = —t},
so(n) = {it" € Myxn(R) | t1 = —t,tr t = 0},
u(n) = {it" € Muxn(C) | t1 = t},

su(n) = {it* € Muxn(C) | tT =t,tr t = 0}.
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Helposti ndhddan kdyttdmalld hyvéksi eksponenttifunktiota koskevaa kaavaa [4]
det e = M

ettd eksponoimalla algebrojen ehdot paadytéaéan vastaaviin Lien ryhmén ehtoihin.

1.4 Yangin-Millsin mittakenttateoria ja standardimalli

Téssé alaluvussa tarkastellaan lyhyesti kuinka Yangin-Millsin mittakenttateorioihin
paadytaan ja esitetddn pintapuoleisesti standardimalli. Tutkielman tarkoituksena ei
ole paneutua syvillisesti standardimallin rakenteeseen, mutta oleellista on ymmértia

kuinka symmetriaryhméat SU(3), SU(2) ja U(1) siihen liittyvét.

1.4.1 Diracin yhtil6 ja U(1)-invarianssi

Etsiessé Lorentz-invarianttia kvanttimekaanista teoriaa elektronille (ts. spin—% hiuk-
kaselle), péétyi Paul Dirac vuonna 1928 [6] johtamaan hinen mukaansa nimetyn

Diracin yhtélon
iy —map =0, (1.24)

missid ¥ = (Y1, 9, U3, y)T ja @ = y#9, jossa y* ovat niin kutsuttuja Diracin

matriiseja, jotka toteuttavat antikommutaattoriehdon

() =20 (1.25)

Lagrangen tiheys, josta kyseinen yhtalo saadaan johdettua kiyttamalla Euler-

Lagrangen yhtaloita on

L = iy — min, (1.26)

missé ¢ = iy on Diracin konjugaattispinori.

Diracin yhtéloa kuvaavalla Lagrangen tiheydelld on U(1)-symmetria

b — ) = e, (1.27)
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missd ¢ € R on vakio. Tamé vastaa muunnosta, jossa kaikissa avaruusajan pis-
teissd x# tehtéisiin sama vaihemuunnos, ts. kyseessa on globaali symmetria. Halu-
taan kuitenkin, etté teorialla olisi vastaava lokaali symmetria, jolloin muunnokselta
vaaditaan riippuvuutta avaruusajan pisteestd x*. Talloin muunnos voidaan esittia

muodossa
Y — ) = ¥ @y, (1.28)

Télloin kuitenkaan Lagrangen tiheys (1.26) ei ole enéé invariantti. Ongelma ilmenee
derivaatta-termeistd, koska perinteinen derivaattaoperaattori ei kommutoi muun-
noksen e“¥(®) kanssa. Ongelma saadaan korjatuksi korvaamalla perinteinen deri-

vaatta ns. kovariantilla derivaatalla
D, =0, —iqA,, (1.29)

missé A, on teoriaan mukaan otettu uusi (toistaiseksi maaritteleméton) vektorikent-
td. Nyt voidaan vapaasti vaatia, ettd niin médritelty operaattori kommutoi e*¥(®)
kanssa jolloin tehtdvéksi tulee ratkaista, kuinka vektorikentdn A, tulee muuntua,

jotta kommutointiehto toteutuu.

D;(ezq./\’(:v)w) _ 6z'q./\’(:v) D,LL¢
<~

(0 — iqA,) (9P = 99, —igA, ),
josta muutaman vélivaiheen jélkeen saadaan ratkaistua
A;L =A,+0,X. (1.30)

Saatu muuntumissadnté on sahkddynamiikasta tuttu 2. lajin mittamuunnos, jonka
suhteen sdhkémagneettinen kenttatensori F), = 9,4, — 0,4, on invariantti. Néin
ollen lokaalin teorian vaatimus pakottaa sisdllyttdméan teoriaan sdhkomagneetti-

sen kentdn A, joka toimii séhkoisen vuorovaikutuksen (voiman) vélittdjand. Taméa
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nahdadn uudesta lokaalista Lagrangen tiheydesta

L =iy (8, — igA, ) — myy

= WY — mpp + qy* A,

mihin on nyt vapaan kentén lisdksi ilmestynyt vuorovaikutustermi, jonka edesséa
oleva kerroin ¢ kuvaa kuinka voimakkaasti kentédt vuorovaikuttavat keskenéén, ts.
varaus. Hyodyntamélla Noetherin teoreemaa voidaan osoittaa, ettd todellakin ky-
seinen varaus on symmetriamuunnosta (1.28) vastaava siilyvi suure.

Koska halutaan, ettd myos sahkomagneettinen kentté olisi dynaaminen, on La-
grangen tiheyteen lisdttava myos sitd kuvaava dynaaminen termi. Vaihtoehtona olisi

kiyttdad spin-1 hiukkasen Lagrangen tiheytta (Procan yht&lo)

1 1
Lproca = _4_1 ;U/Fw/ + §m2AMAu, (131)

ja mikali halutaan pitda kiinni lokaalin mittainvarianssin vaatimuksesta, on massa-

termin oltava = 0. Talloin Lagrangen tiheys kokonaisuudessaan saa muodon

L= i —mip — 2 Fu ™ + g A
= iy — map — }lFWF“" +qJ"A,, (1.32)

missd J# = yy*1) on (spinori)virran tiheys. Néin on johdettu materian ja sdhko-

magneettisen kentdn vuorovaikutusta kuvaava teoria.

1.4.2 Yangin-Millsin mittakenttiteoria

Edelld esitettiin lokaalin mittainvarianssin vaatimus U (1)-muunnoksessa, jonka seu-
rauksena teoriaan oli lisdttava massaton vektorikentté (spin-1 hiukkanen) kovarian-
tin derivaatan yhteydessad. Tamén seurauksena saatiin teoriaan vuorovaikutustermi
mittakentankentdn ja Diracin spinorin vélille. Néin pystyttiin luomaan Noetherin

teoreeman kanssa sovussa oleva (sdhko-)varauksen sdilymislaki. Chen Ning Yang ja
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Robert Mills yleistivit lokaalin mittainvarianssin ideaa epdkommutatiiviselle ryh-
mille SU(n), joiden avulla saatiin luotua my6s useamman eri lajin varauksen saily-
mislait.

Yleistys ldhtee liikkeelle oletuksesta, ettd (edellisestd poiketen) yhden Diracin
kentén 1 sijaan teoriaan otetaan mukaan d Diracin kentt&dé {v;}, missd j = 1,...,d
ja missa kullakin kentélla on 4 komponenttia. Talloin systeemia kuvaava Lagrangen
tiheys on

L=iY (;d0; —muby) . (1.33)

J
Merkitaan Diracin kenttien joukkoa kollektiivisesti pystyvektorina ¢ = (¢q, ..., 94)".
Nain méaariteltynd Lagrangen tiheys saadaan kirjoitettua U(1) tilanteen kanssa sa-

man nakoiseen muotoon

£ =i (dih —mibo) (1.34)

missd m = diag(my,...,mg). Nyt Lagrangen tiheys (1.34) on invariantti globaalin
SU (n)-mittamuunnoksen alla.

SU(n):m alkio g operoi ndin méériteltyyn pystyvektoriin 1)

Wb — o = Ty,
= U(g)v, (1.35)

missé matriisit i7* ovat SU(n):n d-dimensioisen esityksen generaattorit. Kentén v
sanotaan kuuluvan symmetriaryhmén SU(n) d-dimensioiseen esitykseen.
Né&in maéaritelty Lagrangen tiheys ei ole kuitenkaan invariantti lokaalissa mitta-

muunnoksessa

,lp - w/ — eiXa(x)Taw

= U(g(x))y = U(x)y. (1.36)
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Korvaamalla perinteisen derivaattaoperaattorin kovariantilla derivaatalla
D, =0, —igA,T
=0, —igA,,

ja vaatimalla vektorikenttien AL muuntuvan siten, ettd D, kuuluu samaan esityk-

seen, kuin kentta 1 itse, ts.
Dy’ = U(z) Dy
<~
(O — igA,)U(2)0 = U(x) (9 — igAu)b,
saadaan muutaman rivin laskun jalkeen mittakentdn A, muuntumissaanto
A= U(x) AU (2) ™ + éU(x)@HU(x)l (1.37)

—

i 1 i i N _
AT = U(x)A,T'U(x) 1+§U(ac)8#U(a:) L

Mittakentille dynaaminen termi maéaaritelladn mittakenttatensorien avulla. Mitta-
kenttédtensori maéaritelladn analogisesti Riemannin kaarevuustensorin kanssa kova-

rianttien derivaattojen kommutaattorina

) )
E[DN’ DV] = (a[HAV] - Zg[AM, AV]) = FMV’
missa a[uAy] = 8HAV — &,A“ = (@LAi — a,AL)Ti seka [A;w Ay] = ALAI];[TZ', Tj]

= Al AJ f9*T* jolloin kenttétensori voidaan kirjoittaa muodossa
Fu = (0, A5 — igAj AL f7%) T"
k ik
= I, T,
jossa f“* ovat rakennevakioita ylidindeksimuodossa kirjoitettuna. Abelilaisessa ta-

pauksessa rakennevakiot ovat = 0, jolloin mittakenttéitensori redusoituu sahkémag-

neettiseksi kenttatensoriksi.
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Mittakenttien dynaaminen termi méaritelladn analogisella tavalla Proca-Lagrangen

tiheyden dynaamisen termin kanssa
1 "
L= _ZtT[Fw’F .

Mikéli halutaan pitéa kiinni lokaalin mittainvarianssin vaatimuksesta, niin mas-
satermin, joka on muotoa 3m?tr[V,V#], sisillyttéminen Lagrangen tiheyteen ei ole
mahdollista. Kuitenkin esimerkiksi heikon vuorovaikutuksen vilittéjihiukkasten W=
ja 7" tiedetésin olevan massiivisia. Teoriasta nimittiin puuttuu vield erids vapausaste,

jota késitelladn seuraavaksi.

1.4.3 Higgsin mekanismi ja spontaani symmetriarikko

Spontaani symmetriarikko perustuu kiytédnnossa siithen etté systeemin perustilat ei-
vat jaa yhtd laajaa symmetriaa, kuin varsinaisen teorian matemaattinen rakenne.
Higgsin mekanismi on spontaanin symmetriarikon idean soveltamista mittakentté-
teoriaan. Témaéan seurauksena kentdn dynamiikka perustilan ympérilla voi muistut-
taa harmonisen oskillaattorin dynamiikkaa ts. kuin sillé olisi efektiivinen massa. Me-
kanismin aikaansaaminen matemaattisesti perustuu sopivan potentiaalitermin valin-
taan [1, 4, 5.

Olkoon ¢ skalaarikentté ja A, mittakenttd. Talloin lokaalin invarianssiechdon

toteuttava Lagrangen tiheys on muotoa
1
L = [D"¢]'D,e = V(616) — JtrlFu 7). (1:38)

Lagrangen liikeyhtéloiksi saadaan kentille ¢ ja A,

ov
D'D,¢ + 957 =0, (1.39)
D, F™" —ig [¢'T" D¢ — (D*¢)'T'¢]] = 0. (1.40)
Oletetaan, ettd on olemassa vakioratkaisu ¢y # 0, jolle
A%
— = 0. 1.41

p=¢o



19

Talloin ¢ = ¢y ja A, = 0 ratkaisee liikeyhtalot.

Fysikaalisesti mielenkiintoinen ilmi6 syntyy, kun dg € G, jolle

9o # do (1.42)

Sanotaan, ettd on tapahtunut spontaani symmetriarikko.
Ryhméssé on kuitenkin alkioita, jotka sailyttavit symmetrian, esimerkiksi iden-
titeettialkio I, mutta niitd voi olla useampi. Alkiot, joille g - p9 = ¢9, muodostavat

ryhmén G aliryhmaén, ns. stabiliteettiryhmdan

H={geG|g-¢o= o}, (1.43)

ja sanotaan ryhmén G hajonneen spontaantisti stabiliteettiryhméksi H, merkitdan
G —4, H. Stabiliteettiryhma, sisdltda aina vahintddn identiteettialkion /.

Koska standardimallissa kiytettavat ryhméat ovat jatkuvia, on kiytadnnon kannal-
ta mahdotonta ratkaista stabiliteettiryhméan H alkioita kdymalla lépi kaikki ryhmén
G alkiot ja tarkastamalla toteuttavatko ne stabiliteettiryhmén ehdon. Kuitenkin,
koska G on Lien ryhmé, on sen alkioilla esitys muodossa (1.23). Talloin stabiliteet-

tiryvhmén ehdosta saadaan

T gy = gy
=
(I + (iXoT*) +...) do = o
=
T¢g=0 Va=1,...,nyg (1.44)

Néin saadaan stabiliteettiryhmé ratkaistua darettoméan monen alkion lapikdynnin
sijaan tutkimalla ryhméan G &arellisen monen generaattorin operointia systeemin
perustilaan, ns. vakuumaiin.

Ehdon (1.44) toteuttavien generaattoreiden sanotaan annihiloivan vakuumin ja
kyseisid generaattoreita kutsutaan rikkoutumattomiksi (Unbroken) ja niita generaat-

toreita, joille T'¢g # 0, i =ny + 1,...ng kutsutaan rikkoutuneiksi (Broken).
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Kun tarkastellaan dynamiikkaa perustilan ymparistossé, havaitaan mika seuraus
symmetrian rikkoutumisella on. Tata varten tarkastellaan siirrettyé kenttéé ¢ (shif-
ted field), jossa ¢ = ¢o + ¢. Tutkimalla skalaarikentén kineettistd termié ja sijoitta-
malla siirretty kentté skalaarikentén tilalle saadaan muutaman vélivaiheen jélkeen

termi muotoon
1 i A ; .
[D*¢|' D¢ = Do D, + §g2AMA3“¢${T T} o+ .. (1.45)

missa 7,7 = 1,...,ng. Kuitenkin osa generaattoreista annihiloi vakuumin, jolloin
jaljelle jaa vain rikkinaisten generaattorien antikommutaattoritermit
%g2AZAb“¢${T“, T} ¢g, missi a,b=ng+1,...,ng.

Merkitéin (m2)® = g2¢! {T% T*} ¢y, joka on symmetrinen matriisi. Reaalisena
symmetrisend matriisina se voidaan diagonalisoida, jolloin uudelleen maarittelemal-
14 mittakentét A, saadaan aikaiseksi ng — ny kappaletta massallisia mittakentti.
Niéin ollen kytkemallé skalaarikentté mittakenttien kanssa samaan teoriaan saadaan
tuotettua mittabosoneille massat.

Goldstonen teoreeman mukaan potentiaalitermista saadaan vastaavasti yhtamon-
ta massatonta Goldstonen bosonia (skalaarikenttaa).

Skalaarikenttéd voidaan esittdd muodossa [4, 5|

¢ = e (g0 + ), (1.46)

missd kentét 6, ovat Goldstonen bosoneja, ts. kentdn vapausasteet sdilyvin symmet-
rian suuntaan ja taas ¢ on kentdn vapausaste suuntaan, jossa symmetria ei siily,
joka on siis kohtisuorassa Goldstonen bosonien vérdhtelyn suuntaa, (ks. kuva 1).

Suorittamalla mittamuunnos
¢ — e g, (1.47)

saadaan kierrettyd pois epéafysikaaliset Goldstonen bosonit.
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Kuva 1. Meksikolainen hattupotentiaali. Kuvassa massattomat kentdt vastaavat
vardhtelyjd hatun pohjan ympéri ja massalliset vapausasteet vastaavat "kiipe#-
mista" potentiaalissa [Kuvan ldhdesivu: https://cds.cern.ch/record/2012465/
plots (6.4.2024).

1.4.4 Standardimalli pdhkindnkuoressa

Tahén mennessa on esitetty kaikki tarvittavat tyckalut Standardimallin esittdmiseen
klassisella tasolla. Standardimalli on lokaali Yangin-Millsin kenttdteoria ja se koos-
tuu vérisektorista SU(3). ja sdhkoheikosta sektorista SU(2) x U(1)y. Taulukkoon I.
on ryhmitelty hiukkaset, niitd kuvaavat kentét ja niiden esityksen dimensio mitta-
ryhmien SU(3) ja SU(2)y, alla. U(1) sarakkeen alle on listattu kunkin hiukkastyypin
kantaman hypervaraus.

Taulukko I. Taulukko standardimallin kentista ja niiden esityksistd kunkin symmet-
riaryhmén suhteen [4]. Lihavoitu fontti ryhmien SU(3). ja SU(2), alla tarkoittaa

kenttien esitystd kyseisen ryhmén suhteen. Sarakkeen U(1)y alle on listattu kunkin
kentdn kantaman hypervarauksen suuruus.

Hiukkanen Kenttd | SU(3). | SU(2), | U(1)y
Vasenkatiset leptonit I 1 2 -1
Oikeakétiset leptonit rt 1 1 -2
Vasenkétiset kvarkit q 3 2 3
oikeakiitiset kvarkit (u) | ¢'% 3 1 3
oikeakiitiset kvarkit (d) | ¢’ 3 1 —2
Higgsin kenttd (Skalaari) | ® 1 2 1



https://cds.cern.ch/record/2012465/plots
https://cds.cern.ch/record/2012465/plots
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1.5 Yleinen suhteellisuusteoria ja sen matemaattinen raken-

ne

Edella on esitetty matemaattinen rakenne, jolla kuvataan kolmea fundamentaalis-
ta voimaa: vahvaa, heikkoa ja sihkomagneettista vuorovaikutusta. Téssa alaluvussa
perehdytéadn neljannen voiman kuvaamiseen kiaytettavaan matemaattiseen rakentee-

seen ja esitetdan kentén vaikutus, ns. Einstein-Hilbertin vaikutus.

1.5.1 Metriikka ja Geodeettisen viivan yhtilo

Aikaisemmassa alaluvussa kuvattiin matemaattisesti heikko, vahva ja séhkémag-
neettinen vuorovaikutus. Matemaattinen malli perustuu yksinkertaistetusti kenttiin,
joilla on paikka -ja aikariippuvuus ja joiden Lagrangen tiheydet rakennettiin sailyt-
tamadn SU(3) x SU(2) x U(1) symmetria lokaalisti valitsemalla sopivat esitykset
kullekin hiukkaselle ndiden ryhmien alla, kuten taulukossa I.

Gravitaatio on voimana erilainen kuin kolme edellistd. Gravitaatio on aika-
avaruuden kaarevuutta ja siis itse aika-avaruuden ominaisuus. Materia (aine ja ener-
gia) kertoo aika-avaruudelle, kuinka kaareutua, ja avaruuden kaarevuus kertoo ma-
terialle, kuinka liikkua.

Gravitaatioyhtaloiden muodostaminen perustuu yleisen kovarianssin periaatteel-
le, jonka mukaan fysiikkaa kuvaavien yhtéléiden muoto tulee olla riippumaton kay-
tettavastd koordinaattijarjestelméstd. Tamén takia gravitaatioyhtélot muodoste-
taan tensoriyhtaloina.

Suuretta T'(x) sanotaan tyypin (m,n) (koordinaatti)tensoriksi, jos sen kompo-

nentit muuttuvat koordinaattimuunnoksessa x — z* = z%(x) kuten

ozt Ozvm OxPr OxPr

T (@) = F TR Wt i e A " (@(2)) (1.48)
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Aika-avaruus on monisto, jolla on invariantti viivaelementti ds, joka maéritellaan
ds* = — g, (v)dz"dz” (1.49)

Viivaelementin kertoimet saadaan laskettua pistetulona g,,(z) = e, (z)-e,(x), jossa
vektorit e, (x) , 1 = 0,...3 ovat neliavaruuden kantavektorit neliavaruuden pisteessé
x. Ne ovat toisen kertaluvun kovariantin tensorin komponentteja, jota kutsutaan
metriseksi tensoriksi. Erikoistapauksena on littedd avaruutta kuvaava Minkowskin
metriikka 7, = diag(1, -1, -1, —1).

Viivaelementin avulla voidaan maarittda kahden aika-avaruuden pisteen viliset

ekstremaaliset kiyrit. Tamé saadaan varioimalla vaikutusfunktionaalia

S =m | ds=m A =g la)iridx, (1.50)

johon soveltamalla Euler-Lagrangen yhtaloita

%% = %, (1.51)
jossa L = /=g, (x(N\))i#i", saadaan johdettua geodeettisen viivan yhtilé
i+ Thpi®il = f(\)i*, (1.52)
jossa suureita
Ihs = %g’“ (Oagrs + 08Gna — Oxgas) (1.53)
kutsutaan Cristoffelin symboleiksi. Yhtalon oikeanpuolen termi on f(\) = % j—f\,

jolloin kdyttamalld sopivaa parametrin valintaa s = aA + b, missa a,b € R, saadaan

havitettyd f(A) ja yhtdlo saadaan muotoon
it + Thi®i’ = 0. (1.54)

Tallaista parametrin valintaa kutsutaan affiiniksi parametriksi. Geodeettisen viivan
yhtalosta saadaan ratkaistua vapaasti putoavan hiukkasen liike metriikan g, maa-

raamassa geometriassa.
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1.5.2 Kovariantti derivaatta, Riemannin- ja Riccin kaarevuustensori

Edella késiteltiin kuinka materia liikkkuu kaarevassa avaruudessa. Tamén jélkeen
nousee esiin kysymys siitd, miten materia kaareuttaa aika-avaruutta. Se, ettd met-
ritkkan komponentit poikkeavat littedn avaruuden komponenteista eli Minkowskin
metriikasta, ei yksindén riitd kertomaan, onko geometria kaareva, silla sen muoto
riippuu koordinaatiston valinnasta. Tata varten tarvitaan jokin yleisen kovarianssi-
periaatteen mukainen suure mittaamaan kaarevuutta [9-11].

Yang-Millsin kenttateorioiden yhteydessd méaériteltiin mittakenttien dynaami-
nen termi kovariantin derivaattojen kommutaattorin avulla. Analogisesti méaéritel-
ladn Riemannin kaarevuustensori. Kuitenkin Yang-Millsin teorioiden yhteydessa ko-
variantti derivaatta konstruoitiin siten, ettd kentén kovariantti derivaatta kuului sa-
maan esitykseen R, kuin kentté itse. Kaarevien avaruuksien tapauksessa tata analo-
giaa soveltaen pitda vaatia, ettd kovariantin derivaatan operoidessa kontravarianttiin
vektoriin muuntuu se kuten toisen kertaluvun (1,1) tensori. Tamén avulla saadaan
madriteltya kovariantin derivaatan operointi mielivaltaiseen tensoriin.

Kovariantilta derivaatalta vaaditaan perinteisen derivaatan kanssa analogiset

ominaisuudet [9, 11]
o V,(V¥+W?*) =V, V*4+V,W* (Lineaarisuus)
o V,(WsV®) = (0,Wp)V*+ W5(V,V?*) (Leibnizin séénto)

ja lisdksi (1,1) tensorin muuntumissaénto

o V, V' =385V VE,

0zt OxP

sekd kovariantin derivaatan operoiminen skalaariin

o D, Z =0,7.
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Talloin erds ehdot tayttava kontravariantin vektorin kovariantti derivaatta on muo-

toa
VMV” = GMV” + anVa, (1.55)

missé ['), ovat geodeettisen viivan yhtélossd esiintyvét Cristoffelin symbolit.
Kovariantin derivaatan operoiminen kovarianttiin vektoriin saadaan kontraktoi-

malla kovariantti vektori V,, kontravariantin vektorin W* kanssa skalaariksi Z =

V,WH ja kiyttamalla hyviksi Leibnizin sddntod ja kovariantin derivaatan operoi-

mista skalaariin, saadaan ratkaistua
VoV =04V, =T, Ve (1.56)

Nyt mielivaltaisen kertaluvun tensorin kovariantin derivaatan kaava saataisiin
ratkaistua iteroimalla prosessia, jossa kontraktoimalla alennettaisiin tensorin ker-
talukua ja sovellettaisiin Leibnizin sdéntoa ja alemman kertaluvun tensorin kova-
riantin derivaatan kaavaa. N&in saataisiin ratkaistua yleinen kovariantin derivaatan

operointi (m,n) tensoriin [11]

... [ _ U1 b W1 K. . m Ui...K
VQT mzq...zzn - aCVT ml/1...l/n + meT mlll...l/n + + FaZZT Vi...Un
_T* H1---Hm ... T~k H1---Hom
FulaT K...Un FunaT Vl...K® (157)

Erityisesti kovariantin derivaatan operointi metriseen tensoriin haviaa
Vag,uu = 0. (158)

Kaytannossa tdmé tarkoittaa sitd, ettd metriikka kommutoi kovariantin derivaatan
kanssa, jolloin metriikan avulla voidaan nostaa tai laskea indeksejé kovariantin de-
rivaatan lapi.

Nain analogisesti mittakenttéatensorin kanssa méaéaritelladn Riemannin kaarevuus-

tensori |11]

[Va, Ve]V# = R V", (1.59)
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S

Kuva 2. Vektorin yhdensuuntaissiirto pallopinnalla pitkin suljettua polkua. Yhden-
suuntaissiirrossa siirrettavin vektorin ja polun tangenttivektorin vélinen kulma py-
syy muuttumattomana. |[Kuvan ldhdesivu: https://commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=35124171 (6.4.2024).

jolloin Riemannin kaarevuustensorin komponentit saadaan kaavasta [11]

R" 5= 0500, — 9%, + T4 Th —TH I (1.60)

Ko Bp— ak

Riemannin tensori siis kiytannossa mittaa, kuinka paljon vektori on muuttunut kun
se on yhdensuuntaissiirretty pitkin suljettua polkua (ks. kuva 2).

Riemannin tensorista saadaan kontraktoimalla Riccin kaarevuustensori

Ry, = R" (1.61)

UEV?

ja yhé kontraktoimalla liittotensorin kanssa saadaan Riccin kaarevuusskalaar:
R=9¢"R,.. (1.62)

Huomion arvoista on todeta, ettd Riccin kaarevuustensori on merkkié vaille yksi-
késitteinen tensori, joka voidaan muodostaa Riemannin kaarevuustensoria kontrak-
toimalla. Vastaavasti Riccin skalaari on merkkia vaille yksikésitteinen skalaari, joka

voidaan muodostaa Riemannin tensorin jéljesté.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=35124171
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=35124171
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1.5.3 Einsteinin-Hilbertin vaikutus

Klassiset kenttateoriat muotoillaan vaikutusfunktionaalien avulla. Gravitaatiokentét
voidaan yhdistdd helpommin muiden klassisten kenttéteorioiden kanssa, kun gravi-
taatio esitetddn myos vaikutusfunktionaalin avulla. Gravitaation vaikutus tunnetaan
nimelld Einsteinin-Hilbertin vaikutus.

Gravitaatiokentan vaikutus on muotoa |9

S, = — / 2/ =5 (aR + ), (1.63)
M

jossa R on Riccin kaarevuusskalaari ja a ja C' vakioita. Vaikutuksen muoto perustuu
tavoitteeseen luoda liikeyhtélot, jotka ovat toista kertalukua ja jotka paikallisesti
Minkowskilaisen koordinaatiston valinnan myoté ei johtaisi Lagrangen tiheyteen,
jossa L = vakio |9, 10]. Perinteisen avaruuden mitan dz tilalle on sijoitettu d*zy/—g
yleisen kovarianssiperiaatteen mukaisesti. Varioimalla vaikutusta liittotensorin g"”

suhteen, ts. g" — g"” + 0g"” ja vaatimalla 0.5, = 0 saadaan
0= 65, — - /M a0 |/ ~g(aR + O)]
_ /M d'z (5(V=g)(aR + C) + ay/—g(6R)).
Metriikan determinantin variaatio saadaan kiyttdmalld hyvéksi Jacobin kaavaa [10]
§(det M) = (det M)tr(M~*5M), (1.64)
missa M on neliomatriisi, jolloin metriikalle saadaan

0g =9 9"0g, = —9 9uog",

jossa ollaan kiytetty kaavaa ¢g""dg,, = —g,,0g"", joka saadaan metrisen tensorin
liittotensorin madritelmésta g*”g,,, = 0* varioimalla puolittain ja asettamalla k = p.

N&in saadaan
1 1
0y/—g=—=—-=0g
2v/-g

]' v
=-—5v—ggmﬁ¢‘-



28

Riccin kaarevuusskalaarin variaatioksi saadaan

5R = 5(g" R,.)

= (sg'uVR,uu + g'uydRuw

josta suoraviivaisesti laskemalla 9] voidaan néyttda jalkimmaéisen termin olevan ne-

lidivergenssimuotoa

missa
1% = /= (90T, — g*6T3,)
jolloin silla ei ole vaikutusta liikeyhtéal6ihin.

Néin ollen sijoittamalla edelld johdetut kaavat yhtdloon (1.63) saadaan

1

1
0= 559 = — /M d4l’\/ —g (CL(R,UJ/ - §guuR) - ég,ul/c) 59;”/.

Koska variaatio g" — g" + dg"” on mielivaltainen, on oltava

1 1
a(Ry, — égWR) — §g,wC =0
<~
1 1
R,uu - §guuR = %guuc
<~
1
R,LLI/ - §guuR = _Ag,um (165)

jossa vakio A = —£ on kosmologinen vakio.
2a
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1.5.4 Aineen vaikutus, minimaalisen kytkennin periaate ja energiaim-
pulssitensori

Gravitaation (metriikan) liikeyhtélot johdettiin edella tyhjissd avaruudessa. Nyt

tarkoituksena on kytked aineen vaikutus mukaan liikeyhtéloihin.

Kaarevissa avaruuksissa muodostettujen liikeyhtéaloiden tulisi olla yleistyksia Min
kowskilaisessa avaruudessa muodostettujen yhtaléiden kanssa. Toisin sanoen, jos lii-
keyhtéloihin sijoittaisi Minkowskin metriikan, tulisi yhtaléiden redusoitua tuttuun
muotoon.

Tallaisia yleistyksia on kdytdnnossa dareton méara, koska tuttuihin Minkowskin
avaruudessa muodostettuihin yhtéloihin voisi lisata esimerkiksi Riccin skalaarin, joka
hévidd Minkowskin avaruudessa. Minimaalisen kytkenndn periaatteena (Engl. Mini-
mal Coupling principle) [11] tunnetun periaatten mukaan Minkowskin avaruudessa
muodostettujen liikeyhtéloiden kaarevien avaruuksien yleistykset saadaan tekemélla

seuraavat muutokset:
L4 nuu — guy

©«J,—V,

o [d'z— [d'z\/—g.
Esimerkiksi séhkomagneettiselle kentélle

1

S'm = _Z /d4£€ (nuanuﬁFuuFaﬁ) )

jossa F,, = 0,A, — 0, A, saa kaarevassa avaruudessa muodon
1 14
Sy = —Z/d4$\/—g (g‘w‘g 5FMVFQB) , (1.66)
jossa F, =V, A, -V, A,
Yleisen kovarianssiperiaatteen tayttavaksi muunnettu ainekentén vaikutus voi-

daan nyt liittaa gravitaation vaikutukseen yksinkertaisesti summana

S =S, + S
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Gravitaatiokentén liikeyhtalot saadaan taas varioimalla vaikutusta metriikan g*”

suhteen ja vaatimalla 6.5 = 0
0=10S=10S;+ 05,

Edellé laskettiin jo 4.5, jolloin riittaa tarkastella ainekentén vaikutuksen varioin-

tia 0.9,,. Yleisen ainekentén ¢ vaikutus on muotoa

S = / d*2Ln(g, 09,6, 00). (1.67)
M
jolloin
5Sm:/ d*x6L,,
M
—
oL oL
= d* gt + ——"_5(9,,g" 1.
/M “’{agw P Saag) 9| (1.68)
Koska
O0ag"” — 0a(g" + 69"") = 0ag"” + 009",
niin on

0(0ag"") = Dadg"",

jolloin saadaan (1.68) kirjoitettua muotoon

oL oL oL
— 4 me pvo_ m Nz m Ny
55 /M dx{—agwj&g 0. <—8(8ag/“’))5g 0, <—a(aagw)59 )]

Jalkimmainen termi héviaa, silld alueen reunalla variaatio dg"” = 0, jolloin jaljelle
jaa

2 0L,
V=g 09"

oL,
8(8aglw)

—_ aa(

5Sm, = % /M da/—g [ )} 5gM”

—

1
= —/ d'zv/=g T,.,89", (1.69)
2 Jm
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jossa T}, on energiaimpulssitensort.

Nain kokonaisvaikutuksen variaatio saa muodon

1 1

1
0=405= / d*z/—g {—a(RW — —9uwR) — =9 C + =T, | 9.
v 2 2 2

Koska variaatio dg"” on mielivaltainen on sulkeissa olevan termin héavittéva

1 1 1
—a(ij — 59“1,7?,) + éguyc + §TP«V =0
<
1 1
R,LLU - 59#1} - %T/Ll/ - Ag/.lV? (1'70)

missd yha A = —%.

Newtonin gravitaation mukainen Poissonin yhtdlé |9]
V¢ = 4nGyp (1.71)

voidaan saavuttaa 00-komponentista rajatapauksena sopivalla energiaimpulssiten-

1
167G N

sorin valinnalla ja asettamalla a = (jolloin olisi my6s valittava A = 0), jolloin

saadaan yhtalo tuttuun muotoon

1
R, — EQWR = 87GNT W — Aguw. (1.72)

Tama yhtalo tunnetaan Finsteinin gravitaatioyhtdlond.
Nyt esimerkiksi sahkomagneettisen kentén tapauksessa gravitaatioyhtaloiksi saa-

daan

1 1

R,u,u — 59;},1/7?’ = 87TGN (F‘MI{F‘W€ — ZguyFaﬁFa'B> - Ag,u,uu (173)

missé sahkomagneettisen kentdn energiaimpulssitensori on

1
Ty = F,F, — ZgWFaBF“B. (1.74)
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2 Kaluzan-Kleinin teoriat

Einstein kehitti suppean suhteellisuusteorian vuonna 1905 [8], jolloin ainoat tunne-
tut voimat olivat gravitaatio ja sidhkomagneettinen voima. Néistd voimista jalkim-
méinen kuitenkin tunnettiin vield 1800-luvun puolivilissé [12] kahtena eri voimana,
sahkoisend ja magneettisena voimana, joiden kuitenkin havaittiin olevan peréisin
samasta sahkomagneettisesta ilmiosta.

Téama idea voimien yhdistdmisestd saman matemaattisen rakenteen alle motivoi
1900-luvun fyysikoita vieméaédn ajatuksen yha pidemmalle. Tarkoituksena oli 16ytéaa
teoria, jonka matemaattiseen rakenteeseen siséltyisi kaikki tunnetut voimat. Téllais-
ta teoriaa kutsuttaisiin nykyaén kaiken teoriaksi.

Jo hieman ennen yleisen suhteellisuusteorian syntymistd vuonna 1914 suoma-
lainen fyysikko Gunnar Nordstrom [12] kehitti oman teoriansa, joka yhdisti New-
tonilaisen gravitaation ja sdhkomagnetismin saman rakenteen alle, mutta kyseinen
teoria sai hyvin viahan huomiota. Kuitenkin neljd vuotta yleisen suhteellisuusteorian
syntymisen jilkeen vuonna 1919, Theodor Kaluza [13, 15|, Einsteinin teorian innoit-
tamana, julkaisi paperin, jossa hén esitti periaatteen, kuinka yhdistaé gravitaatio ja
sahkomagnetismi hyodyntden Riemannin geometriaa. Kuitenkin vasta 1921 Einstein
auttoi paperin julkaisemisessa.

Kaluzan teorian metriikka osoittautui kuitenkin olevan laskennan kannalta on-
gelmallinen, jonka takia vuonna 1926 Oskar Klein [16, 17] loi oman versionsa Ka-
luzan teorian metriikasta, joka oli laskennallisesti kiyttokelpoisemmassa muodossa.
Erityisesti Kleinin esittdmén metrisen tensorin liittotensori on yksinkertaista muo-

toa.
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2.1 Kaluzan-Kleinin alkuperainen teoria
2.1.1 Kaluzan-Kleinin teorian metriikka

Vuonna 1919 Kaluza [15] esitti ajatuksen tavasta, jonka avulla voitaisiin yhdistéa
sahkomagnetismi ja Einsteinin gravitaatioteoria saman matemaattisen rakenteen al-
le.

Kaluzan ideana oli 16ytad metriikka G 4p, jonka geodeettisen viivan yhtélosta
saataisiin hiukkasen liikeyhtalot, joka liikkuisi seké gravitaation, ettd sdhkdmag-
neettisen kentdn vaikutuksessa. Koska 1919 ainoat tunnetut voimat olivat sdhko-
magneettinen voima ja gravitaatio voima [12], oli yleisempéadn metriseen tensoriin
sisallytettavéd perinteinen yleisessd suhteellisuusteoriassa esiintyvé metriikka g, ja
sahkomagneettinen nelipotentiaali A,,.

Kaluzan tavoitteena oli sisillyttad yleisemmén metriikan avulla laskettuihin Cris-

toffelin symboleihin sdhkomagneettisen jannitystensorin komponentit
F, =0,A,—0,A,. (2.1)

Ongelmaksi osoittautui kuitenkin avaruuden ulottuvuuksien ma#ra. Jos indeksit
juoksevat perinteiset nelja indeksia pu, v = 0, ..., 3 lapi, niin ei ole mahdollista sis&l-
lyttad sihkomagneettisen jannitystensorin komponentteja Cristoffelin symboleihin,
jonka avulla saataisiin geodeettisen viivan yhtalostéa oikea lopputulos.

Kuitenkin lisddmalla viides ulottuvuus metriikkaan Gap, (A, B = 0,...3,5)

tama osoittautui olevan mahdollista. Metriikan ollessa muotoa

goo go1 Goz Goz Ao
gio 911 g1z iz A
Gap = G20 921 G2 Goz As (2.2)

g3 931 g2 g3z As
Ay Ay Ay A3 —1
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geodeettisen viivan yhtalot redusoituisivat haluttuun muotoon. Koska viidetta ulot-
tuvuutta ei kuitenkaan ole havaittu, niin Kaluza esitti oletuksen, jonka mukaan mi-
kiin fysikaalinen suure F ei riipu viidennesti koordinaatista 2°. Tété oletusta hin
kutsui sylinteriehdoksi (Cylinder Condition).

Kaluzan esittdmé metriikka toi mukanaan kuitenkin ongelmia. Laskennallisesti
olisi oleellista, ettd metriikan liittotensorin ja determinantin laskeminen olisi yksin-
kertaista muotoa. Tamaén lisdksi sylinteriehto sellaisenaan oli taysin ad hoc -oletus,
joka ei fysikaalisesti ollut tyydyttéva. Tamén (ja tuolloin kehittyneen kvanttimeka-
niikan) takia Oskar Klein (1926) [16] esitti oman versionsa Kaluzan ideasta.

Olkoon {€,, €5}, jossa (1 = 0, ..., 3) b-ulotteisen avaruuden kanta. Kantavektorit
€, voidaan esittdd viidennen ulottuvuuden kanssa transversaalisen ja longituudisen

vektorin summana

éﬂ = éﬂ” + é}u_, (23)

jolloin siis
€, = Cyés, (2.4)
€, € =0. (2.5)

Talloin viisiulotteisen avaruuden metriikan G 4p puv -komponentit saadaan

= (éﬂ|| + él@) . (éuH + éyl)
=€,1 - €L T €y -6y

= épJ. ‘ 6,,J_ + CﬂCVGg)g,. (26)
Ottamalla pistetulo puolittain vektorin €5 kanssa yhtélossi (2.4) saadaan

&, - 8 = C,Gss, (2.7)
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Toisaalta ottamalla vektorin €5 kanssa pistetulon puolittain yht&lossa (2.3) saadaan

€. €5 =€y " €5
— Cué5 . 65
<~

GMB = CYMG55~ (28)

Ratkaisemalla yhtélosta (2.8) kerroin C), ja sijoittamalla se yhtdloon (2.6) saadaan

G = - G,u5Gl/5
pw — €ul "€y + .
G55

(2.9)

Maéarittelemalla ;1# = 2‘5‘5 ja G55 = ¢, sekd madrittelemalld, ettd tavallinen nelia-

varuus osa on viidennettd ulottuvuutta vasten kohtisuorassa olevien kantavektorien

pistetulo, ts. g,, = €,1 - €,1, saadaan lopulliseksi metriikaksi

G = G + 94, A, (2.10)
G5 = A, (2.11)
Gss = ¢, (2.12)
eli auki kirjoitettuna
goo + 0AoAg gt + 0A0Ar oo + GAAy gos + pAoAs Agd
g0+ 0A1 Ay g+ 9AAL gia+ 9A Ay gis+ 9A1 Az Arg
Gap = | goo+ ¢A2A0 go1 + 02 A1 goo + dAsAs g3+ 0Ar Ay Are |- (213)
930+ 0A3Ag gs1 + 0A3AL gao + dA3As g3z + dA3A; Asd
Ay Ai¢ Ay Az ¢
Kaluzan-Kleinin esittamissa versioissa oltiin suoritettu koordinaattiskaalaus ¢ = —1

(koska metriikan signatuuri on (1, -1, -1, -1, -1). Metriikka (2.13) on laskennallisesti
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kiyttokelpoisempi, nimittdin kddnteismetriikka on yksinkertaista muotoa

g g g g™ -A
glo gt g1z g1 _Al

G = | g0 g g m A , (2.14)
g0 g g? B -’

3

joka tietenkin niithtisiin suoraan laskemalla GA¢Gep = §5.

Taman lisdksi suoralla laskulla nahtéisiin myos, ettéa

det (Gap) =G = —g = —det g (2.15)

2.1.2 KK-metriikan geodeettisen viivan yhtalo

Geodeettisen viivan vaikutusfunktionaali kiiyrille 24(3) viidessd ulottuvuudessa yleis-

tyy suoraviivaisesti

SlA(E)] = m /0 Y d—m /0 V=Gan((3)i*iPds, (2.16)

josta saadaan analogisesti geodeettisen viivan yhtéloksi

Pzt a4 dxB dxC
— — =0 2.17
a2 ThBOTIE s ’ (2.17)

~ A
jossa A =0,...3, 5ja B ja C myos summataan yli samojen indeksien ja I' g~ ovat

5-ulotteiset Cristoffelin symbolit
~ A 1
FBC = §GAK (8BGKC —+ acGKB — aKGBc), (218)

Ensiksi rajoitutaan tarkastelemaan neliavaruuden osan yhtalo6ita. Ensimmaiset nelja
yhtaloa ovat muotoa

Pz o dxPdxC

ar—axr— 2.1
dz? BT 0, (2.19)
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missa a = 0, ..., 3. Huomion arvoista kuitenkin on, ettd summa otetaan yli kaikkien

indeksien. Néin ollen avaamalla summa, lauseke voidaan kirjoittaa muotoon [18]

B o dxP dx? —o dxPdx®  ~o dx® dx®
r 2Wopp—— + T —— =0 2.20
PR N T R TR T ’ (2.20)

missd kolmannen termin kerroin 2 johtuu Cristoffelin symbolien alaindeksien sym-

metriasta.

Cristoffelin symbolit fgw fg5 ja T saadaan kirjoitettua perinteisen Cristoffelin

symbolin ja nelipotentiaalin komponenttien avulla [18]

S (D

~ 1 ~
Lss =5F 5
Toy =0, (2.21)

missi F f on madritelty analogisesti Auzden avulla, kuten kohdassa (2.1), jossa vain

toinen indeksi nostettu. Sijoittamalla yhtdlot (2.21) yhtdloon (2.20) saadaan

d*z~ de’ dz?  -a diP [(dx® - da?
s =F ;— | —+A,— 2.22
& G & 5d§(d§+”d§) (222)
Tamén jalkeen viides yhtélo saadaan avattua kuten (2.20)
2 5 diPdry 5 daPda® o5 dad dad
Qo pp QAT opp GU AU GO 2.2
@t o T e T e Y (2:23)

Nyt viisiulotteiset Cristoffelin symbolit saadaan esitettyd perinteisten Cristoffelin

symbolien ja nelipotentiaalin avulla [18]

o laa, s o 1 - .
Loy = —AalG, = 5A (AsFay + AyFag) + 5(9pA + 04 Ap),
~5 1-a-

F65 — _§A Fa/B,

% =0

(2.24)

Sijoittamalla ndméa yhtdloon (2.23) saadaan muutaman vélivaiheen jilkeen [18]

d?x® dxP dx ca~ drf dxd - dx? dxP dx®
_ A, B L Ay T AW | ,
r DG ds v T A ) T O

(2.25)
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jolloin ollaan kaikkiaan saatu geodeettisen viivan yhtélosta (2.19) differentiaaliyh-

taloryhmé
d?z deP dz? o d2® [(dx® -~ dx?
e = — | — 4+ A, — 2.2
PR AT 5d§<d§+”d§> (2.26)
d?a® dx? dz” ca~ dxP dx® - dx? - dxP dz®
A F = — oY - \ T - - o T T .~ - .
rel Y d 555 Vg TAE) T O (320

Kertomalla ylempi yht&lo A,:lla ja summaamalla yhtalot (2.26) ja (2.27) saadaan

~ d?x  dPa® dz? dx®
o5 05 A, — =0
& @ [(ﬁ )ds] d3
<
d [~ dx® da®
— | Ay—+—) =0. 2.2
dé( ds * dé) (2.28)
Talloin
~ dz® dx®
A,—+—=X 2.2
ST (2.29)
<
dx® ~ dx®
— =X -A,—. 2.30
ds ds ( )
Sijoittamalla (2.30) yhtéloon (2.26) saadaan
d?z dx? dx <o diP
O 4o &8 o 2.31
a2 s ds A ds (2:31)

Yhtalo (2.31) muistuttaa jo Lorenzin voimalakia, mutta geodeettisen viivan yhtalo
on muodostettu tarkastelemalla muutosta viisiulotteisen kdyrdn kaarenpituus pa-
rametrin suhteen. Kuitenkin verrataksemme yhtélod (2.31) Lorentzin voimalakiin,
tulee ratkaista koordinaattien muuntuminen viisiulotteisen avaruuden kayran neliu-
lotteiselle avaruudelle muodostetun projektiokdyran pituusparametrin s suhteen (ks.

kuva 3). Taémé saadaan ratkaistua kirjoittamalla viisiulotteinen metriikka auki
d3* = Gapdr’da® = ds® + A, A, datdx” + 2A,dx"dx® + (da®)? (2.32)
ja ratkaisemalla dz® yht#losta (2.29)

da® = Xds — Andx® (2.33)
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Kuva 3. Kuva havainnollistaa viidessd ulottuvuudessa olevaa kidyraa ja
varjo sen projektiota neliulotteisessa aika-avaruudessa. |[Kuvan ldhdesivu:
https://gitlab.utu.fi/jjlind/ai-generated-content/-/blob/main/
Pictures/CurveCastingShadowOnPlane.png (15.4.2024).

ja sijoittamalla (2.33) metriikkaan (2.32) saadaan
d3* = ds® + A, A, do"da” + 24, dat (X ds — Andz®) + (Xds — Anda®)?
= ds* + Xd3*,
jolloin saadaan ratkaistua

d

d—f = V1 — X2 = vakio. (2.34)
5

Néin saadaan (2.31) kirjoitettua

Az dx? dx” X o diP
— +TI¢ = F 2.
a7 s ds  Vieae Pds. (2:35)

Valitsemalla X = —L— missé ¢ on toistaiseksi médritteleméton vakio, saadaan

(2.35) kirjoitettua muotoon

A’z dz? dx” J wa dab
o 7 At T 2.36
ds? B ds ds m- P ds’ (2.36)

joka on juuri Lorentzin voimalain muotoa (¢ = 1). Taméa kuitenkaan ei ole vield
lopullinen versio, koska F;,, ei ole sellaisenaan vield sahkémagneettinen jannitysten-

sori, eikd ¢ sahkovaraus. Tamaé asia ilmenee kentén vaikutusta tarkastellessa.


https://gitlab.utu.fi/jjlind/ai-generated-content/-/blob/main/Pictures/CurveCastingShadowOnPlane.png
https://gitlab.utu.fi/jjlind/ai-generated-content/-/blob/main/Pictures/CurveCastingShadowOnPlane.png
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2.1.3 5D Einsteinin-Hilbertin vaikutus

Edelld havaittiin, ettd lahtemalla liikkeelle viisiulotteisen geodeettisen viivan yhta-
losta tyhjiossé, paadyttiin neliulotteisen geodeettisen viivan yhtéloon sahkomagneet-
tisen kentédn vaikutuksessa. Kuitenkaan ei riitd pelkistdan se, ettd ollaan loydetty
metriikka, jonka geodeettisen viivan yhtélostd saadaan Lorentzin voimalaki, vaan
tarvitaan myos kentéan liikeyhtalot.

Suoraviivainen yleistys vaikutuksesta (1.63) on muotoa

R /d%\/myk, (2.37)

" 167Gs

missd G5 on viisiulotteinen Newtonin gravitaatiovakio, G = det G 45 ja R=GABR, B,

missa

. ~C  ~C =D ~C ~C =D

Rap = (0cT'ap +Toplap) — (08 a0 + Tpplac): (2.38)
Koska det G = -det g, niin vaikutuksen (2.37) kovariantti mittatermi d°z+/|G| =

d°x+/—g ja saa siis muodon

1

= Sov/—g GABR 4B 2.39
55 167rG5/M g AB (2.39)

Tama kuvaa siis 5-ulotteisesta gravitaatiota ilman ainekenttia.
Kuten geodeettisen viivan tapauksessa tehtiin, Riccin kaarevuustensori tulee esit-
taa tavallisen neljaulotteisen aika-avaruuden suureilla. GAZ R 4B voidaan avata muo-

toon
G*PRap = G"™R,, + 2G" R,5 + G™ Ry, (2.40)

misséd ollaan kaytetty hyviaksi Riccin kaarevuustensorin indeksien symmetrisyytta.

Suoraviivaisesti, mutta pitkien laskujen jilkeen saadaan (2.40):ssé esiintyvéit 5D
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Riccin kaarevuustensorit kirjoitettua muotoon [18]

- S R .
Ruy = Ruy + 5(ANVE, + AV ) - EAQFBV(AMF S+ AgF),
1,owe - 1o - = -a
+ (P F o+ F Fap) + 7 A A F gl ’,

I —a 1o - —ap
Rys = 5VaF, + JAF osF

1o -a
Rss = {FasF g (2.41)

Sijoittamalla Riccin kaarevuustensorin komponentit (2.41) ja 5D kiddnteismetriikan

(2.14) komponentit yhtaloon (2.40) ja sieventdmélld saadaan

1. -a
G Rap = 9" B+ {FasF ° (2.42)
jolloin vaikutus on muotoa
Sy = ——1 /d%\/—_ R+ 1p 0
57 T 167Gy g 4" os
1 1~ -op
= — d*z/—=g | R+ = FosF da® 2.43
167TG5/$ 9( e )/:’3 (243)

missa on kaytetty sylinteriehtoa, ts. oletetaan ettei integroitavat suureet riipu viiden-
nesté koordinaatista. Tavoitteena on méiriti koordinaatti 2° siten, ettd integraali
ei hajaannu, jolloin S5 o< S, + Sgar. Vaatimalla viidennen ulottuvuuden olevan kom-
pakti on [ dz® dérellinen. Valitsemalla esimerkiksi z° € [0, L], saadaan [ da® = L

Talloin (2.43) saadaan muotoon

1
167TGN

S5:

1. -a
/d%\/—g (R+ TFasF ﬂ) , (2.44)

missd Gy = % Nyt méarittelemélla Au = 4v/7Gn A, jolloin siis FW =4/rGNE,,

saavutetaan sahkomagnetismin ja gravitaation yhteisvaikutuksen korrekti muoto

1

55 =~ 167Gy

1
/d4x\/—g R — /d4x\/—g ZFagFaﬁ

= S, + Sk (2.45)
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Tétéa kutsutaan Kaluzan-Kleinin ihmeeksi (Kaluza-Klein Miracle). Maarittelemalla

q= ﬁ, saadaan myo6s geodeettisen viivan yhtald (2.36) oikeaan muotoon

B
pa 47 (2.46)

2z diPdx q
ds? Prds ds  m Pds’

On siis ndhty, ettd Kaluzan-Kleinin muotoilulla, 5-ulotteinen gravitaatio nayt-
taytyy neljassé ulottuvuudessa perinteisené neliulotteisena gravitaationa ja sdhko-

magnetismina.

2.1.4 Kaluzan-Kleinin teorian seurauksia ja ongelmia

Edelld nahtiin, ettd yliméardisen ulottuvuuden avulla on mahdollista kuvata sahko-
magnetismi ja neljaulotteinen gravitaatio viisiulotteisena gravitaatioteoriana. Kui-
tenkin klassisessa mittakenttéteoriassa jokainen voima perustui mittainvarianssille
symmetriaryhmén G alla. Erityisesti sihkomagnetismi perustui U(1)-invarianssille.

Mittakenttéteorian symmetriat eivéit ole geometrisia, vaan ovat varausavaruuden
symmetrioita. Kaluzan-Kleinin teoriat kuitenkin mahdollistavat ndiden symmetrioi-
den geometrisoinnin. Yhtalossd (2.43) médrattiin viidennen koordinaatin arvot kom-

o missi

paktille vélille [0, L], jotta integraali suppenisi. U(1):n alkiot ovat muotoa e’
0 € R ja naiden pisteiden joukko on ympyréd kompleksitasolla ja koska kompleksi-
tason ympyrin pisteiden joukko on homeomorfinen reaalisen ympyrin S' kanssa,
voidaan ajatella viidennen ulottuvuuden olevan geometrialtaan ympyré, joka sekin
on kompakti.

Nain ollen toisen lajin mittamuunnosten voidaan ajatella olevan seurausta trans-

laatioista viidennessa ulottuvuudessa, nimittain jos koordinaattimuunnos on muotoa

2 = 1® — X(x), (2.47)

missé X on koordinaatista 2° riippumaton funktio, saadaan metrisen tensorin kom-
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ponenttien G5, muuntumissddnnosta

A . oxM ozN
= G = g g
a N
8:6‘“ oxd
= g e

= 00Gso + 0, X (2)

= Gy +0,X(x) = A, +0,X(2), (2.48)
jolloin valitsemalla X () = 4y/7GnX (2) ja A, = 4y/7GN A, saadaan
A, = A, +0,X(x), (2.49)

mikd on juuri toisen lajin mittamuunnos.

Kaluzan esittdmé sylinteriehto on matemaattisesti helppo esittdad, mutta fysi-
kaalisesti vaikea hyvéiksya. Kuitenkin oletus viidennen ulottuvuuden geometriasta
yksiulotteisena (hyvin pieneni) ympyrand S! tuottaa empiirisesti havaittuja tuttuja
ominaisuuksia, kuten varauksen kvantittuminen [18].

Merkitdin nyt viidettd koordinaattia 2° = y. Oletetaan koordinaatin y € R
peittivin yliméiriisen ulottuvuuden S'. T#lloin mille tahansa fysikaaliselle suureelle

on voimassa periodisuusehto
F(z" y) = F(z", y + 27r), (2.50)

missi r on ympyrin kaaren S! side. Periodisuusehdosta seuraa, etti suure F' voidaan

kirjoittaa Fourierin sarjaksi

F(at,y) =

Z FO) ()= (2.51)

n=—oo

Vorr
Soveltamalla sarjakehitelmédd reaaliselle skalaarikentélle ¢ saadaan skalaarikentté

kirjoitettua muotoon

(2", y)

Z o (zH)e | (2.52)

V27 N
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missa Fourier kertoimet ¢(")(:U“) ovat tavallisia neliulotteisia skalaarikenttia, joita
on #dreton miira. Masritelméstd (2.52) nihdddn suoraan, ettd ¢ (z)f = ¢~ (z).

Edella néhtiin, ettd toisen lajin mittamuunnos saatiin aikaiseksi koordinaatti-
muunnoksella (2.47). Soveltamalla samaa muunnosta yhtal6on (2.52), missd nyt

x® =y, saadaan

— Z e~ ™) (1), (2.53)

jolloin siis

= = o™ (zH). (2.54)

Sahkovarauksen sailymislaki perustuu invarianssiin symmetriamuunnoksessa, joka

on muotoa
¢'(x) = ¥, (2.55)

jolloin vertaamalla yhtaloitd (2.54) ja (2.55) ndhd&én, ettéd

4\/7TGN

r

= ne, (2.56)

q=n

missi e on varauskvantti tai alkeisvaraus. Niin ollen S! séteen r on oltava suuruus-
luokkaa ~ 10732 m. Témé antaisi fysikaalisen selityksen sille miksi viidettd ulottu-

vuutta ei ole havaittu.
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Téahén asti teoria on vaikuttanut lupaavalta, mutta ongelmiakin 10ytyy. Nimit-

tain tutkimalla viisiulotteista massatonta Klein-Gordonin yhtaloa
0®¢ = 0y0M¢p = 0. (2.57)

Sijoittamalla Fourier kehitelmé (2.52) saadaan

(0,0" + 059°) ( \/2% 3 ¢<n>($u>emi> —0

n=—oo

—

o0

> <D<4> + 7;—;) o™ () =0, (2.58)
jolloin saadaan ddrettémén monta massallista Klein-Gordonin yhtéloa (n # 0) ja
yksi massaton kenttd (n = 0). Yhtélon (2.58) sarjakehitelmaé kutsutaan Kaluzan-
Kleinin torniksi (engl. Kaluza-Klein Tower).

Yhtilostd (2.56) havaittiin, ettd r ~ 1073% m ja jotta hiukkasella voisi olla va-
raus, on oltava n > 0. Nyt taas yhtdlostd (2.58) havaitaan, etta talloin hiukkasella
on oltava massa m%n) = ﬁ—j, jolloin kaikkien hiukkasten massa olisi oltava suuruusluo-
kaltaan ~ 10' GeV. Kuitenkin varatut hiukkaset, joita ollaan kokeellisesti havaittu
ovat huomattavasti kevyempié, esimerkiksi elektronin (joka on fermioni) varaus on
suuruusluokkaa 0,511 MeV. Soveltamalla spinorikentélle samaa hajotelmaa paady-

tddn samaan johtopadtokseen.

2.1.5 Spontaani kompaktifikaatio

Klassisten kenttateorioiden yhteydessé esiteltiin spontaanin symmetriarikon idea,
jossa siis fysiikka systeemin perustilan ympérilla ei jaa yhtd laajaa symmetriaa,
mité koko systeemié kuvaava teoria. Spontaanin kompaktifikaation ideaa sovellettiin
tietyssé mielessé jo, kun paddyttiin yhtalostd (2.57) yhtdloon (2.58).

5-ulotteisen gravitaatioteorian perustilana voisi olettaa olevan 5-ulotteinen Min-

kowskin metriikka M® = diag(1,—1,—1,—1,—1). Se on eris 5-ulotteisen Einsteinin
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yhtdlén Rap = 0 ratkaisu ja se on muotoinvariantti 5-ulotteisen Poincarén ryhmén
Ps suhteen. Kuitenkin edelld néhtiin, ettd sihkomagnetismin ja neliulotteisen gra-
vitaation yhdistdminen edellytti viidennen koordinaatin kuuluvan ympyrén kaarelle
S1, koska tilléin koordinaattimuunnos y — y + 6 vastaisi kompleksitason alkion
kertomista ryhmén U(1) alkiolla e®.

Nain ollen voitaisiin ajatella, ettd 5-ulotteisen avaruuden symmetria Ps olisi

spontaanisti hajonnut symmetriaryhméksi P, x U(1), ts.
M® — M* x St (2.59)

Téatéa kutsutaan spontaaniksi kompaktifikaatioksi (engl. Spontaneous Compactifica-
tion), koska yliméarainen ulottuvuus on "spontaanisti muuttunut" kompaktiksi.
Spontaanin kompaktifikaation ideaa voidaan soveltaa esimerkiksi massattoman

H-ulotteiseen reaalisen skalaarikentan vaikutusfunktionaaliin

1
S = / >z §aM¢aM¢, (2.60)
joka siilyttdd Py symmetrian. Spontaanin kompaktifikaation M — M*x St seurauk-
sena kenttd ¢ voidaan kehittdd Fourier sarjaksi (2.52), joka sijoittamalla yhtaloon
(2.60) antaa muodon

S T g o) g am) L T )y (m) o em)
S=g— | dug [Z(n 0.6 0,6 + —5 " (2)¢ (w)) i dy e :

mn

(2.61)

jossa

2mr - (ntm)
/ dy e Y =21rd_mn,
0

jolloin saadaan

2

Z 9, M P ¢(n)¢(n)}

) : (2.62)

/\ [\3|»—l
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missa
n 1 n -n 1n2 n -n
£ — 5 u¢( Jore=m — §ﬁ¢( ) (=)
1 n n 1 TL2 n) 1(n

on massallisen skalaarikentin Lagrangen tiheys, jonka massa m? = ’;—22 Saatu La-
grangen tiheys ei jaa endd yhtd laajaa symmetriaa, kuin alkuperdinen Lagrangen
tiheys. Symmetria on spontaanisti rikkoutunut P> — P* x U(1), jonka seurauksena
generoitunut ddreton maara massallisia ja yksi massaton neliulotteinen skalaarikent-
té (Kaluzan-Kleinin torni). Soveltamalla Euler-Lagrangen liikeyhtéloita paadyttéi-

siin yht&loon (2.58).

2.2 Yleistetyt Kaluzan-Kleinin teoriat

Alkuperédinen Kaluzan-Kleinin teoria tarjoaa kdtevéin tavan yhdistda gravitaatio ja
sahkomagnetismi yhtendisen geometrisen rakenteen alle ottamalla kiyttoon viides
(kompaktin) ulottuvuus perinteisen neljan ulottuvuuden liséksi. Nyt yleistetddn aja-
tusta muiden tunnettujen voimien kuvaamiseksi.

Yleistetyt Kaluzan-Kleinin teoriat nimensd mukaisesti yleistavat ylimaaraisten
ulottuvuuksien ideaa. Tarkoituksena on mahdollistaa epikommutatiivisten mitta-
kenttéateorioiden aikaansaanti spontaanin kompaktifikaation avulla. Teorioita, joi-
den tarkoituksena on hyodyntaé yliméaraisia ulottuvuuksia voimien yhdistamiseksi,

kutsutaan myos yleisesti Kaluzan-Kleinin teorioiksi (KK-teorioiksi) [18, 19].

2.2.1 Yleinen rakenne

Olkoon M d-dimensioinen Riemannin monisto, joka on kartoitettu koordinaatein
M = (z#,y*), missd koordinaatit z#, u = 0, ..., 3 parametrisoivat tavallisen neliu-
lotteisen aika-avaruuden (pseudo-Riemannin moniston) M* ja koordinaatit y*, o =
5,...,D+4, parametrisoivat yliméériisen D-ulotteisen alimoniston B . Olkoon mo-

niston M metriikka G 45 ja oletetaan metriikan signatuurin olevan (1, —1, —1,...,—1),
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ts ylimaaraiset ulottuvuudet ovat paikanluonteisia. Metriikan dynamiikan tyhjéssa

avaruudessa maaraé yleistetty Einsteinin-Hilbertin vaikutus
1 d nd
Sq = Y dz\/|G| (R + A), (2.64)

missi R = GAPR 45, A kosmologinen vakio ja k toistaseksi méadrittelemiton vakio.

Varioimalla vaikutusta (2.64) saadaan d-ulotteiset Einsteinin yhtlot
- 1 .
Rap — §GAB(R + A) = 0. (265)

Viisiulotteisen Kaluzan-Kleinin teorian yhteydessé oletettiin viisiulotteisen gravi-
taation perustilan (kompaktifioinnin jilkeen) olevan muotoa M* x S, joten voidaan

olettaa d-ulotteisen KK-teorian perustilan olevan muotoa
M* x BP, (2.66)

missid M? ja BP ovat kuten edelli. Oletetaan, etti metriikka G 4p on kirjoitettavissa

muotoon

G — | ) O ) (2.67)
Opxs  Gap(y)
missd analogisesti viisiulotteisen KK-teorian kanssa, aika-avaruusosa ei riipu koordi-
naateista y. Kompaktit monistot B?, joille D > 2, eiviit yleisesti ole litteitd, jonka
seurauksena on oletettu tdmén metriikan osan riippuvan vihintdin moniston B
parametrisoivista koordinaateista y.

Einsteinin yhtélot tyhjiossa (2.65) voidaan eritelld yhtaloryhméksi

~ 1 ~
RHV - §ij(R + A) = 0,

- 1 .
Rag — EGQQ(R + A) =0,
. 1 .
Rus = 5Gus(R+ ) =0,
misséd u, v ovat tavallisia Lorentzin indekseja ja a, 8 ovat ylimaaraisten ulottuvuuk-

sien indeksejé. Koska R, = RY, ja Ras = RE, (ks. liite A), voidaan Riccin skalaari
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kirjoittaa muotoon

R =G"PRup
= G" R, + 2G" R, + G’ Ry
=G"R,, +G*R,p
= "R}, + 9" R

=R'+ R,

missa on kdytetty hyvaksi metriikan blokkimuotoa G** = 0, G = gu, Gag = Gas
ja médritelty R* = R(M?) ja RP = R(BP).

Koska Ruﬁ = 0 ja G 3 = 0, niin on viimeinen yhtélo triviaali. Ndin paadytdin
4+D-ulotteisiin Einsteinin yhtéal6ihin tyhjiossa, jotka ovat muotoa

1
R}, — 5gw,(R4 +RP+A)=0

1
RE; - §ga5(724 +RP +A)=0. (2.68)

Yhtéloistd (2.68) ndhdaén, ettd tapauksessa, jossa D > 2 yleisesti ei perusti-
lan aika-avaruusosana voi olla neliulotteinen Minkowskin avaruus M*, koska t#lléin
wa =0 = R*=0. Talloin ylemmisti yhtilostd saadaan RP = —A, jolloin alempi
yhtalo antaa Rgﬁ = 0, jolloin useita tirkeiti kompakteja monistoja B rajautuisi
pois.

Standardimallin mukaisten mittakenttateorioiden aikaansaamiseksi tarkeimm-

miéit kompaktit monistot B aikaansaadaan rajoittumalla neliulotteisen aika-avaruuden

osalta maksimaalisesti symmetrisiin aika-avaruuksiin. Maksimaalisesti symmetris-
ten avaruuksien Riccin kaarevuustensorit ovat suoraan verrannollisia metriikkaan,
ts. R, o gu. Tilléin Einsteinin yhtéldistd (2.68) ndhdddn suoraan, ettd myos

RE;  gap. Tami tarkoittaa siis sitd, etté aineeton avaruus ei voisi olla litted.
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2.2.2 Killing-vektorit ja maksimaalisesti symmetriset avaruudet

Rajoitutaan tarkastelemaan mahdollisia kompaktien monistojen valintaa B”. Mit-
takenttateorioissa kenttien Lagrangen tiheydet on konstruoitu siten, ettéd ne sailyt-
tavit halutun symmetrian jonkin Lien ryhmén alla, kuten standardimallin tapauk-
sessa SU(3) x SU(2) x U(1). Lien ryhmille ominaista on se, ettd ne méaaritelldén nii-
den generaattorien vélisen rakenneyhtdlon (1.21) avulla. Kaluzan-Kleinin teorioissa
tavoitteena on kidantdéd varausavaruuden symmetriat ylimaéraisten ulottuvuuksien
geometrisiksi symmetrioiksi, joita kutsutaan isometrioiksi [9, 18|.

Olkoon tarkasteltavan Riemannin moniston B? dimensio D. Rajoitutaan tarkas-

telemaan yhden parametrin perhettd muunnoksia, jotka ovat muotoa
y* =yt + eKH, (2.69)

missd K* on toistaiseksi mielivaltainen kontravariantti vektori ja |e| < 1.
Koordinaattimuunnosta (2.69) kutsutaan isometriaksi, jos se jattdd metriikan

muotoinvariantiksi, ts.

9 (Y) = 9 (y). (2.70)

Metriikan muuntumissaéntoon (2. kertaluvun kovariantin tensorin) soveltamalla

muunnosta (2.69) ja vaatimalla sen sdilyvin muotoinvarianttina paadytaan yhtaloon
V.K, +V, K, =0. (2.71)

Yhtalod (2.71) kutsutaan Killing-yhtdloksi. Ongelma kaikkien avaruuden isometrioi-
den etsimisestd on muuntunut osittaisdifferentiaaliyhtélon ratkaisemiseksi.

Olkoon K = {K?, a = 1,...n} joukko lineaarisesti riippumattomia Killing-
vektoreita, ts. joukko yhtélon (2.71) ratkaisuja. Monistoa, jolla n = |[K| = w

kutsutaan maksimaalisesti symmetriseksi monistoksi. Koska yhtélo (2.71) on lineaa-

rinen, niin my6s ndiden summa on ers ratkaisu. Talloin isometria muunnos (2.69)
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voidaan kirjoittaa viela yleisempéaan muotoon
Y =yt + Ky, (2.72)

missé kertoimet €* ovat infinitesimaalisia parametreja. Téméa voidaan edelleen kir-

joittaa muotoon
oy* = ek, y°, (2.73)

missé differentiaalioperaattorit k, = K295 ovat isometrian generaattorit.

Killing-vektorien kommutaattori mééritelldén generaattorien (2.73) avulla
ko, ko) = K0 K} — K 0a KL, (2.74)

On suoraviivaista osoittaa, ettd kahden Killing-vektorin kommutaattori on myds
Killing-vektori. Nain ollen kahden Killing-vektorin kommutaattori voidaan kirjoittaa

lineaarisesti riippumattomien Killing-vektorien lineaarikombinaationa

[kaa kb] = f;b(y)kca (275)

joka muistuttaa Yangin-Millsin kenttéiteorioissa kiytettyjen ryhmien generaattorien
vilistd rakenneyhtilod. Rakennevakiot f¢ (y) méadrddvit avaruuden B isometria-
ryhmén G moniston pisteessa y.

Niin ollen rakenneyhtélon (2.75) avulla voidaan méérata ylimééréisten ulottu-
vuuksien geometria. Geometria tulee valita siten, ettd sen Killing-yhtalosta ratkais-
tut lineaarisesti riippumattomat Killing-vektorit noudattavat samaa rakenneyhtaloa,

kuin mittakenttateorioissa kiytettyjen Lien ryhmien generaattorit.



52

Esimerkki: Yksikkdpallon metriikka on muotoa
ds? = db* + sin? 6 do,
missi 0 # 0, 7. Killing-yhtédlot saadaan muotoon [18§]

0p Ky +sinf cos Ky = 0,

6¢K@ + 89K¢ — 2cot 9K¢ = 07

jonka ratkaisu on muotoa

K’ = Asin¢ + B cos ¢
K? = (Acos¢ — Bsing)cotf + C

Koska vakioita on kolme, niin saadaan myo6s kolme lineaarisesti riippumatonta rat-

kaisua, nimittéin

k:K989+K¢8¢
= (A singp+ B cos¢)Jgp+ (A cos¢cotf — B singcot + C) 0y
= A(sin¢g 0y + cospcot 9,) + B (cos ¢ Oy — sinpcot 8 0,) + C 0y,

jolloin isometrian generaattoreiksi saadaan

p

ki =sin¢ 0y + cos pcot Oy

ko = cos¢ 0y —singcot O -

\kg - 34,

Generaattorien kommutaattori on
[kaa kb} = 5abck07

jolloin yksikképallon isometriaryhmé on SO(3) ~ SU(2).
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2.2.3 4-+D Metriikka

Viisiulotteista Kaluzan-Kleinin metriikkaa johdettaessa oletettiin viidennen ulottu-
vuuden olevan jokaisessa neliulotteisen aika-avaruuden pisteessi sité vastaan (lokaa-
listi) kohtisuorassa, jonka seurauksena metriikalle saatiin muoto (2.13). Analogisesti
oletetaan korkeampi ulotteisen kompaktin avaruuden kanssa.

Olkoon avaruus M muotoa M* x BP, missd M* on neliulotteinen aika-avaruus
ja BP kompakti d-ulotteinen monisto. Oletetaan, etti jokaisessa moniston M?* pis-
teessd o on BP lokaalisti kohtisuorassa sité vastaan ja B” parametrisoidaan koor-
dinaatein y®.

Olkoon es = (e, e,) avaruuden M mielivaltainen kanta, jossa {e,}_, méardd

D+4

koordinaatiston neliulotteisessa aika-avaruudessa M* ja vastaavasti {e, } 115 madrid

koordinaatiston monistolla B”. Vastaavasti olkoon e; = (€, €,) lokaalisti Minkows-
kilainen kanta, jossa {e;}>_, miirai lokaalisti Minkowskilaisen kannan monistolla
M* ja {e,} P+ monistolla BP.

Mielivaltainen kantavektori e4, missa A = 0,...,3,5,..., D voidaan lokaalisti

kirjoittaa Minkowskilaisessa kannassa muodossa
e =b'4e; +b"4e, (2.76)

Koska BP on lokaalisti kohtisuorassa monistoa M?* vasten, on mielivaltaisen B”:n

kantavektorin riiputtava ainoastaan kantavektoreista e,, ts. b°, = 0, jolloin
e, = b" e,
T#lléin metriikka monistolla B? on

Gap = €4 - €3
= b“abbﬁea e

= baabbﬁéab = (baﬁ
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Vastaavasti lasketaan loput metriikan komponentit

Guw=e, e,
= (biuei + bauea) . (bjyej + b ep)
=00, i+ b",0", 0
= g + BV, BV 56a
= G + ijBf%ﬁ
ja
Gua =€, - €,
= (V' e +b,eq) - v’ ey
= b, O
= Bﬁbaﬁbbaéab

— B
- ¢aﬂBu7

jolloin lopullinen metriikka on muotoa

G. G
Gap = I IZ¢)
Gow Gaﬁ
Guv + BiBldap By da
— | T T ey Ten Puter (2.77)
qubocﬁ ¢o¢,8
missé on médritelty b, = Bb",. Suoralla laskulla voidaan osoittaa, etté
|G‘ = |det GAB| = |det g;uz| ‘det gbozﬁ‘ = |g| |¢|
Metriikan (2.77) liittotensori on muotoa
g —9"" By
GAB = : (2.78)

_gszg QSa,B + g/{)\BSBf
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missid ¢’ on metriikan ¢,4 liittotensori monistolla BP. Suoralla laskulla nihdééin
(2.78) todella olevan metriikan (2.77) liittotensori, nimittéain suoralla laskulla néh-
ddén, ettd GyunGNE = G GPE + GuoG*F = 65 kiymilld 1api jokaisen tyypin
indeksiparit (M, K) erikseen. Esimerkiksi kun molemmat indeksit ovat neljaulottei-

sen aika-avaruuden indeksejd M = p, N = k saadaan

GpNGNF” = GpG"" 4 G G
= (gpu + Qbﬂ'yBgBZ)g“H + BZ¢&7<_9AHB§)
= gong"" =0,

Muut saataisiin vastaavalla tavalla (ks. liite B).

Mikéli metriikan muodosta (2.77) halutaan pitda kiinni, niin mielivaltainen 4 +
D ulotteinen koordinaattimuunnos ei ole endd mahdollinen. Koska g,, ajatellaan
neljaulotteisen aika-avaruuden metriikkana, tulee sen muuntua kuin M*:n tensori,
ts.

. Okt Oz
Ire = a%)\ E)i”g‘“”

ja vastaavasti vaaditaan kompaktin alimoniston B” metriikan muuntuvan kuten

. oy* Oy’
Pap = 78 5 Pap
b9y oy
Téllsin By muuntuu kuten [18]
& Ox¥ [O9" oy~
B, = —B) — — 2.
kot (6ya v 895”) ’ (2.79)

jolloin esimerkiksi nahdaan, ettéa

A ~

. PN
G’Y}i = Gk + QSQBBWBR

Ozt Oz N
= 0 0 (gzw + ¢apB, BE) -

oxt 0x”

N A~ v
oz ozt

ja néin ollen koordinaattimuunnokset, jotka sdilyttavit muodon (2.77) ovat muotoa

=1t (x), " =% (x,y). (2.80)
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2.2.4 Yhteys Yangin-Millsin mittakenttéateorioihin

Viisiulotteista Kaluzan-Kleinin teoriaa johdettaessa nahtiin viidennen ulottuvuuden
translaation seurauksena nelipotentiaalin muuntuvan kuten 64, = 9,X(z). Seuraa-
vaksi esitetdén sen epdkommutatiivinen vastine [18, 19].

Mittakenttéteorioita tarkastellessa mittakentét esitettiin ryhmén G generaatto-
reiden avulla muodossa B, = BZT “, missd T":t ovat symmetriaryhmén (Lien ryh-
mén) G generaattorit, jotka noudattavat rakenneyhtilod [T%, 7] = 4 fOT¢,

Edelld nahtiin monsiston B metriikan avulla laskettujen Killing-vektorien muo-
dostavan saman Lien ryhmien rakenteen, ts. ryhmé G voidaan tuottaa moniston
BP isometriaryhmiéni, jolloin sen Killing-vektorit toteuttavat analogisen rakenteen
ko, k] = fa(y)ke.

Néin siis mahdollistetaan tapa esittda epakommutatiivinen mittakenttéteoria
4 4+ D ulotteisena gravitaatioteoriana, hyodyntden monistoa, joka on muotoa M =
M* x BP missé BP on kompakti maksimaalisesti symmetrinen alimonisto, jonka
metriikka on muotoa (2.77).

Mittakenttéteorian generaattoreiden roolia pelaavat nyt geometrian Killing-vektorit.
Maksimaalisesti symmetrisellé monistolla B? on 1D(D + 1) kappaletta lineaari-
sesti riippumatonta Killing-vektoria, jonka takia mittakentéit voidaan esittdda B”:mn

Killing-vektorien avulla muodossa
B (z,y) = By (x)KZ(y), (2.81)

missd a = 5,..., 0D + 4.
Tarkastellaan tdmén jalkeen koordinaattimuunnosta, joka on muotoa

~

aH =t
Jt =yt + X)) K (). (2.82)

Koordinaattimuunnos (2.82) jéttda moniston M* metriikan g, ja moniston B

metriikan ¢, muotoinvariantiksi.
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Esitetddn Bf muunnoskaavan (2.79) molemmat puolet Killing-vektorien kannas-

sa

“a oz [ oy” o9
B K = —Z_ BB 27 2.83
S vt (81/5 vooa 8x”) ( )

Sijoittamalla koordinaattimuunnos (2.83) mittakentdn muunnoskaavaan, kiytta-

mélla Lien ryhmén rakenneyhtélod (2.75) ja kdyttdmalla kontravariantin vektorin

muunnoskaavaa Killing-vektoriin K Z saadaan
(OBKS = (—0,X%(x) + fo. "By (2)X(x)) K, (2.84)
josta siis
0B} = —0,X(x) + f,."B(x)X(x). (2.85)

Ensisilméykselld muuntumissédénto (2.85) ei néytd vastaavan mittakentdn muuntu-
missddntod (1.37), mutta kuitenkin laskemalla infinitesimaalisella rajalla muunnok-
sen muoto, kun U(z) = [ + igX,T* ja siis U(z)™t = I — igX,T* missd |X| < 1,

saadaan muuntumissaénto (1.37) muotoon
(BANT* = (=0, Xa(z) + /", AL (2) Xo(z)) T* + O(X?), (2.86)

jolloin (2.85) vastaa muuntumissédéntod (2.86), kun g = 1.

Vastaavuus mittakentdn muuntumissaédnnon lisdksi saavutetaan tarkastelemalla
4 + D ulotteista Riccin skalaaria R. Kirjoittamalla 4 + D metriikka G 4 muodossa
(2.77) ja esittdmélld mittakentit Killing-kannassa By (r,y) = Bjj(z) K (y) saadaan

Riccin skalaari kirjotettua muotoon [19]
» 1 e a v
R=R"+R" -~ LY K, Fg F™, (2.87)

missi F2, = 9,B% — 8,B% — f,0BLBS ja F = ghng F?,

Sijoittamalla Riccin skalaari yleistettyyn Einsteinin-Hilbertin vaikutukseen (2.64)

ja hyodyntédméalla metriikan (2.77) determinantin ominaisuutta |G| = |g| |¢| saadaan
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vaikutus muotoon
Sayp = —% /d‘*:cdDy\/@\/m (R4 + RP — i@baﬁKgKbﬁFﬁuFbw)
= —i/d‘% (R*+A) (/dDyM)
_ i / d*zdPy\/1g]\/19] (RD _ igbaﬁKgKfFl‘ijb"”).
Nyt tarkoituksena on saada aikaiseksi perinteinen neliulotteinen S, + Sy s vaikutus-
funktionaali sopivien vakioiden & ja A valinnoilla.

Ensimméinen termi saadaan perinteiseen neliulotteisen gravitaation vaikutus-

funktionaalimuotoon valitsemalla

k= k/dDy\/H, (2.88)

missa k = 8wG .

Vaikutusfunktionaalin jalkimmainen termi voidaan kirjoittaa muotoon

1 4 D D
- [ |g|(/d yV/I0IR )
1 1
o I G Y A T¥

2k

Ensimmaisesta termista padstadn eroon valitsemalla kosmologiseksi vakioksi

A~ JYVIW)IRPY) (2.80)
[ dPy\/1(y)]

Oletetaan, ettéd alimoniston B Killing-vektorit voidaan normalisoida niin, etti

1

o A"y \/|0pas KK, = G (2.90)

saadaan lopputulokseksi toivottu muoto

1 1
Sien == [ diaV/glR! = [ do/lglE P

= S, + Sy (2.91)
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Mittakentédn muuntumissaénnossé (2.86) esiintyy kytkentavakio g, mutta koordi-
naattimuunnoksen (2.82) avulla laskettu muuntumissdénto (2.85) ei siséltanyt kyt-
kentéavakiota. Kytkentdvakion suuruuden méarad normalisaatiosdanto (2.90), nimit-

tain normalisoinnin seurauksena
KPP = gKP = £, = gf,°
b gy be 9Jbe

jolloin yhtélosté (2.85) saadaan

5B} = ~0,X° (1) + gfy, " BL(x)X"(x) (2.92)

2.2.5 4+D-ulotteinen spontaani kompaktifikaatio

Spontaani kompaktifikaatio M® — M* x S* on mahdollinen ottamatta teoriaan mu-
kaan materiakenttid. Yleisempi tapaus M*TP — M* x BP edellytti kuitenkin aine-
kenttien huomioimisen, kuten Einsteinin yhtdléiden muodon (2.68) avulla né&htiin.

Materian sisaltédvin KK-teorian vaikutusfunktionaali on muotoa [18§]
1 B
S—S4+D+Sm—ﬁ/d4+l)z |G| <R+A> +/d4+Dz L. (2.93)

Tavoitteena on luoda suotuisat ehdot spontaanille kompaktifikaatiolle, jossa teorian
perustilan aika-avaruusosana voidaan saada litted Minkowskin avaruus, ts. M**? —
M* x BP.

Oletetaan metriikan olevan muotoa

v\ T 04x
Gap = ) Oweo , (2.94)

Opxa  Pap(y)

jolloin 4 4+ D ulotteiset Einsteinin yhtalot saadaan muotoon

1 -
Ry = 50m(R*+RY + A) = kT,,,

(2.95)
1 N
RE; — 5%5(7%4 +RP + A) = kT,p,

missé T}, ja Top on méadritelty kuten yhtélossa (1.69).
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Vaatimalla geometrian, joka on muotoa M* x BP, olevan Einsteinin yhtéldiden
(2.95) ratkaisu, voidaan maédrata vakio A ja kompakti maksimaalisesti symmetrinen

monisto BP, joilla se on mahdollista. T#ll6in ensimméinen yht#lé antaa energiaim-

pulssitensoriksi
1 Ct
Tw=——=MR°+MNn, =<1, 2.96
I 9 k;( )M A yum ( )
missi C* = —1(RP + A) = vakio, koska B” on maksimaalisesti symmetrinen ali-
monisto.

Koska alimoniston B oletetaan olevan maksimaalisesti symmetrinen avaruus, on
sen Riccin kaarevuustensori muotoa Rgﬁ = Apqop. Téll6in (2.95) alemmasta yhtélosta

saadaan

D
Ty = 20— 5(RP+ 1) = —gus (297)

4 =

missé CP = X — 2(RP + A).
Néin ollen alempi yhtéloista (2.95) voidaan kirjoittaa muotoon
Ry, = (CP = CY)ag, (2.98)
jolloin moniston BP Riccin skalaariksi saadaan.
RP = D(CP — C*). (2.99)

Sijoittamalla (2.97), (2.98), (2,99) alempaan Einsteinin yht&lo6n (2.95) saadaan vield

vakiolle A ehto
A= (D—-2)C*— DCP. (2.100)

Standardimallin kenttien symmetriaryhméat G ovat jatkuvia. Esittadksemme stan-
dardimallin mukaisen kenttiteorian KK-teoriana, kompaktiksi monistoksi B” tu-
lee valita sellainen maksimaalisesti symmetrinen monisto, jonka isometriaryhmé on
G. Kuitenkin taméa asettaa rajoituksen mahdollisille maksimaalisesti symmetrisille

kompakteille monistoille.
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Kompaktin maksimaalisesti symmetrisen avaruuden, jonka metriikan signatuuri
on diag(—1,...,—1) isometriaryhmé G ei voi olla jatkuva, jos sen Riccin kaare-
vuustensori on muotoa R,s = APap, missdé A > 0 [18|. Néin ollen yhtéloistd (2.98)
nihdédin, etti on oltava CP < C* [18].

Maksimaalisesti symmetrinen kompakti monisto B” mahdollistaa nyt siirtymi-
sen neliulotteiseksi teoriaksi. Esimerkiksi reaalisen skalaarikentén tapauksessa voi-
daan osoittaa, ettd 4 + D -ulotteisen d’Alembertin operaattorin voi kirjoittaa muo-

dossa [18]
i = (0u — B0) (9, — BJ0g) + 0O, (2.101)
missé differentiaalioperaattori [, on muotoa

O, = (V1¢]) ' 0a(V/]616°705),

ja jossa koordinaatit y parametrisoi kompaktin maksimaalisesti symmetrisen monis-
ton BP. Operaattorille O, 16ytyy tdydellinen ortonormaali joukko ominaisfunktiota
Y}y, joiden avulla 4 + D -ulotteisessa avaruudessa madritellyt funktiot f(z,y) pys-
tytadn kehittdméén sarjaksi [18]

Flay) =Y ful(2)Yin (). (2.102)

[n]

Tatd kutsutaan harmoniseksi sarjakehitelmdksi BP:114 ja se on perinteisen Fourierin
sarjan yleistys. Perinteinen Fourierin sarjakehitelmé vastaa harmonista sarjakehitel-
méas Sl

Esimerkiksi S?:n metriikka voidaan esittdi muodossa
ds* = —r? df* — r*sin”® 6 dy?, (2.103)

jolloin differentiaalioperaattori (2.101) saa muodon

171 0, . 0 1o
oo Ll L0l 1
v (sinb035) + S7ga2 |

2.104
r? | sin @ 00 (2.104)
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jonka ominaisfunktioita ovat nk. palloharmoniset funktiot Y, (0, ), jotka voidaan

esittda muodossa

Yim(0,¢) = (—1)(7n+2|7n|)\/2l4—’7; 1 8 _T_ Im:i Pyyni(cos §)e™?, (2.105)

missé Py, ovat Legendren funktioita. Differentiaalioperaattorin (2.104) ominaisar-

voyhtalé on muotoa

I(141)

OyYim=——5"Yim (=01,...;m=—,~l+1,...,0—1,0)  (2.106)
T

Talloin harmoninen sarjakehitelmé S%:1la on muotoa [18]

f(x,0,0) = Zflm Yim(0,¢), (2.107)

jonka avulla voidaan 4 + 2-ulotteinen teoria redusoida 4-ulotteiseksi efektiiviseksi
teoriaksi. Kuten 5-ulotteisessa tapauksessa néhtiin, tdma redusointi generoi &iret-
tomén méaaran massallisia ja dérellisen méadrdn massattomia kenttid. Tamén takia
spontaani kompaktifikaatio voidaan ndhdé analogisena spontaanin symmetriarikon
kanssa.

Taulukkoon II on listattu yksinkertaisimmat monistot B?, joiden isometriaryh-
méné saadaan standardimallissa kiytetyt ryhméat SU(3), SU(2) ja U(1).

Taulukko II. Monistot ja niiden isometriaryhmét [18]. Huomaa, ettd vastaavuus ei
ole yksikasitteinen.

Ryhmi (G) | Monisto (BP)
U(Q1) st
SU(2) 52
SU(3) cp?

Erityisesti siis standardimallin symmetriaryhmé SU(3) x SU(2) x U(1) saataisiin
yksinkertaisimmillaan kompaktin moniston BY = C'P? x S? x S! isometriaryhméné.
Tamaé vastaa 4 4+ 2 4+ 1 = 7-ulotteista avaruutta, jolloin realistisen Kaluzan-Kleinin

tapaisen gravitaatioteorian pitaisi olla vahintdéan 4 + 7 = 11-ulotteinen.
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Ongelmia yleistetyissd Kaluzan-Kleinin teorioissa kuitenkin ilmenee. Esimerkik-
si kaksiulotteisen pallopinnan S? isometriaryhmé on SO(3) ~ SU(2) # SU(2)w.
Néin ollen KK-teorioina saadaan vain sellaisia teorioita, joissa heikko vuorovaikutus
vuorovaikuttaa samalla tavalla vasen- ja oikeakétisiin fermioneihin [18].

Monista KK-teorioiden ongelmista huolimatta fyysikot yha tdna péivana jatkavat
niiden tutkimista, koska olisi vaikea uskoa, ettd aikaisemmin ndhdyt yhtéaldisyydet

olisivat tayttd sattumaa. Vield ei vain ole selvinnyt koko totuus.

3 Pimea fotoni Kaluzan-Kleinin teoriana

Syvemmén luonnon ymmaérryksen tavoittelussa on joskus tarpeen laajentaa perin-
teisia nakokulmia ja hypétd tuntemattomaan, erityisesti silloin kun havaitaan ko-
keellisesti jotain teorian kanssa ristiriitaista/poikkeavaa. Tamé voi tarkoittaa koko-
naan uudenlaisen matemaattisen rakenteen hyodyntamista tai jo olemassa olevan
rakenteen yleistdmistd, lisdten uusia vapausasteita, kuten hiukkasia (kenttid). Tés-
sé luvussa tutustutaan nk. pimeddn fotoniin, joka voi mahdollisesti toimia myonin

anomaalisen magneettisen momentin ongelman selittajana [23].

3.1 Myonin g — 2 ongelma

Eras standardimallia uhmaava moderni ongelma tunnetaan ns. myonin g — 2 on-
gelmana. Avainsuureena on nk. myonin g-tekijd, joka kdytdnnossd mittaa myonin
magneettisen voimakkuuden (magneettisen momentin) suhdetta sen spiniin ja se

médritelldén klassisesti [20]

p=g78, (3.1)

missé v = 5= on nk, gyromagneettinen suhde. Paul Dirac [24] ennusti vuonna 1928

elektronin g-tekijéksi ¢ = 2, hyddyntamalld johtamaansa Diracin yhtélod. Koska
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muutkin spin—% hiukkaset noudattavat Diracin yhtaloa, péatee tdmé myos erityisesti
myonille.

Kokeelliset tulokset elektronille poikkesivat g = 2 arvosta ja tdméa poikkeavuus
pystyttiin selittdmain kvanttisahkédynamiikan avulla. Kvanttisahkodynamiikan va-
lossa katsottuna sdhkomagneettinen kenttéd elektronin ldhistolld on niin voimakas,
ts. sisaltda niin paljon energiaa, ettd hiukkas-antihiukkasparien, ns. virtuaalihiukkas-
ten syntyminen mahdollistuu ja naiden virtuaalihiukkasten vuorovaikutus elektronin
kanssa poikkeuttaa g-tekijan arvoa.

Néita virtuaalihiukkasten aiheuttamaa poikkeamaa mittaa nk. anomaalinen mag-

neettinen momentt: ja se maaritellaan
a=—-, (3.2)

joka siis mittaa héirididen suhteellista vaikutusta g-tekijaan.
Kvanttisihkodynamiikan tuomat korjaustermit onnistuivat selittdmasan poikkea-

vuudet elektronille, mutta huomattavasti raskaamman hiukkasen, myonin tapauk-

sessa teoreettinen arvo ja kokeellinen arvo poikkeavat merkittavasti. Teoreettiseksi

arvoksi on laskettu [21]
a; = 116 591 810(43) - 107, (3.3)

jonka virhe padasiallisesti johtuu hadronien vélisten vuorovaikutusten datalahtoises-
ta tarkastelusta.
Tuoreimman kokeellisen mittaustuloksen (lokakuu 2023) jalkeinen maailmanlaa-

juinen keskiarvo on [22]
{a) = 116 592 059(22) - 10~ (3.4)
joiden erotus on siis

Aa = {a) — a; = 249(48) - 10711, (3.5)
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jolloin teoreettisen ja kokeellisen arvon vélilla on 5,2 keskihajonnan tilastollinen ero.

Ongelma voi johtua kiytannossa kahdesta syysta. Teoreettisesti laskettu arvo voi
olla vadrin, joka voisi johtua esimerkiksi puuttuvista vapausasteista, tai vaihtoehtoi-
sesti kokeellinen tulos voisi olla viarin. Koska kokeelliset arvot ovat toistuvasti olleet
keskenddn hyvin samaa suuruusluokkaa, niin voisi olettaa ongelman péadasiallisena
syyné olevan puutteellinen teoria.

Tama voi avata portin uudelle fysiikalle, erityisesti uusien standardimallin ulko-
puolisten hiukkasten etsinnélle. Seuraavaksi tarkastellaan erdstd kandidaattia, jota
ei ensisijaisesti keksitty selittdméén g — 2 ongelmaa, vaan nousi otsikoihin kosmolo-

gian ongelmien yhteydessa.

3.2 Pimea sektori ja pimea fotoni

Useiden vuosikymmenten ajan fyysikot ovat yrittdneet 16ytaa uusia hiukkasia, joita
ei ole nykyiseen standardimalliin lueteltu mukaan. Kun standardimallin hiukkaset
eivit kykene selittaméaédn havaittuja fysikaalisia ongelmia, on pohdittava sen ulko-
puolisten hiukkasten olemassaolon mahdollisuutta. Erityisesti kosmologian saralla

nama ongelmat ovat olleet silmiinpistavia [25, 27, 28].

3.2.1 Pimea sektori

Nykyisen standardimallin hiukkaset eivat voi yksindan selittda poikkeavuutta, joka
havaitaan galaksien liikkeessa. Tamaéan johdosta on syntynyt ajatus standardimallin
ulkopuolisista hiukkasista, erityisesti sellaisista jotka eivit kanna standardimallin
voimia tuntevaa varausta.

Néin paadytdan luontaisesti nk. pimedn sektorin kasitteeseen. Pimed sektori
koostuu hiukkasista, jotka eivit kanna standardimallin voimia tuntevaa varausta.
Esimerkiksi kosmologisten havaintojen mahdollisena selittdjéina tunnettu pimed ai-

ne voisi mahdollisesti kuulua pimeédan sektoriin.
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Koska pimean sektorin hiukkaset eivit kanna standardimallin mukaista varaus-
ta, olisi niiden havaitseminen laboratorio olosuhteissa hyvin haastavaa. Erityisesti
jos pimedn sektorin hiukkaset vuorovaikuttaisivat nédkyvén sektorin kanssa vain gra-
vitaation valitykselld, olisi niiden havaitseminen laboratorio olosuhteissa melkeinpé
mahdotonta.

Kuitenkin tutkimuksen jatkumon kannalta optimistisempi ldhestymistapa oli-
si olettaa tavanomaisen "nédkyvin" sektorin ja pimeén sektorin vélille jonkinlainen
"vayla", jonka kautta voitaisiin saada informaatiota pimeén sektorin hiukkasista.
Téllaista "vaylad" pimeén sektorin ja ndkyvén sektorin (standardimallin hiukkasten
ja voimien -sektori) vililla kutsutaan portaaliksi.

Nakyvan materiakentédn ja ndkyvian mittakentdn valinen vuorovaikutus syntyy
lokaalin mittainvarianssin vaatimuksesta, mutta portaalin kasite olisi vastaava pe-
riaate muodostaa vuorovaikutuksia kahden eri sektorin vélille. Eras yksinkertainen

portaali saadaan aikaiseksi nk. kineettisen sekoituksen (eng. Kinetic mizing) avulla.

3.2.2 Pimea fotoni

Myonin g — 2 ongelma antaa mahdollisesti tilaa uudelle fysikaaliselle vapausasteelle,
jossa g — 2 ongelma antaisi rajoitteet tdmén vapausasteen parametreille. Koska ole-
tetusti yksikddn standardimallin tarjoamista vapaustasteista, ei joko sovi, tai riita
selittamadn ilmiotéa, tarjoaa tdmé erinomaisen vaylan olettaa tarvittavan vapausas-
teen 10ytyvan pimeésta sektorista.

Portaali pimedn sektorin ja ndkyvian sektorin vilille tulisi luoda siten, ettd pe-
rinteisia Yangin-Millsin mittakenttéateorioissa olevia periaatteita ei rikottaisi. Erityi-
sesti pimeén sektorin hiukkasilta vaaditaan samat rakenteeliset ominaisuudet, kuin

standardimallin hiukkasilta, ts. ndkyvéin sektorin hiukkasilta, eli
(E1) Teorian vuorovaikutukset perustuvat lokaalin mittainvarianssin periaatteelle

(E2) Hiukkasten kenttien (Skalaari, Spinori, jne.) Lagrangen tiheydet konstruoidaan
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siten, ettd ne ovat symmetrisid jonkin maéaérdatyn mittasymmetriaryhmin G

suhteen.
(E3) Teorian tulee olla renormalisoituva.

Néiden periaatteiden valossa erds yksinkertaisimmista portaaleista saadaan aikai-
seksi lisddmalla standardimallin séhkéheikkoon sektoriin SU(2)w x U(1)y yksi yli-
médrdinen pimeén sektorin vektoribosoni U(1)x, jota kutsutaan pimedksi fotoniksi,
jonka dynaaminen termi sekoittuu hypervarauksen kineettisen termin kanssa muo-

dossa

LD —B S 3.6
2 cos Oy (36)

missé B, = 0,B,—0,B,, on U(1)y vektoribosonin dynaaminen termi, F},, = 0, A, —
0, A, on vastaavasti U(1)x vektoribosonin kineettinen termi, e kineettisen sekoitteen
kytkentdparametri ja 6y, on Weinbergin kulma.

Termi (3.6) on juurikin edelld mainittu kineettisen sekoituksen portaali ja se on

Imvariantti mittamuunnosten

B, — B, + 0,X(x) (3.7)

Al A+ 0,X(x) (3.8)

suhteen.

Oletetaan, ettd pimeélld sektorin bosonilla U(1)x on massa, jonka se on voi-
nut saada esimerkiksi kytkeytymaélla pimedn Higgsin kenttddn, ts. pimeédn sektorin
skalaarikenttdén, jolla on sopiva potentiaalitermi, johon kytkeytymélla se olisi saa-
nut massan symmetriarikon yhteydessia. Talloin kaikkein yleisin ehdot (E1-E3) to-
teuttava muoto (pois lukien pimeén sektorin materian virrantiheystermi) voidaan

kirjoittaa muotoon [23, 25]

1 1 1
L>—-B,,B" B,Jl — ~F F'" 4+ ,A/ AP —B JEP (3.9
R + 9y BuJy 4w oA T 2cos Ow (3.9)
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Séhkoheikon sektorin symmetriarikon SU(2)y x U(1)y — U(1),,, yhteydessa
B" — cos Oy A" + sin Oy 2", (3.10)

jossa A" on fotoni (U(1).,, vektoribosoni) ja Z* heikon vuorovaikutuksen Z-bosoni.
Lagrangen tiheyden (3.9) kineettinen sekoitus termi saa t&lloin muodon

19 g 19
B F"™ 5 SE ™ 4 S tan Oy 7, F, 3.11
2cosby " gttt g tantw 2y (3.11)

missd 2, = 0,2, — 0,7,. Termeistd ensimmaéinen luo tarvittavan korjaustermin,
joten jatetddn Z-bosonin ja pimeén fotonin kineettisen sekoitteen termi huomiotta.
Maaéritelladn fotonikenttd uusiksi niin, ettd ensimmaéinen termi saadaan diago-

nalisoitua koskematta jalkimmaiseen. Maéarittelemalla

Al = AF 4 c A (3.12)
saadaan (3.9) lopulta muotoon
LD Ekm + Em + Emt, (313)
missé
1 / /v 1 nv
Ekin - _ZFUVF - Z_lF'uVF (314)
1 1
L, = §m?4,A;A’“ + EmQZZuZ“ (3.15)
Lins = €A T, + s ALTE (3.16)

missi on heti pudotettu viiva mittakentin A* pailtd ja & = 5 tan Oy .

Néin ollaan johdettu minimaalinen pimeédn fotonin teoria, jonka parametreina
on {&,m4 }. Myonin g — 2 ongelma voisi potentiaalisesti olla kokeellinen tulos, jon-
ka avulla teorian parametrit voi méaarata. Erityisesti edelld johdettu kytkentatermi

ec A JH  luo anomaaliselle g-tekijille korjaustermin [26]

ag? _
W o ) JOS Mmyoni > mar
myons a€2m72nyoni ( )

9 ) jOS Mmyoni <K mar.
37TmA/
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ja jolloin riittdva kontribuutio saataisiin aikaiseksi valitsemalla parametrit niin, etta

seuraava epayhtélo toteutuu [26]

100 MeV \ 2
g2 (—) <1,0-1073. (3.18)
mar
Kineettisen sekoitteen kytkentdparametrin € on oltava suuruudeltaan hyvin pieni

antaakseen tarvittavan kontribuution.

3.3 Pimean fotonin teoriaan johtava Kaluzan-Kleinin teoria

Kappaleessa 2 esitettiin, kuinka esittdd Yangin-Millsin mukainen kenttateoria 4 +
D-ulotteisena gravitaatioteoriana. Téassd luvussa esitetdan kuinka paédstdan edella
esitettyyn SU(2) x U(1)y x U(1)x teoriaan spontaanin kompaktifikaation avulla.
Kaluzan-Kleinin teoriassa varausavaruuden symmetriaryhmé SU(2) x U(1)y x
U(1)x tulisi esittdd moniston isometriaryhméné. Taulukon IT mukaan symmetria-
ryhmé SU(2) x U(1)y x U(1)x olisi yksinkertaisimmillaan moniston 5% x S x S

isometriaryhmaé, jolloin kyseessé on 4 + 2+ 1 + 1 = 8 ulotteinen avaruus.

3.3.1 Mittakenttien dynaamiset termit

Olkoon S koordinaatit (6, ¢), jossa 6 € [0,7), ¢ € [0,27) ja sdde Rg2. Olkoon
ympyroiden S1 ja S' siteet vastaavasti Ry ja Ry ja koordinaatit y! ja y2, missd i €

0,27 R;), j = 1,2. Tilldin koko avaruuden koordinaatit ovat (z#,2°, 2% 27 2%) =

(2,0, 0,y",y%).

Kaytetadn neliulotteisen osan koordinaattien indekseille merkintad wu, v, p, & =
0,1, 2,3 ja pallopinnan koordinaattien indekseille merkintdda «, 5 = 5,6 sekd ym-
pyroiden koordinaattien indekseille merkintaa i, 7 = 7, 8, jolloin koordinaatteja voi-
daan merkité symbolisesti (z#, 2%, z*). Tamién liséiksi kiytetéain indekseji k, A, jotka

indeksoivat koko yliméiriisen moniston S? x St x S! koordinaatit = 5,6, 7, 8.
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Moniston metriikka kirjoitetaan lokaalisti ortogonaalisessa muodossa

G + BABE B,

Gap = (3.19)
ng))\n (I)/i/\
missé,
B = (By, Ay, A", (3.20)
Gap O
P,y = B , (3.21)
0 I

missé ¢,s on pallopinnan S? metriikka ja identiteettimatriisi johtuu kahdesta yli-

médraisesta littedistd monistosta ST, Télloin metriikan (3.20) kidnteismetriikka on

muotoa
pv —qgtr B
a—| ¢ 75 : (3.22)
VR AR A RK
—g* Bp P+ gﬁpBéBp
jossa
o™ 0
P = : (3.23)
0 I
missd ¢ on moniston S? metriikan ¢4 liittotensori.
T4alloin saadaan 8-ulotteisen avaruuden vaikutus muotoon
1
Sy =—— [ &’z/|G| (R® + A) (3.24)
2kg
1
=5 [ ' dy VIl IGI RS+ ) (3.25)
1
= Ton d*z \/|g| dO do dy, dy, R%:sin(R® + A), (3.26)

missé

1 1 1
R® = (R4 + R — quagKgKffﬁyfb“” + 3 P + ZF;VF’MV) (3.27)
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Kuten kappaleessa (2.2.4) valitsemalla sopivasti vakiot kg ja A padstaan efektiiviseen
neliulotteiseen teoriaan.

Yhtéloiden (2.88), (2.89) mukaisesti saadaan
kg = k:/d@ do dy, dy, R% sinf
= 16m°kR%: R\ Ry (3.28)
ja

2(f7d6 sind) (7" do) (L7 dyr) (S dys)

A=—
1673 R%,

2
- 3.29

Seuraavaksi tulee diagonalisoida termi —;¢asK, g‘K,? .7-";1,/.7-"1’“” normalisoimalla mo-

niston S? Killing-vektorit.

Moniston S? metriikka on muotoa

"R, 0
Gap = , (3.30)
0 —R%Q sin? 6

jonka isometrian generaattorit k; = K!9p + K0, ovat muotoa

ki = sin g Jy + cot  cos ¢ O,
ko = cosp Jg — cot Osin ¢ O,

k3 = 0,, (3.31)

jolloin sijoittamalla Killing-vektorit kaavaan (2.90) saadaan

. N R?
5 dfdpdy, dy, sin 0 ¢os KEK) = 3—225@. (3.32)
Uudelleenmaérittelemalla Killing-vektorit
Rge
Ko — =22 Ko (3.33)

a \/ﬁ



72

saadaan vaikutus (3.24) lopulta muotoon

1 1
58:_% d4l'\/ |g|R4—Z/d4fL‘\/ |g|Fgiauu
]' vV 1 v
— ZI/d‘*a: 9| Flu " — Z—l/d4x\/\g\FliVF’“

= Sy + Ssu@) + Sva)yy + Sv)x (3.34)

Néin on kyetty esittdméaéan Yangin-Millsin SU(2) x U(1)y x U(1)x mukainen mitta-
kenttéteoria 8-ulotteisena gravitaatioteoriana. Néin aikaansaadut mittakentéit ovat
kuitenkin massattomia. Mittakentille olisi mahdollista tuottaa massatermit kova-
riantin derivaatan sisidltdmien Cristoffelin symbolien avulla. Téta laskuharjoitusta

el kuitenkaan tassé tutkielmassa suoriteta.

3.3.2 Skalaarikentin kytkeminen mukaan teoriaan

Lopuksi tarkastellaan esimerkkiné, millaisia seurauksia edelld johdetulla KK-teorialla
olisi reaaliseen skalaarikenttédan spontaanin kompaktifikaation seurauksena.
Fysikaaliset suureet voidaan esittdi ylimééraisen moniston S? x ST x S kom-
paktisuuden johdosta harmonisena sarjakehitelméané
S, 0,091, 92) = > Pranma@)Yim(0,0) X (1) X u(y2), (3.35)
Im,n,u

missé Y}, ovat palloharmonisia funktiota (2.105) ja

1 in¥L
X, = Ry 3.36
(yl) \/me ( )

=, 1 —iuZ
Xulys) = o (3.37)

vV 27TR2

Spontaanin kompaktifikaation laskemisessa hyodyllisid relaatioita

™ 2w
/ / df dp sin€ Yy (0, 0)Y1m (0, 9) = 0p1 Oprm (3.38)
o Jo

27 R;
/0 dy; X (Y1) X (Y5) = () (3.39)
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Kuten dynaamisia termeja johdettaessa lahtotilanne on 8-ulotteinen skalaariken-

Sm:/d% ] (—%qsmgqs)

1
= /d4x\/ lg|dO do dy, dysR%: sinf (—§¢Dg¢) (3.40)

tan vaikutus

Differentiaalioperaattori g voidaan separoida, jolloin (3.40) integrandi voidaan kir-

joittaa muotoon
PUs¢ = oo + ¢Ug20 + ¢ls1¢ + ¢Usn ¢, (3.41)
missé (g2 on médritelty kohdassa (2.104), Qg1 = —8;1, Ogn = —832

Our = ¢"(0, — BLKS00 — Ayl — AL0,2)(9, — BLK, 05 — A0 — AL0ye),
(3.42)

joka saadaan yhtélod (2.101) soveltamalla. Suoralla laskulla saadaan

I(l+1 S
(bDSQQb = Z Z (R2 ) ¢l’m/n’u’ (blmnuyi’m/yian’XnXu’Xua (343)
g2

2
n _ _
¢|:|Sl¢ = Z Z ?Qﬁl’m’n’u’¢lmnuY2’m’Y2an’XnXu’Xu, (344)
1

U'm/ n' uw lmmnu

U'm/ n' ' lmmnu

2

Uu _ _
¢DS’1¢ = Z Z ﬁqﬁl’m’n’u’lemnuyz’m’)/lan’XnXu’qu (345)

U'm'n' uw lmmnu 2

jolloin integroimalla yli moniston S? x S' x S’' koordinaattien saadaan

/d@ dg& dyl dy2R,25‘2 sin 6 ¢DS2¢ = Z l<l + 1) ¢lm(—n)(—u) (x)¢lmnu($)7 (346)

l,mn,u

, Rg>\*
\/d@ dSO dyl dyQR%Q sin 6 ¢|:|Sl¢ = Z ( RS; ) 7’L2 gblm(fn)(fu)(l‘)gblmnu(x)a

lm,n,u

(3.47)

Rg2\’
(?S) u2 ¢lm(_n)(—u)(x)¢lmnu(x)

2

/ df dip dyy dysR%: sin 0 ¢pOgng = Z

Im,n,u

(3.48)
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Differentiaalioperaattorin (3.42) siséltaa teorian neliulotteisen osan ja tdmén lisdk-
si tuo mukaan materian vuorovaikutukset mittakenttien kanssa. Vuorovaikutukset

generoi differentiaalioperaattori
Dint = DM — |:|47 (349)

missd [y = ¢"”0,0,. Merkitsemélld kollektiivisesti indeksejé (I, m,n,u) = [N] ja

(I,m,—n, —u) = [N] voidaan vaikutus (3.40) kirjoittaa muotoon
1 i
S = —3 Z/d4l’v [l {¢[N]D4¢[(N] + M[N]¢[M]¢[N]} + Z SiN» (3.50)
(V] [N]
jossa vuorovaikutusosa on

, 1
SNy = 5 /d4$\/ |91 {¢[N]Dmt¢[(zv]} (3.51)

ja skalaarikenttien massat ovat

R 2 2 R 2 2
M) = Mympa = [10+1) + (=) n*+ (=) o (3.52)
Rl R2

Havaitaan perinteisestd Kaluzan-Kleinin teoriasta poiketen, ettd mittaryhméan

SU(2) x U(1)y x U(1)x johtavasta 8-ulotteisesta KK-teoriasta ei seuraa massater-
mejé, jotka olisivat oc % Erityisesti jos ylimaardisten ulottuvuuksien séteet ovat
samaa suuruusluokkaa, olisi myos skalaarikenttien massojen suuruudet huomatta-
vasti pienempid, kuin mitd yhtalon (2.58) tuottamat skalaarikentdn massat, jotka

olivat suuruusluokaltaan ~ 10" GeV.

4 Yhteenveto

Téassé tutkielmassa on késitelty laajasti klassisen kenttateorian ja yleisen suhteelli-
suusteorian perusteita, jotka muodostavat perustan Kaluzan-Kleinin teorioiden ym-
mértamiselle. Luvussa 1 on syvennytty Yangin-Millsin mittakenttateorioihin, erityi-
sesti niiden matemaattiseen rakenteeseen, symmetrioihin seké siihen miten symmet-

riat standardimalliin liittyvét. Erityisesti on tarkasteltu Noetherin teoreemaa ja sen
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keskeista roolia ohjaavana tekijana sailyvien suureiden maarittelyssa symmetrioita
hyodyntéen.

Kaluzan-Kleinin teoriat ovat olleet keskeisessd roolissa luvussa 2, jossa on esi-
telty seké alkuperainen Kaluzan-Kleinin teoria ettd sen yleistetyt muodot. Kaluzan
ja Kleinin ajatus yhdesta ylimaaréisestd ulottuvuudesta ja sen kompaktifikaatios-
ta tarjoaa mielenkiintoisen nékokulman, jonka avulla voidaan yhtendistaé gravitaa-
tio ja sahkomagnetismi. Témén teorian matemaattinen rakenne, kuten 5-ulotteinen
Einsteinin-Hilbertin vaikutus ja sen avulla lasketut geodeettisen viivan yhtélot, on
késitelty yksityiskohtaisesti. Luvun 2 péaédtteeksi on tarkasteltu yleistettyja KK-
teorioita, joissa yhden yliméaraisen ulottuvuuden sijaan kiytetdan useampaa ulottu-
vuutta, jonka avulla mahdollistetaan gravitaatioteorian yhteys Yangin-Millsin mit-
takenttateorioihin.

Tutkielman viimeisessd luvussa on perehdytty myonin g — 2 ongelmaan ja esi-
tetty kuinka tdmé ongelma voi toimia porttina uudenlaisen fysiikan 16ytamiselle.
Erdénd kandidaattina toimii pimeén sektorin U(1)-bosoni, joka kantaa nimeé pimed
fotoni ja jonka teoriaan perehdyttiin ensin tavanomaisen Yangin-Millsin teorian ja
pimeén sektorin teorian valisen portaalin kautta, joka tunnetaan kineettisend sekoit-
teena. Luvun lopuksi esitettiin, kuinka pimeén fotonin mittaryhméén paadytadn 8-
ulotteisena gravitaatioteoriana.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd Kaluzan-Kleinin teoriat tarjoavat syvéllisen
ja intuitiivisen tavan ymmartda ja yhdistdé erilaiset fysikaaliset vuorovaikutukset.
Tutkimukset lisdulottuvuuksien ja niiden kompaktifikaation parissa eivit ainoastaan
syvennd ymmarrystamme fysikaalisista ilmidistd, vaan voivat myos mahdollisesti
tarjota vayldn uusien teorioiden loytamiseksi. Kuitenkin ongelmaton KK-teoriakehys
ei ole, vaan se tarjoaa useita haasteita, joita ei vield tédna paivanakaan ole kyetty
ratkaisemaan ja jotka ovat myoOs saaneet useat fyysikot luopumaan Kaluzan-Kleinin

teorioiden tutkimisesta.



76

Kuitenkin on syytéa uskoa, ettd jatkuva tutkimus ja innovaatiot voivat vahitel-
len ratkaista ndmé haasteet. Tieteellinen edistys tapahtuu usein askel askeleelta, ja
juuri taménkaltaiset teoriat voivat avata ovia kohti syvempad ymmarrystd maail-
mankaikkeudesta ja lopulta johdattaa meidat kohti yhtenaisté teoriaa, joka selittda
kaikki tunnetut vuorovaikutukset. Néin ollen Kaluzan-Kleinin teorioiden tutkiminen
on edelleen arvokasta ja inspiroivaa, tarjoten mahdollisuuden merkittaviin lapimur-

toihin teoreettisessa fysiikassa.
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A Diagonaaliblokkimuotoa olevan 4 + D-
ulotteisen metriikan Riccin kaarevuustensorin
hajotelma

Olkoon metriikka muotoa

Gan — (gw(w) 04 ) . (A1)

OD><4 goaﬁ(y)

Tavoitteena on osoittaa, etta 4 + D-ulotteiselle Riccin kaarevuustensorille R AB
patee

R, =R,

missi R, = R,, (M) ja RD; = Ro3(BP).

Riemannin kaarevuustensorille voidaan johtaa muoto

Riacn :% [080AG ke + Ox0cG ap — OxOG ac — 0c04G kB
— Grs (fﬁgfic - fﬁcfi3> , (A.3)
jolloin Riccin kaarevuustensori saadaan
Rap = G"Ryacs. (A.4)
Ensiksi tulee tarkastella Cristoffelin symboleita
fiB = %GCK (0aGep + 08Gea — 0cGap) - (A.5)
Koska metriikka (A.1) on diagonaaliblokkimuotoa
G = 9w, Gav =0, Guo = 0 ja Gog = Gags,

nahdain suoraan, etta

~C ~C
Lo=T,,=0. (A.6)
Mikéli ylaindeksind C' on Lorentzin indeksi k = 0,...,3, niin ainoat nollasta

poikkeavat Cristoffelin symbolit ovat niité, joilla alaindeksit A ja B ovat myos
Lorentzin indekseja 1, v. Aivan vastaavalla paattelylla jos ylaindeksi on ylimaé-
raisen moniston indeksi v = 5, ..., D44 ovat ainoat nollasta poikkeavat termit
sellaisia, joissa alaindeksit A ja B ovat ylimééardisen ulottuvuuden indeksejé
a, (3, ts. nollasta poikkeavat Cristoffelin symbolit ovat muotoa

. - B}
Lyp=Tsjal, =1, (A7)
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Riccin kaarevuustensori voidaan kirjoittaa auki

Rus = G°® Ry ucs
= G#VRyAuB + QGQVRVACYB + GQBRBAQB
= 9" Ryaup + 9*° Rosas- (A-8)

Koska metriikka g, = ¢, (%) ja gap = gap(y), niin

Ongun(z) =0 (A.9)
Nugas(y) =0, (A.10)

jolloin soveltamalla yhtéloita (A.3), (A.6), (A.7), (A.9) ja (A.10) ndhd&dén, etta
jos yhtélossd (A.8) A = [i ja B =1, niin

Rup = 6" Rypipo + 9% Rjias
— gMVRVﬂp/ﬁ
= g/’“/RVﬂ#l)

_ 4
— R, (A.11)

Aivan vastaavasti nahtéisiin, etta R&B = R&DB ja Rﬂfi =0.
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B 4+D -ulotteinen liittotensori lokaalisti ortogo-
naalista muotoa olevalle metriikalle

Olkoon metriikka lokaalisti ortagonaalista muotoa

Guw + BEBE s BaqﬁaB)
Gap= (" B M : B.1
w ( B ¢ap Pap (B-)
Tarkoituksena on osoittaa, ettd metriikan (B.1) liittotensori on
AB 9" —9"" By,
= : B.2
¢ <—g“ﬁB£ 67 + g’“BSBf) b2

Jotta GAB olisi metriikan G 4p liittotensori on sen toteutettava relaatio
GunGNE = GMMG“K + GuaGoE = (51\]2.

Kéydéén lapi indeksiparit (u,v), (u, ) ja (a, 5)

e Molemmat Lorenzin indeksejé (u, v)

G,uNGNV — GMHGHV ‘I’ Gu@GaV
= (g;m + ¢aﬁBng)gHV + BZ¢@’Y(_9)\VB§)
= guxg"™ =9,

e Toinen Lorentzin indeksi ja toinen yliméaraisen moniston indeksi (u, ).

G.nGY? = GG + G LGP
= (G + BBl 53)(—9""BY) + (B daa) (6°7 + g™ B2 BY)
_ K ash
= —6rBl + B0,
=0 (=4,

e Molemmat yliméérdisen moniston indekseja («, )

GGV =@G,,G" + GG
= B)¢as(—9""BY) + ¢aa(¢™ + g"*BIBY)
= ¢aa¢@5
=?
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