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Ihminen pyrkii toimimaan ja tekem&ddn péaatoksia rationaalisesti. Jokainen
pyrkii tavoittelemaan omaa etuaan. Vastaan voi tulla kimurantteja tilanteita, joissa
toisen osapuolen tekemalld paatokselld on valtava vaikutus omaan péaatoksentekoon
varsinkin, jos toisen tekemét ratkaisut eivét ole tiedossa. Téllaisten tilanteiden
ratkaisemisen avuksi on kehitetty peliteoria, joka on kiehtova matematiikan so-
velluskohde. Peliteorian avulla voidaan mallintaa paatoksentekotilanteita ja saada
néin optimaalisin toimintamalli selville.

Téassd pro gradu -tutkielmassa kasitellddn padtoksentekotilanteiden esittadmisté
normaali- ja ekstensiivimuotoisina peleind, esitelldén eri pelityyppeja ja pohditaan
pelityypin vaikutusta pelin ratkaisutavan valintaan. Pelit voivat olla tyypiltaan sym-
metrisid tai epasymmetrisid, jossa molempien pelaajien samoilla valinnoilla saavu-
tetaan sama tai vastaavasti eri tuotto. Pelitilanteessa kommunikointi ja sopimusten
teko voi olla sallittua tai kiellettyé, eli peli voi olla tyypiltaan kilpailu- tai yhteistyo-
peli. Pelaajilla voi olla yksi tai useita paatoksié, jotka tehddan samanaikaisesti tai
perakkiisind paatoksiné joko siten, ettd toinen pelaaja tietdd, mitéd toinen valitsi tai
sitten ei. Lisdksi pelit voivat olla nollasummapelejé, jolloin toinen pelaaja voittaa
sen, minka toinen haviaa.

Pelin ratkaisemisella tarkoitetaan yleenséd Nashin tasapainon etsimistda. Nashin ta-
sapaino on sellainen tasapainotila, jossa kaikki pelaajat ovat valinneet strategiansa
siten, ettei yksipuolisesti omaa strategiaa vaihtamalla voi omaa lopputulosta paran-
taa. Jokaisella aarellisella pelilla on olemassa Nashin tasapaino, johon pelin ratkai-
semisella pyritdan. Tasapainotila voidaan saavuttaa joko puhtailla strategioilla tai
sekastrategioilla, jolloin pelaaja valitsee strategiansa todennékoisyysjakauman mu-
kaan. Téasséd tutkielmassa késitellaan erilaisia ratkaisumenetelmié, jotka soveltuvat
yksinkertaisiin ongelmiin kuin myds isompienkin ongelmien ratkaisemiseksi.

Asiasanat: peliteoria, Nashin tasapaino, lineaarinen optimointi
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1 Johdanto

Peliteoria on mielenkiintoinen matematiikan sovelluskohde. Peliteorian avul-
la voidaan mallintaa padtoksentekotilanteita ja pyrkiéd selvittdmaéaén, miten
paatoksid ja erilaisia inhimillisid tilanteita ratkotaan. Tilanteita mallinne-
taan rakentamalla niistd matemaattinen peli ja pelit pyritddn ratkaisemaan
etsimélla kaikkia pelaajia miellyttava tasapainotila.

Peliteorialla on useita hyddyllisia sovelluskohteita monilla eri tieteenaloil-
la. Se siis muuntuu moneksi. Perinteisesti sitd on hyodynnetty yhteiskuntatie-
teissé ja politiikassa paatoksenteon tukena sellaisissa tilanteissa, joissa pelaa-
jan tekemd padtos riippuu muiden pelaajien tekemistad padtoksistd. Sodan-
kiyntitilanteissa on tehty peliteorian mukaisia paatoksia. Sitd on sovellettu
my6s eldinten kdyttdytymisen mallintamiseen ja evoluutioteoriaan. Tekoalyn
kehittdmisessa on sovellettu peliteoriaa, mikéd tuo peliteorian myds tietotek-
niikan maailmaan. Bisnes on my0s yksi suurimmista sovelluskohteista.

Peliteoriaa on kiytetty hyodyksi myos taloustieteellisessé analyysissa. Tés-
tad hyvéna esimerkkiné voidaan mainita duopoli, joka on oligopolin erikoista-
paus. Oligopolissa markkinoilla on vain muutama saman tuotteen tai palve-
lun tarjoaja ja kilpailu on talloin epatéaydellistd. Duopolissa palvelun tai tuot-
teen tarjoajia on ainoastaan kaksi. Kilpailun vahéisyydesté johtuen tuotteella
tai palvelulla voi olla erityisen korkea tai matala hinta ja toisen palveluntar-
joajan tekemid paiatoksia taytyy seurata tarkasti, koska silla on merkittava
vaikutus saavutettavaan tulokseen. Yritykset pyrkivét siis omalta osaltaan
mahdollisimman hyvéaan tulokseen, vaikkeivat yritykset valttdmatta ole mis-
sdan kontaktissa toisiinsa. Téllaista hiljaisen kartellin tilannetta on helppo
mallintaa peliteorian keinoin.

Yleisimmét duopoli-tilanteet ovat Bertrand-, Cournot- ja Stackelberg-
kilpailu. Bertrandissa molemmat yritykset paittéavit kiintedt hintansa sa-
manaikaisesti. Talloin yritykset voivat muuttaa omaa tulostaan tuotanto-
méaaria muuttamalla ja tilanne on sama kuin téaydellisen kilpailun vallitessa.
Muodostamalla kartellin, eli liittoutumalla keskendan, on mahdollista saa-
vuttaa sama tulos kuin monopolitilanteessa, jossa olisi vain yksi yritys tar-
joamassa kyseistd palvelua tai tuotetta. Useimmissa maissa kartellin muo-
dostaminen on kuitenkin laitonta ja siitd voi seurata jopa vankeusrangaistus.
Cournot-kilpailussa puolestaan tuotantoméaérat padtetdan samanaikaisesti,
mutta hintoja voidaan vaihtaa jélkeenpéin. T&ll6in tuotetaan suurempi maa-
rd kuin monopoli-tilanteessa hinnan ollessa edullisempi, mutta tuotetaan kui-
tenkin pienempi maara kuin tdydellisen kilpailun tilanteessa, jolloin hintakin
madrdytyy korkeammaksi. Kolmas duopolin muoto on Stackelberg-kilpailu,
jossa toinen yritys maarad ensin tuotantomaaran ja toinen seuraa perassa
ensimmaéisen yrityksen valinnat huomioon ottaen. Ensimmaéiseksi paattava



saa talloin huomattavan edun. Stackelberg-kilpailussa tuotetaan enemmén,
kuin &sken esitellyssd Cournot-kilpailussa, jolloin hinta maéraytyy edullisem-
maksi. Tuotantomééra on kuitenkin pienempi kuin taydellisen kilpailun ti-
lanteessa, ja talloin tuotteen tai palvelun hinta voidaan pitda korkeammalla.
Peliteoriaa sovelletaan my6s monissa muissa taloustieteellisissé tilanteissa.
11)

Paitostilanteiden mallintaminen pelimuotoon tuo pédatoksenteon avuk-
si uuden nakokulman. Ilman peliteoriaa olisi vaikea mallintaa sellaisia op-
timointiongelmia, joissa on mukana rationaalisia padatoksia siséltavid oikean
eldmén tilanteita, jossa tehdyn paatoksen saavutettu hyoty muuttuu sen mu-
kaan, mita strategioita toiset pelaajat valitsevat. Vastaan voi tulla haasteel-
linen ongelma, josta ei valttamatta 10ydy optimaalisinta keinoa tavallisilla
optimointimenetelmilld. Optimaalisin strategiavalinta voi myds 16ytya yllat-
tavasta strategiavalinnasta, silla pelin kaikkien osanottajien pitdéd saavuttaa
mahdollisimman suuri hyoty. Téllaisetkin reaalimaailman tilanteet ratkeavat
usein helposti peliteoreettisin menetelmin.

Tamén tyon toisessa luvussa orientoidutaan peliteorian maailmaan ja
pohditaan, mité peliteoria on, mité sovelluksia silld on ja miten se on ke-
hittynyt nykypéivana kiytettavian muotoonsa.

Kolmannessa luvussa késitelladn pelien esittdmista eli miten reaalimaail-
man tilanteita voidaan formalisoida matemaattiseen muotoon. Pelit voidaan
esittdd kahdessa muodossa, strategisessa normaalimuodossa ja ekstensiivi-
muodossa, joilla kummallakin on omat etunsa. Mietinndn kohteena onkin,
kumpaa esitystapaa kannattaa kiyttad missikin tilanteessa.

Neljédnnessa luvussa pohditaan pelin tyyppiin ja rakenteeseen vaikuttavia
seikkoja. Jokaiselta peliltd vaaditaan tyypista huolimatta vahintaan tieto pe-
laajista, kiytossa olevista strategioista, ja utiliteeteista, jotka pelaajat saavat
valitessaan haluamansa strategiat.

Viidennessd luvussa keskitytddn pelien ratkaisemiseen. Ratkaisemisella
tarkoitetaan sellaisen tasapainotilan loytamisté, jolla kaikki pelin pelaajat
saavuttavat mahdollisimman hyvan tuloksen, eikd kenenkdin kannata yk-
sin lahted strategiaansa muuttamaan. Mahdollisimman hyvén tasapainotilan
16ytamiseen on useita eri keinoja, jotka valitaan pelin tyypin mukaisesti. Osa
ratkaisutavoista sopii useamman tyyppisen ongelman ratkaisemiseen, ja osa
ongelmista ratkeaa helpoiten, kun ratkaisutapa valitaan oikein.



2 Mita peliteoria on?

Useimmilla tieteenaloilla asiantuntijat pystyviat ennustamaan melko tarkas-
ti tulevaisuuden tapahtumia. Kun kemisti sekoittaa kemikaaleja, hén tietaa,
miten ne reagoivat ja tahtitieteilija tietdd, milloin on seuraava auringonpi-
mennys ja pystyy kertomaan, missi paikassa sen nikee parhaiten. [1]

Kun taas ihmiset ja raha kohtaavat, voi tapahtua oikeastaan mitéa tahan-
sa. Yhdelldkdan taloustieteilijallé ei ole késitystd, milloin tapahtuu seuraava
porssiromahdus. Taloustiede on yksi suurimmista sovelluskohteista peliteo-
rialle. Taloustieteessé ei ole ollut ennen peliteoriaa tédsmaéllisia kisitteita sille,
miten verrataan keskenédén eri vaihtoehtoja. Peliteoria toi késitteen utiliteet-
ti, joka on saavutettavan hyodyn mittari. Utiliteetti pyritddn maksimoimaan,
oli kyseessa rahallinen saavutus tai tehtéava paatos. Peliteorian avulla pysty-
taan tutkimaan, miten maaritetdan strategiat, jotka johtavat maksimaaliseen
utiliteettiin eli hyotyyn. Namaé asiat ovat olleet kiytossa luultavasti jo tuhan-
sien vuosien ajan, mutta vasta 1900-luvulla ne yhdistettiin matemaattisesti
toisiinsa. Yhtena peliteorian kehittajista pidetdan 1900-luvun nerokkaimpiin
ajattelijoihin lukeutuvaa matemaatikko John Von Neumannia. [1].

Peliteoria on sosiaalista optimointia, jossa pyritadn esittdmaan reaalimaa-
ilman tilanne pelind, ja loytdméan strategia, joka maksimoi saavutettavan
hyodyn eli utiliteetin. Pelissd voi olla useampia pelaajia, mutta téssd tyos-
sa keskitytaan vain kahden pelaajan peleihin. Koska kaikki pelin osanottajat
pyrkivat maksimoimaan utiliteettinsa, 16ydetdan usein tasapainotilanne, joka
miellyttad kaikkia, eli tilanne, jossa kenenkédén pelaajan ei kannata vaihtaa
strategiaansa, vaan utiliteetti on jo maksimoitu. Taloustieteen ohella peli-
teorian sovelluksia 10ytyy normaaleista elaméntilanteista, kuten esimerkiksi
pelatessa pokeria tai shakkia. Pokerissa halutaan voittaa potti ja shakissa
saada shakkimatti. Peliteorian tehtédvanéd on méaéritelld siis parhaat mahdol-
liset strategiavalinnat pelaajille. 1]

Kun viime vuosisadan puolivélissé kuvaan astui John Forbes Nash, laaje-
ni peliteorian soveltamismahdollisuudet huimasti. Nash valitsi toisen ldhes-
tymistavan peliteoriaan, ja nosti peliteorian paiviaperhosta sosiaalitieteiden
perustaksi. Onkin sanottu, ettd Nashin matematiikka on nykyisen luonnon
koodin perusta. Nash yhdisti matematiikan ja taloustieteen vield opiskel-
lessaan ja kirjoitti esseen kaupankdynnin ongelmasta. Tamé oli mullistava
peliteoreettinen oivallus. Peliteoriassa on erityyppisid ongelmia. Kahden pe-
laajan nollasummapelisséd toinen voittaa sen, minka toinen haviaa, kun taas
kaupankédynnin ongelmassa pelaajilla voi olla yhteisid voittoja ja havioita.
Etuja voi siis tulla molemmille osapuolille. Téssé ideana on se, ettd pelaajat
voivat tehda valintoja, joista on heille hyotyé, muttei valttaméatta toisen pe-
laajan kustannuksella. T&lloin peliteorian ongelmana on 16ytéda se ratkaisu,



joka tuo molemmille pelaajille parhaimman hyédyn. Reaalimaailman tilanne
tasta voisi olla esimerkiksi ammattiliiton ja yhtion véliset neuvottelut. [1]

Nashin tasapainoksi kutsutaan tilannetta, jossa asiat ovat stabiilissa eli
vakaassa tilassa. Nash ldhestyi tasapainoa kemiallisten ilmididen kautta. Kun
sokeria liuotetaan veteen, jossain kohtaa sokeri ei enaé liukene, vaan kasaan-
tuu mukin pohjalle. Talloin sokerivesiseos on saavuttanut tasapainotilan, jon-
ka makeus on vakio. Sama idea pitee myds sosiaalisissa tilanteissa. Pelissé
on talloin tehty sellaiset valinnat, etté kelldén ei ole kannustinta vaihtaa va-
lintaansa. [1]

Pelin ratkaiseminen eli tasapainopisteen etsiminen voidaan tehd&d kah-
den pelaajan nollasummapelissa kayttamalla Von Neumannin minimax -
menetelmad. Talloin voidaan kiyttad sekd puhdasta ettd sekastrategiaa. Nas-
hin tapa ratkaista peli oli 16ytéa Nashin tasapainoksi nimetty tila. Téssé ole-
tetaan, etteivit pelaajat tee yhteistyota. Kukin pelaaja pyrkii siis tavoittele-
maan omaa parastaan. Nash osoitti kiintopistelauseen avulla, ettéd jokaisessa
monen pelaajan pelissd on olemassa tasapainopiste, kunhan peli on aarel-
linen. Von Neumann véiheksyi aluksi Nashin uutta ldhestymistapaa, silla se
kéansi peliteorian aivan uuteen suuntaan. Von Neumannin pelit olivat yhteis-
toiminnallisia, eli pelaajat olivat vuorovaikutuksessa keskenadén. Nashin ei-
yhteistoiminnallinen ldhestymistapa kuvaa suurinta osaa pelitilanteista, sil-
14 yleensa toisten tekemiin paatoksiin ei voi vaikuttaa. Pitaa vain keskittya
oman hyodyn maksimoimiseen. [1]

Peliteoreetikoiden kehittédmistéd peleistd ehkdpéd kuuluisin on hankala so-
siaalinen paatoksentekotilanne, jota kutsutaan vangin dilemmaksi. Nashin
tyota Princetonissa ohjannut Albert W. Tucker esitti vangin dilemman pe-
liteoriassa ensimmaisena vuonna 1950. Vangin dilemmassa poliisilla on riit-
tavat todisteet tuomita yhteistyossd toimineet rikolliset vahaisemmasta ri-
koksesta. Kuitenkin, jotta tuomio voidaan antaa aseellisesta ryostosté, pitaa
toinen saada lavertelemaan rikostoveristaan. Jos molemmat vaikenevat, jou-
tuvat molemmat vuodeksi vankilaan. Jos molemmat lavertelevat, molemmat
joutuvat kolmeksi vuodeksi vankilaan. Talloin siis molemmat saavat kak-
si tuomiovuotta anteeksi yhteistyohalukkuudella. Jos vain toinen lavertelee,
padsee lavertelija vapauteen ja rikostoveri saa viiden vuoden tuomion. Yh-
teistyo on téssé pelissé kielletty ja paatokset tehdaén toisilta salassa, joten
peliteoreettinen tarkastelu téllekin tilanteelle on hyva olla olemassa. Sen tu-
loksen tuntemisella saattaa sééstyd monelta vankilavuodelta. [1]



3 Pelin esittaminen

Peleille on muodostunut uniformaalit muotoilutavat. Riippuen siita, millai-
sesta tilanteesta on kyse, valitaan joko normaalimuotoinen tai ekstensiivi-
muotoinen esitys pelille. Jokainen peli voidaan kuitenkin mallintaa molem-
milla tavoilla. Tavallisesti staattiset pelit mallinnetaan normaalimuotoon ja
dynaamiset pelit ekstensiivimuotoon. Staattinen peli tarkoittaa pelia, jossa
pelin vuorot pelataan samanaikaisesti tai ainakin toisten strategiavalintoja
tietdméatta. Dynaaminen peli on peli, jossa pelaajat tekevat valinnat yksi
kerrallaan, joko siten, ettd tieto muiden pelaajien valinnoista on tiedossa
tai sitten ei. Ekstensiivimuotoisella pelilld saadaan mallinnettua padtospuun
muodossa tehtéavien valintojen aikajarjestykset ja tiedon taydellisyys, eli mité
pelaajat tietdvat kullakin hetkelld aiemmin tehdyistd paéatoksista. [4]

Pohditaan seuraavaksi pelin yleistd muotoa. Se siséltdd tiedon pelaajista,
kullekin pelaajalle mahdollisista pelistrategioista ja kullakin strategiavalin-
nalla saavutettavan utiliteetin. Yleensé on kyseessa n pelaajan peli ja naisséa
merkitdan pelaajat luvusta 1 lukuun n, ja heista kiaytetdaan merkintdaa pelaa-
ja 7. Pelaajan ¢ mahdollisten strategioiden s; joukkoa merkitdédn symbolilla
S;. Strategia s; on joukon S; jédsen eli s; € S;. Symboli u; on pelaajan 7
utiliteetti, jos pelaaja valitsee strategiat si, ..., s,. [2]

Maaritelma 1. Esitys n pelaajan pelille on G = {51, ..., Sp; u1, , , , -ty }, mis-
sé S1, ..., 9, on pelaajien strategiajoukot ja uq, ..., u, niitad vastaavat utilitee-
tit.

3.1 Normaalimuotoinen peli

Normaalimuotoista pelid mallinnetaan matriisilla, joka sisidltaa pelaajien stra-
tegiat ja niiden utiliteetit. Kahden pelaajan pelissa toisen pelaajan strategiat
merkitadn sarakkeisiin ja toisen riveihin. Utiliteetti luetaan talloin matriisis-
ta, jossa pelaajan 1 utiliteetti on u; ja pelaajan 2 utiliteeetti us kullakin eri
valittua strategiaa vastaavalla matriisin ruudulla. |2]

Taulukossa 1 on esitettyna esimerkkind kahden pelaajan peli, jossa mo-
lemmilla pelaajilla on kaksi strategiaa s; ja ss.

Otetaan esimerkkind jo aiemmassa luvussa esitelty vangin dilemma. Pe-
li on esitetty normaalimuodossa matriisiesityksena taulukossa 2. Matriisista
voidaan lukea utiliteetit kummallekin pelaajalle, kun pelaajat ovat tehneet
strategiavalintansa. Normaalimuotoisesta matriisiesityksestd on helppo 1ah-
ted etsimddn pelin ratkaisua. Pelien ratkaisemista kisitelladn myohemmin.



Taulukko 1: Normaalimuotoinen peli

Pelaaja 2

51 S9
Pelaaja 1 s1 | (u1, u2) | (ur, us)
Sy | (ur,ug) | (ur,usg)

Taulukko 2: Vangin dilemma

Pelaaja 2
vaikenee | vasikoi
Pelaaja 1 vaikenee | (—=1,—1) | (=5,0)
vasikoi | (0,—=5) | (—=3,-3)

3.2 Ekstensiivimuotoinen peli

Ekstensiivimuotoista pelid mallinnetaan paatospuulla, josta ilmenee pelin pe-
laajat, milloin kullakin pelaajalla on pelivuoro, mité pelimahdollisuuksia pe-
livuorolla on, mitd kukin pelaaja tietda ja jokaisen strategian antamat utili-
teetit. Ekstensiivimuotoon mallinnetun pelin etu on se, ettd saadaan néytet-
tya, vallitseeko pelissé taydellinen vai epédtédydellinen informaatio, ja missé
jarjestyksessé ja milloin pelaajat saavat tehda siirtonsa. Liséksi pelin raken-
ne, eli mita valintoja pelaajat voivat kussakin kohdassa tehda ja mitéd kukin
pelaaja tietdd, on helposti havaittavissa paatospuusta. [4]

3.2.1 Taydellisen informaation peli

Pelid sanotaan taydellisen informaation peliksi, jos kaikki pelaajat tietavét
omalla paatoksentekovuorollaan, mitd paatoksia on aiemmilla paatoskierrok-
silla tehty.

Kuvassa 1 on péaatospuu, jota kiytetddn mallintamaan kahden pelaajan
pelid, jossa ensin pelaaja 1 tekee valinnan ja sen jalkeen pelaaja 2 tekee valin-
nan. Téassa pelissa pelaaja 2 tietdd, minka strategian pelaaja 1 on valinnut,
eli peli on téydellisen informaation peli.

Pelaaja 1:n strategiavalinnat ovat tassa pelissd s; ja so. Pelaaja 2 tekee
oman strategiavalintansa s tai sj, kun pelaaja 1 on tehnyt padtoksensa. Uti-
liteetit (ug,us) ovat luettavissa kunkin paatdspuun reitin viimeisen solmun
alta. Tamén tyyppistéd pelid, missd pelivuorot ovat perakkaisié ja missd pe-
laaja 2 tietdd pelaaja 1:n paatoksen, on kiteva mallintaa ekstensiivimallisella



paatospuulla, silla pelaajien pelivuorojen jérjestys on helppo saada nakyviin.

(upuy)  (upuy) (upuy)  (upuy)

Kuva 1: Téaydellisen informaation ekstensiivimuotoisen pelin mallintaminen
puun avulla

Kaikki pelit ovat muunnettavissa normaalimuotoon ja ekstensiivimuo-
toon. Seuraavaksi muunnetaan vangin dilemma ekstensiivimuotoiseksi. En-
simmaisend késittelyssd on téydellisen informaation pelit, joten peli muut-
tuu siten, ettd nyt pelaaja 1 tekee valinnan ensin, jonka jilkeen pelaaja 2
tekee valinnan. Tama ei tosin vastaa enda alkuperdista pelid tiedossa ole-
van informaation kannalta. Vangin dilemman taydellisen informaation versio
on mallinnettu kuvassa 2. Muunnetaan vangin dilemma seuraavassa luvus-
sa epéataydellisen informaation ekstensiivimuotoiseksi paatospuuksi, jolloin se
vastaa taysin alkuperaista pelia.

vasikoi

vaikenee

2

vaikenee vasikoi  vaikenee vasikoi

(-1,-1) (-5,0) (0,-5) (-3,-3)

Kuva 2: Vangin dilemma téaydellisen informaation tapauksessa



3.2.2 Epataydellisen informaation peli

Pelié, jossa valintavuorossa olevalla pelaajalla ei ole tietoa, mita strategioi-
ta jokaisella edeltévilla valintakierroksella on valittu, kutsutaan epatéaydel-
lisen informaation peliksi. Padtaspuuhun epétaydellinen informaatio merki-
taan piirtdmaélla katkoviiva solmujen valiin. Talléin vuorossa oleva pelaaja
voi olla kummassa solmussa tahansa.

Kuvassa 3 on yleinen muoto epataydellisen informaation pelille. Pelaaja
2 ei tiedd, minké strategian pelaaja 1 on valinnut tai valinnat on tehty yhta
aikaa, joten pelaaja 2:n solmujen vélille on vedetty katkoviiva, koska pelaa-
ja 2:n tietojen mukaan p&aatos voi tapahtua kummassa solmussa tahansa.
Muuten merkinnét ovat samat kuin kuvassa 1.

(Ul,uz) (U1,U2) (Ul,uz) (Ul,uz)
Kuva 3: Ekstensiivimuotoinen epéatiydellisen informaation pelipuu.

Kuvassa 4 on paatospuu vangin dilemma-pelistéd epataydellisen informaa-
tion tapauksessa. Téma vastaa téysin alkuperaistd normaalimuodossakin esi-
tettyd ongelmaa. Nyt siis pelaaja 1 tekee paatoksen "vaikenee” tai "vastkoi”,
jota pelaaja 2 ei saa tietdd. Taméan jalkeen tai samanaikaisesti pelaaja 2 te-
kee paatoksen "wvaikenee” tai "wvasikoi”, jonka jalkeen valittujen strategioi-
den mukaiset utiliteetit voidaan lukea kunkin strategiareitin alimmasta sol-
musta.



vasikoi

vaikenee

2

vaikenee vasikoi  vaikenee vasikoi

(-1,-1) (-5,0) (0,-5) (-3,-3)

Kuva 4: Ekstensiivimuotoon mallinnettu vangin dilemma

Kuvassa 5 on paatospuu esitettyna toisella tavalla. Tilanne on téssa tay-
sin sama. Téssa paatospuussa pelaaja 2 pelaa nyt vuoronsa ensin. Todel-
lisuudessa tilanne voi olla yhtd hyvin se, ettd pelaajat pelaavat vuoronsa
samanaikaisesti.

vaikenee vasikoi

1

vaikenee vasikoi vaikenee vasikoi

(-1,-1) (0,-5) (-5,0) (-3.-3)

Kuva 5: Ekstensiivimuotoon mallinnettu vangin dilemma



4 Pelityypit

Kun pelid aletaan mallintaa ja se halutaan ratkaista, on hyva pohtia muu-
tamia seikkoja pelin luonteesta. Naiden tietojen perusteella pystytadan hel-
pommin péattelemédn, miten peli kannattaa mallintaa ja milld keinolla se
on helpoiten ratkaistavissa.

Peliteoreettisissa tarkasteluissa pelissa pitaé olla vahintaan kaksi pelaa-
jaa. Vaikka tosimaailman pelid, rulettipelid voi pelata yksin, se ei ole pe-
liteorian nakokulmasta peli. Talla pelilld voitaisiin kuvitella olevan toinen
osapuoli, kasino, jota ei kuitenkaan voida laskea toiseksi pelaajaksi, sillé se ei
tee paatoksid, vaan sen "strategia"on satunnainen. Pelin kaikkien osallistu-
jien pitda olla kykenevéisia rationaaliseen paatoksentekoon, eikd vain satun-
naiseen strategian valintaan, koska peliteoria perustuu siihen olettamukseen,
ettd pelaajat tekevat rationaalisia pa&toksia.

Pelin tyypin méérittelee seuraavat seikat: [4]

e Onko peli samanaikainen vai perdkkainen?

e Onko peli tdydellisen informaation vai epataydellisen informaation peli?
e Onko pelaajilla taydellinen tieto pelin rakenteesta?

e Onko kommunikointi pelaajien vililla rajoitettua?

e Onko peli kilpailu- vai yhteistyopeli?

e Onko peli symmetrinen vai epdsymmetrinen?

e Onko peli nollasummapeli?

e Onko peli dérellinen vai dareton?

4.1 Samanaikainen ja perakkiinen peli

Samanaikaisessa pelissd jokaisella pelaajalla on vain yksi peliliike ja kaikki
pelaajat pelaavat siirtonsa samanaikaisesti. Perdkkéisessa pelissa siirrot teh-
ddan vuorotellen ja niitd saattaa olla useampia. Perédkkéisiin peleihin liittyy
my6s informaation kulku. Pelit voivat olla tdydellisen informaation peleja,
jolloin pelaajat tietévit omalla vuorollaan kaikki pelissa tapahtuneet siirrot
ja epéataydellisen informaation pelejé, jos pelaajalla ei ole tietoa jokaisesta
alemmin tehdystéa strategiavalinnasta.

Samanaikaisia peleji mallinnetaan yleensd normaalimuodossa ja perak-
kéisid peleja ekstensiivimuodossa paatospuun avulla, jolloin pelaajien vuorot
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saadaan aikajdrjestyksessa nakyviin ja lisdksi paatospuuhun voidaan merki-
téd, onko pelissa tédydellinen vai epétéydellinen informaatio.

Pelin rakenne voi olla selvilla taydellisesti tai vain osittain kullekin pe-
laajalle. Pelista voi selvitd, missd jarjestyksessa siirrot pelataan, mité stra-
tegiavaihtoehtoja kullakin pelaajalla on ja kaikkien vaihtoehtojen utiliteetit.
Tosielaman pelit eivéit yleensa ole taydellisen rakenneinformaation peleja. Jos
kaikki pelaajat tietévét kaikki mahdolliset kiytettavissa olevat strategiat, on
peli taydellisesti tiedossa. Voi kuitenkin olla, ettei kaikki pelaajat koskaan saa
tietad jostakin strategiasta, joka oli kiytettavissd, mutta jai valitsematta.

4.2 Kilpailu tai yhteistyo

Peli voidaan luokitella yhteistyopeliksi, jos siind on mahdollista tehda pelin
osapuolien kesken sitovia sopimuksia ja kilpailulliseksi, jos sitovia sopimuk-
sia ei tehdd. Suurin osa peleistd on kilpailutyypin pelejé ja tdma monimut-
kaistaa paatoksentekoa huomattavasti, koska ei voida tietdd varmasti toisen
pelaajan aikeita. Vaikka pelaajat neuvottelisivat, on epévarmaa, toteutuuko
neuvottelussa paatetyt strategiat, silla valinta on jokaisen oma.

Yhteistyopelissé pelaajilla on yhteinen tavoite, jonka eteen kaikkien pitaa
olla valmiita tekemé#n pa#toksia. Talloin sopimukset kirjataan ylos ja niité
pitda noudattaa. Hyodyn jakoon pitda olla mycs mahdollisuus puuttua, eli
pelilla saavutettu hyoty voidaan jakaa pelaajien kesken paatosten mukaisesti.

Usein kilpailutyypin peleissd kommunikointi pelaajien kesken ennen pelia
tai kesken pelin on rajoitettua tai kiellettya. Yhteistyopelissa taas kommuni-
kointi sallitaan joko ennen pelid tai my6s sen aikana.

4.3 Symmetrinen ja epasymmetrinen peli

Peli on symmetrinen, jos sen utiliteetit riippuvat vain valituista strategiois-
ta. Tama tarkoittaa kiytdnnossa sitd, ettd pelaajien roolit voidaan vaihtaa
keskenddn pelin strategioiden ja niistd saatavien utiliteettien pysyessad sa-
mana. Harvempi peli on symmetrinen, mutta monet tunnetuista yleisimmin
esitellyisté peliteoreettisista 2 X 2 matriisin peleistd ovat symmetrisia, ku-
ten esimerkiksi vangin dilemma. Symmetrisilla peleilld on my6s ratkaisuna
symmetrinen Nashin tasapaino, joka on siis myos pelaajariippumaton. Vas-
taavasti epdsymmetrisen pelin pelaajien roolia ei voida vaihtaa ilman, etta
peli muuttuu.

Otetaan esimerkking peli "haukka ja kyyhky", jossa kaksi eldintd kilpai-
lee saaliista. Kummankin eldimen on mahdollista kiyttaytya agressiivisesti,
eli kuin haukka tai passiivisemmin kuin kyyhky. Parhaan tuloksen voi saa-
vuttaa pelissé, jos pelaajat valitsevat eri strategian. Télloin aggressiivisesti
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kayttaytyva saa parhaimman mahdollisen hyédyn. Jos molemmat paattavat
kiyttaytya aggressiivisesti, molemmat saavat hyvian, muttei parhaan hyédyn
ja jos molemmat kayttaytyvit passiivisesti, hyoty on puolestaan molemmille
0. Peli on esitettynd taulukossa 3. |7]

Jos taméan pelin pelaajien roolit vaihdettaisiin kesken&én, sailyisi peli téy-
sin samanlaisena. Téten peli on symmetrinen.

Taulukko 3: Haukka ja kyyhky-peli
Eldin 2
Haukka | Kyyhky
Haukka | (3,3) (1,4)

Kyyhky | (4,1) | (0,0)

Eléin 1

4.4 Nollasummapeli

Nollasummapelit ovat pelejé, joissa toisen pelaajan hyoty on toisen pelaajan
hévio. Ainoa keino péadstd nollasummapelissd voitolle, on aiheuttaa toiselle
pelaajalle tappio. Kun peli paattyy, on pelaajien utiliteettien summa 0. Pe-
laaja voi saada positiivisen utiliteetin vain, jos vastustajan utiliteetti on itsei-
sarvoltaan yhtd suuri, mutta negatiivinen. Nollasummapeleilld on varsinkin
taloustieteessd paljon sovelluksia. Jos molempien pelaajien on mahdollista
hyotyé, peli ei ole nollasummapeli. Télloin voi olla mahdollista, ettd pelissa
on useampia voittajia tai haviajid. Esimerkkiné nollasummapelistd on kakun
leikkaaminen. Jos yksi pelaaja leikkaa isomman palan, jad muille vihemméan
kakkua. My6s pokeri ja shakki ovat esimerkkejé nollasummapeleistéa. Paatok-
sentekotilanteissa harvemmin ndhdédén nollasummapeleja, silld usein yhden
hyoty on myos toisen hyoty.

Esimerkkiné nollasummapelista esitelladn kivi-paperi-sakset -peli. Pelis-
sé on kaksi pelaajaa, joilla molemmilla on kolme strategiaa. Kivi, paperi ja
sakset. Pelaajat valitsevat strategiansa ja ne paljastetaan yhté aikaa. Pape-
ri voittaa kiven ja havida saksille. Sakset voittaa paperin ja héavida kivelle.
Kivi voittaa sakset ja héavida paperille. Jos pelaajat valitsevat saman strate-
gian, tulee tasapeli ja molempien hyoty on télloin nolla. Peli on esitettyna
taulukossa 4. [4]

Huolimatta valituista strategioista, pelin pelaajien yhteenlaskettu utili-
teettien summa on aina 0. Nollasummapelit voidaan ratkaista minimaksi-
moinnilla siten, ettd etsitddn matriisin jokaiselta riviltd minimi ja jokaiselta
sarakkeelta maksimi ja sen jélkeen riviminimien maksimi ja sarakemaksimien
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Taulukko 4: Kivi-paperi-sakset
Pelaaja 2

Kivi | Paperi | Sakset
Kivi | (0,0) | (-1,1) | (1,-1)

Paperi | (1,-1) | (0,0) | (-1,1)

Sakset | (-1,1) | (1,-1) | (0,0)

Pelaaja 1

minimi. Jos riviminimien maksimi on yhta suuri kuin sarakemaksimien mi-
nimi, on se pelin satulapiste, joka on my6s pelin Nashin tasapaino ja samalla
my0s pelin arvo.

Kaikilla peleilla ei ole olemassa satulapistetté ja peli taytyy talloin ratkais-
ta muilla keinoilla. Esimerkiksi kivi-paperi-sakset -pelille ei 10ydy satulapis-
tettd, mutta se saadaan ratkaistua lineaarisella optimoinnilla (LP), mikd on
my6s yleinen nollasummapelien ratkaisutapa. LP-menetelmaélla ratkaistussa
pelissd jokainen strategia pelataan todennakdisyydelld % Ratkaisu esitetdan
myOhemmin téssé tutkielmassa.

4.5 Aésrellinen ja dfreton peli

Peli voi olla &arellinen tai dareton. Peli on darellinen, jos strategiavalintoja
on adrellinen maéra, eli peli paattyy tiettyyn pisteeseen. Peli on déreton, jos
tehtavia strategiavalintoja on dareton maara ja pelaajien utiliteetit selviavat
vasta pelatun pelin jalkeen.

Kaytannon elamaéssa pelit ovat yleensa aarellisia, eli pelaajia, strategioi-
ta ja vuoroja on &irellinen méaira. Adrettomid peleji kiytetddn esimerkiksi
teoreettisissa peliteorian tutkimuksissa, mutta naissa yleensa etsitdan voit-
tostrategiaa varsinaisen saavutettavan utiliteetin tutkimisen sijaan.
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5 Pelin ratkaiseminen

Pelin ratkaisemisella tarkoitetaan pelaajien sellaisten strategioiden valitse-
mista, joilla saavutetaan pelin tasapainotila, eli tilanne, jossa kukaan pelaa-
jista ei voi parantaa omaa utiliteettiaan vaihtamalla yksin omaa strategiaan-
sa. Pelien ratkaisemiseksi on monia keinoja riippuen pelin tyypista.

5.1 Aidosti dominoitujen strategioiden iteratiivinen eli-
minointi

Yksi tapa ratkaista peliteoreettinen ongelma on aidosti dominoitujen starte-
gioiden iteratiivinen eliminointi (adsie), jossa verrataan omien strategioiden
utiliteetteja ja eliminoidaan né&istd huonompia eli dominoituja strategioita
silla perusteella, ettd niitd ei kannata koskaan pelata, vaikka toinen pelaa-
ja tekisi minké strategiavalinnan. Periaatteena téille menetelmaélle voi pitad
lausahdusta: rationaalinen pelaaja ei pelaa koskaan sita strategiaa, jota jokin
toinen strategia dominoi aidosti.

Strategia on aidosti dominoitu, kun 16ytyy jokin aidosti paremman utili-
teetin antava strategiavaihtoehto riippumatta muiden pelaajien strategiava-
linnoista.

Maaritelma 2. [2| Olkoon peli G = {Si,...S,; u1, ..., u, } normaalimuotoi-
nen. Kahdesta pelaajan i strategiasta s, s €S;, strategia s dominoi aidosti
strategiaa s}, jos jokaiselle mahdolliselle muiden pelaajien strategiajoukolle
strategialla s, saavutettava utiliteetti, on aidosti pienempi kuin strategiasta
s utiliteetti, eli on voimassa

ui(317 ey Si—1, 527 Sit1y ey Sn) < ui(sla ey Si—1, S;'/a Sitly e 3n) (1)

jokaiselle strategiajoukolle (s, ...,8; 1, Sit1, ..., Sn), joka voidaan muodostaa
muiden pelaajien strategiajoukoista Si, ..., S;—1, Sit1, -+ Sn.

Otetaan esimerkiksi vangin dilemma. Oletetaan, ettd pelaaja 1 valitsee
strategiakseen "waikenee”. Téalloin pelaajan 2 kannattaa valita strategiak-
seen "vasikot”. Jos pelaaja 1 valitsee strategiakseen "wvastkoi”, pelaajan 2
kannattaa valita "vasikoit”. Téalloin huolimatta pelaaja 1:n valinnasta, pe-
laaja 2:n kannattaa aina valita strategia "wasikoi” maksimoidakseen oma
hyotynsé. Pelaaja 2 voi eliminoida strategian "vatkenee”, silla hidnen ei kos-
kaan kannata valita tatd. Peli on symmetrinen, eli jos pelaaja 2 tekee samat
valinnat, pelaajan 1 kannattaa myo0s aina valita strategia "wvasikoi”, joten
voidaan eliminoida pelaajan 1 strategia "vaikenee”. Talloin jéljelle jaa mo-
lemmilta pelaajilta ainoastaan strategiat "vastkoi” ja "wvasikoi”. Nama stra-
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tegiavalinnat ovat siis eliminointimenetelmalld saatu pelin ratkaisu. Pelin rat-
kaisun eteneminen on esitetty taulukossa 5. Voidaan myos osoittaa, etta jos
adsie-menetelméan ratkaistuna saadaan vain yksi strategiavektori, se on Nas-
hin tasapaino. Aina kuitenkaan tilanne ei ole néin suoraviivainen, vaan voi
olla tilanteita, jossa useampia strategiamahdollisuuksia jaa jaljelle, koska ne
eivit aidosti dominoi vastustajan strategiaa ja talldin ei saada eliminoitua
strategioita riittavasti.

Taulukko 5: Vangin dilemman ratkaisun etsiminen eliminoimalla
Pelaaja 2

vaikenee | vasikoi

Pelaaja 1 Valkfane'e (—1,-1) | (=5,0)
vasikoi | (0,—=5) | (=3,-3)
Pelaaja 2
vaitkenree | vasikoi
Pelaaja 1 M — (=5:0)
vasikoi | (0—=5) | (—3,-3)

Toinen yleisesti kiytetty esimerkkipeli on sukupuolten taistelu. Pelissé
pariskunta yrittdd pohtia, mitéa ilta-aktiviteettia he tekisivat. Nainen haluai-
si mennd oopperaan ja mies painiotteluun. Molemmat kuitenkin arvostavat
yhteisen tekemisen korkeammalle kuin eri paikkaan menemisen. Peli on esi-
tetty taulukossa 6. Oletetaan naisen valitsevan strategian ”ooppera”. Tall6in
miehen kannattaa valita strategia "ooppera”. Jos taas nainen valitsee stra-
tegian "paini”, miechen kannattaa valita myds strategia ”paini”. Kumpikaan
strategia ei siis aidosti dominoi toista, eli kumpaakaan ei voida sulkea pois.
Peli on symmetrinen, eli naisen kannattaa valita strategia ”ooppera”, kun
mies on valinnut strategian ”ooppera” ja strategia ”paini” , kun mies on
valinnut strategian ”paini”. Eliminointimenetelma ei siis tuottanut tulosta
tdmén pelin tapauksessa, vaikka Nashin tasapainoja pitaé darelliselld pelilla
olla vahintaan yksi. Pelille 16ydetdédn Nashin tasapaino kiyttamalla esimer-
kiksi seuraavan kappaleen menetelmaa.

5.2 Nashin tasapaino

Pelin osapuolien valitessa strategioita Nashin tasapaino saavutetaan, kun os-
apuolet ovat valinneet strategiansa siten, ettei kukaan pysty nostamaan uti-
litettiaan muuttamalla yksipuolisesti omaa strategiavalintaansa. Kaikki ovat
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Taulukko 6: Sukupuolten taistelu
Mies
ooppera | paini
ooppera | (2,1) | (0,0)

paini (0,0) |(1,2)

Nainen

siis toisiinsa ndhden maksimiutiliteetissa, eli kenenkéddn ei kannata vaihtaa
strategiaansa. [2]

Nashin tasapaino saavutetaan, kun jokaisen pelaajan strategiakombinaa-
tio tuottaa parhaimman mahdollisen utiliteetin, kun kiyydadn muiden pelaa-
jien kaikki mahdolliset strategiat 1api.

Maaritelma 3. [2| Normaalimuodon pelille G = {5, ..., Sp; ug, ...u, } strate-
giat {s7,...,s%} ovat Nashin tasapainossa, jos jokaisella pelaajalla ¢ on valit-
tuna paras strategia verrattuna muiden n — 1 pelaajan kiytettavissa oleviin
strategioihin {s},...s;_;,s7 ,,...,s;}. Nashin tasapainossa on voimassa

* *

Wi(ST5 8715 875 STy -+ Sp) 2 Wil ST, o871, Si, Sip1s s S) (2)

ey On

jokaiselle mahdolliselle strategialle s; € \5;, eli s} on optimointiongelman

glggjui(s;...,sf_l,si,sfﬂ,...,s;) (3)

ratkaisu.

John Nash on osoittanut, ettd pelin ollessa aérellinen, pelilld on vahin-
tadn yksi Nashin tasapaino. Se ei valttaméatta 16ydy pelkistd puhtaista stra-
tegioista, vaan saattaa vaatia sekastrategioiden kiyttoé, jolloin pelaaja pelaa
puhtaita strategioitaan todennékoisyysjakauman mukaisesti.

Lause 1. [2] Normaalimuotoisessa n pelaajan pelissia G = {S1, ..., Sp; t1, ..., un },
kun n on aérellinen ja S; on dérellinen jokaisella i:n arvolla, on olemassa aina
vahintddan yksi Nashin tasapaino, joka mahdollisesti siséltda sekastrategioita.

Mita Nashin tasapaino tarkoittaa siis kiytdnnossa ja miten tata voidaan
hyodyntéaa? Tutkitaan jo edelld esitettya vangin dilemmaa. Kahden pelaajan
pelissé Nashin tasapainon etsiminen voidaan aloittaa tutkimalla utiliteet-
timatriisia ja alleviivaamalla pelaajan 1 paras strategia, kun pelaaja 2 on
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valinnut strategian s;. Jos molemmat utiliteetit samassa matriisin ruudussa
paatyvit alleviivatuksi, kyseinen ruutu on Nashin tasapaino. Taulukossa 7
on alleviivattuna parhaimmat strategiat. Vangin dilemma -pelissa alleviivat-
tuna on molempien pelaajien strategia "wvasikoi”. Nashin tasapainoksi siis
saadaan tilanne, jossa molemmat pelaajat vasikoivat. [10]

Taulukko 7: Vangin dilemman Nashin tasapainon etsiminen

Pelaaja 2
vaikenee | vasikoi
Pelaaja 1 Valk'ene'e (—-1,-1) | (=5,0)
vasikoi | (0,—5) | (=3,=3)

Toisena esimerkkiné etsitdan sukupuolten taistelu -pelin Nashin tasapai-
no. Peliin, joka on esitetty taulukossa 8, on alleviivattu Nashin tasapainon
etsimiseksi kunkin pelaajan parhaimmat utiliteetit. Téssé pelissé on nyt kak-
si Nashin tasapainoa, jotka ovat "yhtéd hyviad". Tama ei kuitenkaan tuo suo-
raviivaista vastausta siithen, mité pariskunnan pitéisi loppujen lopuksi tehda.
Nashin tasapaino saavutetaan strategiavalinnoilla (”ooppera”,” ooppera”) ja
("paini”,” paini”), silld molempien pelaajien utiliteetit on alleviivattu nailla
valinnoilla.

Taulukko 8: Sukupuolten taistelun Nashin tasapainon etsiminen

Mies
ooppera | paini
Nainen |_°0PPera (2,1) 1(0,0)
paini (0,0) |(1,2)
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5.3 Sekastrategia

Kuten edelld todettiin, John Nash on osoittanut, ettd jokaisella pelilld on
vahintaan yksi Nashin tasapaino. Jos sita ei 16ydeta puhtaiden strategioiden
avulla, voi se 16ytya kiyttaméalla sekastrategioita. |2]

Pelaajalla © on K puhdasta strategiaa valittavissa. Merkitadn kaytetta-
vissé olevien strategioiden joukkoa merkinnélla S; = {s;1, ..., s;x }. Téalloin
sekastrategia pelaajalle i on todennékoisyysjakauma (p;1, ..., pir), missi py
on todennékéisyys sille, ettd pelaaja i pelaa strategian s, £ = 1,..., K ja
pin + ..pix = 1. [2]

Maaritelmé 4. Normaalimuotoisessa pelissa G = {S1, ..., Sp; U1, ..., Uy }, jos-
sa S; = {si1, ..., Six }, sekastrategia pelaajalle i on todennékoisyysjakauma
pi = (Pits - Pirc), missd 0 < pip < 1, k=1,..., K, Z,I::lpik = 1 kaikilla i.

Otetaan esimerkkind kolikonheittopeli. Pelissé on kaksi pelaajaa ja kum-
mallakin on kolikko, jossa on kaksi puolta, kruuna ja klaava. Kumpikin pe-
laaja padttasa, kumman puolen kidantad ylospéin ja peittda sen kadellaan. Jos
kolikot ovat sama puoli ylospéain, pelaaja 1 saa pitda molemmat kolikot, eli
pelaaja 1 saa pelaajalta 2 yhden kolikon. Jos kolikot ovat eri puoli ylospéin,
tapahtuu sama toisinpéin. Peli on esitetty taulukossa 9.

Taulukko 9: Kolikonheittopeli
Pelaaja 2

Kruuna | Klaava
Kruuna | (1,-1) | (—=1,1)
Klaava | (—1,1) | (1,-1)

Pelaaja 1

Talle pelille ei 16ydy puhtaiden strategioiden ratkaisua kahdella aiemmin
esitellylld ratkaisukeinolla. Otetaan siis avuksi sekastrategiat. Kolikonheitto-
pelissé molempien pelaajien ¢ strategiajoukko koostuu kahdesta puhtaasta
strategiasta, kruunasta ja klaavasta, eli S; = {kruuna, klaava}. Sekastrate-
gia pelaajalle 2 on siis todennéikoisyysjakauma (g, 1 —¢q), missd ¢ on todenné-
koisyys strategialle ” kruuna” ja 1 — q todenndkdisyys strategialle ” klaava”,
missd 0 < ¢ < 1. Jos pelattaisiin sekastrategia (0, 1), pelattaisiinkin puhdas
strategia " klaava”, silla strategian ”kruunan” todennikoisyys on 0. Merki-
téddn pelaajan 1 todennikoisyysjakaumaa merkinnélla (r,1 — r), jossa 7 on
strategian 7 kruuna” todennakoisyys.

Sekastrategian utiliteetti saadaan laskettua painotettuna summana, jossa
utiliteettien painokertoimina on strategioiden valintatodennékoisyydet. Tau-
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lukossa 10 on merkitty kolikonheittopeliin strategioiden todennékoisyydet
kullekin pelaajalle. [2]

Taulukko 10: Kolikonheitto

Pelaaja 2
Kruuna ¢ | Klaava 1 — ¢
Pelaaja 1 Kruuna r (1,-1) (—-1,1)
Klaava 1 —7r | (—1,1) (1,-1)

Kolikonheitossa pelaajan 1 sekastrategian odotetut utiliteetit eri strate-
gioille ovat

uy(kruuna) =1-g+(=1-(1—¢q)) =2¢—1
ui(klaava) = —=1-q+1-(1—-¢q)=1-2q

Vertailemalla eri strategioiden utiliteetteja voidaan tutkia, kumpi strate-
gioista kannattaa valita.

uy (kruuna) < uy(klaava)

& 2 —-1<1—-2q
& 2g+2g<1+1
&= 4g < 2
& q<1

2

Pelaajan 1 kannattaa valita strategia ”klaava”, kun vastapelaajan toden-
nakoisyys valita strategia ” kruuna” on alle puolet eli ¢ < % Jos q = %, pelaa-
ja 1 voi valita kumman tahansa strategioistaan, silla utiliteetin odotusarvo
on molemmilla strategioilla taysin sama. [2]

Pelaajalle 2 odotetut utiliteetit voidaan laskea vastaavasti. Nyt r kuvastaa
todennakoisyytta valita strategia ”kruuna” ja 0 <r < 1.

ug(kruuna) =—1-r+1-(1—r))=1-2r
ug(klaava) =+1-r—1-(1—r)=2r—1
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ug(kruuna) < us(klaava)

& 1—-2r<2r—1
& 4r > 2

1
~ T'>§

Pelaajan 2 kannattaa valita strategia ”klaava”, kun us(kruuna) <
uy(klaava), eli kun r > %, eli kun pelaaja 1 valitsee todennékoisemmin stra-
tegian " kruuna”. Kun r = %, kumpi tahansa strategia on paras vastaus ja
tuo parhaan utiliteetin.

Télléin siis Nashin tasapainoksi saadaan sekastrategiat (¢,1—¢q) = (3, 3)
ja (r,1—r) = (3, %) Tama tulkitaan siten, ettd pelaaja 1 pelaa strategian
" kruuna” todennékoisyydella % ja "klaava” todennékoisyydella % Pelaajan
2 strategiavalinnat ovat vastaavat.

Otetaan toisena esimerkkind peli, joka on esitettynd taulukossa 11. Pe-
laajalla 1 on téssd pelissd kaksi puhdasta strategiaa, ja pelaajalla 2 on 3
mahdollista puhdasta strategiaa. Sekastrategia merkitdin téassd tapaukses-
sa hieman eri tavalla. Pelaaja 2:n sekastrategia on (q,r,1 — ¢ — r), missd
q on pelaajan 2 todennakdisyys pelata strategia "vasen”, r on todennékoi-
syys pelata strategia ”keski” ja strategian "oikea” todennakodisyydeksi jaa
talloin 1 — g — r, silld todennékoisyyksien pitdd summautua yhteen. Nyt ¢
ja r ehdot ovat my6s hieman erilaiset. Taytyy olla 0 < ¢ < 1,0 < r <1
ja 0 < g+ r < 1. Jos pelaaja 2 pelaisi sekastrategian (1/3,1/3,1/3), kaik-
ki strategiat olisivat yhtd todennékoisia. Jos taas pelattaisiin sekastrategia
(1/2,1/2,0), strategiat "keski” ja "vasen” olisivat yhtd todenndkdisia stra-
tegian ”"oikea” ollessa mahdoton. Téllaisia pelejé, missd matriisi on suurempi
kuin 2 x 2, voidaan helposti ratkaista esimerkiksi lineaarisella optimoinnilla,
johon palaamme myohemmin téssa tutkielmassa.

Taulukko 11: Peli
Pelaaja 2

Vasen | Keski | Oikea
Ylos | (1,0) | (1,2) | (0,1)
Alas | (0,3) | (0,1) | (2,0)

Pelaaja 1

Yleisesti johtaaksemme pelaajan ¢ parhaan vastauksen pelaajan j se-
kastrategiaan ja muodolliseen médritelméan padsemiseksi, keskitytdan sel-
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keyden vuoksi kahden pelaajan peleihin. Merkitdan J:ll& puhtaiden stra-
tegioiden méaaraa Sy:ssd ja K:lla Sy:ssa. Merkitdan S; = {si11,..., 815} ja
Sy = {s21, ..., Sax } ja kéytetdan merkint6jé s;; ja s;, satunnaisesta puhtaasta
strategiasta joukoista S; ja Ss. [2]

Jos pelaaja 1 olettaa pelaajan 2 pelaavan strategiansa (s, ..., Sox) toden-
nékoisyydella poy, ..., pox, pelaajan 1 odotettu utiliteetti pelatessa strategiaa
S15 On [2]

K
Zp%ul(Slja S2k) (4)
k=1

ja pelaajan 1 odotettu utiliteetti sekastrategialle p; = (p11, ..., p1s) on

J K
1(p1,p2) Zplj lzp%ul S1js S2k ] Zzpupzk’lﬂ S1j,82k). (D)

=1 k=1

Tassa siis pyjpar on todenndkoisyys sille, etta pelaaja 1 pelaa strategian
s1; ja pelaaja 2 strategian sg ja uq(sij, Sor) on pelaajan 1 hytty néiden
strategioiden pelaamisesta. N&in saatu utiliteetti on siis kunkin strategian
utiliteetin painotettu summa, missé painokertoimina toimivat strategian va-
litsemistodennékoisyydet. Jotta pelaaja 1:n sekastrategia olisi paras vastaus
pelaajan 2 sekastrategiaan, pitaé olla py; > 0 vain, jos

K K
ZP%M(SU, Sok) > Zp%ul (Slj/7 Sok) (6)
k=1 k=1

kaikilla s, € 5. [2]
Vastaavasti pelaajan 2 odotettu utiliteetti, kun pelaaja 1 pelaa sekastra-
tegian, on

K
2(p1, p2) ZP% [ZPUUQ S1j, S2k ] ZzplijkUQ S1j,82k).  (7)

Jj=1 k=1

Nyt, kun pelaajan 1 ja 2 odotetut utiliteetit on mééritelty kaavoilla (5) ja
(7), pohditaan Nashin tasapainoa kahden pelaajan sekastrategioiden avulla
ratkaistuna. Nashin tasapaino saavutetaan, jos pj toteuttaa

vi(pl, p3) > vi(p1, p3) (8)

21



jokaisella todennakoisyysjakaumalle p; yli joukon S ja p} toteuttaa

va(p1, p3) > va(pi, p2) (9)

jokaisella todennékoisyysjakaumalla py yli joukon Sj.[2]
Sekastrategioiden Nashin tasapaino mééritellaén seuraavasti.

Maaritelmé 5. [2] Kahden pelaajan normaalimuotoisessa pelissi G = {57,
Soyuy,us}, sekastrategia (pf,ps) on Nashin tasapaino, jos jokaisen pelaajan
sekastrategia on paras vastaus vastapelaajan sekastrategialle, eli pitda olla
voimassa edelld esitetyt ehdot (8) ja (9).

Pohditaan sukupuolten taistelu -pelid, joka on esitetty aiemmin taulu-
kossa 6. Téassd nainen pelaa strategian ”ooppera” todennékoisyydella ¢ ja
"painin” todennakoisyydelld 1 — ¢q. Miehen sekastrategia on (r, 1 — ), missa
r on todennékoisyys strategialle ”ooppera”. [5] Jos nainen pelaa sekastrate-
gian (g, 1 — ¢), miehen odotetut utiliteetit ovat

ug(ooppera) =q-2+4 (1 —q)-0=2q
us(paini) =q-0+ (1 —q)-1=1—g¢q.

Télloin miehen kannattaa valita strategia ”ooppera”, jos ug(ooppera) >
ug(paini), eli

us(ooppera) > us(paini)

& 2g>1—g¢q
& 3¢ >1

1
And q>§.

Kun ¢ > %, eli nainen valitsee strategian "ooppera” suuremmalla to-

dennékoisyydelld kuin %, miehen kannattaa valita strategia ”ooppera”. Jos

q < %, miehen kannattaa valita strategia ”paini”. Jos todennédkéisyys on

q = %, kumpi tahansa strategia on paras mahdollinen vastaus vastapuolen
valintaan.

Jos mies pelaa sekastrategian (r, 1 — r), naisen odotetut utiliteetit ovat

uy(ooppera) =r-1+(1—7r)-0=r
uy(paini) =r-04+ (1 —7r)-2=2(1—r).
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Naisen kannattaa siis pelata ennemmin strategia ” ooppera” , jos u; (ooppera) >
uy (paini), eli

r>2(1-r)

& r>2—2r
<~ 7”>g.
3

Kun siis r > %, naisen kannattaa valita strategia ”ooppera” ja toisinpéin.
Kun r = %, kumpi tahansa strategia on paras valinta.

Télloin siis naisen sekastrategia (¢, 1 —¢q) = (%, %) ja miehen sekastrategia
(r,1 —r) = (3,3) ovat Nashin tasapaino puhtaiden strategioiden (¢,r) =

(0,0) ja (g,7) = (1,1) lisdksi. [5]

5.4 Paras vastastrategia

Kun pelataan pelié, jokainen pelaaja yrittdd maksimoida oman hyotynséa ot-
taen huomioon, mité vaihtoehtoja vastapelaajilla on kiytettdvissddan. Ole-
tetaan jokaisen pelaajan toimivan rationaalisesti ja valitsevan omaksi par-
haaksi olevia strategioita. Ellei néin toimita, peliteoreettiset tulokset eivét
voi olla voimassa, silld ne perustuvat oletukseen siité, etta pelaajat pyrkivét
toimimaan rationaalisesti.

Lauseen 2 mukaan pelaajan kannattaa aina valita paras mahdollinen vas-
tastrategia muiden pelaajien strategioihin ndhden.

Lause 2. |9] Strategia s; € S; on pelaajan i paras vastastrategia vastapelaa-
jan valitsemalle strategialle s; € Sy, jos

Ui(5i7 Si’) > Ui(S;, Si/),\V/S;- € Sl

Otetaan esimerkkinéd taulukon 12 peli, jossa kahdella pelaajalla on mo-
lemmilla kolme strategiaa. Jos pelaaja 1 uskoo pelaajan 2 pelaavan strategian
" L”, parhaat vastastrategiat ovat " M” ja " D”. Jos pelaaja 2 pelaisi strate-
gian ”C”, pelaajan 1 paras vastastrategia olisi 7 D”, ja jos pelaaja 2 pelaisi
strategian ” R”, parhaat vastastrategiat olisivat "U” ja ”D”. Jos pelaaja 1
pelaisi strategian "U”, pelaajan 2 paras vastastrategia olisi ” L”, jos han pe-
laisi strategian ” M7, silloin paras vastastrategia olisi ” R” ja jos hén pelaisi
strategian ” D", paras vastastrategia olisi " R”. Huomattiin, ettd joskus voi
siis olla enemmén kuin yksi yhtd hyva vastastrategia. [9]

Lihavoidaan pelin utiliteettimatriisiin parhaat strategiat kullekin pelaa-
jalle taulukkoon 12. Pelin Nashin tasapaino on se strategiapari, jolla molem-
milla pelaajilla on paras vastastrategia toisen pelaajan strategiaan nahden.
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Taulukko 12: Peli
Pelaaja 2

L | ¢ [ R
U | (33)] (5.1) | (6.2)
M| (4,1) | (84) | (3.6)
D | (4,0) | (9,6) | (6.8)

Pelaaja 1

Téssé pelissa strategiapari (7 D”,” R”) tuottaa yhté aikaa molemmille pelaa-
jille parhaan tuoton, eli se on Nashin tasapaino.

Paras vastastrategia voidaan mallintaa graafisesti kahden pelaajan ta-
pauksessa. Kolikonheittopelissé, joka on esitetty aiemmin taulukossa 10, pe-
laaja 1 pelaa sekastrategian (¢, 1 — ¢q) ja pelaaja 2 sekastrategian (r,1 — r).
Kuvaaja voidaan rajata vilille [0, 1] vaaka- ja pystyakselin osalta, silld se-
kd ¢:n, ettd r:n todennékoisyys taytyy olla talla valilla. Nyt ¢:n arvo kuvaa
pelaajan 2 todennakoisyytta pelata strategia ” kruuna”. Jos siis ¢ on lahem-
pand ykkosta kuin nollaa, hin todennékoisemmin pelaa strategian kruuna.
Kuvassa 6 on piirrettyné katkoviivalla pelaajan 1 paras vastastrategia r*(q),
kun ¢ € [0,1]. Kun ¢ < %, *(q) = 1, eli pelaajan kannattaa valita strategia
"kruuna”. Kun ¢ = %, valitsee pelaaja 1 minké tahansa strategian, on lop-
putulos yhté todennékoinen. Kun ¢ > %, r*(q) = 0, eli pelaaja 1:n kannattaa
valita strategia " klaava”.

Pelaajan 2 parasta vastastrategiaa kuvataan kuvassa 7 ¢*(r):11a. Kuvaajan
akselit on kuitenkin kidannetty samoin pain, kuin kuvassa 6, jotta ne saadaan
yhdistettya. Nyt siis ¢*(r), r € [0, 1], kuvaa parhaan strategian muuttumista,
kun r:n arvo muuttuu. Kuvaajan mukaan pelaajan 2 kannattaa valita strate-
gia "klaava”, kun r < % ja strategia ” kruuna”, kun r > % Kun taas r = %,
strategian valinta ei vaikuta lopputulokseen, eli kaikilla strategiavalinnoilla
saadaan paras lopputulos.
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Kuva 6: Paras vastastrategia 7*(q)
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Kuva 7: Paras vastastrategia ¢*(r)
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Kuvassa 8 on yhdistetty pelaajien parhaat vastastrategiat. Nyt ndiden
leikkauspisteessd, missé 7*(¢) = ¢*(r), on pelin strateginen tasapainopiste, ja
néin ollen myos Nashin tasapaino. [2]

r
r(a)

! |
Kruuna 1
|

0.8 1 q*(r)
|
|
|
0.6 I
1

I- O N N O O . 1- O B O O S O e .
0.4' 0
I |
I |
I |
0.2 ]
I |
|
Klaaval [
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 g
Klaava
Kruuna

Kuva 8: Parhaiden vastastrategioiden tasapaino

Tarkastellaan seuraavaksi sukupuolten taistelu -pelid, joka on esitetty
taulukossa 6. Nainen pelaa sekastrategian (¢, 1 — ¢) ja mies sekastrategian
(r,1 —r), missd ¢ ja r kuvastavat strategian ”ooppera” valitsemisen toden-
nakoisyytta. Kaytetdan hyodyksi kappaleessa 5.3 laskettuja utiliteettien ver-
tailuja. Jos q > %, miehen kannattaa valita strategia ”ooppera”. Jos q < %,
miehen kannattaa valita "paini”. Jos taas ¢ = %, saavutetaan milla tahansa
strategialla paras mahdollinen tulos. Jos r > %, naisen kannataa valita strate-
gia "ooppera” ja jos r < %, kannattaa valita "paini”. Huomataan, ettéd tésséa
kuviossa parhaiden strategioiden leikkauspisteitd on kolme. Téssé tasapaino
loydetaan siis kolmella eri strategiavalinnalla, eli valitsemalla sekastrategia

(¢,7) = (3, %) tai puhtaat strategiat (¢,r) = (0,0) ja (g,r) = (1,1).
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Kuvassa 9 on piirrettynd parhaat vastastrategiat naiselle ja miehelle.

r
r=(q)
! |
Ooppera "
I *
ols 1 g*(r)
1
|
N - O . . . I N B N S B B e S . .
r
0.6 I
|
1
0.4 1
1
1
1
0:2 i
1
1
Paini I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1q
Qoppera Paini

Kuva 9: Parhaiden vastastrategioiden tasapaino sukupuolten taistelu -pelissé

27



5.5 Minimax-menetelma

Minimaksimointi on hyva keino ratkaista peli, kun halutaan minimoida tap-
piota. Pelaaja ajattelee toisen pelaajan haluavan minimoida tdmén utilitee-
tin. Néin ollen siis kaikki strategiavalinnat perustuvat siihen, miten voidaan
maksimoida huonoin tulos. Nollasummapeleissa esimerkiksi tama menetel-
mé on usein toimiva, silld niissd pakosti toinen pelaaja hévida sen, minka
toinen voittaa, eli yritetddn minimoida tappio. Keskeisessd osassa minimax-
menetelméd on satulapiste. Jos sellainen 16ytyy, on se pelin tasapainopiste ja
Nashin tasapaino.

Maaritelma 6. Matriisin A € Z™*" satulapiste on alkio a;j, jos
1. a;; on rivin ¢ minimi
2. a;; on sarakkeen j maksimi.
Otetaan esimerkkind matriisi A:n satulapisteen maarittdminen.
4 1 =3
A=13 2 5
01 6

Alleviivataan matriisin rivien minimit ja lihavoidaan sarakkeiden maksimit.

-3
A=

S w
— N [

5

6

Satulapisteitd on siis yksi, matriisin keskelld oleva luku 2, silld se toteut-
taa molemmat ehdot.

Minimaksimointi toimii siten, ettd normaalimuotoisesta pelistéa etsitaan
satulapiste, joka on siis pelin ratkaisu ja tasapainopiste. Satulapiste 16ytyy
etsimalld normaalimuodossa esitetyn pelimatriisin jokaiselta riviltd minimi
ja jokaiselta sarakkeelta maksimi. Sitten etsitdén riviminimien maksimi ja
sarakemaksimien minimi. Jos ndmé ovat yhta suuret, on se pelin satulapiste
ja samalla my6s pelin arvo. |7]

Maaritelladn seuraavaksi maksiminimoijat pelaajille 1 ja 2.

Maaritelma 7. [8] Olkoon G = {51, S2;u1,us} kahden pelaajan normaali-
muotoinen nollasummapeli. Strategia s7; € S1 on maksiminimoija pelaajalle
1, jos

. X .
min uq(Sy., Sok) = min uq(Si4, Sok
Sor €52 <1‘77 ) Sor €S2 ( 7 )’
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jokaisella sq; € S;. Strategia sq, € Sy on maksiminimoija pelaajalle 2, jos

) N )
min us(syj, S5;,) > min us(s1j, Sok),
81]'651 81]'651

jokaisella sof, € Ss.

Pelaajan 1 maksiminimoija ratkaisee ongelman

maxmin  uy (S5, Sox)
S15  S2k

ja pelaajan 2 maksiminimoija ratkaisee ongelman

maxmin  us(s1;, Sok)
Sok  S1j
Maksiminimoijien ja Nashin tasapainon valilla on lauseen 3 mukainen yh-
teys. Jos siis tiedetdén kahden pelaajan nollasummapelin Nashin tasapaino,
tiedetddn myos pelaajien maksiminimoijat, satulapiste ja pelin tuotto. Sama
toimii myo6s toisinpéin, eli jos tiedetddn maksiminimoijat, ja ne ovat samat,
maéaarittavat ne Nashin tasapainon.

Lause 3. [7| Olkoon G = {Si, S9; u1,us} kahden pelaajan normaalimuotoi-
nen nollasummapeli.

L. Jos (s3;, 85;) on G:n Nashin tasapaino, niin sj; on maksiminimoija pe-
laajalle 1 ja s3, on maksiminimoija pelaajalle 2. Liséksi

max min uy (15, Sg) = Min max uy (s15, s2k) = u1(Sj;, Sa,)
815 Sok Sok S1j

ja talloin kaikki G:n Nashin tasapainot antavat saman tuoton.

2. Jos

max min u; (81, Sox) = min max uy (S, Sox),
S1j Sok S2k S1j
ja s1; on maksiminimotija pelaajalle 1 ja s3; on maksiminimoija pelaa-
jalle 2, niin (s7;, s3;,) on Nashin tasapaino.

Kahden pelaajan nollasummapelissd peli voidaan kirjoittaa vain toisen
pelaajan utiliteettien avulla. Télloin oletetaan, ettd pelaaja 2:n utiliteetit
ovat vastakkaismerkkiset pelaaja 1:n utiliteetteihin ndhden. Otetaan esimerk-
kiné valitse kési -peli, jossa pelaaja 2 piilottaa vasempaan kiteen yhden tai
oikeaan kiteen kaksi kolikkoa. Pelaaja 1 valitsee jomman kumman kiden
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Taulukko 13: Valitse kési-peli
Pelaaja 2

vasen oikea
vasen | (1,—1) | (0,0)
oikea | (0,0) | (2,—2)

Pelaaja 1

ja saa pitda kolikot, jos niitd 10ytyy kédestd. Vastaavasti pelaaja 2 menet-
tda yhta monta kolikkoa, kuin pelaaja 1 voittaa. Peli on normaalimuodossa
taulukossa 13. [§]

Pelaajan 1 voittomatriisi on A = [é g} .

Kahden pelaajan nollasummapelisséd ongelmana on toisen osapuolen siir-
ron arvaaminen ja siihen luottaminen. Kumpikin pelaaja tietdd, paljonko
tuottoa saa milldkin arvauksella. Téalloin, jos pelaaja 1 haluaisi mahdollisim-
man hyvian tuoton, hdnen kannattaisi valita oikea kasi, silld sielld voisi olla
kaksi kolikkoa. Pelaaja 2 kuitenkin tietda, ettd pelaaja 1 havittelee tata ja voi
siksi laittaa yhden kolikon vasempaan kéteen. Toisaalta pelaaja 1 voi ajatella
pelaajan 2 tekevian néin, jolloin han valitseekin vasemman kdden, jolloin pe-
laajan 2 kannattaisikin laittaa kaksi kolikkoa oikeaan kéteen. Peliteoria antaa
onneksi téllekin ongelmalle ratkaisun.

Oletetaan pelaajan 1 kdyttavin sekastrategiaa (1 — p,p), missd p € [0, 1]
on todennéakoisyys pelata strategia "otkea”. Nyt, jos pelaaja 2 pelaa strate-
gian "wasen”, odotettu havio on us = 1 — p ja jos pelaaja 2 pelaa strategian
"orkea” , odotettu havio on us = 2p. Jos pelaaja 2 tuntisi pelaajan 1 strate-
gian, han yrittaisi minimoida tappion valitsemalla strategiansa siten, etta se
on pienempi odotetuista tappioista 1 —p tai 2p. Télloin pelaajan 1 kannattaa
maksimoida lukua min{2p, 1 — p}.

Vertaillaan utiliteetteja eri p:n arvoilla.

2p<1l—p
1

= < —.
P=3

Odotettu utiliteetti us = 2p on pienempi, kun p < %, ja kun p > %, on

utiliteetti us = 1 — p pienempi. Kun taas p = %, on utiliteetti suurimmillaan,
eli 2, eli
3
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2 1
minu1(2p, 1 _p) < gvp 7& g
. 2 1
min uy(2p, 1 — p) = P=3
- T P }./"f.’l.
':f,::l".f_
A —

Kuva 10: Odotetut utiliteetit

Kuvassa 10 on esitetty graafisesti utiliteettien arvot eri p:n arvoilla. Ku-
vasta ja yhtaloryhman ratkaisusta nahdaan, etta kyseisten minimien maksimi
saavutetaan, kun p = % Jos siis pelaaja 1 pelaa sekastrategian (%, %), héan
voittaa jokaisella kierroksella odotusarvon mukaisesti % kolikkoa.

Vastaavasti voidaan paitella pelaajan 2 kannattava strategia. Pelaaja 2

pelaa sekastrategian (1 — ¢, ), missé ¢ € [0, 1]. Koska

minmax us(1 —¢q,2q) = ;
saavutetaan, kun ¢ = %, on pelaajan optimaalisinta kiyttda strategiaa (%, %)
Talla strategian valinnalla pelaaja 2 havida joka kierroksella odotusarvon
mukaisesti niin viahan kuin mahdollista eli % kolikkoa.

Nollasummapelin sdéntojen mukaisesti toisen pelaajan odotettu voitto on
yhta suuri kuin toisen pelaajan odotettu tappio.

5.6 Graafinen kirjekuorimetodi

Analyyttisten keinojen liséksi peliteoreettisia ongelmia voidaan ratkaista graa-
fisesti ja taté kutsutaan kirjekuorimetodiksi (envelope method). Néin voidaan
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ratkaista sekd 2 x 2 matriisin pelejd, ettd n X 2 ja 2 X m matriisin pelejé.
Eri matriiseissa voidaan kayttda joko yla- tai alakirjekuorimetodia riippuen
siitd, halutaanko maksimoida minimeja vai minimoida maksimeja. Ylakirje-
kuorimetodilla saadaan etsittyd maksimien minimi ja alakirjekuorimetodilla
minimien maksimi. [3]

Muotoa 2 x 2 olevan matriisin pelissa, joka on esitetty taulukossa 14, pe-
laaja 1 pelaa sekastrategian (1 — p,p) ja pelaaja 2 sekastrategian (1 — ¢, q),
missa p kuvaa todennékoisyytté valita strategia ” D” ja q kuvaa todennékoi-
syytta valita strategia ” R”.

Taulukko 14: Peli

Pelaaja 2

L R

Pelaaja 1 U | (1,2)](0,0
D ](0,0) | (2,1)

Kuvassa 11 on esitettynd graafinen kirjekuorimetodin toteutus. Pelaaja
1:n utiliteetti pelaaja 2:n todennékoisyyden ¢ suhteen, kun pelaaja 1 tekee
strategiavalinnan "U” tai ”D”. Laskeva suora kuvaa strategiavalinnan ”U”
utiliteettia pelaajan 2 strategiavalintojen muuttuessa ja nouseva suora puo-
lestaan strategiavalinnan ” D” utiliteetin muuttumista. Paras mahdollinen
strategiavalinta on piirretty kuvaan lihavoidulla viivalla eli ylés muodostuu
kirjekuori. Tasapainopiste saavutetaan néiden suorien leikkauspisteesséa, eli

kun ¢ = % Télloin utiliteetti on u; = %
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0.5

Kuva 11: Kirjekuorimetodi pelaajalle 1

Kuvassa 12 on vastaava esitys pelaajan 2 utiliteetille. Nyt laskeva suora
kuvaa pelaaja 2:n strategian ” L” utiliteettia ja nouseva suora strategian ” R”
utiliteettia, kun pelaajan 1 todennidkdisyys valita strategia 7 D" eli p muut-
tuu. Tasapainopiste voidaan taas lukea suorien leikkauspisteesté. Pelaajan 2

paras sekastrategia on (%, %) ja talloin utiliteetiksi tulee %

1.5

0.5

Kuva 12: Kirjekuorimetodi pelaajalle 2

Graafisella menetelmalld voidaan ratkaista myos 3 x 2 matriisin pelejé.
Taulukon 15 peli mallinnetaan kuvassa 13. Kuvaajassa on pelaajan 1 utili-
teetti ¢:n suhteen.
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Taulukko 15: Peli

Pelaaja 2

L R
Pelaaja 1 Ul (1,2) [(0,0)
M| (0,0) |(2,1)

Nyt tasapainokohdat ovat jélleen lihavoiduilla alueilla suorien leikkaus-
pisteissa. Sekastrategiayhdistelmat "U” ja "D”, ja " M” ja ” D” ovat mah-
dollisia. Kaikkia kolmea strategiaa pelaajan ei kannata pelata yhté aikaa.

Jos pelaaja 1 valitsee strategiat "U” ja 7" D”, ja pelaaja 2 on valinnut
sekastrategian (1 —¢,q) = (%, 3). Télldin pelaaja 1 pelaa sekastrategian (1 —
p, p), missé p on todennékoisyys valita strategia ” D", ja 1 —p todenndkdisyys
valita strategia "U”. Nyt pelaajan kannattaa valita oma sekastrategiansa
siten, ettéd utiliteetti u; maksimoituu. Utiliteetti maksimoituu, kun u; (U) =
uy(D), jolloin

& 1-p)1-1-g)+0)=p- (=11 —-q)+3-q))
- (-1 240 =p-(~(0) 43 )
& %(1—p)=—§p+p
2 2 2
“ 3 3T 3ty
= p:;

Maksimi siis saavutetaan, kun p = %, eli pelaaja 1 pelaa sekastrategian
(5:3)-

Jos pelaaja 1 valitsee strategiat "M” ja ”D”, pelaajan 2 rationaalinen
strategiavalinta on sekastrategia (1—¢, q) = (%, %) Té&lloin paras sekastrategia
on pelaaja 1:1le (1—r, ), missia r on pelaajan 1 todennékoisyys valita strategia
"D” ja 1 — r todennékoisyys valita strategia ”M7”. Pelaajan 1 utiliteetti

maksimoituu, kun w; (M) = uy (D), eli
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w1 (M) = uy(D)

- (1=7r)(0+2)=r-(=1-(1-q)+3q)
= 1—p—r

1
& T:i.

Maksimi siis saavutetaan, kun r = %7 eli pelaajan 1 kannattaa pelata

sekastrategia (3, 1).

2.5
1.5

0.5 1

0 0, 0.4 0.6 0.8 1 q

-0.5

-1

Kuva 13: Kirjekuorimetodi. Pelaajan 1 utiliteetit ¢:n muuttuessa

Pelin tasapainoiksi valikoituivat siis strategiat {(3,2,0), (2, 3)} ja

{039, G2}
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5.7 Lineaarinen optimointi LP

Lineaarisella optimoinnilla (linear programming) tarkoitetaan tekniikkaa, jol-
la 16ydetédén ratkaisu lineaariseen optimointiongelmaan. T&ll6in kohdefunk-
tion, eli minimoitavan tai maksimoitavan funktion seké rajoitefunktioiden,
jotka maarittavit tehtavan sallitut pisteet, taytyy olla lineaarisia. Lineaari-
sella optimoinnilla voidaan ratkaista muitakin kuin peliteoreettisia optimoin-
tiongelmia. [tseasiassa peliteoreettisien ongelmien ratkaiseminen on vain pie-
ni erikoistapaus lineaarista optimointia. |9
Kohdefunktion

c1T1 + Coxy + ... + CrTy,

paatosmuuttujille z; maéritetdan sellaiset arvot, ettd se joko minimoituu tai
maksimoituu, riippuen siitd, kumpaa halutaan. Rajoitusfunktiot voivat olla
muotoa

a1x1 + asxo + ... + anz, <b
bll'l + bgl’g —+ ...+ anL‘n =)

c1r1 + ey + ... + cpx, > b.

Optimointiongelman kanoninen muoto on néilld merkinngilla

n
max E ijj
=1
n

s.t. Z(lijl’j < bi, 1= ]., 2, .., m,

j=1
2; >0, j=1,2,....n

ja se voidaan muuntaa matriisimuotoon

max c’'x
s.t.  Ax < b,
x>0

Kaytannossa kanoninen muoto on selkea reaalimaailman ongelman mal-
lintamiseen, mutta tehtdvin ratkaisemisen kannalta voi olla paras muuntaa
tehtéva standardimuotoon. Esimerkiksi Simplex-menetelmén kiytto vaatii
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tehtévin muuntamista standardimuotoon. Standardimuotoon muunnos teh-

dééan siten, ettd rajoitteista poistetaan epayhtalot lisdéamaélla tai vahentamalla

yhtélosta jokin uusi muuttuja, jolloin saadaan aikaan yhtasuuruus erisuuruu-

den sijaan. Standardimuodossa rajoitefunktioiden muuttujat ovat sievennet-

tynd vasemmalla, ja vakiot oikealla puolella yhtdloa. Oletetaan lisdksi, ettéd

b; > 0, silla késittelemme vain positiiviarvoisia matriiseja talla menetelmallé.
Tehtavan standardimuoto on

n
max E CjTj
=1
n
s.t. E Qi T5 = bi, 1= 1, 2, ., m,
j=1

r; >0, j=12..,n

Standardimuoto voidaan muuntaa samoin matriisimuotoiseksi,

max c’'x
s.t. Ax =D,
x > 0.

missd matriisi A on m X n muotoa, jossa m < n, eli matriisissa tulee olla
vahemman riveja kuin sarakkeita. Optimointiongelmassa rajoitteet méaaritta-
vét sallitun alueen, jolta ratkaisun pitda l6ytya. Optimointialgoritmilla, joka
tassd tutkielmassa on Simplex-menetelmé, pyritddn parantamaan sallitulla
alueella olevaa valittua pistettéd liikkkumalla alueen kulmissa olevasta karki-
pisteesté toiseen siten, ettd seuraava karkipiste antaa paremman tuloksen.
Seuraavaksi méaritelladn keskeisié optimointikésitteitd. Simplex-menetelméé,
hyodyntéessa sallittujen pisteiden joukon pitéda olla konveksi joukko.

Maaritelma 8. [6] Joukko S on konveksi joukko, jos kahden joukon pisteen
x; ja xy vilinen jana kuuluu kokonaisuudessaan joukkoon S, eli

A+ (1=Nxzy €S, x,x2 € 5,A€(0,1).
Sallittujen pisteiden joukko voidaan jakaa reuna- ja sisépisteisiin.

Maéaritelma 9. [6] Lineaarisen optimointitehtavin sallittu piste on reuna-
piste, jos ainakin yksi rajoite toteutuu siind yhtasuuruutena ja sisdpiste, jos
kaikki epédyhtélorajoitteet toteutuvat aidosti.
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Maéaritelladn seuraavaksi kirkipisteen kasite.

Maaritelma 10. [6] Olkoon joukko S on epityhja konveksi joukko. Piste
x € S, on kdrkipiste, jos ehdosta

x=Mx;+ (1 —Nay, x,x5€ S, )€ (0,1)

seuraa X = X; = Xo, eli pistettd x ei ole mahdollista esittéda pisteiden x; ja
Xy (X1 #x3) aitona konveksina yhdistelména.

Lineaarinen optimointitehtdva voidaan ratkaista esimerkiksi kéyttamél-
14 Simplex-menetelméaé, missa etsitdan ensin kantaratkaisu asettamalla kan-
tamuuttujien kertoimiksi nollia, jolloin saadaan rajoiteyhtaloisté ratkaistua
kantaratkaisu valitulle kannalle. Kantaratkaisu 16ytyy aina rajoiteyhtéaloiden
leikkauspisteesté, eli se vastaa kirkipistettd. Téamaéan jéilkeen aletaan liikkua
gradientin suuntaan sallitulla alueella kdymaélla 1api kirkipisteitd. Optimi saa-
vutetaan lopulta jossain alueen kérkipisteessd, kun toiseen kéarkipisteeseen
liikkuminen ei endé paranna tulosta.

Aiemmin esitellyn kivi-paperi-sakset -pelin ratkaisemiseen voidaan kayt-
tda lineaarista optimointia. Voittomatriisi pelaajalle 1 on

0 -1 1
A=11 0 -1

-1 1 0.
Koska LP-tehtédvien ratkaisemisessa Simplex-taulukkoon halutaan vain po-
sitiivisia arvoja, lisdtdén voittomatriisiin vakio 2. Se ei muuta pelin ratkai-
sua matriisin laskusdantdjen mukaan ja talloin matriisi saa muodon

2 1 3
A=13 2 1

1 3 2
Muotoillaan kivi-paperi-sakset -peli lineaariseksi optimointitehtéaviksi. Pe-
li on helpointa mallintaa ensin kanonisessa muodossa. Oikealle puolelle tu-

lee yksikkovektori, jonka jokainen alkio on 1. Téméa juontaa juurensa LP-
tehtavin duaalisuudesta.

max 2z =21+ To+ I3
st. 221+ a9+ 323 <1,
311 + 2w + w3 < 1,
r1 4+ 3z + 223 < 1,
r; >0, 1=1,2,3
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Muutetaan ongelma standardimuotoon liséamaélla alijadméamuuttujat yy, yo
ja y3 rajoitefunktioiden muuntamiseksi epayhtaloista yhtéloiksi ja muunta-
malla kohdefunktio siten, ettd kaikki muuttujat ovat yhtdlon vasemmalla
puolella.

max z—x1 — 29 —x3=0

st. 2z +axo+3x3+1y1 =1,
31+ 2x0 + 23+ y2 =1,
1+ 3x9 + 223 +y3 = 1,

z; >0,y; >0, +=1,2,3, 7=1,2,3

Muodostetaan Simplex-kaavio tdlle maksimointiongelmalle, joka on esi-
tettyné taulukossa 16. Kaaviossa on kohdefunktion ja rajoitefunktioiden ker-
toimet ja kohdefunktion arvo kierroksella valituilla kertoimilla. Lisdksi kaa-
vion vasemman puoleisessa sarakkeessa nakyy kullakin hetkella valitut kan-
tamuuttujat. Simplex-menetelméssé lasketaan ensin kantaratkaisu, ja tdmén
jéalkeen iteroidaan ratkaisua aina parempaan simplex-suuntaan, eli alimman
rivin pienimmaéan negatiivisen luvun sarakkeen mukaisen kannan suuntaan.
Valitusta sarakkeesta valitaan vield alkio, jonka mukaan taulukkoa muunne-
taan. Alkio valitaan siten, etté verrataan kunkin rivin arvon ja valitun sarak-
keen arvon osamaéraé ja valitaan ndistd pienin. Tamén jalkeen redusoidaan
matriisia siten, ettd kantamuuttujan kertoimeksi tulee 1. Tamén jalkeen ite-
rointi alkaa alusta, ja kun saavutetaan tilanne, jossa alimmalla rivilla ei ole
negatiivisia arvoja, ollaan saavutettu optimaalinen kéarkipiste, ja vastaus voi-
daan tulkita taulukosta.

Taulukon 16 alimmalla rivilld pienin arvo loytyy kolmelta eri kantalu-
vun kohdalta. Valitaan néistd satunnaisesti sarake ;. Lasketaan kunkin ri-
vin arvo-sarakkeelta 16ytyvéan luvun ja sarakkeen x; kohdalta 16ytyvan luvun
osaméadrit ¢ ja valitaan niistd pienin. Se 16ytyy riviltd 2, jossa kantamuut-
tujana on y5. Vaihdetaan kantamuuttujaksi x; ja kerrotaan rivi %:lla. Néin
saadaan muuttujan x; kertoimeksi 1.
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Taulukko 16: Simplex-taulukko

X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3 |Z|aIVO | C
vil2 1 3 1 0 0[]0 1 |3
y2[3 2 1 0 1 of0] 1 |2
ys|1 3 2 0 0 1[/0] 1 |3

z|-1 -1 -1 0 0O O0/]1| O

Seuraavaksi valitaan taulukosta 17 alimman rivin pienin kerroin. Se 10y-
tyy sarakkeen x3 kohdalta. Lasketaan c jokaiselle riville, ja valitaan naisté
pienin. Se 16ytyy ylimmalta rivilta, eli nyt y;:n tilalle tulee kantamuuttuja
x3. Seuraavaksi redusoidaan taulukkoa siten, etté ylimmalle riville tulee x3:n
kertoimeksi 1.

Taulukko 17: Simplex-taulukko

X; X2 X3 Y1 V2 ¥Ys |z | arvo | c

1 7 2 1 [ 1
o B B B S I A
S I RN I
T e A
ZO—§—§O§01§

Seuraavassa iteraatiossa alimman rivin pienin luku 16ytyy taulukon 18 9
sarakkeesta. Lasketaan c jokaiselle riville ja valitaan naista pienin. Nyt pienin
arvo 10ytyy kolmannelta rivilta, eli kantamuuttuja x, valitaan siihen.

Taulukko 18: Simplex-taulukko

X] Xz X3 Y1 Y2 Y3 |Zz|arvo| c
1 3 2 1

0 PO SR A B O I A

SO A S S N I A

Y3 T 77 7 |18
z|0 -2 0 2 2 0]1] 2
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Taulukosta 19 nahdéan, ettd alimmalla rivilld ei ole endad negatiivisia
lukuja. Té&lloin ei ole endd tulosta parantavaa suuntaa, eli optimipiste on
loydetty. Tuloksena on i, 2o, x3 = %, eli strategiat valitaan yhtd suurella
todennakoisyydella. Télloin z = x; + 29 + 23 = % + % + % = % Pelin arvo

on v = % = ﬁ = 2 ja strategioiden valitsemistodennékoisyydet ovat p =
(plap2ap3) = (%7 %7 %)

Taulukko 19: Simplex-taulukko

X1 X2 X3 Y1 Y2 y3 |Z|aIrvo | C
x3/] 0 0 1 & - %10 %
xx|1 0 0 % % -0 ;
|0 1 0 -% & £ |0]| ¢
z|0 0 0 ¢ & & |1] 3

5.8 Ekstensiivimuotoisten pelien ratkaiseminen

Paatospuumuotoisten ekstensiivipelien ratkaisemisessa voidaan kiyttaé eri
tapoja. Kaikki ekstensiivimuotoiset pelit voidaan esittdd normaalimuodos-
sa, joskin joitain tietoja niistd voi kadota. Jos peli on epétéydellisen infor-
maation peli, muuntaminen on kuitenkin usein helppoa. Normaalimuotoinen
peli on ratkaistavissa jo edellé esitetyilla keinoilla. Ekstensiivimuotoinen pe-
li voidaan myo6s ratkaista suoraan paatospuumuotoisena. Talloin kaytetdadan
induktiota taaksepdin, eli lahdetdan karsimaan padtospuun oksia viimeises-
ta alkaen. Otetaan esimerkiksi kuvan 14 peli, jossa on kaksi pelaajaa, jossa
pelaajalla 1 on kaksi paatoksentekovaihetta, ja pelaajalla 2 yksi padtoksente-
kovaihe. Pelaajalla 1 on strategiat ("W?”), (" X”,”Y”) ja ("X”,”Z"). Pelaa-
jan 2 strategiat ovat 7 A”,” B”,7C” ja” D”. Pelaaja 1:n ensimmaéinen péaatos
tehdéédn solmussa a, ja toinen paatds solmussa d. Pelaajan 2 pa#atos tehdadn
joko solmussa b tai c.
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(41) (35 2,0
Y

4,2) (3,1)

Kuva 14: Taydellisen informaation ekstensiivimuotoinen peli

Peli voidaan ratkaista taaksepdin induktiolla ldhtemalla liikkeelle solmus-
sa d tapahtuvasta padtoksestd. Strategia ”Y” dominoi strategiaa ” Z”, koska
utiliteetti on isompi, eli voidaan redusoida puu kuvan 15 muotoon.

(41)  (BS5 (@42 (2,0

Kuva 15: Téydellisen informaation ekstensiivimuotoinen peli, josta poistettu
pelaajan 1 dominoitu strategia.

Jaljelle jaavésta puusta jatketaan dominoitujen strategioiden eliminoimis-
ta. Solmusta ¢ lahtee strategiat ” A” ja” B”, joista B dominoi strategiaa ” A”,
silla pelaajalle 2, joka tekee téssa solmussa paiatoksen, on kannattavampaa
pelata strategia ” B”. Talloin voidaan poistaa puusta strategia ” A”, silla pe-
laaja 2 ei koskaan valitse sitd, jos han pelaa rationaalisesti. Iteroitu puu on
esitetty kuvassa 16.
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(42) (2,0

Kuva 16: Téydellisen informaation ekstensiivimuotoinen peli, josta poistettu
pelaajan 2 dominoitu strategia.

Solmussa b strategia ”C” dominoi strategiaa ” D", eli strategia ” D” voi-
daan poistaa. Jaljelle jaa talloin kuvan 17 peli, jossa on jaljelld enéda pelaajan
1 péadtos. Strategia ” X” dominoi strategiaa ”W?”, jolloin pelaaja 1 valitsee
strategian 7 X7,

a:l

SN

(3,5) (4,2)

Kuva 17: Téydellisen informaation ekstensiivimuotoinen peli, josta poistettu
pelaajan 2 dominoitu strategia.

Pelaajan 1 parhaat strategiat ovat siis (" X”,”Y”) ja pelaajan 2 ("C”,” B”)
sen mukaan, mitd paatoksid on tehtéavissa pelin edetessi. Kuvassa 18 on liha-
voituna parhaiden strategioiden reitit. Jos pelaajat pelaavat rationaalisesti
pelin jokaisen pa#toksen, molemmat saavuttavat parhaan lopputuloksen li-
havoidulla reitilla, jossa pelaaja 1 valitsee ensin strategian ” X", pelaaja 2
sitten strategian ”C” ja pelaaja 1 tdmén jélkeen strategian "Y”.
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(4,1) (3,5

(4,2) (3,1)

Kuva 18: Téydellisen informaation ekstensiivimuotoinen peli, jossa lihavoi-
tuna pelaajien parhaimmat strategiat.

44



6 Johtopaatokset

Peliteorian suurin anti on se, etté sosiaalisia paatoksentekotilanteita voidaan
esittda peliteorian avulla usealla tavalla ja tilanteiden formalisoiminen mate-
maattiseen muotoon voi tuoda objektiivisen ratkaisun tilanteeseen, johon ei
ole 1oydetty muilla keinoilla ratkaisua tilanteen moninaisuudesta johtuen.

Pelien ratkaisemiseksi on kehitetty useita eri ratkaisumenetelmié, jotka
soveltuvat eri tilanteisiin ja niistd mallinnettuihin peleihin. N&in ollen peli-
teoreettisia menetelmiéd voidaan hyodyntaé useissa eri sovelluskohteissa mo-
nilla eri aloilla.

Tama tutkielma on johdatus peliteorian maailmaan. Peliteoria on kui-
tenkin todellisuudessa vield paljon laajempi tieteenala, jonka pintaa téssa
tutkielmassa raapaistaan, jotta lukijalle syntyy ajatus, mitd peliteoria oi-
keastaan on ja innostus sitd kohtaan.
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